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INEGALITATEA Cauchy-Schwartz-Buniakowski
VARIANTA INTEGRALA

Prof. Ricu Ileana
Grup Scolar Agricol Rosiori

Teorema (Holder)

Fie f,g :[a,b]— R doud functii integrabile si p,q >1 cu L 1.
p q
Atunci avem:

1 1
b b ; b g
[1£(0)- go)fex < ( flre” dxj ( fle@ dx]
Demonstratie
b p b q
Daci J' £ (x)] dx=0 sau ” g(x)| dx=0 se obtine ci f este nuld aproape peste tot sau g

este nula aproape peste tot,deci fg este nula aproape peste tot =

b
_[ /(x)g(x)dx=0si se obtine egalitatea.

Presupunem ci u = ﬁf(x)‘pdx >0 siv= ﬂg(x)‘qu =0

< . . < .11 . .af 1
Se arata(cu ajutorul derivatelor) cd daca —+—=1§1 a+f > 0,atunci &+ 2> aB (1)

p q p q
LA/ (G o
Luand ®* = 1 S'/P = 7 dinrelatia (1) se obtine inegalitatea
u” v
g () e ()
pu qv b,
u- v

Aplicand procedeul de integrare se obtine inegalitatea lui Hoélder.

Teorema (Cauchy-Schwartz-Buniakowski)
Fie f,g :[a,b]—> R doua functii integrabile. Atunci avem:

[ [11eo- g(x)lde < [ flreof dxj-( [le@f de

Demonstratie



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Nr. lulie 2010 www.Matelnfo.ro

In inegalitatea integrala a lui Holder punem p=q=2

APLICATIA 1.Fie f:[a,b] — R o functie integrabila.Sa se arate ca:
2

jf(x)cosxde +ﬁf(x)-sinxdx} S(b—a)-jjfz(x)dx

Solutie: Aplicam inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski

; /(¥ d} . [; fz<x>dx].@cos xdx] )

j)[f(x)-sinxdx < jifz(x)dx : sm xdx}

Prin adunare rezulta:
b 2 b 2,
J.f(x)-cosxdx} +Uf(x)-sinxdx} ijz dx[

Qe

sin xdx+_[cos xdx]

L a a

a!fz(x)dx

APLICATIA 2. Fie f:[0,1]— R o functie derivabila cu derivata continua pe [0,1]

\/— 1

122 (f/(x))4 -cos” xdx

( Concursul ,,Gheorghe Lazar”, Edltla VI Sibiu)

1
Solutie:Folosind ipoteza rezulta ca: j £ (x)dx

if( ) cosxdx} +ﬁf sinxdx}zﬁz‘fz(x)dx[

Q) >

(sin2 X+ cos’ x) dx] =

j[fz(x)dx-!ldx:bi

astfel ca f(0)=f(1)=0.Sa se arate ca: (_[f J

|_ - Osl

1 1

jf(x)dxz(f(x)-x)“) —j;x-f/(x)dx: —Jx-f/(x)dx ,de unde avem:

0 0
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:%[x—bcz -4%\; .U(f/(x))z dx] :i%(i‘(f/(x))z dx) :é(;[(f’(x))z dx]

0
Am folosit inegalitatea Cauchy-Schwartz-Buniakowski

Mai mult,din aceeasi inegalitate C.S.B.sub forma integrala avem:
1

.[(f/(x))z dx :i(f/(x))z -COS X -

dx N
COS X

(=)

1

00 ) < 0 ot~ U ) o e

o COS" X

= tgl-j(f/(x))4 cos” xdx < \/g-_(i;(f/(x))4 cos’ xdx(2)

0

f(x)dxj Séu(f/(x))zdx}z sﬁi(f/(x))“cosz xdx

O ey —

Din (1) s1(2) avem: [

g.e.d.

APLICATIA 3. Pentru functia £: [2,3] — (0,400) , f(x)=%/x"+1

,neN,n>2 gsasearate ca

s o regcossa| <[ v

Olimpiada de matematica-faza locala-Giurgiu-2006
Solutie:
Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

U S (x)sin xdez < jf (x)dx- [ sin® xdkx (1)

3
2
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3

[ cosxdx} <J.f ) dx -J.cos2 xdx(2)

2
Relatiile (1) si(2) se aduna membru cu membru si obtinem:

[ s1nxdx) +(J‘f cosxde Sj‘fz(x)dx-jldxzj-\”/xz+1dx.x‘z —

3

=j x> +1dx

2

g.e.d.

APLICATIA 4.Sa se demonstreze inegalitatea:

Jr

sin xdx —

'—-.l\)|§l

Solutle.Consideram functiile :

f:[O,%} —> R, f(x)=sinx
g :{O,%} —> R,g(x)=+sinx

Sunt functii continue pe {0%} si cu valori pozitive; aplicand inegalitatea

Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

sin x -+/sin xdx

2

3
sin?xdx =

O 10 | Y
o'—..m|.§;

= | | sin2xdx n? xdx-

(M)z dx =

S 0 | N
IA

O 0 | N
92
Pk o

SR O
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APLICATIA 5. Fie ce R, f: [a,b] — R, f continua pe [a,b] astfel incat

j‘f(x)dxzj‘xf(x)dx=c.

cz(a+b—2)2

Sa se arate ca : I(f'(x))z dx 2

I(x—a)z (x—b)2 dx

Concurs,,Mathematica-Modus Vivendi”’-Rimnicu-Vilcea

Solutie:
Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:

j).(x—a)2 (x—b)2 cbc-j-(f'(x))2 deU.(x—a)(x—b)f'(x)] relatia (1)

a a a
Calculam
prin
b parti

I(x—a)(x—b)f(x = [ x a) x— b

i2xab dx=

a

b b 2)
=—2jxf(x)dx+(a+b)jf(x)dx=—20+(a+b)c =c(a+b—2)
Inloc:lind (2) in(1) rezult;:
I(x—a)z(x—b)z a’x-J‘(f'(x))2 a’chZ(a+b—2)2 /;j(x—a)z(x—b)2 dx >0
c’ (a+b—2)2
Avem: .[ dx> q.e.d.

I(x—a)z (x—b)2 dx

a

APLICATIA 6.Fie f:[0,1] > R,o functie derivabila cu derivata continua astfel

incat
|

! 2 2
f(1) - f(0) = a .Sa se arate ca j(f (x)) dx>a
0
Solutie: Aplicand inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski avem:
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1 1 1 1 2 X

[(7/(x)) ax=[(f(x)) dx-[1ax> Uf'(x) dx} =) =(r@)=-r(0) =
0 0 0 0

APLICATIA 7. Fie f:[0,1] > R,o functie derivabila cu derivata continua astfel

incat f(1)=1(0)=0.Sa se arate ca :

1 2 1
1 , 2
(jf(x)dx) S—I[f (x)] dx
0 12 0
Cand se realizeaza egalitatea?
H.I.Seiffert,Elemente der Mathematik vol.38,nr.2-1983

Solutie:

prin
parti 1 1

If dx— xf ))‘ Jx-f’(x)dx:—jx-f'(x)dx

0 0

darJ.f dx—f( )‘ f(l)—f(O)zO(*)

:>2£f(x)dx:—2_([x-f’(x)dx=O+£—2xf'(x)dx(=)_([f’(x)dx—inf’(x)dx:

j(l 2x)f" (x) dx (%) =

0
Prin ridicare la patrat in ambii membri ai relatiei(**),avem:

4& /(x) dez = U(l—zx) £(x) dez e 55
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1 2 1
1 , 2
[If(x) dxj S—I[f (x)] dx
0 12 0
Pentru egalitate vom incerca functii polinomiale,cu intentia de a identifica in cei

doi membri coeficientii.Nu este posibila o functie liniara,din cauza conditiilor
f(1)=1(0)=0,dar polinomul cx(1-x) cu c=constanta arbitrara,are ca derivata c(1-2x)

1 2

1 2

si este usor de vazut ca 4[ch(1 —x) dxj = EJ.C(I - 2x) dx deci egalitatea se
0 0

obtine pentru f(x)=cx(1-x) cu c=constantd arbitrard. Am obtinut astfel o conditie

suficienta pentru egalitate,fard a fi insa necesara. q.e.d.

1
APLICATIA 8. Fie f:[0,1] > R,o functie continua si j f(x)dx=0.5Sa se arate ca :
0

1 2 1
(J.xzf(x)dx} < %sz [f(x)]2 dx
0 0
Cand se realizeaza egalitatea?

H.I.Seiffert,Elemente der Mathematik vol.38,nr.1-1983
Solutie: Vom putea aplica inegalitatea Cauchy—Schartz-Buniakowski dapa cum

1 2 2
[Ixzf(x)dxj Ux xf x] SJ I )dxz
urmeaza: O 301 1! 0
=X—‘B-J.x2f2(x)dx=— X2 (x)dx
3 0 30
1
Se vede ca nu am aplicat conditia din enunt If dx 0.
0

jldleio

Vom obtine egalitatea pentru f(x)=1,pentru care

1 2 32 1 3
I 1 1 x 1
Intr- 5 | =] 2 2= [Rde=— 2 =2
Intr adevar,[_[ 3 ‘0 9 3 33 ‘0 9

0

1 1
1
Cum dex = 5 # 0 avem incd o dovada ci If (x ) dx =0 este o conditie
0 0

supraabundenta.
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Comentarii: Problema admite numeroase generalizari dintre care prezentim
urmatoarea:
Fie f:[0,1] > R,o functie continud.S4 se arate ca :
1 2
m+p 1
Ix f (x) dx | <

7 C2m+1

Cand se realizeaza egalitatea?

1
_[ X [f (x )]2 dx unde m, p sunt numere naturale.
0



