CURSUL 8

Teorema de punct fix a lui Banach

Teorema de punct fix a lui Banach, cunoscuta si sub denumirea de princi-
piul contractiilor, este un instrument important in teoria spatiilor metrice; ea
garanteaza existenta si unicitatea solutiilor ecuatiilor de forma

r = f(x)

pentru o clasa larga de aplicatii f si furnizeaza totodata o metoda constructiva
de determinare a acestor solutii. Teorema a fost formulata si demonstrata in anul
in 1922 de catre Stefan Banach (1892-1945), fondatorul analizei functionale.

Principiul contractiilor este o abstractizare a metodei aprorimatitlor succesive,
metoda utilizata in mod empiric inca din antichitate pentru rezolvarea ecuatiilor
numerice, si care a fost utilizata cu succes, de exemplu, si la rezolvarea ecuatiei
lui Kepler

E=M+esink

pentru determinarea pozitiei planetelor pe orbita. In cazul ecuatiilor diferentiale,
metoda aproximatiilor succesive a fost introdusa de Joseph Liouville in 1837 si
dezvoltata sistematic de Emile Picard incepand cu anul 1890.

1. Generalitati despre spatii metrice

Vom reaminti, pentru inceput, cateva notiuni si rezultate de baza din teoria
spatiilor metrice.

Definitia 1. Numim spatiu metric o multime nevida X dotata cu o metrica
d, adica cu o functie d : X x X — R care satisface urmatoarele axiome:

i)Vee X, Vye X,d(x,y) >0sid(z,y) =0 x=y;
i) Yo € X, Yy € X, d(z,y) = d(y, v);
i) Ve e X, Yy € X, Vz € X,d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Metrica d din definitia de mai sus mai este numita si distanta pe X, axio-
mele ei retinand proprietatile esentiale ale notiunii comune de distanta dintre
doua puncte. Pentru a desemna in acelagi timp si multimea suport si metrica
considerata, vom folosi notatia (X, d).

Dintre spatiile metrice uzuale amintim doar urmatoarele: multimea numerelor
reale R cu distanta obignuita d(z,y) = |x — y|; multimea numerelor complexe C
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cu d(z,w) = |z — w|; spatiile R cu metrica euclidiana

d(z,y) = (@1 — y1)? + (@2 — 12)> + - + (T — Ya)%,

si spatiul Cla ) al functiilor continue x : [a, b] — R dotat cu metrica convergentes
uniforme
d(r,y) = swp [o(t) — y(0)]
te(a,b]
Pentru orice punct xy al unui spatiu metric X definim sfera de raza r > 0 si
centru xy prin

S(zo,7) ={r € X | d(xg,z) <71}

Fie A C X. Punctul zg € X este punct interior multimii A daca exista rg > 0
astfel incat S(zg,79) C A. Multimea punctelor interioare lui A formeaza interi-

orul Tui A, notat cu A. Punctul ¢y € X este punct aderent lui A daca, pentru
orice r > 0, S(xg,7) N A # (. Multimea punctelor aderente lui A formeaza
inchiderea Tui A, notatd A. Un punct aderent lui A dar care nu este si punct
interior lui A se numeste punct de frontiera, multimea lor formand frontiera lui
A, notata 0A. Au loc egalitatile:

A=A\ A=ANX\ A.

In cazul particular cand A este o sfera, avem:

[e)

S (z9,70) = S(x0,70),

S(xo,m0) = {x € X | d(xg,x) < 1o}

s
0S(xg,ro) = {x € X | d(zg,x) =10}

o

O submultime A C X se numeste deschisa daca A = A, si se numeste inchisa
daci A = A. Se poate arita ca A este deschisa daca si numai daci complementara,
sa, X \ A, este inchisa.

Clasa submultimilor deschise defineste o topologie pe X, numita topologia
indusd de metricd. In aceastd topologie, V' C X este o vecinatate a punctului
xo € X daca contine o sfera centrata in zo. Prin definitie, un sir (x,) din X este
convergent la z* € X daca in orice vecinatate V' a lui x* se gasesc toti termenii
sirului incepand de la un rang ny € N incolo. In acest caz z* se numeste limita
sirului si notam lim,, . z,, = z*. Convergenta sirului de puncte (x,) in spatiul
metric X este caracterizata de sirul numeric al distantelor dintre termenii sirului
si limita sa. Mai precis, avem echivalenta

lim z, = z* < lim d(z,,z*) =0.
n—oo n—oo
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Un sir (z,,) din X se numeste sir fundamental sau gir Cauchy daca pentru
orice € > () exista un rang n. € N de la care incepand distanta dintre oricare doi
termeni ai girului este mai mica decat €. Pe scurt:

(z,) sir Cauchy < Ve >0dn. € Nal n>n.gim>n. = d(z,, z,) <e.

Este usor de vazut ca orice gir convergent este si fundamental, dar reciproca nu
este valabila in orice spatiu metric. De exemplu, in multimea numerelor rationale
dotata cu distanta obignuita, sirul

1
:U"ZZW

k=0

este fundamental fara sa fie convergent.

Definitia 2. Numim spatiu metric complet un spatiu metric in care orice gir
Cauchy este convergent.

Toate exemplele de spatiile metrice uzuale amintite mai sus, (R, d), (C,d),
(R™, d) si (Cpa), d) sunt spatii metrice complete.

Fie (X1,d1) si (Xa,dy) doud spatii metrice. O functie f : X; — X5 este
continud daca din x, — z* in X; rezulta ca f(z,) — f(z*) in Xs.

Definitia 3. Functia f : X; — X, este lipschitziana cu constanta Lipschitz
L > 0 daca pentru orice x si y din X; are loc majorarea

dl('ra y) S Ld?(xvy)
O functie lipschitziana cu constanta Lipschitz L < 1 se numeste contractie.

Orice functie lipschitziana este continua, reciproca nu are loc in general.
Am ajuns sa precizam acum o ultima notiune pregatitoare:

Definitia 4. Fie f : X — X o functie oarecare. Elementul z* € X se
numeste punct fix al aplicatiei f daca satisface egalitatea

2. Metoda aproximatiilor succesive

Pentru a usura intelegerea Teoremei de punct fix a lui Banach, vom prezenta
mai intai metoda generala de rezolvare a ecuatiilor numerice prin aproximatii
succesive, aga cum apare ea pentru prima oara in scrierile ramase de la Heron din
Alexandria (circa 10 — 70 d.H.) si anume chiar in Metrica, o culegere de formule
si metode de calcul pentru lungimi, arii si volume, multe dintre ele preluate de la
babilonieni. Printre acestea se afla si urmatoarea metoda de extragere a radacinei
patrate formulata, in exemplul urmator, in limbajul matematic actual.
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Exemplul 1 (Heron). Ecuatia

.TZZCL

poate fi rezolvata (in multimea numerelor reale strict pozitive) astfel: o scriem
in mod echivalent sub forma problemei de punct fix
1 a
o= (e+3),
si, pentru functia f : (0,400) — (0, +00) data de

1 a
= — —_ 1
f(@) 2(x+x), (1)
calculam in mod recurent, pentru n = 0, 1,2, ..., aproximatiile

Tpy1 = f (xn>7
unde termenul initial 29 > 0 este ales arbitrar (dar cu cat mai aproape de \/a,
cu atat mai bine). Obtinem un gir convergent la un numar z* > 0 care verifica
ecuatia z* = f(x*), adicd 2* = /a. Vom opri calculul efectiv al aproximatiilor
T, cand observam ca s-au “stabilizat” un numar suficient de zecimale.

S& verificaim printr-un program C# care scrie in consola de iesire valorile
sirului (z,) i reprezinta grafic comportarea acestuia (vezi Figura 1).

public class Heron : FractalForm
{
double a = 16;
double f(double x)

{
return 0.5 * (x + a / x);
}
public override void makeImage()
{

double x, y, x0, yO;
setXminXmaxYminYmax (-1, 30, -1, 30);

//TRASAM GRAFICUL LUI f£

//clearScreen();

sethAxis();

setLine (Xmin, Ymin, Xmax, Ymax, penColor);
x0 = 0.1;

yO = £(x0);

for (int ix = getI(x0) + 1; ix < imax; ix++)

{

x = getX(ix);

y = £(x);

setLine(x0, y0, x, y, Color.Red);
x0 = x;



}

}

yo = y;

resetScreen();

//TRASAM SIRUL CARE PLEACA DIN xvechi
double xnou, xvechi = 29;
Console.WriteLine("x0=" + xvechi);
int k = 1;

while (true)

{
xnou = f(xvechi);
Console.WriteLine ("x{0}={1}", k++, xnou);
if (Math.Abs(xnou - xvechi) < 0.000001) break;
setLine(xvechi, 0, xvechi, xnou, Color.Blue);
setLine(xvechi, xnou, xnou, xnou, Color.Blue);
setLine(xnou, xnou, xnou, 0, Color.Blue);
xvechi = xnou;

}

resetScreen();

Continutul consolei de iegire:

x0=29

x1=14.7758620689655
x2=7.92935460507786
x3=4.97358665247226
x4=4.09529048512717
x5=4.0011086242342

x6=4.00000015358839

x7=4

Press any key to continue

Justificarea convergentei girului x,, este lasata cititorului, ea poate fi stabilita

prin studierea marginirii gi a monotoniei girului.

Sa ilustram acum aplicarea metodei aproximatiilor succesive pentru rezolvarea
unei ecuatii functionale (in care necunoscuta este o functie). Mai precis vom con-

sidera ecuatia diferentiala

cu f: R xR — R continui, si vom cauta solutii ¢ : I — R de clasa C! care sa

P'(t) = f(t, o)),

satisfaca si conditia initiala

¢(70) = o
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FiGUuraA 1. Metoda lui Heron, a = 16 si g = 29.

Este ugor de vazut ca problema Cauchy (2) si (3) este echivalenta cu urmatoarea
ecuatie integrala de tip Volterra

t
o) =6+ [ flrg(m)r, )
70
care poate fi scrisa sub forma problemei de punct fix

=Ty

cu ajutorul operatorului liniar I' definit de egalitatea

(L) (t) = &o + / f(r, (7)) dr.

Dupa cum stim din teorema de existenta si unicitate Cauchy — Lipschitz —
Picard, in anumite conditii bine precizate, ecuatia (4) are solutie unica pe un
interval I, obtinuta ca limita uniforma a girului de functii (¢, ), definit astfel:

t
puns(®) = Co)®) =60+ [ Firulr))
70
unde ca aproximatie initiala poate fi luata functia constanta

wo(t) = &o,

pentru orice t € I.



3. Principiul contractiilor

Am vazut in sectiunea precedenta cum sunt generate, prin metoda aproxima-
tiilor succesive, siruri de numere sau de functii care determina, la limita, punctele
fixe ale unor anumite aplicatii.

Scopul nostru este sa prezentam o noua categorie de fractali, definiti ca puncte
fixe ale unor transformari care duc multimi in multimi de puncte, si in acest caz
vom folosi giruri de multimi. Pentru a nu repeta rationamentele in fiecare caz in
parte, demonstram aici forma abstracta data de Banach a metodei aproximatiilor
succesive:

Teorema 1. Daca (X, d) este un spativ metric complet iar f: X — X este
o contractie, atunct f are un punct fix unic tn X. Mai mult, pentru orice punct
matral xg € X, sirul aprorimatiilor succesive

To € X
{:En-‘rl - f(xn)v ne N7 (5)

este convergent la punctul fiv x* € X al lui f, viteza de convergenta fiind data

de estimarea

d([lfo, Il)
l—q

unde q € [0,1) este constanta Lipschitz a lui f.

d(x,,x") <

q", (6)

Demonstratie. Consideram un punct xg € X fixat arbitrar gi definim sirul
(x,) prin relatia (5). Vom arata, pentru inceput, ca (z,) este un sir Cauchy.
Deoarece f este o contractie, avem, pentru orice n € N,

A(Tni1, Ty2) = d(f(2n), f(Tn11)) < qd(@n, Tnta),
de unde rezulta
d(xp, Tpa1) < ¢"d(z0, 1),
pentru orice n € N. De aici obtinem imediat, pentru orice n,m € Ncun <m,

.Tn,.Tm Zd CE“IH_l < d fL‘(),ZL’l Zq < f(iqu)qn (7)

Am folosit majorarea data de suma seriei geometrlce

m—n—1 ‘ o A
Z q < Z ¢ =
=0 1=0

care este convergenta deoarece constanta Lipschitz ¢ este in intervalul [0, 1).

Fie £ > 0 fixat arbitrar. Deoarece lim,,_,,, @020

1—q
d(xo xl)q < ¢. Din (7) urmeaza Cé, pentru

q" = 0 rezulta ca exista un
n. € N astfel incat n > n,. implica
orice n > n. §i m > n., avem d(x,, xm) < g, i deci (x,,) este gir Cauchy. Spatiul
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metric X fiind complet, rezulta ca (z,) este convergent, adica exista z* € X
astfel incat

lim x, = z*.
n—oo

In sfarsit, deoarece f este o contractie, este continua, si trecand la limita in
relatia de recurenta (5), obtinem egalitatile

"= lim z,.; = lim f(z,) = f(lim z,) = f(z¥),

care arata ca x* este punct fix pentru f.
Pentru a demonstra unicitatea punctului fix, fie z** € X, cu x* # z**, un alt
punct fix al lui f. Atunci d(z*, 2**) > 0 gi obtinem imediat ca

d(z*, ™) =d(f(z"), f(z™)) < qd(z", 2™) < d(z*,z™),

de unde rezulta o contradictie.
Estimarea (6) se obtine din (7) prin trecere la limita cu m — oo.

g

Observatia 1. Pentru sirul aproximatiilor succesive sunt valabile egalitatile:

z1 = [flxo), 2 = f(f(20)) = (f o [)(20), x5 = [(f(f(20))) = (f o f o f)(z0)

s.a.m.d. Definim girul iteratelor functiei f ca fiind

f"=fofo---of (den ori),
si avem
Tn = f(0),

pentru orice n > 1, adica x,, este sirul valorilor in xy ale iteratelor functiei.

Exemplul 2. Definim f : C — C prin

f(z) =az+1,
unde
9( T s 7r)
a= —(cos = +isin—).
10 7 7
Deoarece

() = f@)] = lallu — o] < g5 Ju =],

pentru orice u si v din C, f este o contractie. Unicul sau punct fix este solutia
ecuatiel z = az +1, adica z* =i/(1 — a).

Clasa C* urmétoare reprezinti grafic, pentru functia f de mai sus, com-
portarea girului aproximatiilor succesive pentru diverse valori ale datei initiale:
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public class Banach : FractalForm

{
static Complex i = new Complex(0, 1);
static Complex a = Complex.setRoTheta(0.9, Math.PI / 7);
Complex f(Complex z)
{
return a * z + i;
}
void transformaSiTraseaza(ref ComList 1i)
{
ComList rez = new ComList();
Complex z,zprim;
int k=1;
for (z = 1li.firstZet; !li.ended; z = li.nextZet) {
rez.nextZet = zprim = f(z);
setLine(z,zprim,getColor (100*k++)) ;
}
1i = rez;
}
public override void makeImage()
{
setXminXmaxYminYmax(-5.1, 2.1, -2.1, 5.1);
setAxis();
ComList fig = new ComList();
fig.nextZet=-1 - i;
fig.nextZet=-0.6 - i;
fig.nextZet=-0.2 - i;
fig.nextZet=0.2 - i;
fig.nextZet=0.6 - i;
fig.nextZet=1 - i;
int nrEtape = 100;
for (int k = 0; k < nrEtape; k++){
transformaSiTraseaza(ref fig);
}
resetScreen();
}
}

Rezultatul este dat in Figura 2, in care varfurile celor sase linii poligonale
reprezinta punctele succesive ale sirului 2,11 = f(z,), pentru sase valori initiale
diferite ale lui zg.

Gasirea unei contractii potrivite pentru rezolvarea unei anumite ecuatii este,
in general, o chestiune dificila, de multe ori urmatoarea warianta locald este
salvatoare: daca stim ca o aplicatie f : X — X are un punct fix z* undeva
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A

FicurA 2. Iteratii trasate de clasa Banach.

in spatiul metric complet (X, d), si daca reusim sa aratam ca exista ro > 0 si
q € [0,1) astfel incat
d(f(x), f(y)) < qd(z,y)

pentru orice x si ¥ din S(z*, ), atunci rezulta mediat c& f este o contractie pe
Xo = S(2*,79) si, prin urmare, pentru orice z, suficient de aproape de z* (adica
xo € Xj) sirul valorilor in z( ale iteratelor lui f este convergent la x*.

In cazurile numerice X = R sau X = C avem chiar un rezultat mai precis:

Teorema 2. Fie functia f : R — R (sau f : C — C) derivabila cu derivata
continud i fie x* € R (respectiv o* € C) un punct fix al sau. Daca

|f'@)] <1,
atunci exista ro > 0 astfel incat, pentru orice xy cu |xrg — x*| < 1o avem

lim f°"(xg) = 2.
n—oo
Demonstratie. Fixam o constanta g astfel incat |f'(z*)| < ¢ < 1. Din continu-
itatea derivatei in x*, rezulta ca exista ro > 0 astfel incat |f'(z)| < ¢ pentru orice
x € S(x*,70). Din teorema cresterilor finite urmeaza ca |f(z) — f(y)| < gl — y|
pentru orice x si y din S(z*, 7)), si aplicim in continuare varianta locala a prin-
cipiului contractiilor. U

In cazul unei contractii f : X — X, spunem ca punctul sa fix, z* € X, este un
atractor global, deoarece are proprietatea ca pentru orice xy € X girul iteratelor
(fo™(xo)) converge la z*. Se mai spune ca z* este atractorul contractiei f.

In cazul Teoremei 2 spunem ca punctul fix x* este un atractor local, deoarece
convergenta lui (f°"(zg)) la z* este asigurata numai pentru xy dintr-o vecinatate
a punctului fix. Tot in cazul functiilor numerice, un punct fix z* este numit
repulsor daca |f'(z*)| > 1 si neutru daca |f'(z*)] = 1. In cazul cand z* este
repulsor se poate arata ca pentru orice x # z* dar suficient de apropriat de
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acesta, d(x,z*) < d(f(x),z*), ¢i, prin urmare, un gir de iterate x, = f°"(x¢)
poate sa convearga la z* numai daca x, = z* de la un loc incolo.

Observatia 2. Din definitia derivatei rezulta imediat ca, daca o functie lips-
chitziana definita pe R sau pe C este derivabila, atunci derivata sa este marginita
in modul de constanta Lipschitz a functiei. Reluand Exemplul 1, constatam ca
functia f data de (1) nu este o contractie pe X = (0, +00), derivata sa

=g (1-5). )

fiind nemarginita pentru z — 0. Totusi, deoarece in punctul fix z* = \/a avem
f'(v/a) = 0, Teorema 2 este aplicabila gi justificim astfel foarte usor convergenta
metodei lui Heron, dar numai pentru datele initiale xy “suficient de apropriate”

de v/a.

Este interesant de vazut ca metoda lui Heron de extragere a raracinii patrate
functioneaza i in multimea numerelor complexe dar numai pentru valori initiale
din vecinatatea punctelor fixe, iar justificarea convergentei este data tot de Teo-
rema 2. Spre exemplificare, urmatorul program are rezultatul din Figura 3.

public class HeronComplex : FractalForm

{
static Complex i = new Complex(0, 1);
static Complex a = (1 + 1) * (1 + i);
Complex f(Complex z)
{
return (z + a / z) / 2;
}
public override void makeImage()
{
setXminXmaxYminYmax(-0.1, 2, -0.1, 2);
setAxis();
Complex z = 0.5 + 0.75 * i;
for (int k = 1; k < 10; k++)
{
setPixel(z, getColor(100 * k));
Console.WritelLine(z);
z = £(z2);
}
resetScreen();
}
}
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Bl C\Windows\system32\cmd.exe LE@l&J

SRS -
-17387672307622+0.9703846153846151 =y
-AB673224A22281 +0.9928975601145415
799974765049433+8. 2999771953363331
-A8AAAAAAA21 21 4+1 . ABAAAAAAA258'79 1

+11i

+1i

+11i

+11i

+11i

-
< | | b

FicurA 3. Consola de iegire pentru clasa HeronComplex.
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