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CUVANT INAINTE

Lucrarea isi propune sda fie un material util in pregatirea fundamentala a
studentilor din primii ani ai invatamantului superior tehnic, un material bibliografic de
baza pentru examenul de licenta al absolventilor universitatilor tehnice, pentru precum si
un material util inginerilor, profesorilor si tuturor celor interesati in aprofundarea
cunostintelor de Mecanica. Lucrarea este utila totodatd, pentru intelegerea si
aprofundarea altor discipline tehnice de pregatire fundamentalda cum sunt: Mecanica
fluidelor, Rezistenta materialelor, Mecanisme, Vibratii mecanice, etc.

Pentru o 1insusire eficientd a cunostintelor teoretice prezentate, recomandam
rezolvarea independentd a aplicatiilor prezentate la sfarsitul fiecarui capitol; aceste
aplicatii sunt reprezentative pentru fiecare capitol, fiind preluate din practica
inginereasca si imbunatatite ca forma de prezentare si mod de rezolvare, nu prezintd un
grad de dificultate prea ridicat si sunt accesibile studentilor care au parcurs deja un curs
de Algebra si Analizd matematica, Matematici speciale si Geometrie Analitica si
Diferentiala, discipline care se predau in primii ani in facultétile tehnice .

In conjunctura actuala a reformei din invatimantul superior tehnic, introducerea
sistemului de “credite transferabile” presupune din partea studentilor un efort mai
ar fi: teme de casd, proiecte, lucrari de verificare pe parcurs, etc.) care ii permit
studentului o pregitire constantd si eficienti. In acest sens, considerim ci prezenta
lucrare ofera un suport teoretic si aplicativ valoros, tuturor studentilor care doresc
insusirea si aprofundarea cunostintelor de Mecanica teoretica.

Lucrarea este o primd editie, avand la bazd un curs litografiat (referinta
bibiografica [6] ) precum si notele de curs de Mecanica, predate de autori studentilor de
la Facultatea de Stiinta si Ingineria Materialelor s1 Facultatea de Inginerie Electrica a
Universitatii Valahia Targoviste, precum si studentilor de la Facultatea de Foraj -
Extractie a Univesitatii “Petrol-Gaze” Ploiesti.

Suntem profund recunoscatori d-lor profesori Nicolae ENESCU si loan ROSCA
pentru rabdarea parcurgerii manuscrisului si observatiile facute la recenzia stiintifica,
precum si tuturor acelora care au venit cu propuneri pentru imbunatatirea acestei prime
editii a lucrarii.

Targoviste, 1999 AUTORII
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INTRODUCERE

1. Conceptele fundamentale si conceptele de lucru  ale
Mecanicii newtoniene

La baza fenomenelor studiate in mecanica stau cele doud notiuni fundamentale:
materia §i migcarea. Evolutia In timp a notiunii de materie a fost deosebit de
complexd. In antichitate notiunea de materie a fost confundati cu notiunea de
substanta (care este ndoar una din formele materiei), considerandu-se ca la baza
diferitelor fenomene stau 4 substante: apa, lemnul, focul si metalul. Chiar si Newton
avea o conceptie limitatd despre materie, pe care o considera ca fiind totalitatea
corpurilor fizice alcdtuite din atomi (particule considerate invizibile). La notiunea
stiintifica de materie s-a ajuns In urma unor cercetari aprofundate de marii savanti,
care au definit materia ca o reflectare obiectiva a insusirilor esentiale ale obiectelor
si fenomenelor lumii exterioare. Materia este deci o categorie filozofica ce
desemneaza o realitate obiectiva si existentd independent de celelalte notiuni
filosofice.

Materia are o structurda duald: substanta (materia discontinud, discreta,
concentratd) si campul (materia difuzatd in spatiu §1 continud). In mecanica
newtoniand a fost luat in consideratie numai primul aspect, cel de substanta.

O a doua problema fundamentald a fost problema miscarii, care din cauza
complexitdtii ei a ramas neelucidatd mii de ani. Timp de secole a dominat in stiinta
conceptia lui Aristotel asupra miscarii: “un corp care se afla in miscare se opreste
atunci cdand forta care actioneaza asupra lui isi inceteaza actiunea”.

Galileo Galilei a introdus prima data in mecanica conceptia stiintifica de studiu
a migcarii, demonstrand netemeinicia rationamentelor aristotelice. Galilei trece de la
prima etapd a cunoasterii, utilizata de predecesorul sau si bazatd aproape exclusiv pe
simple observatii, la abstractizari ale fenomenului miscarii si apoi verificari
experimentale - la practicd. Concluziile lui Galilei au fost formulate cu o generatie
mai tarziu de Newton, in celebrul Principiu al inertiei.

Miscarea este privitd din acest moment ca o forma de existentd a materiei, ca o
insusire esentiala a ei. Migcarea, ca §i materia este vesnicd, necreabila gi
indistructibila, avand un caracter general, absolut, iar repausul are un caracter relativ
si temporar. Deci, prin miscare se intelege orice fel de schimbare, transformare sau
dezvoltare de naturd fizicd, chimicd, sau fiziologicd. In concluzie miscarea a fost
definitd ca o forma de existenta a materiei, un atribut intrinsec al materiei, care
inglobeaza in sine toate schimbarile si procesele care au loc in univers, incepand cu
simpla deplasare a unui punct material si teminand cu gandirea. Obiectul stiintei il
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constituie deci studiul general al formelor de miscare si al reflectarii acestor miscari
in constiinta omului.

Mecanica studiaza una din cele mai simple forme de miscare a materiei
cunoscute sub numele de migcare mecanicd, definita ca fiind modificarea relativa a
pozitiei unui corp, sau a unei parti a acestuia, in raport cu un alt corp considerat ca
reper (sistem de referinta).

Notiunea de repaus in Mecanicd este relativa (definitd ca nemodificare a
pozitiei unui corp fatd de un reper sau sistem de referintd) si trebuie cosiderata numai
in raport cu un astfel sistem de referintd, presupus ca fix.

Prin reper sau sistem de referinta se intelege un corp care nu-si schimba forma
si dimensiunile, la care se raporteaza miscarea mecanica. De obicei, in Mecanica se
foloseste triedrul triortogonal drept (dextrators), studiul miscarii mecanice a
corpurilor facandu-se in raport cu acest sistem de referintd presupus ca fix. Cum in
naturd nu exista nici un reper despre care sa putem afirma ca este fix, pentru studiul
miscarii interplanetare toate reperele vor fi considerate In mod necesar mobile. Dintre
aceste repere se distinge totusi o clasa de repere fatd de care legile miscarii se scriu
sub o forma mai simpla si in care principiile de baza ale mecanicii (stabilite de
Newton) raman invariabile. Acestea se numesc repere inertiale. Un reper inertial este
deci un reper 1n care un corp punctiform (aflat la distante suficient de mari fata alte
corpuri, pentru a nu intra sub influenta acestora) ramane permanent in repaus sau in
migcare rectilinie si uniformd. Orice sistem de referintda aflat intr-o miscare de
translatie rectilinie si uniforma fata de un sistem inertial este tot un sistem inertial.

Diferenta dintre Mecanica clasica s1 mecanica relativista constd in modul de a
privi notiunile fundamentale ale mecanicii (spatiul, timpul si masa) ca forme concrete
de manifestare a materiei, mai exact proprietatile atribuite lor.

Mecanica clasica, care din punct de vedere istoric a aparut prima, considera
cele trei notiuni fundamentale (spatiul, timpul si masa) ca fiind absolut independente
una fata de alta si avand urmatoarele proprietati:

e spatiul este infinit, tridimensional, continuu, omogen si izotrop. Se utilizeaza
spatiul euclidian in care sunt valabile axiomele geometriei euclidiene §i principiile
calculului diferential si integral.

o timpul este infinit, continuu, omogen, uniform crescator §i ireversibil.

e masa este o marime scalara, pozitiva invariabila, care reflectd proprietatile
inertiale i de gravitatie ale materiei. Astfel avem:
- masa inerta - o marime fizica scalara pozitiva care reflectd proprietatea de
inertie a materiei (masura de inertie a unui corp in miscare de translatie) si ea
intervine in legea fundamentald a mecanicii stabilitd de Newton: F =ma ;
- masa gravifica - o marime fizicd scalard pozitiva care reflectd proprietatea
materiei de a produce un camp gravitational (de a actiona asupra altor corpuri).
Aceasta intervine in legea atractiei universale, numitd si legea gravitatiei
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universale: F = f , unde F este forta cu care se atrag reciproc douad particule

materiale de mase m; §i m, situate la distanta » intre ele.

In afara marimilor fundamentale de mai sus, in Mecanica intervin frecvent o
serie de marimi derivate, cum ar fi: forta, viteza, acceleratia, impulsul, lucrul
mecanic , etc. Forta este definitd ca fiind o marime care masoard interactiunea
mecanica dintre corpurile materiale si are caracter vectorial. Un rigid isi schimba
starea de miscare sau de repaus In interactiunea cu alt rigid, forta fiind marimea care
caracterizeaza aceasta interactiune.

Mecanica relativista priveste notiunile de spatiu, timp §i masa ca formand o
unitate indisolubild si interdependente. Datoritd acestei ipoteze noi, se modifica
fundamental proprietatile notiunilor fundamentale, astfel Incat:

- spatiul nu mai este omogen §i izotrop.
- timpul nu mai este omogen.
- masa nu mai este invariabila, depinzand de viteza cu care se migca corpul.

Aceste noi ipoteze au fost acceptate in momentul in care au aparut primele
rezultate experimentale care contraziceau concluziile calculului teoretic al mecanicii
clasice. Aceste rezultate experimentale se refereau la miscarile cu viteze foarte mari
ale particulelor atomice pentru care raportul dintre viteza particulei v si vitaza luninii
¢ nu poate fi neglijat in raport cu unitatea si pentru care trebuie aplicate principiile
Mecanicii relativiste.

In cazul miscarilor cu viteze mici (pentru care raportul dintre viteza particulei v
si vitaza luninii ¢ poate fi neglijat in raport cu unitatea) se pot aplica foarte bine
principiile Mecanicii clasice, diferentele dintre rezultatele aplicarii acestor pincipii si
cele ale Mecanicii relativiste fiind foarte mici.

Cum marea majoritate a miscarilor intdlnite in tehnica sunt caracterizate de
viteze mici in raport cu viteza luminii (astfel incat raportul dintre viteza corpului v si
vitaza luninii ¢ poate fi neglijat in raport cu unitatea), ele se pot studia foarte bine cu
ajutorul legilor mecanicii clasice, de unde rezultd si importanta practica a acestor legi.

2. Diviziunile Mecanicii clasice

In functie de natura corpurilor studiate, Mecanica clasica are trei mari ramuri:

a) Mecanica teoretica (newtoniand sau generald), care studiaza corpurile rigide,
legile sau principiile universale care stau la baza echilibrului sau miscarii lor, cu
aplicatii ale lor la sisteme de puncte materiale si corpuri solide rigide.

b) Mecanica solidelor deformabile care studiaza echilibrul corpurilor deformabile
sub actiunea fortelor, tindnd seama de proprietatile materialelor din care sunt ele
alcatuite (materiale elastice, plastice, vasco-elastice etc). Acestd ramura are ca
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subdiviziuni: Rezistenta materialelor, Teoria elasticitatii 1 a plasticitatii,
Mecanica ruperii, Teoria stabilitatii elastice, etc.

¢) Mecanica fluidelor, in cadrul careia se studiazd miscarile fluidelor ideale sau
vascoase, compresibile sau incompresibile si rezistenta la inaintare pe care o opun
aceste fluide corpurilor solide (Aeromecanica, Hidromecanica ).

Prima ramura care a aparut ca ramura a stiintelor naturale (pe baza principiilor
enuntate de Isaac Newton) a fost Mecanica teoretica sau newtoniand, din care s-au
dezvoltat celelalte ramuri ale Mecanicii.

Importanta Mecanicii teoretice a constat in inrudirea ei cu celelalte ramuri, si in
faptul ca aparitia si dezvoltarea ei a impulsionat dezvoltarea tehnicii sau a unor
capitole ale Matematicii cu care s-a aflat intr-o interdependentd continua. Matematica
a constituit un instrument de investigatie de neinlocuit si eficient pentru orice stiintd a
naturii i in special pentru Mecanica.

Mecanica teoretica a adoptat doud modele pentru studiul corpurilor materiale.
Aceste modele sunt:

e punctul material se defineste ca fiind o particuld materiala cu masa finita, cu
dimensiuni neglijabile, asimilabil deci cu un punct geometric in care este
concentrata intreaga sa masa;

Notiunea de sistem discret de puncte materiale este modelul corespunzator pentru
o multime finita de particule materiale de dimensiuni neglijabile, care
interactioneazd mecanic intre ele si ocupd un domeniu limitat in spatiu; aceasta
multime de particule materiale poate fi deformabila sau nedeformabils;

o continuumul material se defineste ca fiind o multime infinitd de particule
materiale care interactioneaza mecanic intre ele cae sunt distribuite continuu intr-
un domeniu sau ocupa orice volum oricat de mic al sau.

Rigidul este un caz particular de continuum material nedeformabil cu dimensiuni
s1 masd finite (pentru care distanta dintre oricare doua puncte ale sale nu se
modifica, indiferent de actiunile suferite din exterior). Aceast model este o
abstractizare matematica, fiind utilizat cu succes in Mecanica teoretica, cunoscut
fiind faptul cd toate corpurile reale sunt deformabile.

In expunerea cursului de Mecanica teoretica, se prefera adesea Tmpartirea in
urmatoarele trei diviziuni:

1. Statica - studiazd fortele care actioneaza asupra sistemelor materiale, facand
abstractie de miscarea lor, determinandu-se clasa sistemelor de forte echivalente.
In particular, Statica se ocupa de subclasa sistemelor de forte care isi fac echilibru.

2. Cinematica - studiaza miscarea sistemelor materiale, facand abstractie de fortele
care actioneaza asupra lor si de masa acestora.

3. Dinamica - studiaza miscarile sistemelor materiale in interactiunea lor reciproca si
sub actiunea fortelor exterioare si de legatura.
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3. Scurt istoric al mecanicii

Istoria dezvoltdrii mecanicii este strans legata de istoria dezvoltarii societatii
omenesti. Mecanica s-a dezvoltat din nevoia de a rezolva probleme pe care viata de
toate zilele le-a pus oamenilor din cele mai vechi timpuri: construirea de cladiri,
navigatia pe ape, transportul pe uscat, etc.

La dezvoltarea Mecanicii au contribuit savanti de reputatie mondiald a caror
simpld ngiruire ar necesita mult spatiu. De acea ne vom limita la a aminti doar
cateva nume dintre cele mai importante.

Se disting trei etape 1n istoria dezvoltarii Mecanicii:

A. Prima etapa a studiilor de mecanica a fost legata de tehnica constructiilor masive,
specifice antichitatii si care a pus bazele Staticii. Cercetarile cele mai importante
din aceasta perioada sunt cele ale lui Aristotel (384 - 322 1.e.n.) si Arhimede (287
- 212 i.e.n.) privind descoperirea fortelor, a echilibrului parghiei si a centrului de
greutate. Evul mediu, nu aduce nimic nou in domeniul Mecanicii.

B. A doua etapa incepe odatd cu Renasterea, caracterizatd prin dezvoltarea
comertului (si deci a cailor de comunicatie pe apa si pe uscat), cand studiul
Mecanicii ia din nou avant. Amintim pe Leonardo da Vinci (1452 - 1519) marele
pictor, savant si inginer italian care a studiat frecarea corpurilor si a enuntat
principiul imposibilitatii miscarii perpertue (perpetuum mobile),  Nicolae
Copernic (1473 - 1543), astronom polonez, care a pus bazele teoriei
heliocentrice, Johannes Kepler (1571-1630), astronom german, care a stabilit

legile care-i poarta numele.

Intemeietorii Mecanicii clasice riman insi cei doi mari savanti, italianul Galileo
Galilei (1564 - 1642) si englezul Isaac Newton (1642 - 1727).

Galileo Galilei a studiat legile caderii corpurilor. El a rasturnat conceptia
aristotelica asupra inertiei §i a enuntat principiul inertiei intr-o forma mult mai
clara. Tot el a enuntat si principiul conditiilor initiale.

Isaac Newton, a preluat tot ceea ce a fost mai valoros de la predecesorul sdi si a
pus bazele Mecanicii clasice care-1 poarta numele. El a definit cele trei principii
fundamentale ale Mecanicii si a descoperit legea gravitatiei universale.

C. A treia etapa a dezvoltarii Mecanicii in secolul al XX —lea a fost marcatd de
contributia unor mari savanti din care amintim pe Albert Einstein (1879 - 1955)
creatorul celebrel feorii a relativitatii care std la baza fizicii moderne, Einstein
aduce o analizd criticd a principiilor care stau la baza Mecanicii clasice, analiza
care a condus la aparitia Mecanicii relativiste, a Mecanicii cuantice $1 Mecanicii
Statistice.

Succese remarcabile s-au obtinut in ultima jumatate a secolului al XX -lea prin:
lansarea de sateliti artificiali in jurul pamantului si ai altor planete incepand din
1957; debarcarea primului om pe lund in 1969; lansarea de nave spatiale de
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observatie interplanetara, incepand din anul 1970; aparitia si dezvoltarea
metodelor si tehnicilor moderne de calcul, etc.

Dintre cercetatorii romani care au adus contributii in dezvoltarea Mecanicii
amintim:

e Spiru Haret (1851 -1912) care a adus contributii in Mecanica corpurilor ceresti;

e Andrei loachimescu (1868- 1943), Ioan Ionescu (1870 - 1946), ambii profesori
la Politehnica din Bucuresti, care au elaborat lucrari valoroase in domeniul
Mecanicii teoretice;

e Matematicienii de renume mondial: Dimitrie Pompei (1873 - 1954), Traian
Lalescu (1882 - 1929), Victor Valcovici (1885 - 1970), Rudolf Voinaroski
(1910-1973) , Caius Iacob (1912-1992) si altii, care au adus contributii valoroase
si in Mecanica.
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CAPITOLUL 1
NOTIUNI DE ALGEBRA VECTORIALA

1.1. Marimi scalare si vectoriale.
Clasificarea vectorilor.

Cu toate ca elementele de algebra vectoriald sunt prezentate in cadrul cursurilor
de Matematica, consideram totusi oportund, Tnainte de a trece la tratarea propriu-zisa
a problemelor de Mecanica, o prezentare sumard a celor mai importante notiuni si
elemente de Algebra vectoriala necesare intelegerii Mecanicii teoretice. Calculul
vectorial este o aplicatie matematica care a aparut prima data Tn Mecanica.

Marimile fizice pentru a cdror caracterizare completd este suficient un scalar
(adicd un numar pozitiv sau negativ) se numesc marimi scalare (de exemplu:
lungimea, masa, timpul, intensitatea cAmpului magnetic, temperatura, etc.

S-a constatat ca existd unele marimi fizice pentru a caror caracterizare nu este
suficientd marimea lor, ci s1 a unor parametri care defininesc directia si sensul de
actiune , iar in unele cazuri coordonatele punctului de aplicatie al lor (de exemplu:
forta, viteza, acceleratia, impulsul, momentul cinetic, etc). Aceste marimi sunt numite
vectori. Prin urmare din punct de vedere geometric, un vector AB este caracterizat
prin urmatoarele patru elemente (fig. 1.1):

1. Punctul de aplicatie sau originea A.

2. Suportul sau (sau directia), care este definitd de dreapta AB.

3. Sensul de parcurs de la A la B.

4. Marimea vectorului, modulul sau intensitatea sa (un numar pozitiv), in acest
caz, lungimea segmentului AB .

Marimea vectorului se reprezinta prin ‘AB‘ = ‘a‘ =a sl

are din punct de vedere matematica, semnificatia
unei norme .

Din punct de vedere al originii vectorilor (sau
Fig.1.1 punctului de aplicatie) deosebim:

- vectori liberi, a caror origine poate ocupa orice pozitie in spatiu (cu pastrarea
marimii, directiei si sensului), fara ca efectul lui sa se schimbe (de exemplu: cuplul
a doi vectori, viteza unui rigid in miscare de translatie, viteza unghiulara a unui
rigid, etc);

- vectori alunecatori, a caror origine poate ocupa orice pozitie pe suportul propriu,
cu pastrarea (directiel) marimii si sensului (de exemplu: forta ce actioneaza asupra
unui rigid);
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- vectori legati, a caror origine poate ocupa doar o singura pozitie in spatiu (intr-un
anumit punct, cum ar fi de exemplu forta ce actioneazd asupra unui punct,
momentul unei forte n raport cu un punct).

Notiunea de vector echipolent cu un vector dat a se foloseste pentru a
caracteriza multimea tuturor vectorilor liberi avand suprturi paralele cu suportul lui

a , acelasi sens si aceeasi marime cu vectorul a.

1.2. Insumarea vectorilor si inmultirea cu un scalar

Suma a doi vectori a si b este prin definitie un vector ¢ reprezentand

diagonala paralelogramului construit cu ajutorul vectorilor a si b, vectori avand
originea comuna (regula paralelogramului , tfig.1.2.a.):

c=a+b (1.1)
Suma a doi vectori se obtine si cu regula poligonului: daca se construieste un

vector echipolent cu vectorul » , avand originea in varful vectorului a, unind
originea primului vector cu varful ultimului vector, obtinand vectorul ¢ (fig.1.2.b.).

Se observa din fig.1.2, ca cele doud reguli, a paralelogramului si a
poligonului, conduc la acelesi rezultat.

Y
)

0o
(@) Fig.1.2. Fig. 1.3
Adunarea vectorilor are urmatoarele proprietati:
e comutativitate: a+b=b+a (1.2)
® asociativitate (5+5)+E:5+(5+2) (1.3)

o inmultirea lui a cu un scalar m, este prin definitie un vector b avand mirimea
‘l;‘ :m‘Z‘ si care are acelasi suport si acelasi sens cu vectorul a, dacd m> 0,
respectiv acelasi suport si sens opus lui a ,dacam <0, si (fig.1.3).

e fiind date numerele reale m si n, se verifica urmatoarele identitati:
m(n-a):n(m-a)zm-n-a (1.4)
(m+n)5=m-5+n-5 (1.5)
m-a+m-b=m(a+b) (1.6)
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1.3. Versor sau vector unitate

Fie a # 0 un vector liber. Se numeste versor a lui a, un vector liber u. care
are suportul paralel cu suportul lui a, acelasi sens cu vectorul a si marimea egald cu
unitatea :‘ u‘ =U=1.

Avem evident: U, =vers a= 67/‘67‘ (1.7.)

sau:  a=da-u. (1.8.)

unde: a= ‘a‘ este modulul vectorului a .

1.4. Reprezentarea unui vector liber intr-o
baza ortonormata

Se considera un sistem de axe de coordonate triortogonal drept Oxyz si un
vector liber a reprezentat prin proiectiile sale ortogonale pe axele Ox, Oy si Oz
(fig.1.4.a) pe care le numim componentele scalare ale vectorului a in sistemul de axe
Oxyz, notate cu a,, a, a, (spre deosebire de componentele vectoriale ale lui a

care sunt a i, a,j sirespectiv a k).

Daca i,j,k sunt versorii axelor Ox, Oy si Oz, in conformitate cu (1.8.)

reprezentarea vectorului a in baza ortonormata formata cu vectorii i,j,k (sau

expresia analiticd a vectorului @) se scrie: @ =a,i + a,j+ oF g
;A :
| az A
.
P % E
I : A2
N : _ ay
l+—> j )
O y ” y
| -
X X/ A,
a) / b)
Fig.1.4.

Vectorii bazei fiind perpendiculari doi cate doi si avand marimile egale cu
unitatea, baza se numeste ortogonald §i normatda sau mai pe scurt ortonormatad.
Marimea (norma) vectorului a este un numar pozitiv si se calculeaza cu relatia:

al=a=.a+a +a’ (1.10)

1ar cosinugii directori ai directiei vectorului a sunt dati de relatiile:
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a a, a
cosa=—, cosfP=—, cosy=— (1.11)
a a a

Vectorul @ se mai scrie §i a(a,a,a, ), daca a=0 atunci avem:
a =0,a,=0, a =0.

Daca construim un vector 7 echipolent cu vectorul a, reprezentat cu originea
in punctul O (originea sistemului de axe) si varful in punctul A(x,y,z) (fig.1.4.b):

OA =, care se numeste vectorul de pozitie al punctului A si are expresia:

OA=F=x-i+y - j+z-k (1.12)
prin urmare: r=+/x>+y’ +z°, cosa =", cos,B:Z, COS}/IE. (1.13)
r r r

1.5. Paralelismul si coplanaritatea vectorilor

Din cele de mai sus rezultd conditia necesara si suficientd de paralelism a doi
vectori a #0 s1 b # 0 (adica vectorii sa aiba suporturile paralele): este deci sa existe

un numar A astfel incat: @=A1-b (1.14)
sau: a=A-b, a=4b, a =A1-b, (1.15)

deci, doi vectori @, b sunt paraleli dacd si numai dacd intre componentele lor existd
relatia de proportionalitate:

b. b b (1.16)

Conditia necesara si suficienta de coplanaritate a trei vectori a #0, b #0 si
¢ # 0 aceasta este ca intre ei sa existe o relatie de forma:

1b C c=A-a+u-b (1.17)
7 B‘/ c cu 4 si g nenuli in acelasi timp (fig.1.5.).
_ _ Aceasta conditie se deduce usor din definitia
0 — A _ sumei a doi vectori.
a A h
Vectorii a,b,c se mai numesc in acest caz
Fig.1.5.

vectori liniar dependenti.

1.6. Produsul scalar a doi vectori . Definitie.
Proprietati. Expresie analitica.
Fiind dati doi vectori liberi @,b pe care ii putem reprezenta prin vectorii

echipolenti aplicati in O (fig.1.6.), se defineste produsul scalar al celor doi vectori
(notat prin @ -b sau prin ab ) scalarul: @-b =ab cos8 (1.18)
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unde: 8= Z (a,b ) este unghiul dintre cei doi vectori

Din fig.1.6 si din formula (1.18) se observd usor ca produsul scalar al
vectorilor a,b mai poate fi exprimat in functie de proiectiile ortogonale ale acestor

vectori unul pe directia celuilalt, sub forma:

Ay a-b=a-pr.b =b - pr,a (1.19)

\ Din relatia (1.19), rezultd imediat ca proiectia unui
. A2 | vector v pe o axd (A) de un versor # este un scalar
care se poate scrie :

Fig.1.6. pr v=v-u (1.20)

Produsul scalar are urmatoarele proprietati (relativ usor de demonstrat):

e comutativitate: a-b =b-a (1.21)
o distributivitate fata de suma: a - (l; + c): a-b+a-c (1.22)
e oricare ar fi scalarii m si n avem: (m- c_z)(n b)=m-n-a-b (1.23)
e produsul scalar a doi vectori identici: a-a=a’ =a’ (1.24)
e produsul scalarestenul a-b =0 daca:
a=0saub =0 sau alb. (1.25)
Plecand de la expresia analitica a vectorilor ap:
a=ai+aj+ak, b=bi+bj+bk (1.26)
si tindnd seama de relatiile vectoriale evidente:
ii=j-j=k-k=1; i-j=j-k=k-i=0 (1.27)
se obtine expresia analitica a produsului scalar:
a-b=ab + ab, +ab, (1.28)

In baza acestei relatii se pot calcula:
a) unghiul dintre doi vectori @ si b :
- a-b ab +ab +ab,
cos(a,b )=cosf = = - (1.29)
ab \/af +al+a -\/bf +b’ +b]
b) unghiul dintre un vector a si axele de coordonate; de exemplu unghiul dintre
vectorul a siaxa Ox:

cos(a,i)=cosa = ar_ 2 . (1.30)

a-l Jal+a +a’
Cosinusurile celor trei unghiuri formate de a cu Ox, Oy, Oz (numite si cosinusi
directori ai directiei a ) satisfac relatia cunoscutd din geometria analitica:
cos’a +cos® B+cos’y =1 (1.31)
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In particular, dacad a = b, avem expresia marimii (normei) vectorului a, adica:
— 2
=a

a-a=a’ =a 2+af,+af,
si deci: al=a=,la’+a +a (1.32)
x y z
De aici rezulta expresia versorului unui vector a : (1.33)
— — C_l ax - ay = az 7
U, =versa =—=——————l + =+ —= 2k
a \/ax+ay+az \/ax+ay+az \/ax+ay+az

sau tinand seama de (1.30): &, =cosa -i +cos B j +cosy -k (1.33%)

Deci conditia de ortogonalitate (1.25) a doi vectori @b se exprima analitic
astfel: ab +ab +ab =0 (1.34)

1.7. Produsul vectorial a doi vectori. Definitie.
Proprietati. Expresia analitica.

Fiind dati doi wvectori liberi a,b
reprezentati prin vectorii echipolenti, cu
originea in O (figl.7), li se ataseaza un vector
¢ numit produs vectorial al lui @ si b , notat

prin:

c=axb (1.35)
definit ca un vector liber, avand urmatoarele
caracteristici:

® marimea: c=a-b-sin@, unde: Hzé(ﬁ,g) (1.36)
se observa din fig.1.7, ca marimea lui ¢ reprezintd dublul ariei triunghiului
format de cei doi vectori @,b aplicati in punctul O sau aria paralelogramului;

e directia: ¢ este perpendicular pe planul definit de vectorii @,b ;

o sensul este astfel ales, incat un observator asezat in lungul suportului lui ¢ (in
acelasi sens cu sensul lui ¢) si vada rotatia vectorului @ peste vectorul b
efectandu-se cu cel mai mic unghi ¢ (@ mai mic decat 7) in sens orar sau invers
trigonometric, sau sensul este dat de regula surubului drept (fig. 1.7).

Produsul vectorial are urmatoarele proprietati , relativ usor de demonstrat:

1. necomutativitate: axb =—b xa (1.37)
2. asociativitate la inmultirea cu scalari: (mE)x (nb_ ) =mnaxb (1.38)

3. distributivitate fata de suma: a x (l; + E) —axb+axc (1.39)

4. produsul vectorial este nul :a xb =0 , daca:

a=0sau b=0 sau a+0 este paralel cu b #0 (1.40)

Din ultima proprietate rezulta conditia de paralelism a doi vectori nenuli.
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Fie vectorii a@,b exprimati analitic in baza versorilor i,j,k cu ajutorul
relatiilor (1.26). Tinand seama de proprietitile evidente ale versorilor 7, j,k :
ixi=0, ixj=k, jxi=-k

jxj=0, jxk=i, kxj=-i (1.41)
kxk=0 kxi=j ixk=-j
st de definitia produsului vectorial, expresia analitica a produsului vectorial este:
c_lxl;:( —ab)l ab—ab ]+(ab—ab)k (1.42)
care In scriere formald, mai poate fi exprimat sub forma determinantului:
T N
axb =|a, a, a, (1.43)
b, b, b,

1.8. Produsul mixt a trei vectori

Fiind dati vectorii liberi ab,c, aplicati in punctul O, se defineste produsul
mixt al celor trei vectori scalarul: (@ x b )-¢. Tinand seama de relatiile (1.34), (1.42)
s1 (1.43) rezulta ca produsul mixt se poate scrie formal astfel:

a, a, a.
(axb)-c=b. b, b. (1.44)
C C C

x y 2
Se poate demonstra ugor urmatarea proprietate de permutativitate circulara:
(axb)c—(bxc)a—(cxa)b (1.45)
precum si conditia ca produsul mixt sa fie nul:
a- (5 X E) =0 daca si numai daca: EHE sau b HE sau EHE (1.46)

sau @ =Ab + uc adica @, b, ¢, sunt coplanari sau liniari dependenti.

1.9. Produsul dublu vectorial a trei vectori
Fiind dati vectorii @, b, ¢ se defineste produsul dublu vectorial al celor trei
vectori, vectorul: d =a x (5 XC (1.47)

Folosind formulele (1.28) si (1.43) se obtine formula de descompunere a
produsului dublu vectorial:

ax(bxc)=(@ch-(abk (1.48)

Practic, pentru a efectua produsul dublu vectorial Ex(l? xE), nu se foloseste

N—

formula (1.48) ci se procedeaza la efectuarea produsului vectorial (1; X E): d dupa
care se efecteaza produsul vectorial @ x d .
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1.10. Coordonatele plickeriene ale unei directii

Dandu-se o directie (4) caracterizata prin versorul u# (fig 1.8), se definesc
coordonatele pliickeriene ale diectiei 4, printr-o matrice ale carei elemente sunt:

e componentele versorului # notate aici cu (a,b,c); deci conform relatiei (1.33”)
it se scrie: u=ai+bj+ck, a=cosa; b=cosfB; c=cosy (1.49)

e componentele vectorului: 7 x i =Ii + mj + nk ; conform definitiei se scrie:

[ k
z|=(yc—zb)i +(za—xc)j+(xb— ya)k (1.50)

c

S e

rXu=\|x
a

unde: 7 este vectorul de pozitie al unui punct oarecare A de pe axa (4) in
raport cu originea sistemlui de axe ales: 7 =xi + yj + zk

Rezulta dupa identificare:
[=yc-zb; m=za-xc, n=xb-ya (1.51)

Deci coordonatele pliickeriene ale directiei (4)
se scriu sub forma matricii coloana:

% [ a | [a]
_ b b
I , c c
5 [u]= - (1.53)
yc—zb /
X za — xc m
Fig.1.8 (zb-ya| |n|

Coordonatele pluckeriene ale unei directii au urmatoarele proprietati evidente :
a. a’+b’+c’ =1 (1.54)
b, Pam’+n’ =|Fxul =|i|u] sin’a=d; (1.55)
unde dp =0D, este distanta de la punctul O la dreapta (4) (fig. 1.8).

In cazul unui sistem de drepte in spatiu (4;) i=1,2,...n se defineste matricea
coordonatelor pliickeriene corespunzdatoare sistemului avand coloanele formate din
coordonatele pliickeriene ale fiecarei directii (4;):

a, a, a a, |
bl b2 b3 bn
C C C C
ul=| & e oo G 1.56
[ ] L L Lo ( )
mg m, ms m,
RO G n, |

Este evident faptul cd rangul maxim al acestei matrici (6 x n) este 6.
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CAPITOLUL 2
STATICA PUNCTULUI MATERIAL

2.1. Notiuni introductive

Punctul material, definit in capitolul introductiv, este o particula materiala ale
carel dimensiuni pot fi neglijate. In mecanica punctul material are masa egala cu masa
corpului material pe care il reprezinta.

Punctul material liber este un punct material care poate ocupa orice pozitie in
spatiu. In general pozitiile pe care le ocupd punctul material in spatiu sunt
determinate de fortele ce actioneaza asupra lui si sunt definite la un moment dat de
trei parametri scalari independenti, de obicei coordonatele carteziene ale punctului (x,
¥, z). Spunem ca punctul material liber are trei grade de libertate.

Punctul material supus la legaturi, este obligat sa ocupe din punct de vedere
geometric, anumite pozitii in spatiu: astfel daca este obligat sa ramana pe o suprafata,
spunem ca are doua grade de libertate, daca este obligat sa ramana pe o curba are un
singur grad de libertate, iar dacd este obligat sd ramana fix in spatiu, nu mai are nici
un grad de libertate.

Din punct de vedere al tipului legaturilor punctului material, ele pot fi:

a) legaturi bilaterale - cand restrictia geometrica nu permite punctului sa paraseasca
suprafata Tn ambele sensuri ale normalei la suprafatd (de exemplu, o bild intre
doua suprafete plane paralele);

b) legaturi unilaterale - cand restrictia geometricd nu permite punctului sa
paraseascd suprafata intr-un singur sens al normalei la suprafata (de exemplu: o
bild pe o suprafatd oarecare, sau o bila intr-un semicilindru).

2.2. Reducerea fortelor aplicate punctului

material. Principiul paralelogramului.

Fie un punct material O si doud forte F,F,, actionaind simultan asupra acestui
punct. (fortele F,F, sunt cunoscute ca mirime, directie si sens).

Experienta aratd ca In aceste conditii, cele doua

B C forte pot fi Inlocuite cu una singurd, numita
/ = forta rezultanta:

Marimea, directia si sensul rezultantei sunt
date de diagonala paralelogramului construit
0 F, A Fig2.l cu ajutorul vectorilor celor
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doua forte si care sunt vectori legati (fig.2.1).

Marimea rezultantei este data de: ‘E ‘ = JF}+F! +2FF, cosa (2.2)

Pozitia rezultantei 1n raport cu cei doi vectori este datd de relatiile teoremei
Al _ IR _ A

sin(c — ) Csinf sina

sinusurilor: (2.3)
Extinzand aceastd reguld pentru cazul cand asupra punctului material

actioneazd mai mult de doua forte, se ajunge la o constructie grafica, cunoscuta sub

numele de poligonul fortelor. Daca se considera fortele concurente F,, F,, F,, ... F,

cunoscute ca marime, directie si sens (fig.2.2.a) si se construiesc vectorii echipolenti
F, F,F].. ,F (fig.2.2.b.) aplicandu-se succesiv regula paralelogramului, se obtine
vectorul R avand originea in O si varful in extremitatea ultimului vector echipolent
F!, vector numit rezultanta sistemului de forte. Aceastd rezultanti se scrie astfel:

R=F+F +.+F =YF 2.4)

i=1

F,

Fig.2.2

Observatii

e regula poligonului nu introduce restrictii in privinta suporturilor fortelor
concurente: acestea pot ocupa orice pozitie In spatiu;

e daca fortele concurente sunt coplanare, poligonul fortelor este plan, iar daca
fortele concurente sunt spatiale, poligonul fortelor este spatial; astfel, in cazul a
trei forte concurente, rezultanta este data pe diagonala paralelipipedului avand ca
muchii fortele date.

Alegand un sistem de axe de coordonate Oxyz si notand cu (X,Y,,Z.)
proiectiile fortei F pe cele trei axe: F = Xi+Y j+Zk sicu (X, ¥, Z) proiectiile
rezultantei pe aceleasi axe: R = Xi +Yj + Zk , avem:

R=3F =Y (Xi+7j+zk)=(TX)J+Z1)j+ZTz ]k

i=1
Inlocuind aceste expresii in (2.4.) se obtin relatiile de calcul a componentelor
rezultantei :

xX=x, v=Xv, z=X2 (2.5)
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Aceste relatii exprimd cunoscuta teorema a proiectiilor: “proiectia rezultantei
pe o axa este egala cu suma proiectiilor tuturor fortelor pe acea axa’.

a) In particular, daci R =0, poligonul fortelor se inchide si sistemul de forte este in

echilibru.
b) Mirimea rezultantei este data de : ‘E ‘ =X +Y +2Z%, (2.6)
1ar cosinusii directori de:
X Y Z
cosa =—, cos f =—, CoSy = —. 2.7

c) Daca fortele concurente sunt coplanare (in planul Oxy), atunci proiectiile pe axa
Oz sunt nule (Z=0) si relatiile anterioare devin:

X=X, Y=Y, |R=VX'+Y’, zga=§ (2.8)

unde « este unghiul dintre rezultanta R si axa Ox.

d) Pentru anumite conditii (cand numarul necunoscutelor este egal cu numarul de
ecuatii independente de care dispunem) se poate face descompunerea unicd a
rezultantei dupd mai multe directii concurente.

2.3. Echilibrul fortelor aplicate punctului material

Pentru exprimarea conditiei de repaus al unui punct material liber, se
foloseste:

e principiul inertiei: “Un punct material liber asupra caruia nu actioneaza nici o
forta, ramane tot timpul in repaus sau migcare rectilinie si uniforma fata de un
reper considerat fix, daca initial se gasea in aceasta stare”;

e principiul actiunii fortei cu enuntul: “Variatia cantitatii de miscare a unui punct
material liber este proportionala cu forta motoare imprimata si dirijata dupa
directia de actiune a fortei”.

Rezulta teorema de echilibru a punctului material liber: “Conditia necesara si
suficienta ca un punct material liber, aflat initial in repaus, sa continue sa ramand in
repaus sub actiunea unui sistem de forte dat, este ca acest sistem sd fie in echilibru,
adica rezultanta sa sa fie egala cu zero”.

Intr-adevir, din principiul inertiei si al actiunii fortei, pentru ca punctul
material sa continue sa ramand in repaus, atunci cand asupra sa actioneaza un sistem
de forte concurente, trebuie ca sistemul sd fie echivalent cu zero. In baza principiului
paralelogramului aceastd conditie este Tndeplinita dacd si numai daca exista relatia:

R=YF =0 (2.9)

Proiectand aceastd ecuatie vectoriala de echilibru pe axele sistemului de
coordonate Oxyz se obtin conditiile scalare de echilibru:

X=X =0; Y=Y=0 Z=Y2Z=0. (2.10)
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Daca sistemul de forte este coplanar (in planul Oxy), atunci Z=0 indiferent
daca fortele sunt in echilibru sau nu si ultima conditie > Z, =0 devine o identitate,
conditiile de echilibru in acest caz se scriu:

X=YX,=0; Y=%7Y=0. 2.11)

In cazul particular cand fortele sunt coliniare (de exemplu pe axa Ox), conditia
de echilibru devine:

X=Yx =0 (2.12)

Problema existentei solutiilor (dacd ecuatiile (2.10) sunt suficiente sau nu
pentru rezolvarea problemei echilibrului punctului material liber) este legatd de
compatibilitatea sistemului de ecuatii respectiv. In general, problema echilibrului
punctului material liber are solutie unicd, daca numarul de necunoscute este egal cu
numarul de ecuatii independente.

in problemele de echilibru al punctului material liber se intalnesc urmitoarele
trei situatii:

a) se dau fortele care actioneaza asupra punctului si se cere sa se determine pozitia
lui;

b) se cunoaste pozitia punctului si se cer fortele care actioneaza asupra acestuia;

c) se cunosc o parte din forte si o parte din parametrii care caracterizeaza pozitia
punctului si se cer celelalte forte si ceilalti parametri ce determina pozitia lui.

Aplicatie

Un inel O este actionat in plan vertical de trei forte (greutatile G, G, G;) prin
intermediul unor fire, trecute peste doi scripeti A si B fara frecare (fig. 2.3.a.). Se
cere sa se determine pozitia de echilibru a inelului.

y Y,
\ B i
A B B F,
NS
0 % ’ -
Gy 0 X
G1
= L
. VF x
a) b) 0)
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Rezolvare:

Se aleg ca parametri (necunoscuti) unghiurile & s1 f pe care le fac firele cu
directia orizontald si un sistem de axe orientat convenabil in planul vertical
(fig.2.3.b). Se izoleazd inelul, care se reduce la un punct material asupra caruia

actioneazi fortele: F,, F,, F, cu: |F|=G,, |F|=G,, |F|=G..

Ecuatia vectoriald de echilibru este:  F, +F, +F, =0

Problema fiind plana se scriu doud ecuatii scalare de echilibru (ecuatiile de
proiectii):
(> X,=0): =G, cosa+G,cos =0
(>Y,=0): G sina+G,sinff—G,=0
Rezolvand acest sistem se obtin solutiile:

. G +G; -G , G, +G: -G
sinq =— 2 2, sinff=—2 : -

2G,G, 2G,G,

Pentru ca solutiile sa aiba sens trebuie sa fie indeplinita conditia:
/4 . . : :
0<a,,8<5, adica: O<sina <l st O<sinf<1

si deci: ‘Gl —G3‘ <G, si ‘Gz —G3‘ <G, (a)

Solutia geometrica este reprezentata in figura 2.3.c si respectd conditiile (a).

2.4. Punctul material supus la legaturi.
Axioma legaturilor

Se considera urmatoarea problema: fie un punct material A, aflat in echilibru
pe o suprafata (S), actionat de fortele active (sau efectiv aplicate) avand rezultanta
R’ (fig.2.4.a). In acest caz relatia (2.9) nu mai poate reprezenta o conditie necesara
pentru echilibru, din cauza legaturilor care exercita anumite constrangeri geometrice
si mecanice asupra punctului material.

Axioma
Legaturilor

Fig.2.4
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Pentru a rezolva aceastd problema se foloseste axioma legaturilor care
postuleaza ca “orice legatura geometrica poate fi intotdeauna suprimata §i inlocuita
cu forte corespunzdtoare, numite forte de legatura sau reactiuni”

In continuare vom nota rezultanta acestor forte cu R .

Punctul material, eliberat de legaturi este actionat deci de fortele date (efectiv
aplicate) R si de fortele de legatura R"*) si este echivalent, din punct de vedere
geometric cu punctul material supus la legaturi si din punct de vedere mecanic cu
punctul material liber.

Pe baza acestei axiome, conditia necesara §i suficienta pentru ca un punct
material supus la legaturi sd rdimana in repaus, este ca suma dintre rezultanta fortelor
direct aplicate R’ si rezultanta fortelor de legaturd R " si fie nula:

R“ 4+ R") =0 (2.13)

Proiectand ecuatia vectoriala (2.13) pe cele trei axe ale sistemului triortogonal
Oxyz, conditia necesara si suficienta de ecilibru se scrie:

X+ X% =0
Y +Y"* =0 (2.14)
Z°+Z" =0

Pe baza relatiei (2.13) se poate trage concluzia ca in cazul echilibrului punct
material supus la legaturi cele doua rezultante (a fortelor efectiv aplicate si a fortelor
de legatura) sunt egale si direct opuse :

R“= -R!= (2.13”)
Din punct de vedere al tipului de legaturi se deosebesc:
a. rezemarea pe o suprafata,
b. rezemarea pe o curba (unilaterald sau bilaterald);

c. prinderea cu fire (care poate fi considerata o legatura unilaterald pe o sferd a
carel raza este egald cu lungimea firului ).

Din punct de vedere al fortelor de frecare legaturile punctului material pot fi:

1. legaturi fara frecare - cand suprafata sau curba este perfect lucioasa (legatura
ideald), astfel incat nu apare forta de frecare; o astfel de legdtura nu existd in
realitate, deoarece o frecare foarte mica existd, ea putand fi cel mult neglijata;

2. legaturi cu frecare - cand suprafata sau curba nu este perfect lucioasa (legatura
reala, asprd), avand asperitati care se opun miscdrii punctului material dupd o
directie din planul tangent la suprafata, respectiv dupa tangenta la curba, luand
astfel nastere forta de frecare.
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2.5. Echilibrul fortelor aplicate punctului material

supus la legaturi ideale (fara frecare)

Fie un punct material A, obligat sa ramand pe o suprafata (S), actionat de o
fortd direct aplicatd R' si de o fortd de legatura R "¢)(conform axiomei legiturilor).
In cazul echilibrului, aceste doua forte sunt egale, au acelasi suport, aceeasi marime,
dar sensuri opuse.

Daca se duce in punctul A planul tangent (P) la suprafatd si normala (nn’) la
planul tangent, atunci forta R se descompune dupi cele doud directii in doua
componente (fig.2.5.a):

e normald R! , dupd directia normalei (nn’);

e tangentiald R’, dupd directia dreptei (A) de intersectie a planului format de
normal si suportul fortei R’ cu planul tangent.

Fig.2.5

Deci se poate scrie relatia vectoriala: R“=R‘+R".

In mod analog reactiunea R"*'se descompune dupi aceleasi doua directii in
cele doud componente:

e reactiunea normald N ;

e forta de frecare de alunecare T .

Deci se poate scrie relatia vectoriala: ~ R"=N+T

Componenta R/ tinde si indepirteze punctul A de pe suprafata (S) dupa

directia normalei si efectul ei este anulat de reactiunea normald N, deci in cazul
echilibrului, aceste doua forte sunt egale si direct opuse : N =-R,,.

Componenta R, tinde si deplaseze punctul A pe suprafata (S) dupi o directie

din planul tangent. Se deosebesc deci doua cazuri:
a. daca legatura este fara frecare (lucie, ideald) nu apare forta de frecare de alunecare

T care se opune acestei tendinte. In acest caz, este necesar ca componenta
tangentiala sa fie nula: R;=0.
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Prin urmare, in cazul echilibrului punctului material pe o suprafata fara frecare,
rezultanta fortelor exterioare direct aplicate R“ trebuie si fie dirijatdi dupi
normala la planul tangent in Ae(S), iar reactiunea este o fortdi N dirijatd dupi
normala (nn’) la planul tangent in Ae(S). Ecuatia vectoriala de echilibru (2.13),
in acest caz se scrie: R“+N =0 (2.15)

sau proiectata pe axe: X+ N =0, Y"+N =0, Z°+ N =0 (2.16)

b. dacd suprafata (S) este asprd, apare forta de frecare de alunecare T ; pentru

echilibrul punctului material, este necesar si suficient ca fortele R‘ si T sa fie
egale si opuse: T =-R/.
Deci ecuatia vectoriald de echilibru (2.13) , in acest caz se scrie:

R:+N=0 ; R‘+T=0 (2.15”)
sau proiectata pe axe conduce la trei ecuatii scalare:
X°+N +T,=0, Y"+N +T,=0, Z"+N_+T.=0 (2.16°)

Problema echilibrului punctului material situat pe o curba se pune in mod
analog: 1n acest caz reactiunea normald N este dirijatd dupi o directie (A) cuprinsi in
planul normal la curba in punctul A, iar dacd apare si forta de frecare T , ea este
dirijatd dupd directia tangentei la curbd (7¢’) (fig. 2.5.b). Ecuatiile vectoriale de
echilibru pastreaza aceeasi forma ca si In cazul legaturilor punctului pe o suprafata.

Aplicatie:

Un punct de greutate G se gaseste in repaus pe un plan luciu, inclinat cu
unghiul a. Sa se determine forta orizontala F' necesard mentinerii punctului material
in repaus pe plan (fig.2.6.a).

axioma
legaturilor

Fig.2.6

Rezolvare:

Se elibereazd punctul A de legituri introducandu-se forta de legiturd N
(fig.2.6.b). Alegand convenabil sistemul de axe Oxy (cu originea in punctul A, axa Ox
in directia planului inclinat iar axa Oy perpendiculard pe planul inclinat), ecuatia
vectoriald de echilibru :

G+F+N=0,

proiectata pe cele doud axe, va conduce la ecuatiile scalare :
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(ZXi:0): —~Gsina + Fcosa=0
>y =0): —Gcecosa — Fsina + N=0
Rezolvand sistemul se obtine:
F=G1tga, N = G .
cosa

2.6. Echilibrul punctului material supus la legaturi
cu frecare. Legile frecarii uscate.

In cazul legiturilor punctului material pe curbe sau suprafete aspre, s-a
constatat experimental ci nu se mai poate neglija componenta tangentiali T a
reactiunii R“*’, ca in cazul legiturilor ideale. Experientele arati ci mirimea
componentei tangentiale T a fortei de legituri este limitati.

Pentru a pune in evidentd forta frecare de alunecare T, se efectueazi
urmatoarea experientd simpld cu un aparat numit tribometru (fig.2.7.a), format dintr-
un un corp (asimilat cu punct material) de greutate G care este actionat de o fortd
orizontald F , care poate creste continuu.

|

Fig.2.7. b)

Se constatd ca pana la o anumitd valoare a fortei orizontale (F,,) corpul
rimane pe loc. Aceasta aratd cd reactiunea R’ este inclinati cu un unghi o fati de
normald si prin urmare, poate fi descompusa in doud componente: reactiunea normala
N si forta T numitd forta de frecare de alunecare (fig.2.7.b). Forta de frecare de
alunecare actioneaza in planul tangent la suprafata de reazem si se opune tendintei de
miscare a corpului.

In fig. 2.7.c., este prezentat cazul limitd cind fortele F si T iau valori

maxime $i unghiul ¢ capata, de asemenea valoarea maxima ¢ , numit unghi de
frecare. Forta de frecare T poate deci varia intre zero si valoarea limitd 7, .

Conform figurii 2.7.b. se poate scrie: ‘T‘ = W‘ ‘lga (2.17)
si la limita (fig.2.7¢): T..|=|N| e (2.18)
<|N|-1gp (2.19)

si deoarece o < ¢ se obtine : ‘7_“
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Coulomb (1736 - 1806) a efectuat asemenea experiente cu corpuri de diferite
greutdti, de aceeasi naturd sau de naturi diferite si a ajuns sd formuleze urmatoarele
legi ale frecarii uscate:

1) Marimea fortei de frecare de alunecare maxima ‘Tm m‘ este direct proportionald cu
marimea reactiunii normale N;

2) Marimea fortei de frecare de alunecare maxima ‘7_“"1 ‘ depinde de natura 1 starea
corpurilor ;

3) Mairimea fortei de frecare de alunecare maxima ‘Tm ax‘ nu depinde de viteza relativa
de deplasare a celor doud corpuri si nici de marimea suprafetelor aflate in contact

Pe baza acestor legi, forta de frecare de alunecare maxima are expresia:

T,.|=#N| (2.20)

respectiv conditia pentru echilibru se scrie: ‘7_” ‘ < ,u‘]V ‘ (2.21)

unde: u este coeficientul de frecare de alunecare, care este 0 marime adimensionald
ce depinde de natura si de starea suprafetelor in contact.

Identificand relatiile (2.18) s1 (2.20) se obtine: u =tg@ (2.22)

Coulomb a tras concluzia ca fortele de frecare se datoreaza existentei pe
suprafatele in contact ale corpurilor a unor asperititi care se intrepatrund. Cand
corpurile se pun Tn miscare relativa aceste asperitati se strivesc, forta de frecare de
alunecare fiind rezultatul fortelor elementare corespunzatoare acestor striviri.

Daca se introduce lubrefiant intre suprafetele in contact, forta de frecare scade
s1 nu mai respecta legile enuntate mai sus; problema nu mai este in domeniul frecarii
uscate, ci din domeniul frecarii mixte sau hidraulice.

2.7. Aspectul geometric al frecarii de alunecare

Se considerd un punct material A supus la legaturi pe o suprafata cu frecare
(S), asupra ciruia actioneazi un sistem de forte ce dau rezultanta R “; prin schimbarea
directiei fortelor ce actioneazi asupra lui, se modifici directia rezultantei R“ fati de
normala la planul tangent P si pentru echilibrul la limita al punctului, reactiunea
R’ respectiv rezultanta R vor descrie o suprafati conici, numiti con de frecare,
avand varful in punctul A, cu axa dupa directia normalei la planul tangent si unghiul
la varf 2¢ (fig.2.8.a).

In mod analog se pune problema echilibrului punctului material supus la
legaturi pe o curba cu frecare: pentru echilibrul la limita al punctului pe o curba cu
frecare, reactiunea R’ respectiv rezultanta R“ vor descrie un con de frecare cu
varful in punctul A, avand axa dupa directia tangentei la curba si unghiul la varf (180
°-2¢) (fig.2.8.b).
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Fig.2.8.

Interpretarea geometrica:

o pentru realizarea conditiei de echilibru a unui punct pe o suprafata cu frecare,

trebuie ca suportul rezultantei fortelor efectiv aplicate R“, sd se gaseascd in
interiorul conului de frecare, sau sa faca cu axa conului de frecare un unghi mai
mic decat unghiul de frecare: o < ¢.

o pentru realizarea conditiei de echilibru a unui punct pe o curba cu frecare,

1)

2)

3)

trebuie ca suportul rezultantei fortelor efectiv aplicate R“, sd se gaseascd in
exteriorul conului de frecare, sau sa faca cu axa conului un unghi: a >90°- .

Observatii:

Problema echilibrului punctului material supus la legaturi cu frecare, introduce o
necunoscuta in plus fatd de problema legaturii ideale si anume, componenta
tangentiald T . Pentru determinarea acestei necunoscute dispunem de o relatie
suplimentara si anume, inegalitatea (2.21). Datoritd acestei inegalitati, problemele
de frecare sunt in general nedeterminate, adica exista regiuni intregi (pe o curba
sau pe o suprafatd) in care este posibil echilibrul. Daca in rezolvarea unei astfel de
probleme, intereseaza numai pozitiile echilibrului la limita, atunci cand:

7|7 | i

, problema devine determinata.

ax

Daca in cazul echilibrului punctului material pe o curba aspra, pentru
determinarea fortei de frecare T este suficientd cunoasterea unei singure
necunoscute scalare (directia lui 7 fiind cunoscuti si anume dupi directia
tangentei), in cazul echilibrului punctului material pe o suprafata aspra este
necesar sd se cunoascad doud necunoscute scalare (intrucat in planul tangent
directia lui T este necunoscutd, conform fig.2.8.b).

In cazul echilibrului punctului material pe o curba, reactiunea normala N are o
directie nedeterminata, cuprinsa in planul normal la curba.
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Aplicatie

Un punct material de greutate G se afla pe un plan inclinat cu unghiul ¢,
coeficientul de frecare de alunecare fiind u (fig.2.9.a). Se cere sa se determine:

a) marimea fortei F' paraleld cu planul inclinat, pentru ca punctul material sa rdimana
in repaus ; b) reactiunea R".

Rezolvare:

Se studiaza echilibrul punctului pentru cele doud cazuri, care corespund celor
doua tendinte la limita echilibrului:
a) de urcare (atunci cand F' creste atingand valoarea F,,).
b) de coborire (atunci cand F' scade atingand valoarea F,,;,).

Tendina des Tendinja de %
y \, deplasare .- 4 « deplasare ,~ ‘
- ,// y /'/ =
=7 Axioma N = ’ "
leg\turilor N d N
— YR O
a) Fig.2.9 b) )

Se alege un sistem de axe convenabil, se elibereaza corpul de legaturi, se aplica
axioma legaturilor si se studiaza cele doua cazuri de echilibru la limita ale corpului
(fig.2.9.bsic.).

1. Pentru tendinta de urcare a punctului material pe plan, fortele corespunzatoare
sunt reprezentate 1n fig.2.9.b, iar ecuatiile de echilibru se scriu proiectand pe cele
doua axe ecuatia vectoriald de echilibru:

G+F+T+N=0
Se obtin relatiile scalare:
>x =0): F-Gsina-T=0
>y =0): N-Gcosa=0
T<uN (lalimita: T, = uN)

max

de unde rezulta:

N=Gcosa;, T, =uGceosa;, F, =G(sina+ ucosa).

max m

2. Pentru tendinta de cobordre a punctului material pe plan, fortele corespunzétoare
sunt reprezentate in fig.2.9.c, iar ecuatia de echilibru vectoriala:
G+F+T+N=0,



31
care proiectata pe axe se scrie astfel:
(> X, =0):F - Gsina+T=0
>Y =0):N—-Gcosa=0
T<uN (la limita: T, = uN)
de unde rezulta:
N=Gcosa ; T=uGcosa; F, =G(sina—pucosa)

mi.

Solutia problemei este deci: F,, < F <F, siinlocuind in functie de unghiul

min

de frecare i =tg@ se obtine:

GMSF < GM.
cos @ cos @

=N’ +T? =Ncosa -1+ u’

st directia ei face cu normala (nn’) (in cazul limitd) unghiul ¢ datde: tgp=T/N.

Reactiunea R are mirimea: ‘R’eg

Observatie:
In cazul legaturii lucii avem x=0 (adici ¢=0) si deci o solutie unici: F= G sin .

2.8. Frecarea firelor

O aplicatie tehnica a echilibrului punctului material il constituie frecarea
firelor. Pentru rezolvarea acestei probleme se apeleazd la principiul egalitatii
actiunilor reciproce care afirma ca “actiunile reciproce in cazul interactiunii a doua
corpuri, sunt intotdeauna egale si dirijate in sensuri contrare”. Fortele care
actioneaza asupra unui sistem de puncte materiale se clasifica in mod conventional in
forte exterioare $i forte interioare sistemului:

e Fortele exterioare reprezinta interactiunea mecanica dintre punctele sistemului cu
alte puncte din afara lui.

e Fortele interioare reprezintd interactiunea mecanica dintre punctele apartinand
sistemului.

Conform principiului actiunii si reactiunii, fortele interioare sunt egale ca
marime doud cate doud, au acelasi suport si sunt dirijate in sensuri opuse. Un
exemplu de forte interioare, sunt fortele care iau nastere intr-un fir atunci cand este
supus unor sarcini exterioare: fortele de intindere din fir (tensiunile din fir) reprezinta
o pereche de forte interioare care tin legate doua puncte alaturate ale firului in cazul
unei sectiuni imaginare, deci forte care se opun indepartarii lor.

In general, conceptul de fir este utilizat pentru a reprezenta un corp avand una
din dimensiuni (lungimea) mult mai mare decat celelalte doud, flexibilitate mare si
inextensibilitate sub actiunea fortelor exterioare. In studiul frecarii firului, se adopta
ipoteza de flexibilitate, inextensibilitate precum si neglijarea greutatii.
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Problemele de frecare a firelor se intalnesc frecvent in tehnica (de exemplu la
curelele de transmisie, franele cu banda, cordelinele alpinistilor, etc.). Frecarea firelor
se studiaza atat in cazul cand roata pe care este infagsurat firul este fixa si firul mobil,
cat si in cazul rotii mobile si a firului fix .

In continuare se considera un fir care vine in contact cu un disc circular, pe
arcul A A, (fig.2.10) cu unghiul ¢ la centru (masurat in radiani).

Firul este actionat la capete, in A; si A,, respectiv de fortele 1’71 si }72, care
pentru echilibru pot fi egale sau diferite ca marime:

e cand tendinta de miscare a firului este de la A; spre A, atunci F; < F, ; acest fapt
se datoreaza fortelor de frecare de alunecare dintre fir si roatd (coeficientul de
frecare de alunecare u fiind cunoscut).

e cand tendinta de miscare a firului este de la A, spre A; atunci : F; > F).

Ca rezultat al actiunii fortelor F, si F, , in punctele A; si A, iau nastere

tensiunile S, S, care sunt egale respectiv cu fortele F,F, .

Se va studia echilibrul fortelor care actioneaza pe arcul elementar MM'= ds,
caruia ii corespunde un unghi elementar la centru de. La capetele elementului de arc
ds actioneaza tensiunile S si S +dS, iar la mijloc reactiunea normala N si forta

= u|N| (fig.2.11).

de frecare (T

max

A1 p L X
/ d(” M IN dfq)'
2 S /N
F=5 o S+dS
O
Fig. 2.10 Fig. 2.1

Elementul de fir poate fi considerat deci ca un punct material pe o suprafata cu
frecare i1ar ecuatiile de echilibru pentru cazul limita (cand forta de frecare este
maxima) sunt:

> x =0)(s+ dS)cosdT(p - ScosdT(D —~uN =0 (2.23)

3y =0): —(S+dS)sind7¢—Ssind7(p+N:O (2.24)
Unghiurile fiind mici (elementare) se considera valabile aproximatiile:

cosd—(p ~1, sindj(p ~ a%p (2.25)
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si atunci ecuatiile (2.23) si (2.24) se scriu:
dS—uN =0 (2.26)

N —Sdo + %degn =0 (2.27)

Neglijand termenul %de(p in raport cu ceilalti termeni din relatia (2.27), rezulta:

dS — uN =0; N-Sdp=0 (2.28)
care conduce la ecuatia diferentiala cu variabile separabile:
ds
o udep =0 (2.29)
pe care integrand-o in intervalul corespunzator fiecarei variabile avem:
S, dS 0
—=ufdp (2.30)
58 0
S S
sau: In—==u6  sau —2 =" (2.31)
Sl Sl
Rezulta astfel formula lui Euler pentru frecarea firelor, pentru cazul limita:
SZmax = Sleﬂe (2.32)
sau pentru echilibru in general: S, < S e*’ (2.33)

Daca F; > F, atunci se schimba sensul tendintei de miscare a firului pe discul
fix (de la A, spre A;) si in mod asemanator se obtine:

Soin =S, (2.34)

sau pentru echilibru in general: S, > S,e™* (2.35)
Deci, conditia finald de echilibru este:

Se ' <§ <8 e” (2.36)

sau: e’ < 5 <e" (2.37)

S

1

Aplicatie

Se considera sistemul format dintr-un fir infasurat pe un cilindru fix actionat la
capete de greutatile P s1 Q (fig. 2.12.a.); se cunosc coeficientul de frecare al firului pe
cilindru x si unghiurile: o =7 /4, O=n/2+2nr.

Se cere sa se determine tensiunile din fir si numarul » de infasurari ale firului
pe cilindru, pentru ca sistemul sa rdimana in repaus in pozitia din figura.

Rezolvare:

Se sectioneaza firul orizontal introducandu-se tensiunea (S;). Avem astfel de
rezolvat doud probleme:
a) echilibrul firului pe cilindru, actionat de fortele P $1 .S, ;
b) echilibrul punctului A actionat de sistemului de forte S;, S> si QO (fig.2.12.b.).

In functie de tendinta de miscare , se deosebesc doui cazuri:
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Fig.2.12.

1. Pentru tendinta de deplasare 1in jos a greutatii P , conditia de echilibru pentru
fortele din firul infasurat pe cilindru, se scrie:

y[£+2n7rj
P<Se’ (a)
Ecuatiile de echilibru pentru fortele care actioneaza in A sunt:
(Y X,=0) -5 +8, cos%z 0;
(b)
T
>y =0) —Q+SZSan=O
Din sistemul (b) se obtin tensiunile din fir :
2 :
S2 :EQ S1 Sl = Q
in care caz formula (a) conduce la :
P< Qe”[z”"”) : r < e”[fmj; ln£ < ,u(z + 2n7r), (c)
Q Q 2
: < . . 1 P 1
iar numarul de infasurari este: n> —Imn——— (d)
2re Q4

2. Pentru tendinta de deplasare in sus a greutdtii P, conditia de echilibru pentru
fortele din firul infasurat pe cilindru se scrie:

—u z+2mr
Se o5 <P (e)
in care caz formula (a) conduce la :

P> Qe ﬂ(fm) ; r >e H(zmﬁj; In L > —y(z + 2n7r) (f)
Q Q 2
deci numarul de infasurari in acest al doilea caz este:
1 P 1
n>——In—+— (2)
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CAPITOLUL 3

STUDIUL SISTEMELOR DE FORTE
APLICATE SOLIDULUI RIGID

3.1. Caracterul fortelor aplicate unui solid rigid

S-a ardtat in capitolul 2, ca fortele aplicate unui punct material se reprezinta
prin vectori legati, aplicati acelui punct material. Vom arata acum ca fortele aplicate
solidului rigid se reprezintd prin vectori alunecdtori. In acest capitol, notiunile de
forte sau vectori, sunt sinonime.

Asa cum s-a aratat in capitolul anterior, prin corp solid rigid (solid
nedeformabil) se intelege un continuum material nedeformabil (distanta dintre doua
puncte oarecare ale sale nu se modifica oricare ar fi fortele aplicate acestuia sau
oricare ar fi migcarea sa). Corpul solid rigid este o abstractie matematica. in
realitate, toate corpurile reale din naturd sunt deformabile. In Mecanica teoretica
corpurile se considerd (cu o buna aproximatie) ca fiind nedeformabile.

In Statica rigidului se admite urmatorul principiu de naturd experimentald,
numit si principiul rigiditatii: “daca asupra unui corp rigid actioneaza doud forte F,
si F, avand acelasi suport, marimile egale ca dar sensurile opuse, ele isi fac

echilibru i deci, pot fi suprimate fara a se schimba starea de migcare sau de repaus
a corpului” (fig.3.1). Aceast principiu este §1 prima operatie elementara de
echivalenta. O consecintd imediatd a acestui principiu este urmatoarea: fortele care
actioneaza asupra unui corp solid rigid se reprezintd prin vectori alunecatori.

Pentru un corp deformabil principiul rigiditatii nu este adevarat.

Fig.3.1. b.

Intr-adevir, fie un corp solid asupra ciruia actioneazi forta F aplicatd in
punctul A (fig.3.2). Daca in punctul B, apartinand suportului fortei F , aplicam doua
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forte F' si F avand sensuri opuse si dacd aceste forte au acelasi suport si

aceeasi marime cu forta F aplicatd in A, atunci conform principiului enuntat
anterior, starea rigidului nu se schimba.

Conform aceluiasi principiu, fortele 7' si F , avand acelasi suport, fiind egale
ca marime si de sens opus, pot fi suprimate. Astfel, asupra solidul actioneaza numai
forta /' aplicata in B, forta obtinutd prin alunecarea lui F pe suportul sau din A in
B (fig.3.2.)

in capitolul privind teoremele generale ale mecanicii se va vedea cd aceasti

teorema este o consecinta directd a teoremelor generale si a ipotezei de rigiditate a
corpului solid.

3.2. Teoria momentelor. Proprietati.

3.2.1. Momentul unei forte in raport cu un punct

Fie un vector legat (forti) F , aplicat in
M(F) punctul A al unui rigid si un punct O in spatiu
(fig.3.3.). Se numeste moment al vectorului F
fatda de punctul O si se noteazd cu simbolul
M,(F) sau M,, produsul vectorial dintre

vectorul de pozitie 7 (care uneste polul O cu

(P) 900/\C A / punctul A de aplicatie al vectorului forti F)
si vectorul fortd F', adica:
Fig. 3.3 M, (F)=0A4AxF (3.1)

Pe baza definitiei produsului vectorial a doi vectori se poate afirma ca:

e M_(F ) este un vector legat de O, adici este aplicat in punctul fatd de care se
calculeaza;

e M_(F) este perpendicular pe planul determinat de suportul vectorului F si
punctul O;

e Sensul lui M (F ) coincide cu sensul in care inainteazi un surub drept cand
actioneazi in lungul directiei lui M, (F ) si se roteste in sensul indicat de vectorul
F (asa numita reguld a surubului sau a burghiului drept);

e Mirimea vectorului lui M (F ) este dati de:

WO(F)\:@xf\z\@\.\ﬂ-sinazpd (3.2)
unde: o = 4(@ F ) iar d este distanta de la punctul O la suportul lui F .

Dimensiunea momentului unei forte in raport cu un punct, in Sistemul
International de unitati este: [M JF )]: N -m.
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Daca O este originea axelor de coordonate, notand cu (x, y, z) coordonatele
punctului A si cu (X, Y, Z) componentele fortei F (proiectiile ei pe aceste axe),
expresia analiticd a momentului este:

i j k
M,(F)=0AxF =|x y z|, (3.3)
XYy z

si dacd se noteazd : M (F )= Li + Mj+ Nk, atunci componentele lui M ,(F ) sunt
date de: L=yZ-zY; M=zX-xZ;, N=xY-yX (3.4)

f My(F) (4)

Fig. 3.4 Fig. 3.5

Momentul unei forte F fata de un punct O are urmatoarele proprietati:

1) M (F ) rimane invariant daci vectorul F aluneci pe suportul siu (daci F este
deci considerat vector alunecitor). Intr-adevir, deplasand punctul de aplicatie al
lui F dinA41in A'(fig.3.5), avem:
H;(F):fo=(@+AA’)><F=@><F+AA’><F:@><F=J\70(17)
deoarece A4’ si F fiind coliniari: A4'xF =0,

2) M,(F)=0 in urmitoarele doud cazuri: a) daci F =0; b) dacd suportul lui
F #0 trece prm polul O. Intr-adevir, daci polul O se afld pe suportul vectorului
F , vectorii OA si F sunt paraleli si produsul lor vectorial este nul. Sau altfel,
mirimea lui M ,(F )este egald cu ‘F ‘ d, unde d este distanta de la punctul O la
suportul (A) al lui F . Deci M ,(F ) daci F =0 sau daci d=0.

3) Doi vectori situati pe acelasi suport, avind marimi egale si sensuri opuse, au in
raport cu acelasi punct O, momentele corespunzitoare opuse. Intr-adevar,
considerand F in A si F' in 4', unde F'=—F (fig.3.5), conform definitiei avem:

M,(F)=0A4AxF
M (F')=0A'xF'=(0A+ AA')x F'= OAxF'+ AA'x F'
si F'=—F; deoarece :
AA'xF =0 = M (F')=0A4x(~-F )=—0AxF =-M ,(F ).
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3.2.2. Momentul unei forte in raport cu o axa

Fie un vector fortdi F aplicat in punctul A si o axd (A) oarecare a cirei
orientare este definitd prin versorul ei ¢ (fig.3.6). Se defineste momentul vectorului
F in raport cu axa (4) (notat cu M ,(F )sau M ,), proiectia pe aceasta axa a

momentului fortei F calculat fatd de un punct oarecare O apartindnd axei (A).

M(F) fa A5

) (4)

(24

. (4
MO(F) f /5—

Fig. 3.6

Fig. 3.7
Notand cu O punctul ales pe axa (fig.3.6), conform definitiei, vom avea:

M,(F)=prM,(F)=M,(F)-5=5-M,(F)=5-(0AxF) (3.5
Deoarece M ,(F ) reprezinta produsul mixt al vectorilor O4, Fsi & el se mai
poate scrie si sub forma M (F )= (@ F.0 ) si este un scalar.
S ardtim ci M ,(F )nu depinde de pozitia punctului O pe axa (A).
Pentru aceasta vom recalcula M’ (F ) alegind un alt punct O' pe axa (A) (fig.3.7) :
M(F)=6-M,(F)=6-(04xF)=5-[00+04)xF|=
=5-(00xF+04%xF)=5-(00xF)+5 -(04xF)

Deoarece vectorii 6 si O'O sunt coliniari, avem:

S - (% x F ) = ( si rezultd prin urmare:

M'(F)=5-(0AxF)=M,(F).

Fie un sistem cartezian de axe de coordonate Oxyz, punctul A de coordonate
(x, v, z) si vector de pozitie: 7 = xi + yj + zk , forta F = Xi +Yj + Zk si axa (4) de

versor & =ai +bj+ck. In aceste conditii valoarea momentului M ,(F ) poate fi
calculata cu ajutorul determinantului:

a b c

MA(F):g-(FxF):x y z
(3.6)

X Y Z

M ,(F)=a(yZ—zY)+b(zX —xZ)+c(xY — yX ).
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Daci axa (A) coincide cu axa Ox, 6 =i sidecia =1, b = c = 0, se obtine
momentul fortei F fata de axa Ox: M, (F)=yZ—-zY =1L

Analog se calculeazd momentul fortei F fatd de axa Oy, respectiv Oz:
M, (F)=zX-xZ=M; M, (F)=xY—-yX=N (3.7)

Observatie:

In aplicatiile tehnice apare frecvent notiunea de moment al unei forte in raport
cu un punct, din planul determinat de punct si fortd. Aceast moment se exprima sub
forma unui scalar si reprezintd de fapt momentul fortei in raport cu o axa
perpendiculara pe planul determinat de punct i forta ce trece prin punctul respectiv.
Daci, de exemplu, forta F se giseste in planul Oxy atunci momentul fortei in raport
cu punctul O este de fapt momentul fortei in raport cu axa Oz:

M, (F)=M,(F)=N=xY-yX (3.8)

Semnul momentului este pozitiv, daca forta are tendinta sa roteasca corpul in
raport cu punctul O in sens trigonometric (axa Ox peste Oy) si negativ daca forta are
tendinta sa roteasca corpul in raport cu punctul O 1n sens invers trigonometric.

Se pot evidentia urmatoarele proprietati al momentului fortei in raport cu o axa :
1) Momentul unei forte in raport cu o axa coplanara cu suportul fortei, este nul.
Intr-adevar, daci suportul vectorului F si axa (A) sunt coplanare, atunci vectorii

OA4, Fsi & sunt coplanari si deci produsul lor mixt este nul. De mentionat ca

aceastd situatie are loc in cazurile in care suportul lui F si axa (A) sunt
concurente, paralele sau se confunda.

2) Momentul unei forte in raport cu o axa nu se schimba daca forta aluneca pe
suportul ei, pastrandu-si sensul si marimea (intensitatea). Aceasta proprietate se
poate demonstra imediat folosind prima proprietate din paragraful 3.2.1.

intr-adevir, deoarece : M, (F)=M_(F)
avem: o6 -M,(F)=6-M_(F), deci M(F)=M'(F).

3) Doua forte situate pe acelasi suport, avand marimi egale si sensuri opuse, au fata
de aceeasi axa, momente egale si de semne contrare. Aceastd proprietate se poate
demonstra imediat folosind cea de a treia proprietate din paragraful 3.2.1. intr-
adevar, deoarece: F'=—F, M (F')=-M(F ), rezulta:

S M, (F')=-8-M,(F) sau M, (F')=-M ,(F).

4) Valoarea absoluta a momentului unei forte in raport cu o axd este egald cu
produsul dintre marimea fortei, lungimea perpendicularei comune dintre suportul
fortei si axa §i sinusul unghiului format de axa si directia fortei.
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Pentru demonstratie se calculeazi M ,(F ) prin procedee geometrice. Fie planul

(1) in care se afld suportul (D) al vectorului F si punctul O, iar dreapta (A) ce
trece prin punctul O nu apartine acestui plan. Se duce din O perpendiculara
comuni O4' dintre (A) si suportul (D) al fortei F (fig.3.8). Lunecand forta F pe
suportul ei cu originea din 4 1n A (operatie care nu schimba valoarea
momentului), atunci M, (F ) va avea urmitoarea marime:

M, (F ) =|F|-d (3.9)

unde cud s-a notat lungimea perpendicularei comune OA'.

Notdnd cu P unghiul ascutit dintre
vectorul moment M (F) si axa (A),

atunci conform definitiei:
M ,(F)=|M(F)-cos B
sau MAF:‘F‘-d-cos,B

(3.10)

Pentru a pune in evidenta unghiul o
format de axa (A) cu directia fortei F', se
duce prin punctul O o dreapti (D)

)

Fig3.8 paraleld cu suportul (D) al fortei F .

Din figura 3.8 se observa ca dreapta (D') si axa (A) sunt perpendiculare in O
pe segmentul OA'(prin constructie), iar vectorul M (F ) este perpendicular pe

OA' in acelasi punct O, deoarece acest segment este cuprins in planul determinat
de punctul O s1 F . Deoarece suportul lu1 M (F ) si dreptele (A) si (D') sunt

perpendiculare pe dreapta OA' =d, sunt coplanare toate trei, prin urmare unghiurile
a s1 f sunt coplanare si adiacente. Deoarece, prin definitie, M (F ) este

perpendicular pe suportul lui F , deci si pe (D’), vom avea:
T V4
a+ p=— sau =——-a 3.11
P =3 P =3 3.11)

si deci cos f = sina , iar relatia (3.10) capata forma:

M ,(F)=|F|d-sina (3.12)

care exprima tocmai proprietatea enuntatd mai sus.

Pentru determinarea semnului momentului M ,(F ) se aplicd regula surubului
drept. Astfel, semnul lui M ,(F ) va fi pozitiv daci surubul drept (asezat dealungul
axei (A) si rotit in sensul indicat de vectorul fortd) inainteaza in raport cu sensul axei
(A) dat de versorul o ; semnul lui M ,(F ) va fi negativ daca surubul drept (asezat
dealungul axei (A) si rotit in sensul indicat de vectorul fortd) inainteaza in sens invers
fatd de sensul versorului & .
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Aplicatie
Se considera un paralelipiped dreptunghic OABCO'A'B'C" avand laturile:

OA=a, OC=3a §i OO'=2a, actionat de fortele F, F,, F, avand suporturile
determinate respectiv de dreptele 4B’, BC’, O'B' (fig.3.9).

Se cere sd se calculeze urmatoarele Az
o'} o

momente: \_\
F, B’

M,(F), M,(F,), M,(F,);
M, (F). My(F), M,(F).

AI

4/’/ -
’ FIC Ly

Rezolvare:

Se considera sistemul de axe cu / A B

originea in O si axele ca in figura 3.9. X Fig. 3.9

Se scriu, mai intai, expresiile analitice ale vectorilor forta dati:

3a]+2ak ‘F‘(%h%a

F, = |F|vers 4B’ =|F| ‘j_‘

_‘_‘\/(

= = —,_—BC_— —a1+2ak ___LT i—
<[ Fers B <[ <[P ‘Fz‘( i Skj
P, =[Fhvers 0B = | 22 -7 *3‘”" =\i\(L;+LJJ
OB’ (a) +(a) 10 10
Momentele fortelor fata de punctul O sunt:
[ Jj k -
M,(F )=0AxF =|a 0 0 =i’/ﬁ(—2j+3k)
0 F- g %
1313
[ j k
M ,(F,)=OBxF, =|a 3¢ 0|= ‘i/Fg(@ —2j-3k)
gL o 2R
V5 5
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Pk

M, (F.)=00'xF, =0 0 2d = =25 (37— 7)
FO3E V1o
NITORENT)

Tinand seama de expresia lui M, (F, ) se deduce :

_ — 2aF, 3aF,
M, (F)=0; Moy(Fl)=—\/E: M, (F )= NE

Observatie
Aceleasi valori se obtin tindnd seama cd momentul unei forte in raport cu o axa

se scrie:

3.2.2. Teoremele lui Varignon

Fie un sistem de n forte F, (i=1,2,..,n) concurente intr-un punct A si fie O

un punct oarecare in spatiu (fig.3.10). Scriind momentele tuturor fortelor F in raport

cu punctul O avem: —
M,(F,)=04xF, R
M,(F,)=0A4xF,

F, F

(3.13)

M,(F,)=04xF,
si adunand aceste relatii membru
cu membru, obtinem:

M (F)+M,(F,)+.+M,(F )=0AxF + OAxXF, +..+ OAxF .

Folosind apoi proprietatea de distributivitate a produsului vectorial, vectorul

OA se poate scoate factor comun la stinga si avem:

> M,(F,)=04x(F +F, +.+F,)=04x Y. F,.
i=1 i=1

Fig.3.10

dar: Z F =R este rezultanta sistemului de forte dat
=1
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deci teoremele lui Varignon se pot scrie sub urmatoarele doud forme:
a.  SM,(F)=0AxR sau M, (F)=M,(R) (3.14)
i=1 i=l

cu enuntul: suma momentelor a n forte concurente in raport cu un punct O, este
egala cu momentul rezultantei fortelor calculat in raport cu acelasi punct.
Daca punctul O se afla pe o dreapta (A) de versor ¢, se obtine:

b YM,(F)=M,(R) (3.15)

cu enuntul: suma momentelor a n forte concurente in raport cu o axa este
egala cu momentul rezultantei fortelor luat in raport cu aceeasi axad.

3.3. Torsorul unui sistem de forte

3.3.1. Rezultanta generala si momentul rezultant

Fie F (i=1,2,..,n) un sistem de forte reprezentand n vectori legati, aplicati in
punctele A; sau un sistem de n vectori alunecatori pe suporturile lor care trec
respectiv prin aceste puncte (fig.3.11). Cu ajutorul operatiilor algebrice cu vectori
putem defini urmatoarele elemente:

F, 1. Rezultanta generaldi R, a sistemului 1in

punctul O, reprezentatd de un vector, aplicat in
punctul O, dat de relatia:

R, :ii (3.16)

2. Momentul rezultant M, al sistemului in

punctul O, reprezentat de suma momentelor
vectorilor F, (i=1,2,..,n) fata de punctul O,

adic: M, =Y 04, xF (3.17)

i=l1

Fig.3.11

<

Vectorul R, este un vector liber (si va fi notat in continuare cu R, deoarece
rezultatul operatiei (3.16) nu depinde de punctul O), deci pentru orice punct din
spatiu se obtine un vector echipolent. R este numit primul invariant al sistemului de
vectorl.

Dimpotrivi, vectorul M, asa cum rezultd din relatia (3.17), depinde de punctul

de reducere O, deci este un vector legat de punctul O numit pol, la fel ca si vectorul
moment al fortei F, din paragraful anterior.

Se numeste forsor al sistemului de vectori forte 17 (1=1,2,...,n) calculat in

punctul O, sistemul format din rezultanta generald si din momentul rezultant,
determinate in acest punct: T:(R,M,)
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3.3.2. Proprietati ale torsorului
Daci notdm cu (S) sistemul de vectori F, (i=1,2,...,n) si torsorul siu in punctul
O prin 7(S), avem urmatoarele proprietati:
1. Torsorul unui sistem (S) nu se modifica daca vectorii aluneca pe suporturile lor.
2. Fie Aun scalar si (AS) sistemul de vectori legati sau alunecitori AF .
Avem: t(AS)=A4-7(S) (3.18)

deoarece rezultanta generald a lui (AS) este( AR, ), iar momentul rezultant in O
este AM,.In particular daci A=-1:

(-S)=-1(S) (3.19)
3. Fie (S') un alt sistem de vectori legati sau alunecdtori F)(j=12,...,p) si 7(S')
torsorul sdu 7('S'):(R,, M/ ). Sa notdm prin (S +S') sistemul F, + F,, i=1,2,..n;
j=1,2,3,...p, format din reuniunea sistemelor (S) si (S’). Avem:
o(S+S")=7(S)+7(S") (3.20)
adica rezultanta generala a sistemului (S+S’) este suma rezultatelor
generale, (R, + R, ) iar momentul rezultant al sistemului (S +S’) este suma
momentelor rezultante ale celor doud sisteme: (M, + M| )

4. In general, oricare ar fi scalarii A; §1 A, avem:
T(AS+A4,8")=A7(S)+ A4,7(S") (3.21)
5. Dacd notim cu (X, Y, Z) proiectiile pe axele sistemului Oxyz ale lui R, iar cu (X,
Y, Z,) proiectiile fortelor F. (i=1,2,...,n) pe axe, avem evident relatiile:

X:iXi, Yzi:)j, Z:izi. (3.22)

Dacd notim prin (L, M, N,) proiectiile pe axe ale momentului lui F fatd de O si
prin (X, y, z) , coordonatele punctului 4, de aplicatie al vectorului F, , atunci
proiectiile lui M, pe axele sistemului Oxyz sunt date de :

L:il’i :i(yizi_ziyi)’ M:Zn:Mi:Zn:(ZiXi_xiZi)’
i=1 i=1 i=1

i=1

N=YN, =YY -pX). (3.23)
i=1 i=1

3.3.3. Variatia momentului rezultant la schimbarea

polului de reducere. Proprietati.

Se consideri sistemul de forte F, (i=1,2,...,n) aplicate in punctele 4, si un punct
O pentru care torsorul sistemului dat este:
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|
Q

Il
M:
eS|

- (3.24)
OA F

M

Considerand un al doilea punct (pol) O’,
torsorul de reducere 1n acest punct este :

R, = Eo = i
T, ) o (3.25)
MO = ZO,Al X F_:
Fig.3.12 _
Vectorii R,,, R, pot fi considerati vectori liberi.
Tinand seama ca (fig.3.12) : O'4A, =0'0O + OA. , avem:
M, Z(OO+0A )« F, = Z 'OxF +> 04, xF =
i=l1
—OOx(ZF)+ZOA xF, =0'0OxR+M,
(3.26)

deci: M, =M, +0'OxR
Aceasta relatie importantd este numita formula de schimbare a momentului la
schimbarea polului de reducere. Deci torsorul se schimbd odatd cu schimbarea

polului din O in O’ conform relatiei:
R=>F;
: Z ’ (3.27)
M,=M,+00xR
Coordonatele punctului O" in raport cu un sistem de axe de coordonate Oxyz,
fiind O’ (x,y,z), , atunci: OO0’ = xi + yj + zk sau O'O =—xi — yj —zk si deci avem:

i J k
‘OxR=|-x -y —z2=(=yZ+zY)i+(—zX +xZ)j+(—xY + yX)k.
X Y Z

Folosind notatiile si formula (3.26) proiectiile pe axele sistemului ale lui M,
se Vor scrie:
L'=L—yZ+zY, M'=M —-zX+xZ, N'=N-xY+ypX (3.28)
Din formula (3.26) rezulta urmatoarele proprietati:
a) Daca R =0, M , =0 atunci si M =0, oricare ar fi polul lui O'.
Deci, daca intr-un punct torsorul este nul, el este nul in orice punct O'.
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b) Daci R =0, rezulti ci M, = M ,. Deci, pentru sistemele pentru care rezultanta

generala este nula, momentul rezultant este considerat ca un vector liber, el fiind
primul invariant la schimbarea polului (este acelasi in orice punct din spatiu)

¢) Dacd R # 0 inmultind scalar relatia (3.26) cu R,, = R, se obtine:
R, M, =R,-M, (3.29)
deoarece produsul mixt R - (% xR ) =0.
Deci expresia R - M, = XL +YM + ZN = constant (3.30)

este al doilea invariant al sistemului de vectori F(i=12,..,n) la schimbarea

polului (are aceeasi valoare oricare ar fi polul in care se considera torsorul
sistemului). Expresia scalara (3.30) se mai numeste trinomul invariant.

d) Ca o consecintd a relatiei (3.29) rezulti urmitoarea proprietate: daci R, # 0,

proiectia momentului rezultant pe directia vectorului rezultant este aceeasi in
orice punct din spatiu (este invariant fatd de schimbarea polului O, fig.3.13.a) .
Intr-adevar, avem :

R-M, =|R|-\11,-cos(®, 3, )= R |17, | -cosa
R-M, =‘E"‘MO,‘COS(E,MO,)Z‘E"‘MO,"COSﬂ

si deoarece ‘17 ‘ # 0, relatia (3.29) conduce la o relatie care exprima proprietatea de

mai sus: M, cosa =M, cosf sau prﬁﬂo = prﬁﬂo, (3.31)
Daca se noteaza cu My valoarea comuna a acestor proiectii, putem scrie:
. ~ _ R M,-R
MR:erMO:MO-versR:MO-Wz ‘OE‘ (3.32)
LX + MY + NZ
sau: M, = il N . (3.32”)
VX 4+Y 47

Din relatiile (3.30) si (3.32°) se deduce ca trinomul invariant §i proiectia
momentului rezultant pe directia rezultantei nu sunt doud marimi invariante
independente. Rezultd ca la reducerea unui sistem de vectori forte intr-un punct,
existd doar doi invarianti R si R-M, sau R si M ,,unde: M,=M,-versR .

3.3.4. Torsor minimal. Axa centrala a sistemului de forte

Precizam ca prin operatia de “reducere a unui sistem de vectori” vom intelege
inlocuirea Ilui cu un sistem echivalent mai simplu, calculat intr-un punct, sistem
format dintr-o rezultanta §i un moment rezultant.

Facand reducerea unui sistem de vectori forte, in diferite puncte din spatiu, se
constata ca torsorul de reducere este diferit datoritd momentului rezultant A, , care
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moment depinde de punctul de reducere O. Se poate descompune momentul rezultant
in doua componente:

a) M, dupa directia rezultantei R~ ;
b) M, intr-un plan normal pe directia rezultantei (fig.3.13).
Deci se poate scrie relatia: M, =M, +M (3.33)

Intrucat conform (3.32) componenta M, este un invariant, rezulti ci

modificdrile momentului M, se produc doar prin variatia componentei M, , care

N
poate lua orice valoare, in functie de punctul de reducere, si orice pozitie intr-un plan
normal pe R. Din consideratii geometrice si din ecuatia (3.33), rezultd ci proiectia
pe directia rezultantei R a momentului M, reprezinti valoarea minimi pe care o
poate lua momentul M, atunci cind se modificd pozitia punctului de reducere P.

Deci momentul minim este:

M, =M,=M, -versM,=M, -versR (3.34)

Fig3.13 (b)

Torsorul alcituit din R si M se numeste torsor minimal:
R =

i=l1

T

Tmin . M R
M =M, -versﬁzR—%-i
R IR

(3.35)

mi

In cazul torsorului minimal, rezultanta R $i momentul M, sunt coliniari.

Locul geometric al punctelor P in care facand reducerea se obtine torsorul
minimal se numeste axa centrala.

Sau altfel spus, presupunand R # 0, multimea punctelor P din spatiu pentru
care rezultanta generala si momentul rezultant sunt coliniari este o dreapta numita
axa centrald a sistemului. Intr-adevar daca P(x,y,z) este un punct apartindnd axei
centrale, conform relatiei (3.26), momentul 1n acest punct se scrie:
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k

i J
M. =M. —OPxR =Li+Mi+Nk —|x z
» =M, [j Y (3.36)
X Y 7

M,=(L-yZ+2zY)i +(M —zX +xZ)j +(N —xY + yX )k

Din conditia de coliniaritate a vectorilor R si M, care se scrie: M, = AR si
tinind seama ca: R = Xi +Yj + Zk , atunci aceasta este echivalenti cu o relatie de
proportionalitate intre proiectiile pe axe ale celor doi vectori si deci se scrie:

L—yZ+zY M-zX+xZ N-xY+yX
X Y - Z

Relatiile (3.37) reprezintd ecuatiile axei centrale a sistemului de vectori
alunecatori sub forma implicita, si este o dreapta in spatiu.

(3.37)

Ecuatia axei centrale se mai poate scrie sub formad parametrica. Astfel daca se
inmulteste relatia (3.36) vectorial la stanga cu R si se tine seama ca cei doi vectori

R si M, sunt paraleli pe axa centrald (adici: R x M, = 0) obtinem:

0=RxM,=RxM,-Rx(OPxR)=RxM,—(R-R)OP+(R-OP)R
Impartind aceastd ultima relatie cu R, si notand A = (E -O_P)/ R? se obtine
ecuatia axei centrale sub forma vectoriala:
Rx i,

2

OP = + AR (3.38)

Ecuatiile parametrice se obtin prin identificarea celor doi membri ai ecuatiei (3.38):

_YN-ZM ZL — XN _XM YL |

X R +M,' y:T-’_ﬂ/Y’. z

Az (3.38")

2

Aplicatie:

Se considera paralelipipedul dreptunghic de laturi O4A=0C=2a, OB=4a,
asupra caruia actioneazd fortele avand modulele: F, = P2 , F,=F,=3P, F;=P
(fig.3.14). Se cere:

a) sa se determine torsorul de reducere 1n punctele O si B;

b) sd se verifice invarianta trinomului (R -M, =R -M,);

¢) sa se calculeze torsorul minimal;

d) sd se scrie axa centrald a sistemului de forte, sub cele doua forme.

Rezolvare:

Se considera sistemul de axe cu originea in O (fig.3.14) si se exprima analitic
fortele :
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- iz —
— — — F,
F, = FyverskF, = FversDE = F, DE C !
DE ~—E
Nda® +4a’ F —t— o
S B
_ _ — _FG 0 Y
F, = FyversF, = F,versFG = F, ( -
FG B
; F,
— 4aj - 3
F, = 3PW =3Pj. X /A 0 Fig.3.14
/
F, = FversF, = Fsvers@ =F, % =P 2ai__ 3Pi
04 4z’
— — — F'_C _4aj Y
F, =FversF, = FversFC = F, — =3P =-3Pj
4 4 4 4 4 FC‘ [16a2

Se calculeaza rezultanta, componentele si modulul ei:
R=F+F,+F,+F,=Pk=X=Y=0; Z=P si |R|=P
Deci, rezultanta are marimea P si este paraleld cu Oz.

Se calculeazd momentul fiecérei forte fatd de punctul O:

i ]k
M, (F )=ODxF =[2a 4a  0/=2aP(2i —j+2k)
-P 0 P
ik
MO(F;):O_FXE:2a 0 2al=6aP(—-i+k); M, (F,)=0
0 3P O
i j Kk
MO(E):ﬁxE: 0 4a 2a|=6aPi
0 -3P O

Momentul rezultant in punctul O va fi:

M,=YM,(F)=2aP(2i - j+5k) = L=4aP, M =-2aP, N =10aP
i=1

iar momentul rezultant in B va fi:
M, =M, -OBxR =-2Paj +10Pak

a) Rezulta cele doua torsoare:
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|R =Pk

fo {Mc = 4Pai — 2Paj +10Pak
|R =Pk

- {MB = —2Paj +10Pak

b) Trinomul invariant este:
R-M,=XL+YM +ZN =10P’a

R-M,=XL,+YM, +ZN, =10P*a

R-M — a — _
= ‘E‘ 9 .versR = 10P"a -k =10Pak

c) Torsorul minimal va fi: 7 {

Deci: M = =

min

Xl

R =Pk

M, =10Pak

d) Ecuatia axei centrale sub prima forma (conform 3.37) :
L—yZ+z¥Y M-zX+xZ N-xY+yX

X Y Z
: 4Pa—-Py+0 —-2Pa—-0+Px 10Pa—-0+0
se scrie: 0 = 0 = I ;

Rezultd: x=2a, y=4a, z € R, adica axa centrald este o dreapta paralela cu Oz
care trece prin punctul din planul Oxy: D (2a,4a,0) .
Ecuatia axei centrale sub forma parametrica (conform 3.38”)

—IM ZL — XN XM —-YL
XZWT+M,' y:T'F/IY,' Z:T'F/IZ,'
: 2aP’ 4aP’
se scrie: X = a2 +4-0;, y= az +4-0;, z=AP;

adica aceeasi ecuatie: x=2a; y=4a, ze€R.

3.3.5. Operatii elementare de echivalenta

Se numesc operatii elementare de echivalenta urmatoarele operatii aplicate
sistemelor de vectori alunecatori (forte):

1) schimbarea punctului de aplicatie al unui vector pe suportul sau
(lunecarea);

2) adaugarea (adjunctiunea) sau suprimarea a doi vectori egali ca marime
dar de sens opus, situati pe acelasi suport;

3) compunerea a doi vectori concurenti intr-un punct A, dupa regula
paralelogramului;

4) descompunerea unui vector aplicat intr-un punct A in mai multi vectori
concurenfi .
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Se observa cad aceste operatii efectuate asupra unui sistem de vectori (S) nu
modificd torsorul. Invariantii torsorului prin aceste operatii rezulta din definitia
momentului si din teoremele lui Varignon. Se mai observa ca operatia (1) este de fapt
0 consecinta a operatiei (2).

3.4. Reducerea sistemelor de vectori

3.4.1. Echivalenta a doua sisteme de vectori

Fie sistemele de vectori legati sau alunecatori (S) si (S°). Prin definitie aceste
sisteme sunt echivalente daca si numai daca ele au acelasi torsor intr-un punct dat
O sivom scrie:

(S) L(S’) (3.39)

Din paragraful 3.3.3. se poate arata ca daca doua sisteme de vectori (S;) si (S>)
au acelasi torsor intr-un punct O, ele vor avea acelasi torsor in orice alt punct O’din
spatiu. Intr-adevir, daca (S,) si (S,) sunt cele doud sisteme de vectori considerate,
egalitatea R = R® va avea loc in toate punctele spatiului, vectorul rezultant fiind
un vector liber, iar momentele rezultante ale celor doua sisteme sunt:

MY =30 +00xRO ;

o

MO =1 + 00X R®),

o

Deoarece prin ipoteza exista egalitatea:

MY =MP rezultaca MY =M.

o o o

Fie sistemele (S;), (S;) si (S3). Avem urmatoarele proprietati evidente, care
caracterizeaza o relatie de echivalenta:

1) (Sy) LI(S,), (reflexibilitate),
2) daca (S;) LI(S,), atunci (S,) [I(S;), (simetrie);
3)daca (S;) 0(S,) si (S,) [J(S;) atunci (S;) LI(S;3), (tranzitivitate).

Din constatarile de la paragraful 3.3.5, rezultd urmatoarea teoremd: “Prin
aplicarea operatiilor elementare de echivalenta, un sistem de vectori (S;) se
transforma intr-un sistem echivalent (S,)”. Reciproca acestei teoreme va fi data la
paragraful (3.4.6).

Mai intai este necesar sa se demonstreze cateva teoreme (leme) ajutatoare.
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3.4.2. Reducerea unui sistem de vectori (S) prin operatii
elementare de echivalenta, la un sistem format din trei
vectori aplicati in trei puncte necoliniare

Fie un sistem de vectori (S) format din vectorii (fortele) F aplicati in

1

punctele 4; (i=1,2,..,n). Sa consideram punctele O;, O,, O; alese arbitrar (cu singura
restrictie de a nu fi situate pe aceeasi dreaptd si punctul 4, sa nu fie in acelasi plan cu
punctele O;, O,, O3).

Cu ajutorul dreptelor 4,0;,, 4,0, A,0; se defineste un triedru cu varful in A;
(fig.3.15.a). Putem intotdeauna sa descompunem pe F, dupa cele trei directii (4,0,
A0, 4,05) in trei vectori F" F® F® concurenti in 4; (numite in continuare
componentele FV, F®) F®) cain fig.3.15.a. Putem scrie deci :

]T:_ e ]T;(l) +F;(2) +F;(3) (340)

Aplicand operatiile elementare de echivalentd (facand sa lunece cei trei vectori
pe suporturile lor, ca in fig.3.15.a), aceste trei componente se aplicd in punctele O,
O, O; astfel: F'VinO;, F* in O, si respectiv F' in O;.

Se procedeazi in mod analog si cu ceilalti vectori F, (fig.3.15.b). Se compun
apoi toti vectorii concurenti in punctul O; , i=1,2,3 (operatia elementara 3),
obtinandu-se vectorii: ¢ aplicat in O, , ¢, aplicat in O, si respectiv ¢, aplicat in O;
(fig.3.15.¢c). Avem deci:

0 = iﬁ,@, (j=123). (3.41)

2)

Fig.3.15

Prin urmare, prin operatii elementare de echivalenta s-a trecut de la sistemul
(S) la sistemul de vectori aplicati respectivin O;, O, O;: { @, @, @} (fig.3.15.c).
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3.4.3. Reducerea unui sistem de vectori (S) prin operatii
elementare de echivalenta, la un sistem format din doi
vectori, dintre care unul este aplicat intr-un punct
arbitrar

Folosind teorema precedenta, sa presupunem ca un sistem de vectori
alunecatori s-a redus la trei vectori @, (7=1, 2, 3) aplicati in punctele O;, O, Os
necoliniare. Planul (P,) definit de O, si suportul @, intersecteazi in general planul
(P3) definit de O, si de suportul lui ¢, dupd o dreaptd (4) care trece prin O,
(fig.3.16).

(L)
Fig.3.16.

Vom alege un punct O’ arbitrar pe axa (4) si distinct de O;. Putem
descompune vectorul ¢, dupa doi vectori @, @, aplicati in O, si avand suporturile

0,0; si 0’0, care sunt situate in acelasi plan (P,) ca si vectorul @,. La fel, putem
descompune vectorul @, in doi vectori ¢, @, avand respectiv suporturile 0,05 si
0’03, care sunt situate in planul (P;) la fel ca vectorul ¢,.

Avem evident:
Q=Q+E, Q=@+y (3.42)
Vectorii @, @ pot s alunece pe suporturile lor, astfel incat s fie aplicati in O,.
Vectorii @, @" pot si alunece pe suporturile lor, astfel incat si fie aplicati in O
Compunand apoi vectorii @, @, @ aplicati in O; si apoi vectorii @, @

aplicati in O’, obtinem prin operatii elementare de echivalenta vectorii 7, , 7, aplicati
respectivin O; s1 O

VE@rete, V=t (3.43)



54

Daca planele (P,) si (P3) coincid, atunci vectorii ¢,, ¢ se afla in planul O,

0, 0;. In acest caz, punctul O’ se alege arbitrar in acest plan, cu conditia sa fie
diferit de 01, 02, 03.

‘ i, 3.4.4.Cuplul de vectori

Se numeste cuplu de vectori un

f sistem format din doi vectori F,, F,
asezati pe suporturi paralele si
A, diferite (D;) si (D) , egali ca

marime, opusi ca sens (fig.3.17),
astfel incat:

F+F =0 (3.44)

Din conditia (3.44) rezultd ca rezultanta generala a unui cuplu este egala cu
zero. Prin urmare, conform proprietatii b) demonstrate in paragraful (3.3.3), rezulta
ca momentul rezultant al cuplului de vectori este acelasi in orice punct din spatiu. El
se defineste ca un vector liber M numit momentul cuplului.

Pentru determinarea cuplului M putem lua ca pol chiar punctul A;:

M =44, %F, (3.45)

Fig.3.17.

Prin urmare M este perpendicular pe planul definit de suporturile celor doui
forte (D,), (D) si are marimea |I71 | [d , unde d este distanta dintre suporturile fortelor

(D)), (D) si mai este numit si“ bratul cuplului “. Sensul cuplului M este acela,
pentru care un observator asezat pe suportul sdu in A, vede rotatia indicatda de F, in
sens trigonometric (dat de regula surubului drept).

Momentul cuplului este nul/ in urmatoarele doud cazuri:
a)daci F, =F, =0

b) daca d = 0 ; vectorii pot fi suprimati prin opreratia a doua de echivalenta.

3.4.5. Sisteme echivalente cu zero

Prin definitie, un sistem de vectori (S) legati sau alunecatori este echivalent cu
zero si vom scrie: (S) [J(0) (3.46) daca torsorul sau intr-un punct oarecare O este

nul adica:R, =0, M,=0 sau T1(S)=0 (3.47)

In paragraful 3.3.3. s-a aritat ca daci torsorul unui sistem de vectori este nul
intr-un punct O, el este nul in orice punct din spatiu.

Teoremd: ‘“un sistem (S) echivalent cu zero poate fi suprimat prin operatii
elementare de echivalenta”.
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Demonstratia este imediata. S-a aratat anterior ca sistemul (S) poate fi redus la
un sistem echivalent format din doi vectori F,, F, aplicati in punctele O;, O, ; daca
presupunem ci acest sistem este echivalent cu zero, adici R, =0, M, =0, din
relatia: R =F +F, =0 rezultd F, =—F,, deci vectorii trebuie si formeze un cuplu
avand marimea: |A7 0| = |I71 | [d; dar intrucat M, =0 (adicd |A7 0| =0) rezultd ca
distanta dintre suporturile vectorilor trebuie sa fie d=0, adica vectorii F, F, se afld

pe acelasi suport, fiind egali si de sens contrar, deci ei pot fi efectiv suprimati prin
operatii elementare de echivalenta.

3.4.6. Teorema reductibilitatii sistemelor echivalente

Daca doua sisteme de vectori legati sau alunecdatori (S) si (S’) sunt
echivalente, se poate trece de la un sistem la celalalt prin operatii elementare de
echivalenta.

Aceasta teorema este reciproca teoremei enuntate in paragraful 3.4.1. S-a vazut
acolo ca prin operatiile elementare de echivalenta se poate trece de la un sistem (S) la
un sistem echivalent (§’). Teorema enuntata mai sus ne arata cd nu exista sisteme (S’)
echivalente cu (S), altele decdt cele care se obtin din (S) prin operatii elementare de
echivalenta.

Demonstratie: Prin ipotezd (S) LJ (S’), adicda luand torsorul in punctul O:
1(S)=1(s"). Sa considerim acum sistemul (S); prin operatii elementare de

echivalentd, adaugand vectorii care compun sistemele (-S°) si (S’), se ajunge la
sistemul: (S)+ (= 5")+(S’), care ese echivalent cu (S). Dar din ipoteza:

1(-8)=-1(s")=-1(s) deci:7[(S)+(-5")]=1(S)+1(-5)=0

Prin urmare, sistemul (S) + (-S°) este echivalent cu zero, deci poate fi suprimat
efectiv prin operatii elementare de echivalentd. In felul acesta, prin operatii
elementare de echivalenta: () - (S)+(=S")+(S") - (S") se ajunge de la (S) 1a (S").

3.4.7. Cazurile de reducere a unui sistem de vectori
alunecatori

In baza teoremei de echivalenta (de la paragraful 3.4.1.), reducerea unui sistem
de vectori alunecatori Tnseamnad inlocuirea acestuia cu cel mai simplu sistem, care
este format dintr-un vector R si un vector moment rezultant M, si care este

echivalent cu sistemul dat. Se disting urmatoarele cazuri de reducere:
Cazul I. R=0, M o =0; adica torsorul de reducere este nul.

istemul este in echilibru si v u ori i 1 ili 1
Sist | est hilib 1 este echivalent cu orice sistem in echilibru (in
particular §i cu un un “sistem” fara nici un vector). Un astfel de sistem se numeste
echivalent cu zero.
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Cazul II. R 20, M, =0;
Sistemul este echivalent cu un vector unic aplicat in O (fig.3.18). Torsorul de
reducere constd doar in rezultanta R .

Cazul III. R =0, M, #0;

In acest caz sistemul de vectori alunecitori este echivalent cu un cuplu
(fig.3.19.a.), adicd un sistem alcituit din doi vectori (F,—F) paraleli, egali ca
marime, opusi si actionand pe suporturi diferite situate intr-un plan normal pe
vectorul M,. Distanta d 1intre suporturi, se alege astfel incat: ‘]7 ‘ (i =M, iar

sensurile vectorilor F,—F se aleg astfel incat si fie respectati, pentru sensul lui

M ,, regula surubului drept (fig.3.19.b.).

|

(@) (b)
Fig.3.18. Fig.3.19.

Cazul IV. R #0, M, #0; in acest caz, cel mai general, se disting doui situatii,
in functie de valoarea trinomului invariant R [M

a) R[M,=0; deci cei doi vectori R,M, sunt perpendiculari (fig.3.20.a). Pentru a
determina un sistem echivalent mai simplu, se introduc vectorii (R,—R) in
punctul O’ din planul (P) normal pe M, care trece prin O si in care se afli
rezultanta R (fig.3.20.b).

axa central

—> M

/
/axa central\

(©)




b)
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Distanta dintre suporturile care trec prin O si O’ se alege astfel incat
d =|M,|/|R|, deci vectorii R din O si-R din O’ alcdtuiesc un cuplu de moment
—M,, care anuleazd momentul M, al torsorului.

In acest caz sistemul dat este echivalent cu un vector unic R (fig.3.20.c),
suportul lui fiind chiar axa centrala a sistemului, deoarece in lungul acestei axe
momentul are valoarea minimd, care in acest caz este zero (M, =0). Se observa

ca al II-lea caz este de fapt un caz particular al acestui caz.

R M, #0; adica cei doi vectori fac intre ei un unghi a ;tg (fig.3.21.a) si avem

(M, #0). Rezulti ci sistemul de vectori alunecitori dat este echivalent cu un
vector rezultantd R situat pe axa centrald si cu un cuplu format din vectorii
(F,—F), situati intr-un plan normal pe axa centrald a sistemului de vectori dat
(fig.3.21.c). Sensurile celor doi vectori (F,— F) ai acestui cuplu, se alege astfel
incat sa fie respectatd regula surubului drept (fig.3.21.b) iar distanta d 1intre
suporturile lor se alege astfel incat sa fie respectata relatia |]\7 R| = |]7 | [l .

|

7 O IR

I3
N+

(@) (b) (©)

axa central\

Fig.3.21.

3.5. Reducerea unor sisteme particulare de vectori

3.5.1 Sisteme de vectori coplanari

Un sistem de vectori se numeste coplanar dacd toti vectorii sistemului sunt

continuti in acelasi plan (P).

Conform acestei definitii se observd ci vectorul R se afld in planul (P) iar

vectorul M, este perpendicular pe acest plan (punctul O se afli in planul P)
(fig.3.22.), deoarece momentul fiecdrui vector F (i=1,2,...,n) este normal pe planul
(P), deci:

R=Xi+Yj; M, =Nk (3.48)
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Y

y

axa centrala |-~

o)

/ Fig. 3.22 Fig. 3.23

Intrucat in acest caz, vectorii R si M, sunt ortogonali, rezulta R (M, =0 si
deci M

R#0, M,#0 O R[M, =0, dar in particular acesta se poate reduce la unul din
urmdtoarele trei cazuri:

=0. Pentru un sistem de vectori alunecétori si coplanari, in cazul general

1) R=0 M o, =00 sistemul este echivalent cu zero;

2) R=0, M, #2000 sistemul se reduce la un cuplu;

3) R # 0 sistemul se reduce la un vector unic pe axa centrald ; pentru cazul in
care suportul siu trece prin O, conduce la M, =0, iar pentru cazul in care

suportul sdu nu trece prin O rezultd M, # 0.

Pentru determinarea ecuatiei axei centrale s consideram un sistem cartezian
de axe Oxy continut in planul (P). In acest caz vectorii F, au proiectiile nule pe axa
Oz (Z=0, Z=0) si momentele nule fata de axele Ox si Oy (L=0, M=0) iar relatia
(3.37) a axei centrale, conduce la ecuatiile:

zz—zX:N—xY+yX

3.49
X Y (0] ( )
sau (X +Y? )z =0, unde z =0 (evident),
N-xY+yX =0sau N =xY—-yX (3.50)

Axa centrald se gaseste in planul Oxy al vectorilor F,, iar ecuatia:
N=M,=xY - yX, ne indica faptul ca momentul rezultant in raport cu axa Oz este

acelasi cu momentul rezultant n raport cu punctul O, adicd momentul rezultant al
vectorilor din planul Oxy are directia axei Oz.

Metoda grafica de reducere a unui sistem de vectori
coplanari (poligonul funicular)

Se presupune ci sistemul este compus din vectorii (fortele) F, F,, F,
(fig.3.24.a). Se porneste de la poligonul fortelor dat in fig. 3.24.b, obtinandu-se



59

rezultanta R ca mirime, directie si sens. Dacid se cunoaste si suportul ei, rezultanta
R este determinata complet. Pentru o gasi suportul se efectueaza constructia din
figura 3.24. a si b, procedandu-se astfel:

se alege un punct O arbitrar numit po/, in planul fortelor si se uneste acest punct
cu extremitatile A;, A, A; A, ale fortelor (vectorilor). Se obtin razele polare r,,
’/'2, r3) ’/'4;

se duc paralele la aceste raze (fig.3.24.a) limitandu-le la suporturile celor trei
vectori;

se prelungesc laturile extreme ale poligonului funicular astfel obtinut (adica
razele r; s1ry), $1 se obtine punctul A care se afla chiar pe suportul lui R .

prin punctul 4 se duce o paraleli la vectorul R din poligonul fortelor obtinandu-

se astfel suportul rezultantei; R este un vector alunecator pe acest suport.
Aceastd constructie se justifica astfel:

razele vectoare r; si r; pot fi considerate doud componente ale vectorului 171; in
mod analog 7, si r; pentru 172 si 73 si ry pentru 173; descopunand fiecare din
vectorii F,, F,, F, dupd directiile laturilor poligonului funicular, putem inlocui
cel trei vectori ai sistemului cu componentele (vectorii) actionand in lungul
laturilor poligonului funicular.

se observa ca vectorii care actioneaza pe laturile intermediare 7, si 73 se reduc,
fiind egali si de sens opus, raimanand doar vectorii de pe laturile extreme, deci
sistemul s-a redus la doi vectori situati pe laturile extreme si rezultanta sistemului
va trece evident prin punctul 4 de intersectie a acestor laturi. Se observa ca

vectorii de pe laturile extreme O4,,04, au aceeasi rezultantdi R ca si vectorii
F, F,, F, verificarea se face cu ajutorul fig. 3.24.b.

,
/
4 d
3 ! /
/ f
/ /
) /
\ /
A / /
3 4 /
/
/

A Fig.3.24. b)
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3.5.2. Reducerea unui sistem de vectori paraleli.
Centrul vectorilor paraleli

Fie F, un sistem (S) de n forte reprezentate de vectorii paraleli aplicati in
punctele 4; (i=1, 2, ..,n). Sd notdim cu u versorul directiei comune vectorilor F,
(fig.3.25). In acest caz se poate scrie: F = F [ (3.51)
unde F; este mirimea algebrici a lui F , adici proiectia lui pe directia lui z (deci F;
poate fi un scalar pozitiv sau negativ dupi cum vectorul F, are acelasi sens sau sens
contrar cu u ; a nu se confunda cu valoarea sau marimea absoluta a vectorului

F)).Vectorul rezultant al sistemului va fi: R, =R = i F = § F, @Z (3.52)

Din formula (3.52) rezultd ca
vectorul rezultant are aceeasi directie ca
si vectorii sistemului, iar mirimea lui R
se obtine prin insumarea marimilor
vectorilor. Momentul rezultant al
sistemului este dat de:

> M,(F)=3 04 xF,

M,

M, =% xF =57 xFi

Fig.3.25

<|
I

o= Fr (3.53)

Se observa din aceasta relatie cd M, este perpendicular vectorului # si deci
vectorului R, adica si In cazul vectorilor paraleli avem trinomul invariant nul:
RIM,=0.

Prin urmare si aici - ca i in cazul vectorilor coplanari - se deosebesc
urmatoarele trei cazuri de reducere:

1) R=0,M, =0, sistem echivalent cu zero;

2) R=0,M,#0, sistem echivalent cu un cuplu;

3) R #0 , sistem echivalent cu un vector unic aplicat pe axa centrald, vector care
trece prin punctul O cand M, =0 si nu trece prin O cand M, # 0.

Pentru determinarea axei centrale se foloseste proprictatea ca trinomul
invariant este nul R [M, =0 si se tine seama cd valoarea minimd a momentului este

zero. Deci, Tn acest caz, axa centrald este locul geometric al punctelor unde
momentul este nul.
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Fie P un punct curent pe axa centrald; conform relatiei (3.26) avem:

M,=M,-OPxR =0 (3.54)

Scriind ¢ OP=F=xi + yj +zk si tindnd seama de (3.52) si (3.53), relatia

(3.54) devine:
nlﬂﬁ%ﬁ—fxaﬁiﬁﬁzo, sau: nlﬂfiﬁxﬁ—ﬁilfﬁxﬁ:o
sau: %Fifi —ﬁi]«j @“%ﬁ =0 (3.55)

Produsul vectorial (3.55) fiind nul, rezulta ca cei doi vectori sunt coliniari si
prin urmare intre acesti vectori exista relatia:

Fr - (z E.)F =Au, unde A este un scalar,
deci, vectorul de pozitie al punctului curent de pe axa centrala OP=F are

Fr
expresia: F= 2B A (3.56)

< 9 A . Fr
Daca senoteazdcu: k=——— s1 p = L,
SF SF
se obtine ecuatia vectoriald a axei centrale sub forma:
r=p +ku, (3.57)
unde, atunci cand k& variaza, punctul P descrie o dreapta (D) care trece printr-un
punct fix C care are vectorul de pozitie p (care nu depinde de orientarea u a

vectorilor paraleli). Ecuatia (3.57) este ecuatia vectoriala a unei drepte paraleld cu u
(fig.3.26), ce trece printr-un punct fix C numit centrul vectorilor paraleli (fortelor
paralele).  Vectorul de pozitie al acestui punct este:

nEPp=ES— (3.58)
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Coordonatele centrului vectorilor paraleli C (¢, n, ) sunt date de relatiile:
z Fx z Fy. z Fz
é= —, n= B4 { = — (3.58)
>, >F, >F

Proprietati ale centrului vectorilor paraleli:

s s

a) deoarece P nu depinde de u, se poate schimba directia tuturor vectorilor cu
acelasi unghi si axa centrala va trece tot prin C.
b) se poate multiplica marimea tuturor vectorilor cu un scalar pozitiv A si centrul

vectorilor paraleli raimane acelasi. Intr-adevar, presupunand prin absurd ca s-ar
schimba marimea tuturor vectorilor cu A, avem:

o= S S AR _ASFE S
SESM AyE  SF

c¢) centrul C al vectorilor paraleli nu depinde de originea sistemului de referinta ales
(este un element intrinsec al sistemului de vectori).

=p

Pentru demonstratie se admite, prin absurd, ca folosind polul O’ se gaseste ca
centru a vectorilor paraleli punctul C’si deci O'C' =p’ (fig.3.27).

Avem evident relatiile: p=- , = ' (3.59)

unde: o' =0'0+p+CC'
Pe de alta parte, deoarece : 7' =7 + O'O, avem:
S-S Fr_SE+00)_ 5
X > F > B
Comparand relatiile (3.59) si (3.60) obtinute pentru p' se deduce ca CcC' =0,

deci punctele C si C’ coincid. Adica centrul vectorilor paraleli nu depinde de
sistemul de referinta.

+00=p+00 (3.60)

Aplicatie:
Daci se considerd doui forte paralele aplicate astfel: F in 4; (x,, y;, z) si F,

in A, (x5, y2 z3), se obtine centrul C(&,n,{) al acestor forte, aplicand formulele
(3.58"):

E:E‘xl+F‘2x2 :F;yl+};;y2 Z:EZ1+F2Z2
F +F, F +F, F t+F,
F
Daca se noteaza cu A = —% rezulta:
1
g=NtAn oty st
1+A 1+A 1+A
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si se gaseste

Deci, punctul C imparte segmentul 4,4, in raportul A = |C_Al| / |C_A2

in interiorul segmentului 4,4, cand fortele au acelasi sens si in afara lui cand sunt de
sens opus.

3.6. Metode matriciale pentru reducerea unui sistem de

vectori alunecatori.

Pe langa metodele vectoriale, analitice si grafice pentru studiul sistemelor de
vectori, prezentate mai sus, in prezent se utilizeaza si metode matriciale, care s-au
dezvoltat datoritd progresului in domeniul tehnicii de calcul. Aceste metode se
bazeazad pe matricea coordonatelor pluckeriene prezenta in paragraful 1.10: dandu-se
o directie (A) caracterizatd prin versorul u s-a definit din matricea coloana :

{dHabcim}’.
Astfel cu ajutorul acestor coordonate se pot determina:

* torsorul de reducere al unei forte in raport cu punctul O, T, care se scrie sub
forma matriciala:

0XO eO 0X = aF
0,0 0,0 O, _
oo Po oY =bF
[z U UZ =cF
(kY - oo - 00T G6)
olg o' L=
(O OO0 (M =mF
00 00 0
OVNO nO ON =nF

e torsorul de reducere al unui sistem de forte F, (i=1,..n) si de cupluri
C‘j, ( j=1,...p) in punctul O: 1, care se scrie sub forma matriciala astfel:

oxXo b a, a, 0 0 .. O00FQO
Oy O 0 O
e [bl b, b 0 0 0 %F .
0z 0 ¢ c 0 0 0 0F O
=R =0 o=0' L M8 (3.62)
olo b L Lohh Lol o
vl Un m, .. m, m m, m .. O
O 0 o \ ; ! % 0
DND B,ll n, .. n n n, n, » [

unde cu (a,b,,c,,l.,m ,n ) s-au notat coordonatele pluckeriene ale fortei F,,
iarcu (I';,m ;,n’; ) s-au notat cosinusii directori ai cuplului C,.
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Aplicatie
Se considerd un paralelipiped dreptunghic OABCO'A'B'C’ avénd laturile:
OA=a, OC=3a si O0' =2a, actionat de fortele F,F,,F, avand suporturile determinate

respectiv de dreptele AB',BC'O'B' si de cuplurile C,, C,, C,, avand suporturile
determinate respectiv de dreptele : A44', C'O’, B'C’ (fig.3.28).

C,
- . C'
B Se cunosc marimile acestor forte si
=== cEplurl: B B
Fl=pi5, [F]=P 5, [F|=Piio
/ f ‘C_'I‘ZaP, 52‘=2aP, ‘53‘=3aP.
C — |C
< By Se cere, folosind metoda matriciald, si
AL/ // Y se calculeze torsorul de reducere al
/ B sistemului de forte si cupluri in punctul
X Fig. 3.28 0.

Rezolvare:

Se determina mai intai, coordonatele punctelor O,4,B,C,0',A',B',C’

punctul O A B C o’ A’ B’ C
X 0 a a 0 0 a a 0
Y 0 0 3a 3a 0 0 3a 3a
Z 0 0 0 0 2a 2a 2a 2a

Se determina apoi lungimile si cosinusii directori ai dreptelor-suport ale
fortelor (coordonatele plukeriene notate cu: a,b,c)) momentele versorilor
corespunzatori fortelor (coordonatele plukeriene notate cu: [m,n ), si respectiv
cosinusii directori ai dreptelor-suport ale cuplurilor (coordonatele plukeriene notate
cul* m* n*).

Torsorul 7, de reducere a fortelor si cuplurilor in punctul O, conform (3.62) se
scrie sub forma matriciala astfel:

0 o -1/45  1/410

23/413 0 3/4/10
(=l =g 25 o

o o 6a/\5 —6a/~\10

%a/\/ﬁ —2a/\/§ 2a/\/m

@a/\/g ~3a /5 0

0o dIpy130 00 O
0

M ~0O
0%&/10@_@@ =
0=0 . 0
-lpeP g [O3ePg
-1 olpO O o O

0 O%?aaP% Ean

0
0
0
0

- o O O O O
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CAPITOLUL 4
CENTRUL MASELOR
CENTRUL DE GREUTATE

4.1. Greutatea corpurilor. Centrul de greutate.

Centrul maselor.

Experientele efectuate aratd ca la suprafata pamantului existd un camp
gravitational, care se manifesta prin aceea ca un corp de masa m este actionat de o
forta verticala proportionald cu masa si orientata in jos:

G =mg 4.1)

S-a constatat ca intensitatea campului gravitational terestru g este variabild cu
latitudinea si altitudinea. Insd pentru variatii mici ale latitudinii si altitudinii,
marimea intensitatii cAmpului gravitational g poate fi considerata constanta. In tara
noastra se considerd pentru intensitatea g ovaloare medie: g=9,81 m/s”.

S-a constatat de asemenea ca acceleratia gravitationala g este aproximativ
dirijatd catre centrul pamantului (dupa directia razei), abaterea maxima fatd de
directia razei fiind de cca. 6 minute.

Considerand un sistem discret de puncte materiale 4; de mase m;, atunci
greutdtile lor G, =m,g (i=1, 2,...,n) pot fi considerate aproximativ ca un sistem de

forte paralele, deci lor li se aplica rezultatele obtinute in paragraful 3.5.2. Greutatea
acestui sistem (rezultanta fortelor) este:

G = Z(_; (4.2)
sau: G = gi m =M E (4.3)

unde : M = Z m, este masa intregului sistem.
i=

Pentru sistemul discret de puncte materiale 4; de mase m; si vectori de pozitie
7, in raport cu originea O a unui sistem de axe, suportul rezultantei G a fortelor de
greutate G, trece prin centrul vectorilor paraleli (punctul C , fig.4.1), care mai este
numit centrul de greutate al sistemului; acest punct are vectorul de pozitie (conform
" Gr
3.58)datde: p ==—— (4.4)
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n

n
= — i= — =
p - n - n

Z mg m,
= =

ceea ce aratd ca centrul de greutate este un

Sau

(4.5)

7
/’}_ j
i L

element geometric al sistemului de puncte
materiale, o caracteristici intrinseca a
sistemului, ce ilustreazd modul de distributie a
maselor in spatiu si nu depinde de intensitatea
campului gravitational, fapt care justifica si
denumirea de centrul maselor.

Fig.4.1
Centrul maseior poate fi definit fatd de un sistem de referinta fix sau mobil,
indiferent daca sistemul de puncte materiale se gaseste sau nu in camp gravitational,
prin vectorul de pozitie p dat de formula (4.5). Deci aceastd notiune are sens si

pentru corpurile care nu sunt situate la suprafata Pamantului.

4.2. Momente statice

Proiectiile pe axe ale vectorului de pozitie al centrului de masd p ne
furnizeaza coordonatele acestuia notate cu (¢,n,{ ):

EZEme} r]:§mzyl Z:§mlzl
s Em e,

Expresiile ) mx,, % m,y, % mz, senumesc momente statice ale sistemului

(4.6)

fata de planele de coordonate yOz, zOx si respectiv xOy.

In general, se poate defini momentul static al unui sistem de puncte materiale
in raport cu un plan (P), ca suma produselor dintre masele punctelor materiale care
alcatuiesc sistemul §i distantele corespunzatoare ale acestora, pana la planul (P).

De exemplu, suma ) m.x,, reprezintd momentul static al sistemului de puncte

de mase m; in raport cu planul yOz, deoarece abscisele x; reprezinta distantele de la
punctele A4; pana la acest plan. Distantele sunt considerate pozitive daca punctele se
afld in semispatiul dat de sensul axei Ox si negative cand se afla 1n celalalt
semispatiu. Momentele statice dau posibilitatea de a aprecia modul de distribuire a
maselor sistemului de puncte materiale in raport cu un plan.

Din formulele (4.5) si (4.6) se deduce:
S m7i =Mp .7)
si: Yy mx, =MES my, =Mn,y mz, =M . (4.8)

Aceste relatii permit formularea teoremei generale a momentelor statice:
“Momentul static al unui sistem de puncte materiale in raport cu un plan este egal
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cu produsul dintre masa intregului sistem §i distanta de la centrul de masa al
sistemului la acel plan™.

Rezulta din aceastd teoremd ca pentru calculul momentelor statice al unui
sistem de puncte materiale, acesta poate fi redus la un punct material in care se
considera concentrata intreaga masa a sistemului, situat in centrul de masa al
sistemului.

O consecintd a teoremei momentelor statice este urmatoarea lema: “daca
momentul static al unui sistem de puncte materiale in raport cu un plan este nul,
centrul de greutate al sistemului se gaseste in acel plan”.

In cazul unui sistem de puncte materiale situate intr-un plan (de exemplu in
planul xOy ) sumele z my., z m.x, , pot fi considerate ca momente statice in raport
cu axele Ox si respectiv Oy din planul xOy, iar teorema momentelor statice se
modificd corespunzator.

4.3. Proprietatile centrului maselor

1. Daca un sistem de puncte materiale are un plan, o axa sau un centru de
simetrie, centrul maselor se afla in acel plan, pe acea axa sau in acel centru.

Pentru demonstratie, sa presupunem ca sistemul de puncte materiale are un
plan de simetrie si acesta este planul xOy (fig.4.2). Fie doua puncte simetrice fata de
acest plan: A(x; y; z;) de masa m; si 4/ (x,, v,z ) de masa m,(m, =m,); in aceasta
situatie exista relatiile: x; =x,, y, =y, z =-z, siun punct B; situat in planul xOy

de masa m; si coordonatele x, #0, y, #0, z, =0.

7 o O,y Folosind ultima relatie (4.8) si grupand
Ai% m 0 termenii sumelor dupa pozitia punctelor fata
0 l de planul de simetrie avem:
- 7 >mz +5 m,z, + > mz,
k.., ,00 = ,
B n Y Sm+Sm+ym
7momp g )
Yy’ g si deoarece :
X o A,DC;,J/:,Z,ID miZi:_szZf’szZfzo’
/ S m; S rezulta ¢ =0, ceea ce justificd proprietatea
Fig.4.2 enuntata.

Pentru centrul maselor apartinand axei de simetrie Oz, se obtine ¢ =0, =0
iar daca centrul maselor este un centru de simetrie, atunci el devine ¢ =n={ =0.

2. Daca un sistem de puncte materiale (S) se compune dintr-un numar p de
subsisteme: (S)), (S2),....(S,) de mase: M;, M>, ..., M, si centre de masa (C,
C,,...,C,) cunoscute, atunci pozifia centrului de masa al sistemului se poate
determina cu relatia:
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14
_Mp+M,p,+..+M,D, _ ;M,-P,-
M +M,+. . +M, iM"

, (4.9)

ko]

unde: P, sunt vectorii de pozitie ai centrelor maselor subsist. C; (i=1, 2, ...,p)

Intr-adevir, pentru subsistemele (S;), (S>), .. .(S,) rezultd relatiile:
(Z mr. (Z mr. Z m;r,
IR T
care mai pot fi scrise si astfel:
mr =M D, mr=Mp,...Smr=M D .
(Zl)zz lpl (Zz)zz 2p2 /Zp)zz ppp
Apoi, pentru sistemul (S), vectorul de pozitie p este dat de:
Zmr (Zmr +(Zmr +. +/Zmr
;m /Z m, + Zm +. /Z m,
- Mlﬁl +Mzﬁz +"'+Mp[_)p — ZMIPI
M +M,+. . +M, iM'

ceea ce demonstreaza proprietatea enuntata.

3. Daca un sistem de puncte materiale (S) considerat ca rezultind dintr-un
sistem (S;) din care a fost eliminat un subsistem (S,) pentru care se cunosc masele
M; , M, si centrele de masa C; , C, corespunzatoare, atunci vectorul de pozitie al
centrului de masa C al sistemului (S) se determina cu relatia:

Mlﬁl _Mzﬁz

4.10
M —M. (4.10)

[_):

Demonstratia este analoaga celei de la punctul precedent.

Referitor la sistemele (S)) si (S,) avem:

(Z mr. Z mr.

(Zm (Zm . (SZ) n & "
iar pentru sistemul (S):

Zmr ;mr+g)mr—;mr

; m, ; m, + %m g’m




69

mE-SmE
sau: p=O (Z) :Mlpl_M2p2

%mi—;mi M, -M,

Formulele (4.9) si (4.10) sunt importante pentru calculul centrelor de masa ale
corpurilor omogene compuse. Un astfel de exemplu este prezentat la sfarsitul
capitolului.

ceea ce trebuia demonstrat.

b

4.4. Centrul maselor pentru corpuri omogene

Un corp material omogen poate fi considerat ca un sistem format dintr-o
infinitate de puncte materiale. In Mecanici se foloseste conceptul de mediu continuu
sau continuu material. In baza acestui concept se considera ci nu existi in interiorul
corpului nici un volum, oricat de mic, care sa nu fie “umplut” de materie.

Sa consideram un volum elementar de materie AV; (foarte mic) si sa notdm cu
Am; masa sa si centrul de masa situat in punctul geometric C; , avand vectorul de
pozitie 7. Vectorul de pozitie al centrului de masa al corpului conform (4.5) este:

p= 2 A (4.11)
> Am,
Trecand la limita, adicd facand pe AV, - 0, Am, - 0 si n — o (numdrul
volumelor elementare tinde catre infinit) , sumele de mai sus devin integrale pe
domeniul (D) ocupat de corp, adica:

ZFI.AmI.—uJ'de si ZAml.—><J' dm
D) D)

(J}'de
si prin urmare (4.11) devine: p = I) y (4.12)
m
(D)
Coordonatele centrului de masa C(&,n,{ ) vor fi in acest caz date de :
xdm ydm zdm
E:(J‘;) ,n=(£) Z:@[’— (4.13)

([ dm (J’ dm’ <’[ dm
) D) D)

unde 7 si (x, y, z) reprezintd vectorul de pozitie, respectiv coordonatele unui
punct oarecare al unui element de masa dm luat in calcul, iar expresiile

(J'xdm, (J' ydm,szm reprezintd tocmai momentele statice ale corpului in
D) D) D)
raport cu planele yOz, xOz, xOy.

Notand cu M = (J’ dm , masa corpului, se deduce: Ifdm =Mp (4.14)
D)

si teorema momentelor statice pentru cazul continuului material:

a[)xdm =ME, a[)ydm =Mn, J)')de =M (4.15)
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4.5. Masa specifica. Corpuri omogene.
Centre de greutate geometrice.

Pentru studiul centrului de greutate al corpurilor reale se introduce notiunea de

densitate medie sau masa specifica medie a volumului elementar AV de masa Am:

Am
u =_ 4.16
med jV ( )

Masa specifica (sau densitatea) a corpului intr-un punct oarecare este data de
limita raportului (4.16), adica:
w, = fim 20 = 4m (4.17)

Cunoscand legea de variatie a masei specifice U=L(x,y,z) din interiorul
corpului (care are intotdeauna o valoare finita si pozitivd) se poate calcula masa sa cu
ajutorul relatiei:

M = G[)dm = J)quV (4.18)

In cazul in care densitatea (i are aceeasi valoare pentru intreg volumul ocupat
(1n toate punctele), spunem ca acel corp este omogen (de exemplu: un corp executat
din acelasi material este omogen). In cazul unui corp omogen, vectorul de pozitie al
centrului sau de greutate este dat de expresia:

Irdm Jr/JdV qudV erV

Jﬂ'dm J/JdV /JJ)dV J)dV

iar coordonatele sale sunt date de relatiile:

v v zdV
5 n_Jy Z=J’— (4.20)

J av’ JdV ’ J dav
) ) )

Se deosebesc urmatoarele cazuri particulare:

(4.19)

E:

A. Dacd corpul are una din dimensiuni (grosimea) mult mai micd in raport cu
celelalte doud, corpul respectiv se numeste placa, iar densitatea se numeste
densitate superficiala (de suprafata)

Densitatea superficiala intr-un punct, este in acest caz:
U, =lim —=— (4.21)

unde dA este aria unui element de placa, iar masa placii este determinata cu
ajutorul formulei: M =(J’/.1AdA. (4.22)
4)
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In cazul plicii omogene (U,=constant), avem:

([FdA deA ([ vdA (]’sz
4) . — (1) — () — (1)
sau: é="—, N=4—o, (=5—. (4.23)
([ dA <J' dA ([ dA <J’ dA
A) A) A) A)
B. In cazul in care corpul are una din dimensiuni (lungimea), mult mai mare in raport

cu celelalte doua, corpul respectiv se numeste bara (sau dupa caz fir ), iar
densitatea se numeste densitate liniara sau masa specifica liniara:

15:

y, = lim =2 =2" (4.24)

unde ds este lungimea unui element de bara, iar masa barei: M = J Uds .
)

Daca barele sunt omogene (L, =constant) se obtin expresiile pentru vectorul de
pozitie si coordonatele centrului de greutate al barelor:

JFdS des J’ yds r"za’s

T S EE— s (= (4:25)
S A) S

! I I |

Analizand formulele (4.19), (4.23) si (4.25) - ca relatii scalare corespunzatoare
- valabile respectiv pentru corpuri, placi si bare omogene, se observa ca in ele nu
intervine masa corpului, ¢i volume, arii si lungimi, deci elemente geometrice. Astfel
se ajunge la notiunea de centru de greutate geometric.

Aplicatii
1) Bara omogena dreapta.

Mijlocul barei fiind centru de simetrie, va fi in acelasi timp si centrul de
greutate al barei.

2) Bara omogena curba in forma de arc de cerc (fig.4.3)

Notam unghiul la centru al arcului 2a si raza barei circulare cu R, se alege axa
Ox sa coincida cu bisectoarea unghiului, iar axa Oy in planul arcului. Bara fiind
plana, avem:{ =0. Axa Ox fiind axa de simetrie, avem: 11=0.
([xds
g=U_

U[)ds

unde (fig.4.3) pentru elementul de arc:  ds = RdO, x=OP’=Rcos8.

Pentru determinarea abscisei ¢ =OC se aplica formula:
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Rezulta asadar:

j’R cos B [RdO Rj'cos 646

¢ Z 7
IRdG Id@
0 &= Rsina
In particular relatia de mai sus devine
- pentru sfertul de cerc: o = E,E = R&, Fig4.3.
4 m
. . T 2R
- iar pentru arcul semicircular: a = E’E =—.
T

3. Placa plana omogena dreptunghiulara.

Punctul de intersectie a diagonalelor este centrul de simetrie al placii
dreptunghiulare, deci acesta este si centrul de greutate.

4. Placa plana omogena triunghiulara.

Se considera triunghiul oarecare PQOR (fig.4.4). Daca se descompune
triunghiul 1n fasii elementare paralele cu o latura (de exemplu PQ) care se asimileaza
cu bare, atunci se poate arata ca locul geometric al centrelor de greutate al acestor
bare il constituie mediana R’R a triunghiului. Repetdnd operatia aceasta fatd de
celelalte laturi, se obtin medianele PP’ si QQ".

Centrul de greutate al triunghiului se gaseste prin urmare, in punctul C de
intersectie a medianelor, adicd la doua treimi din indltime (24/3) fatd de varful
triunghiului, respectiv la o treime (4/3) fatd de baza.

Din geometria analiticd se stie ca daca se
cunosc coordonatele varfurilor triunghiului: P,
O s1 R atunci coordonatele centrului de masa C
sunt:

h _Xp Xty
g=—t
n :yP+yQ+yR -
3
7= zptzytzp

3
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5. Placa plana omogend in forma unui sector de cerc

Notam unghiul la centru cu 2a si raza cu R (fig.4.5).

Alegem ca axd Ox bisectoarea unghiului, care este si axd de simetrie. Se alege
Oy in planul figurii, deci { =0 si n =0. In aceste conditii pentru determinarea lui

C(&,0,0) se foloseste formula:

deA
o ) B

([) dA’

x=pcosO;, y=psin@(0<p<R -a<6<a);dA=dxdy=pdpdo
Se obtine: |

unde folosind coordonatele polare (p,6) cu:

3

J;]’pcose Codpd6
00 =8 = i
I

}pzdp}cosede
oc=t___ =
J’pdpJ’dG

Cazuri particulare:

_2Rsina
3a

a) pentru sfertul de cerc: a=

b) pentru placa semicirculara: a = E%

¢) pentru placa circulara: a=2m, 0OC=¢&=0.

6. Placi plane omogene compuse

Se considerd problema determindrii centrului de greutate al pldcii plane
omogene din figura 4.6. formatd dintr-un dreptunghi ADFC (AD=CF=4a;
AC=DF=2a) din care se taie triunghiul dreptunghic ABC (AB=a, AC =2a) si se
adauga sfertul de cerc DEF (cu raza R=DE=DF=2a). Se alege sistemul de axe cu
originea in 4 iar axele Ox dupd AF, iar Oy dupa AC (fig.4.6.).

A
y F
C L

Fig.d6. A=O
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Calculul centrului de greutate C(&,n) se face cu ajutorul formulelor:

x1A1 _szz +x3A3
_Az +A3

f:

A1 _yzAz +y3A3
_Az +A3

=

unde ariile sunt: 4, =4a [Ra =8a’, A, Z%a [Ra=a’, A, ZLIT(Zat)2 =1’

a 2a

Centrele de greutate ale fiecarei figuri sunt: C,(2a,a), C ( )

. csin—=————[F—
3
DC? =DC, os” —# EIQ

s 4R\/_\/_ 4R 84 O

3 3nBD ¢ o+ 80 8200
4R 8aD O 3 3m

si prin urmare: A=A1-A2+A3—7a +1°, avem:

2a Ba’ —3512+B4 + —

2

37TD 55+127‘[

¢ = Ta® + 1’ 3(7+rr)
aBa’ _270!&12 +8—aﬂn2
n= 3 37T _ 10a
7a* + 10’ T+

7. Cadre spatiale omogene compuse

Se cere sa se determine centrul de greutate al cadrului spatial format din
barele omogene sudate si dispuse in raport cu un sistem de axe Oxyz, ca In figura
4.7. Se cunosc razele sferturilor de cerc si lungimile barelor (toate egale cu a).

Fig. 4.7

v

c.B%02H o, ——;

[

Rezolvare:

Pentru arcele de cerc pozitia centrului de masa
se calculeaza conform formulor cunoscute:

LIt
sin—

ocC, = n4=2an\/2’ 04C4=a2an\/2
4

Centrele de greutate ale figurilor elementare si
lungimile acestora vor fi:

c%,w@ ¢ =a; czga,g,og 0 =a;

C%a)a(n—z) a(n—2)H ‘ _

m o 0O ' 2

Pentru determinarea lui C (¢,n,{) aplica formulele:



4 4 .
g1£"xi glziyi {gizl
5=l_4 r]=l_4 ’ Z=1_4
20, z, >,
+
Si se obtin valorile: & > _ T+l m

=——a, N=———a ¢=—a.
2(m+2) 2(m+2) 2(rm+2)

Metoda a Ila: Se completeaza tabelul:

Corp| Forma |i Xj Vi Zi |iXi Iiyi |iZi
nr. corpului
1 bara a a a 0 a’ a’ 0
dreapta 2 2
2 bara a a a 0 a’ a’ 0
2
dreapta ?
3 | bara a 2 0 2a a’ 0 a’
. J|2 n m
circulara
4 bara ™ 0 |a(m=2)| am-2) 0 a’(m-2) a’ (1 -2)
. g 2 s m 2 2
circulara
2 a(2tm| - - - Sa® (T +2)a” ™
2 2
4 4 4
. A {gl'xl glgzyl {gzzz
Alicand formulele: &=&2— np=£—— (=2
20, Zl /. % l

i=1 !

se obtine pozitia centrului de masa:

Ep 5 m+1 m E
C a, a, a
(m+2) 2(m+2) 2(m+2)

8. Corpuri omogene compuse

A. Figura 4.8 reprezinta un nit, care este format dintr-o semisfera de diametru
D=2R=40mm si un cilindru de lungime L=50mm si diametrul d=2r =22mm.
Se cere sa se determine pozitia centrului de greutate al nitului C (0,0, ().
Rezolvare:

Pentru sistemul de axe Oxyz considerat 1n fig. 4.8, ambele centrele de greutate
se afla pe axa Oz.
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A7 3
Semisfera : z, =§R =2 , V. = D

16 12
2
Cilindrul : z,=-%, v, =pr="21
- 2 4
. Centrul de greutate al nitului se calculeazd cu
| L ajutorul formulei:
CZ —_ I/lZl + VZZZ
| Vi+v,
a
+—>
Fig. 4.8 w3, L'l
Ta— . _12 16 2 4 _3D'-8'L)
Inlocuind rezulta: ¢= . = = ; .
D +m’L 16(D° +3d°L)
12 4

Inlocuind valorile numerice pentru D, d si L se obtine
(=-0,9770 (= -1cm

B. Se considera un corp tridimensional omogen format dintr—o semisfera si un con
can fig 4.9. Se cunoaste R , raza comuna a semisferei si conului.

Se cere ndltimea / a conului astfel incat centrul de greutate C al piesei compuse
sd se afle 1n originea sistemului de axe (C =0)

Rezolvare:

Conul si semisfera au centrele de greutate C,; si C, pe
3

axa OZ : z, =§,zz = _§R

iar volumele sunt respectiv:

VI:ERZh’- szgnR3
3 3

prin urmare:
Va+Vez 147 -3K
V.+V, 4 h+2R

Z:

Fig. 4.9

Impunand conditia: C =0, adica (=0
rezulta: W -3R =0
adica: h=R\3.
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CAPITOLUL S
STATICA RIGIDULUI

S.1. Conditiile de echilibru pentru rigidul liber

Rigidul liber este un corp care poate ocupa orice pozitie in spatiu, pozitia lui
depinzand numai de fortele care actioneaza asupra lui.

In capitolul 3, s-a aratat la primul caz de reducere, ci daca rezultanta generala
si momentul rezultant al unui sistem de vectori (forte) sunt nule: R =0, M, =0,
atunci sistemul este echivalent cu zero.

Aceasta este o conditie suficienta pentru echilibru.

Analizand celelalte cazuri de reducere a sistemelor de vectori, se constata ca
nu exista alte cazuri pentru care sistemul sa fie echivalent cu zero; inseamna ca
R =0, M, =0 este si o conditie necesard de echilibru a unui sistem de forte.

Teorema: “Daca asupra unui solid rigid liber, care se afla in repaus,
actioneaza un sistem de forte , conditia necesara §i suficientd pentru ca rigidul sa
ramand in repaus este ca sistemul sa fie echivalent cu zero” :

R=0, M,=0 (5.1
Tindnd seama ca:

R=3F, M,=3rxF=3M,F) (5.2)
conditiile (5.1) devin:

SE=0, YM/(F)=0 (5.3)

sau in proiectii pe axele sistemului de axe Oxyz:
X=%X=0 Y=3Y=0 Z=377=0 (5.4)
L=%L=0, M=%5M=00 N=3N =0 (5.5)

Echilibrul unui rigid asupra caruia actioneaza un sistem de forte, este
conditionat deci de sase ecuatii scalare: trei ecuatii de proiectii ale fortelor pe axele
de coordonate si trei ecuatii de momente in raport cu axele sistemului de coordonate.

In conformitate cu teoria sistemelor liniare de ecuatii din Algebra, in general
sistemul de ecuatii (5.4) si (5.5) este compatibil dacd contine maxim sase
necunoscute si dacd sunt indeplinite conditiile cerute de teorema lui Rouche.

In cazul unor sisteme particulare de forte, numarul ecuatiilor scalare de
echilibru se reduc, astfel:
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a) in cazul unui sistem de forte coplanare care actioneaza asupra rigidului (de
exemplu in Oxy) se reduc la un sistem trei ecuatii scalare de echilibru distincte:

X=%X =0 Y=3Y=0 N=}N=0, i=1,2,.,n (5.6)
intrucét celelalte ecuatii ale sistemului devin identitati (Z=0, L=0, M=0),

b) in cazul unui sistem de forte paralele care actioneazd asupra rigidului (de
exemplu, axa Ox) se reduc la un sistem trei ecuatii scalare de echilibru distincte:

X=%X=0 M=5M=0 N=5N=0, i=1,2 ..,n (5.7)
intrucat celelalte ecuatii ale sistemului devin identitati (Y=0, Z=0, L=0),
c) in cazul unui sistem de forte paralele si coplanare care actioneaza asupra

rigidului (de exemplu, axa Ox §i planul Oxy) se reduc la un sistem doua ecuatii
scalare de echilibru distincte:

X=%X=0, N=)N-=0, i=1,2,.,n (5.8)

intrucét celelalte ecuatii ale sistemului devin identitati (Y=0, Z=0, L=0, M=0);
d) in cazul unui sistem de forte concurente, trei dintre ecuatiile sistemului devin

identitati (de exemplu, alegand originea sistemului de axe 1n punctul de
concurentd al fortelor rezultd: L=0, M=0, N=0 ) ramanand numai trei ecuatii
scalare de echilibru distincte:

X=%X=0 Y=3Y=0 Z2=%72=0 i=1,2,..,n (5.9)
Se observa ca acestea sunt conditiile de echilibru ale punctului material liber.

e) In cazul unui sistem de cupluri, ecuatiile de proiectii ale fortelor devin identitati
(X=0, Y=0, Z=0 ) ramanand numai trei ecuatii scalare de echilibru distincte:
L=%L=0, M=%M,=0, N=5%N=0 (5.10)

Pentru a vedea in ce masurd aceste ecuatii conduc la solutionarea problemei
echilibrului rigidului liber, este necesar sd se determine numarul gradelor de
libertate ale unui rigid liber. Se stie cd pentru a determina pozitia unui corp in spatiu
este necesar sa se cunoasca coordonatele a trei puncte necoliniare ale sale: 4;(x;, y;,
zy), Ax(x2 ¥ 22), As(X3 y3 z3).

Aceste noud coordonate (sau parametri) nu sunt independente, deoarece
distantele dintre cele trei puncte rdman constante, in cazul solidului nedeformabil,
adica exista relatiile:

d, :|A1A2 :\/(xz =X )+ (y,=» ) +(z,—z) =const.
d, =|4,A|=(x,=x,) +(y, =y, )} +(z, =2, ) = const. (5.11)
d, :|A1A3 2\/()(3 —x ) +(y,—y, ) +(z, -z, )* =const.

Deoarece intre cei noud parametri scalari (x;, x,, X3, Vi, V2, V3, Z1, 2, Z3 ) €Xistd
trei relatii de legaturd, rezulta cd sunt independenti doar sase parametri.

In concluzie, un rigid liber in spatiu are sase grade de libertate. Aceste grade

PR

trei translatii in lungul axelor Ox, Oy, Oz si trei rotatii in jurul acelorasi axe.
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Pentru a determina pozitia unui corp in plan este necesar sa se cunoasca
pozitia a doud puncte ale sale: A;(x;y;), A>(x2 y;). Acesti patru parametri nu sunt
independenti, deoarece distanta dintre cele doua puncte raimane constanta, adica intre
cel patru parametri existd relatia:

44 =J(x,~x )" +(y, =) =const.

Deci rigidul liber in plan are trei grade de libertate. Acestea corespund de

PR

axelor de coordonate Ox si Oy si o rotatie in jurul axei Oz.
Problemele echilibrului rigidului liber sunt:
a) Se dau fortele care actioneaza asupra rigidului si se cere pozitia de echilibru (in
general problema este static determinatd);

b) Se da pozitia de echilibru si se cer fortele pentru echilibru. Problema este static
determinata numai daca numarul ecuatiilor este egal cu numarul necunoscutelor.

5.2. Rigidul supus la legaturi fara frecare
5.2.1. Generalitati. Conditiile de echilibru

Rigidul supus la legaturi este un corp caruia i se impune cel putin o restrictie
geometrica (de exemplu un punct al rigidului este obligat sa ramana pe o suprafata,
pe o curba sau Intr-un punct fix in spatiu).

In cazul solidului rigid supus la legdturi problemele de echilibru sunt mai
complicate decat in cazul punctului material; ca si In cazul punctului material se
aplica axioma legaturilor:

%3

“legaturile se inlocuiesc cu forte si momente de legatura, numite reactiuni

Aplicand aceastd axioma, rigidul poate fi privit ca un rigid liber sub actiunea
fortelor direct aplicate (in general cunoscute) si a reactiunilor (necunoscute).

Fie corpul (C;) supus la fortele direct aplicate F; (i=1, 2, ...,n), avand o
legaturda cu corpul (C,); ne propunem sa studiem echilibrul acestui corp (C;)
(fig.5.2.a).

Se considera punctul O ca punct teoretic de contact al celor doud corpuri.
Conform axiomei legaturilor, prin inlaturarea corpului (C,) se suprima legatura
corpului (C;) cu (C5) inlocuindu-se cu forte si cupluri de legatura (fig.5.2.b).

Se noteaza cu:

o TV (Eg“) , M ) torsorul de reducere in O al fortelor exterioare date;
o T (E;’(’g) , MU ) torsorul de reducere in punctul O a fortelor de legatura.

Conditia de echilibru se exprima prin relatiile vectoriale:

E(a) +E(leg) =0, M(()“) +Méleg) =0 (511)
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Fig.5.2

care, in cazul general, conduc la sase ecuatii scalare de echilibru de forma ecuatiilor
(5.4)s1(5.5):

X' +X%=0, YY+Y%=0, Z'+7%=0 (5.12)
L+ L[%=0 M'+M=e=0 N"+N*%=0 (5.12%)
iar daca fortele se afla in planul xOy se obtin trei ecuatii scalare, respectiv:
X+ X%=0, YY+Y* =0, N+ N®¢ =0 (5.13)
Relatiile (5.11) se mai scriu:
R@ = —Rl) M =M (5.14)

Aceste relatii exprima faptul ca fortele de legatura care indeplinesc conditiile
de echilibru (5.14) au acelasi torsor si anume, cel opus torsorului fortelor efectiv
aplicate solidului rigid. Prin introducerea legaturilor se micsoreaza numarul gradelor
de libertate ale rigidului.

Legaturile ideale (fara frecare) ale rigidului sunt: reazemul simplu, articulatia
(cilindrica, sferica), incastrarea §i prinderea cu fire.

In studiul legaturilor rigidului se deosebesc doua aspecte :

PR

de miscare independente care i sunt rapite rigidului datorita legaturii)

* aspectul mecanic, legat de elementele mecanice cu care se inlocuiesc legaturile
(fortele si momentele pe care le introduce legatura sau reactiunile).

Observatie

O fortda aplicatd rigidului are ca efect miscarea de translatie in lungul
suportului ei, iar un cuplu are ca efect miscarea de rotatie in jurul unei axe coliniare
cu suportul siu. In consecinti, prin suprimarea unei legituri care permitea o
translatie in lungul unei directii se introduce o fortd, iar prin suprimarea unei legaturi
ce permitea o rotatie in lungul unei directii se introduce un cuplu.
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5.2.2. Reazemul simplu

Un rigid are o legaturd de tip reazem simplu (sau mobil) Intr-un punct al sau,
dacd acest punct este obligat sd ramana tot timpul pe o suprafatd () (fig.5.3.a.) sau
pe o curba datd (C). Se face ipoteza ca suprafatele sau curbele sunt lucii, fixe si
suficient de rezistente, astfel incat acestea sa nu se deformeze oricat de mari ar fi
fortele care actioneaza asupra rigidului.

Din punct de vedere geometric reazemul simplu micsoreaza numarul gradelor
de libertate al rigidului cu o unitate; deci un rigid avand o legatura de tip reazem
simplu are cinci grade de libertate.

Am vazut 1n capitolul 2, cd in cazul unui punct material obligat sa raimana pe o
suprafata lucie, reactiunea este normala la suprafata. Acest rezultat se poate extinde
st in cazul rigidului: din punct de vedere mecanic un reazem simplu pe o suprafata
lucie poate fi inlocuit cu o reactiune N normald la suprafata de sprijin (J)
(fig.5.3.a).

Observatii:
1. Daca rezemarea rigidului se face intr-un punct singular al suprafetei (unghiular
sau varf, fig.5.3.b) atunci suportul reactiunii este determinat de normala la
suprafata corpului (3 ).

2. Daca exista mai multe reazeme simple ale rigidului, atunci din punct de vedere
mecanic fiecare dintre acestea se inlocuieste cu cate o reactiune normald in
punctul considerat pe suprafata de reazem respectiva (fig. 5.4).

3. In cazul cand rigidul are mai multe reazeme simple, se poate considera din punct
de vedere geometric, ca fiecare reazem micsoreaza numarul gradelor de libertate
cu cate o unitate.

In general, pentru a imobiliza un rigid va trebui si fie rezemat in sase puncte ale
sale. Dacad el are un numar mai mare decét sase reazeme simple, problema devine
static nedeterminata, iar daca are mai putin de sase reazeme simple, atunci
echilibrul nu este posibil decat pentru anumite sisteme particulare de forte.
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N, Fig.5.4

Se mentioneaza insd cd existd cazuri cdnd un rigid rezemat in sase punct ale
sale, nu este totusi complet imobilizat. Astfel, de exemplu, daca cele sase suporturi
intdlnesc aceeasi dreapta (fig.5.5.a) sau sunt paralele cu acelasi plan (fig.5.5.b),
rigidul nu este complet imobilizat; in aceste cazuri este evidentd libertatea de miscare
a rigidului: astfel, Tn primul caz acesta se poate roti in jurul dreptei pe care o
intalnesc suporturile fortelor, iar in al doilea caz acesta se poate translata pe directia
normalei la planul fortelor.

(d)

De asemenea in cazul unei placi la care suporturile sunt concurente (fig.5.5.c),
aceasta se poate roti in jurul punctului de concurenta sau in cazulcand suporturile
sunt paralele intre ele (fig.5.4.d), acesta se poate translata pe directia normala la
suporturile reactiunii.

5.2.3. Articulatia

Un rigid este articulat intr-un punct al sdu daca acest punct este imobilizat
(fix). Articulatia poate fi: plana (cilindrica), atunci cand rigidul este supus actiunii
unui sistem de forte coplanare (fig.5.6.a) sau spatiala (sferica) (fig.5.6.b).
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// B a. Articulatia sferica

[ l Un rigid cu o legaturd de tip
— articulatie sferica (cu un punct
fix) are trei grade de libertate.

a) Fig.5.6. b)

Din punct de vedere geometric articulatia sfericd reduce numarul gradelor de
libertate cu trei unitati, iar din punct de vedere mecanic poate fi inlocuita cu o
reactiune R/’ de mirime si directie necunoscute (fig.5.7.a), sau cu trei necunoscute
scalare, proiectiile dupa directiile axelor sistemului cartezian Oxyz X*¢, Y*¢, 7'
(fig.5.7.b). Deci articulatia sferica este echivalenta din punct de vedere mecanic, cu
trei reazeme simple, situate in acelasi punct, ale caror reactiuni nu sunt toate
coplanare.

X
/0

E(a)

Fig.5.7 c.

a.

b. Articulatia cilindrica (plana)

Este un caz particular al articulatiei sferice, cand asupra rigidului actioneaza
un sistem de forte coplanare situate intr-un plan perpendicular pe axa articulatiei.

Din punct de vedere geometric, articulatia pland reduce numarul gradelor de
libertate ale rigidului cu doua unitati; deci din cele trei grade de libertate in plan,
rigidului 11 mai rdmane unul singur. Din punct de vedere mecanic aceasta legatura se
inlocuieste cu o reactiune R’ de mirime si directie necunoscute, sau cu doui
necunoscute scalare, proiectiile dupa Ox si Oy: X*=H, Y=V (fig.5.7.c).

In figura 5.8 sunt date doud exemple de bare cu articulatii si rezeme simple si
fortele de legatura corespunzatoare.

A

=

/ Yz

NN\

| N%ike
ﬁ|
hm

ZI%;

) B

Fig.5.8
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c. Articulatia cilindrica spatiala
Daca un rigid actionat de un sistem de forte 1n spatiu are o axa fixa, spunem ca
are o legatura de tip articulatie cilindrica spatiala $i un singur grad de libertate.

Din punct de vedere geometric articulatia cilindrica
spatiald reduce numarul gradelor de libertate cu cinci
unitati, deci rigidul mai are un singur grad de
libertate (ca si in cazul articulatiei plane).

Din punct de vedere mecanic articulatia sfericd poate
fi inlocuita cu trei necunoscute scalare (X', Y*¢, Z'¢)

(adicd proiectiile reactiunii R*’dupid directiile
axelor sistemului cartezian Oxyz, si doud momente
de legatura (M™%, N'¢) (fig.5.9).

Xleg
X Fig. 5.9

5.2.4. Incastrarea (legitura rigidi)

Incastrarea este legitura prin care rigidul este complet fixat (intepenit) de un
alt corp fix. Din defintie rezulta ca, din punct de vedere geometric, aceasta legaturd i
rapeste rigidului toate cele sase grade de libertate.

Din punct de vedere mecanic, incastrarea poate fi inlocuita cu trei forte de
legaturd (X%, Y, Z'® adica proiectiile reactiunii R™’ dupa directiile axelor
sistemului cartezian Oxyz) si trei momente de legitura (L' M, N8 adica
proiectiile reactiunii M “*’dupa directiile axelor sistemului cartezian Oxyz, fig.

eJe, N e

spatiu incastrarea introduce sase necunoscute scalare (fig.5.10.a).

Daca rigidul este actionat de un sistem coplanar de forte (de exemplu in planul
vertical xOy) incastrarea va introduce trei necunoscute scalare: H, V si M,
(fig.5.10.b).

y
"4
y H X
) — S————
Xl g‘ Mi:Nlep
X Mleg
Lleg
b
(@) Fig.5.10 (®)

Pentru a studia fortele si momentele de legatura pe care le introduce o
incastrare, se considerd ca in zona de contact actioneaza fortele locale elementare de
legatura Fj(leg) (=1,2,...,m) , care reprezintd actiunea pe care o exercita corpul (C,)
asupra corpului (C;) (fig.5.11.a).
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Torsorul de reducere ai acestor forte locale elementare de legatura in punctul
teoretic de contact O, (centrul de greutate al sectiunii de incastrare) este:

D (leg) — T (leg)
R > F
5.;\731%’) — z 7 X F_(leg)
J J

unde 7, este vectorul de pozitie al fortei de legatura F/*.

-[-(leg) .

(5.15)

Torsorul de reducere al fortelor exterioare F'“ i=1,2,...,n, (fig.5.11.b) este:
B(a) = T F(a)
-[-(a) : ga - Z F: ’

- _ (5.16)
My =3 FXE

unde 7, este vectorul de pozitie al fortei exterioare F'*.

@ Fig.5.11 ®)

5.2.5. Legatura cu fire (prinderea cu fire)

Prinderea cu fire este echivalenta cu o rezemare unilaterald pe o sfera avand
raza egald cu lungimea firului (ca in cazul legéturii punctului material pe o suprafata.
Deci aceasta legatura se inlocuieste cu o forta avand directia in lungul firului (in
punctul In care care acesta se sectioneaza cu un plan imaginar) si sensul ales, astfel
incat aceasta sa intindd portiunea din fir legatd de rigid (intrucét firul este flexibil si
inextensibil, nu poate prelua decat solicitari de intindere), forta de intindere numita
tensiune in fir (S4sau Spin fig.5.12)

Fig.5.12




Pentru
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studiul echilibrului rigidului prins cu fire, se introduc mai intai

tensiunile din fire si apoi se studiaza echilibrul rigidului ca si cum acesta ar fi liber.
In tabelul urmator sunt prezentate in rezumat legaturile rigidului, cu simbolurile
respective si elementele mecanice cu care se inlocuiesc.

In tabelul de mai jos sunt prezentate principalele tipuri de legituri ale rigidului:

Legdtura

Simbol Cu ce se inlocuiste Nr. necunoscute

Reazemul simplu /\ * N

cilindrica \V/
x H
plana | » 2
Articulatia

spatiala z" 3
(sferica) NG Y™

Incastrarea Plana

Vv
Zle‘g Nleg
Spatiala 7] Ll 6
é:l g
A X'eg Y
4 MI

S
Prinderea cu fire — %\@ 1

P F, | Aplicatia 1
A YTYYYTIIYY B c o< | Si se calculeze reactiunile
i s din grinda. articulatd in
a 223 23 3a punctul A si rezemata in B
e e e - din fig.5.13.a, actionatd de
a) fortele /' (concentratd) si p
y B = (uniform distribuita),
ech cunsocute.
AT | | :
17* 2a 3a 3a X
- - .
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Rezolvare:

Dupa eliberarea grinzii de legdturi (axioma legaturilor) se introduc fin
articulatia A fortele de legdtura V si H si in reazemul B reactiunea normald N, iar
sarcina uniform distribuitd p (daN/m) pe lungimea 2a, se inlocuieste cu o forta
echivalentd concentratd F,,, =2ap , aplicatd intr-un punct la distanta 2a de capatul
A (centrul fortelor paralele). Alegand sistemul de axe xOy cu originea O in capatul A
(fig.5.13.b), cele trei ecuatii de echilibru se scriu:

> X =0: H-Fcosa=0
ZYI,=O.' V=2ap+ N -Fsina =0
ZMAZO: —2ap2a+ NBa-Fsinal8a=0

Rezultd reactiunile:
1 1
H=Fcosa, N =§(8Fsin0( +dap); V= —g(l3FsinO( —6ap)

Se observa ca sensul lui V' poate fi:

* celindicat in desen, daca: 13F sina <6ap

* de sens contrar , daca: 13F sina >6ap.

Aplicatia 2

Sa se calculeze reactiunile grinzii

4ap 2ap incastratd in A si supusa la fortele
P % exterioare reprezentate in figura
A vvhvwhvvv‘3 Vs 5.14.
Aa‘A 3a ‘Aa‘A 2a o Rezolvare:
Se aleg axele de coordonate ca in

9) figura si se elibereaza grinda de
legitura din A (incastrare)
introducandu-se fortele si cuplul
de legatura corespunzatoare: H, V,
M. Se inlocuieste sarcina uniform
distribuita p  printr-o  forta
T echivalenta F,,=3ap (in centrul
fortelor paralele) care se afla la
b)  Fig5.14 distanta 3a/2 de punctul A
(fig.5.14.b).

Sl

=y




88

In aceste conditii, cele trei ecuatii de echilibru sunt:

Y X, =0: —H +4apcos60° =0
Y, =0: V =3ap —4ap sin60° —2ap =0
Sy N,=0: M, =3ap,5a —4ap sin60° Ba —2ap Ta =0

de unde se obtin fortele si cuplul de legatura:
H=2ap; V=(5+23)ap; M,=(215+10/3)a’p

Aplicatia 3

Se considera grinda AB=4a, de greutate uniform distribuita p, articulatd in A si
mentinuta in pozitie orizontalad de greutatea G, prin intermediul unui fir (fig.5.15).
Firul este petrecut peste scripetele C (fara a se lua in considerare eventualele frecari)
si face cu orizontala unghiul a=30". Si se determine fortele de legituri din
articulatia 4 si marimea greutatii G necesara mentinerii grinzii in echilibru in pozitie
orizontala.

Rezolvare:

Se procedeaza ca si in problemele anterioare, scriind ecuatiile de echilibru
pentru bara supusd la forte din fig.5.15.b. Se Inlocuieste forta uniform distribuitd p
prin forta echivalentd F,,=4ap care se afla la distanta 2a de punctul A, iar in B
forta F = G, inclinatd cu unghiul a=30". Ecuatiile de echilibru se scriu:

-H + Fcos 30°=0
V-4ap + Fsin30°=0
4a G | -4apla + Fsin30°da=0

ALIYYYVYVVYVVVYVY g

[
y

Rezolvand  sistemul de
ecuatii se obtin valorile
necunoscutelor:

F=G=4ap,
> | H=23ap,
V=2ap.

2a 2a

I

b) Fig.5.15
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5.3. Rigidul supus la legaturi cu frecare

5.3.1. Aspectul general al frecarilor

Se considerd un corp rigid (C,) care are un reazem simplu Intr-un punct O
(punctul teoretic de contact) pe corpul (C;). In realitate corpul considerat se
deformeazd sub actiunea fortelor exterioare (efectiv aplicate) F'*’, astfel incét

contactul se realizeaza pe o micd suprafata (fig.5.16.a). In fiecare punct al suprafetei
se dezvolta cate o reactiune de marime si directie necunoscute, pe care o notdm cu
To(les) i

F G=1, 2, ..., m).

Fie punctul teoretic de contact O, punctul in care ar fi avut loc contactul celor
doud corpuri daci ele nu s-ar fi deformat. Reducand sistemele de forte F'“ (i=1, 2,
o n) si F (=1, 2, .., m) in punctul O (fig.5.16.b), conditiile de echilibru
vectoriale date de formulele (5.11), sunt:

R“+R™ =0, M +M]* =0 (5.16)

Se descompun vectorii celor doi torsori (al fortelor aplicate si de legatura, care
la echilibru sunt egali si opusi) dupa normala (On) la planul tangent in O si dupa cate
o directie din acest plan (O¢;, Ot,) (fig.5.17) si se obtin relatiile vectoriale:

(5.17)

@ Fig.5.16 (b)

In baza teoremei de echivalenti a sistemelor de vectori, rezulti ca sistemul de
forte aplicate F'” (i=1, 2, ..., n) este echivalent cu doud forte R, R, si doud

cupluri de moment M, M, aplicate in O, iar sistemul de forte de legaturd Fj("’g)

(=1, 2, ..., m) este echivalent cu doud forte N, T si doud cupluri de momente
M .M, aplicate in O (fig.5.17).



Efectele acestor componente sunt:
» Forta R tinde si deplaseze corpul in directia normali la suprafata de contact,
deplasarea fiind impiedicati de reactiunea normali N .
 Forta R, tinde sd deplaseze corpul in planul tangent la suprafata de sprijin dupa o

axa din planul tangent (t;). Aceasta deplasare poarta numele de alunecare si este
impiedicatd de reactiunea 7' numitd forta de frecare de alunecare.

 Cuplul de moment M  are tendinta de a roti corpul in jurul normalei la suprafata
de contact, rotire care se numeste pivotare si este impiedicatid de cuplul M ,
numit cuplu de frecare de pivotare.

+ Cuplul de moment M, are tendinta de a roti corpul in jurul unei axe din planul
tangent la suprafata de contact (t,), rotire care poarta numele de rostogolire si este
impiedicata de cuplul M, , numit cuplu de frecare de rostogolire.

Reiese de aici complexitatea fenomenelor de frecare in cazul solidului rigid.
Se analizeaza n continuare aceste aspecte.

5.3.2. Frecarea de alunecare

Acest tip de frecare se produce in cazul cand torsorul de reducere al fortelor
exterioare (aplicate) este alcatuit numai din forta:

R =R +R (M'”=0).
Conform principiului actiunii si reactiunii apare reactiunea R’ =N +T . In
cazul echilibrului cu frecare reactiunea R’ este inclinatd cu unghiul o, fatd de
normala (On), iar la limita este inclinatd cu unghiul ¢, numit unghi de frecare de

alunecare (1ig.5.18).
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Fig.5.18.

Avem evident relatiile:
r)=[Vjga: 7.,

=|Nligé
Daca se noteaza p=tg®, unde U se numeste coeficient de frecare de
alunecare, se obtine:
|T | < /J|ZV | (pentru echilibru in general) (5.18)

T

max

= /J|ZV | (pentru echilibru la limita)

Legile frecarii uscate (Coulomb) studiate in cazul echilibrului punctului
material pe o suprafata cu frecare, raman valabile si in acest caz. Aspectul geometric
al frecarii are aceeasi expresie.

Rotind suportul reactiunii R’ se obtine conul de firecare, care are ca axi
normala comuna (On), iar unghiul de varf 2¢. Corpul (C,) rimane in echilibru cand
reactiunea R’ respectiv R‘“’, sunt in interiorul conului de frecare sau la limitd pe
panza acestuia. Forta de frecare T actioneazi in planul tangent comun, fiind
perpendiculard pe reactiunea N si se opune tendintei de miscare. Echilibrul se
studiaza cu ajutorul relatiilor:

R(“ + R(e) = 0, Mo(a) =0
si conditia fizica: |7_“ | < /J|ZV |

Aplicatie.Problema scarii.

O bara A A, de greutate G si de lungime 2L, omogena, situata intr-un plan
vertical, se reazema cu extremitatea A; pe un plan orizontal si cu extremitatea A, pe
planul vertical (fig. 5.19).

Sa se determine unghiul o de inclinare a barei cu orizontala, pentru pozitia de
echilibru stiind ca coeficientii de frecare de alunecare sunt respectiv U; si L.
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Rezolvare
Se aleg axele sistemului de coordonate ca in figura 5.19. si se introduc in

punctele A;, A, reactiunile normale N,, N, si fortele de frecare de alunecare T, 7,.
Conditiile de echilibru sunt date de ecuatiile de echilibru sunt date de ecuatiile de
echilibru si relatiile fizice:

> X, =0: N,-T =0
N+T,-G=0
GLcosa —N,2Lsina —T,2Lcosa =0

Conditiile fizice ale frecarii sunt
Tl S l'llNl’Tz S uzNz‘

Fig.5.19.
Din primele trei ecuatii avem:
G
1= 5 + Nztga’
I,=N,,
G
T2 = E - Nztga

07 A K, "X

care introduse in ultimele doua inegalitati conduc la:
G

N, Sué€+N2tga§ E—NztgaS/JzNz.

care se mai scriu sub forma:
G G

(- ptgaV <= =<y, +1ga)v,.
Inmultind ultima inegalitate cu y; si adunand-o cu cea dinaintea ei obtinem:

(1 - ptga )N, < p(p, +tga )N,
de unde rezulta:
-,

tea =
g o

1

1-pu,

Daca notdm Q) = Q,,;, unghiul definit prin relatia: fga, = 5
K,

putem avea urmatoarele trei cazuri:
* O >0 pentru echilibru,
* O <0 pentru iesirea din echilibru,
* O =0, pentru echilibru la limita.
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5.3.3. Frecarea de rostogolire

Se considera un rigid (C,) simplu rezemat pe un rigid fix (C,) si se studiaza
echilibrul lui (C,) In cazul existentei frecarii de rostogolire. Din analiza facutd in
paragraful 5.3.1, in acest caz torsorul fortelor exterioare date, calculat in punctul
teoretic de contact O este :

a) . Dl(a) — D D a7 (¢) — 171
T . R =R +R, M, =M,
iar torsorul fortelor de legatura, in acelasi punct, forte ce apar in zona de contact,
este:
(le . D (le —_ AT T Aq (le —_ s
To* . R™ =N+T, MJ*“=M,.

Asa cum s-a aritat, frecarea de rostogolire se manifestd printr-un cuplu M,
care se opune cuplului fortelor exterioare M,, care tinde si produci rostogolirea
corpului (C,) peste corpul (C,) in jurul unei axe din planul tangent comun. Deci
conditiile de echilibru sunt:

R +R™ =0;  |M|s|M)

Frecarea de rostogolire se 1intalneste frecvent in aplicatiile tehnice (de
exemplu, in cazul rotilor de autovehicule, lagarelor si rulmentilor, etc).

Pentru analiza fenomenului frecarii de rostogolire se considerda o roata
actionata de greutatea proprie G si forta de tractiune F (fig.5.20).

Considerand mai intai, ca se realizeaza un contact punctual intre roata si calea
de rulare (planul orizontal) si scriind ecuatiile de echilibru (fig.5.18.a):

F-T=0, N-G=0, -FI[R=0
se obtine ca F' = (), ceea ce contrazice realitatea (experienta).

In realitate, din cauza deformabilitatii celor doud corpuri, contactul dintre
roatd si calea de rulare se face pe o micd suprafatd (fig.5.20.b), pe care apar
reactiunile normale elementare N, si fortele de frecare elementare tangentiale T,

(de frecare de alunecare). Aceste forte se inlocuiesc prin rezultantele lor N, T (fig.
5.20.c) cu observatia cid suportul lui N actioneazi la distanta e (nunitd
excentricitate) fatd de punctul teoretic de contact O. Suportul lui 7 poate fi
considerat cu o buna aproximatie, cd trece prin punctul teoretic de contact O.

Daca in punctul teoretic de contact O se introduc doud forte egale cu marimea
si direct opuse: N, —N (fig.5.20.d), se observa ca fortele de legdtura sunt

echivalente cu fortele: N, T aplicate in O (ca si cAnd nu ar exista deformatii locale)
precum si un cuplu de frecare de rotogolire: M,= N [é (fig.5.20.e).

Numim coeficient de frecare de rostogolire (si se noteaza cu s), distanta
maxima e cu care este deplasatd reactiunea normald N fatd de punctul teoretic de
contact O (paralela cu ea insasi), astfel incat rigidul sa nu se rostogoleasca, deci:

s=e .

ma.

X



94

Fig.5.20 (d) (e) |

Intrucat (M) = N (e = N 3, rezultd ci pentru echilibru este necesar si
avem: |]\7| <s [|W| (5.19)

In cazul existentei frecarii de rostogolire, aceastd conditie se adauga ecuatiilor
de echilibru.

Dimensiunea coeficientului de frecare de rostogolire s este cea a unei
lungimi si depinde de raza rotii si de natura materialelor, iar cuplul de frecare de
rostogolire M, este totdeauna opus ca sens tendintei de rostogolire a corpului.

In functie de valorile pe care le poate lua forta de frecare de alunecare T §i
cuplul de frecare de rostogolire M,, se deosebesc urmatoarele patru situatii:

a) |]\7 | < SW , |7_“ | < HW , corpul ramane in repaus;

b) |A7 | = SW T | < HW , corpul se rostogoleste fara sa alunece;

c) |A7 | <s|]v T | = /J|]V , corpul aluneca fara sa se rostogoleasca;

d) |]\7 | = s|]V T | = HW , corpul aluneca si se rostogoleste in acelasi timp.

Aplicatie. Problema rotilor

Sa se studieze echilibrul unei roti pe un plan inclinat cu unghiul a, cunoscand
raza rotii R , greutatea G si coeficientii de frecare de alunecare U si de rostogolire s.
Se trateaza pe rand, cazul rotii trase §i al rotii motoare.
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a) Roata trasa

Se considerd ci asupra rotii actioneaza o fortd F paraleld cu planul inclinat in
sensul de urcare pe plan (sensul axei Ox, fig.5.21). Inliturdnd legitura si
introducand (conform axiomei legaturilor) in punctul teoretic de contact 4, forta de
frecare T , reactiunea normald N si cuplul de frecare de rostogolire M , conditiile

de echilibru se scriu:

> X, =0: F—-Gsina-T=0
>Y =0 N-Gcosa =0
S M,(F,)=0: —FIR+GRsina+M, =0
T's uN (a)
M, <s[N (b)
Din primele trei ecuatii avem:
T =F-Gsina
N =G cosa
M, =R (F - G sina) Fig. 5.21
care, introduse 1n ultimele doua inegalitati, conduc la :
F—-Gsina < UGceosa (a')
R(F -Gsina )< Gscosa (b')

Deci forta minima F pentru ca roata sa nu alunece §i nici sa nu se
rostogoleasca este :

F < G(sinO{ + ucosa) si F < GEsina +ic0sO{H
O R O
Daca admitem valabila inegalitatea:
G(sina + Ucosd ) > G(sina + %cosa)

care este echivalentd cu: U >s/R, rezultd ca daca sunt indeplinite conditiile:

1. u>s/R,laiesirea din echilibru roata mai intdi se rostogoleste, cand:

F>F

min

=GE$ina +icosaH
il R U

2. U<s/R,laiesirea din echilibru roata mai intdi aluneca, cand F depaseste forta
minima: F_ = G(sina + /.lcosa);

3. u ZE, la iesirea din echilibru roata va aluneca si se va rostogoli in acelasi

min’ min

timp,cand F>F, ;5 F :G(sina+/Jcosa):GE$ina+%cosaEl
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b) Roata motoare

Se considera ca asupra rotii actioneaza o forta rezistentd F' paraleld cu planul
inclinat, in sens invers tendintei de miscare (care este in sensul axei Ox , fig.5.22) si
cuplul motor M  care tinde sa urce roata pe planul inclinat. Inlaturand legatura

(conform axiomei legaturilor) si introducand in punctul teoretic de contact 4, forta
de frecare T, reactiunea normald N si cuplul de frecare de rostogolire M,

conditiile de echilibru se scriu:
I'-F-Gsina=0
N —-Gcosa =0
FIR+GRsina+M —-M, =0
I's uN,
M _<sN.
Din primele trei ecuatii deducem:
T=F+Gsina,
N =Gsina,
M, =M, —-R(F +Gsina ).
care introduse in ultimele doua inegdlitati, se obtine: Fig. 5.22
F +Gsina < uGceosa,
M, —-R(F+Gsina)<sGcosa
adica conditiile pentru echilibrul rotii motoare:
F<G(Ucosa —sina ),

M, <F[IR+GLR (sina +%cosa),

Acestea reprezinta conditiile ca roata sa nu alunece si sa nu se rostogoleasca
in acelasi timp, in tendinta de urcare a ei pe planul inclinat.

Presupunand prima conditie indeplinita si admitdnd cd cuplul motor M,, creste,
roata motoare se va pune in miscare rostogolindu-se fara sa alunece.

Daca insd prima conditie nu este indeplinitd, roata motoare se va pune in
miscare alunecand si rostogolindu-se in acelasi timp (spunem ca roata “patineaza”).

5.3.4. Frecarea in articulatii si lagare

Sa consideram un caz important intalnit in tehnicd si anume frecarea in
articulatii i lagdre. Se studiazd numai frecarea uscatd (introducerea lubrifiantilor
schimba esential datele si rezultatele problemei). S& considerdm cazul unui lagér cu
joc, contactul avand loc intr-un punct teoretic de contact A (fig.5.23).
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Torsorul fortelor exterioare in O (pe axa
arborelui) este alcatuit din /', M.

y Vectorul M, este dirijat dupd axa

9 X .. . .
? XX P arborelui si are tendinta de a imprima

My~ .~ % arborelui o miscare de rotatie.
/ Actiunii momentului M 1 se opune
e momentul de frecare din lagar M. In

N \F\_ punctul A are loc, de fapt, un fenomen
/ ’}7/ de frecare de alunecare si unul de
s ~ rostogolire.
Fig. 5.23 }’//

Torsorul fortelor de legiturd este format din reactiunea normald N , forta de
frecare de alunecare 7' si momentul de frecare de rostogolire M, . Notand cu r raza

fusului, se pot scrie conditiile pentru echilibru:
T-Fsina=0
N-Fcosa =0
M, -M,+Frsina=0 (5.20)
I's uN,
M <sN
Din primele trei ecuatii avem:
I'=Fsina, N=Fcosa, M. =M,-F rsina
care introduse 1n cele doud inecuatii conduc la conditiile de echilibru:
ga < U,
M, < F (sina +§cosa) 21
In cazul echilibrului la limitd avem: tgar = u = 1g¢ .
Pe de alta parte, pentru o buna functionare a masinilor se urmareste ca frecarea
in lagare sa fie mica, adica { =tg¢ sa aiba valori cat mai mici; deci a fiind mic, se
pot face aproximatiile: cosd =cos@ =1; sina =sin¢ =tgp = U.

Decirezulta: M < F Dr@u +£§
r

A ' N . N o .
Notand cu: yu = U +— coeficientul de frecare in lagar, se obtine :
r

M, <su' G F (5.22)
Conform principiului actiunii si reactiunii:
M, =-M, si F“=F=-F" (5.23)
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unde: |1‘7 E \/ (X" ) + (Y fes )2 =JH?>+V?, inarticulatiile cilindrice,

|F (ee)| = \/ (X tes )2 + (Y tes )2 + (Z s )2 , in articulatiile sferice:

astfel ca expresia momentului (cuplului) de frecare in lagar se mai scrie:

M, <urJH* +V* (in plan) (5.24)

M, < pr(x=Y + (=) +(z*) (in spati) (5.24°)

Observatie:

In cazul unui lagar strans, in fiecare punct de contact intre fus si lagar apare o
reactiune normald elementard N, si o reactiune tangentiala elementard 7, (forta de

frecare). Momentul de frecare in lagar este in acest caz:

N,
M, =5Tr=%puNr=ury N, =sz—’rF N

M, =u'rF
Pentru echilibru va trebui ca momentul motor M, sd indeplineasca conditia :
M, < urF (5.25)
unde coeficientul de frecare are in acest caz expresia:
N.
p=22y (526)

Relatia dintre (' si 4 depinde de legea de variatie a reactiunilor N; in lungul
zonei de contact.

Aplicatie. Troliul cu frecare

Se considera un troliu de raze R;, R, si greutate G, al céarui fus (lagar) are raza
r, coeficientul de frecare din lagar fiind p'. Troliul este actionat de greutatea P si

forta Q (fig.5.24). Se cer valorile fortei Q pentru care troliul se afla in repaus.

Rezolvare:

Se izoleaza troliul si se trateaza problema pentru Q.. , ceea ce impune ca
sensul lui M; sa fie cel din figura 5.22. Ecuatiile de echilibru sunt:

H=0 (a)
V-G-P-0=0 (b)
M;+ P [R;— O [R/=0 (c)

si relatia fizica a frecarii (5.25) pentru cazul limitd: M, = u'rvH* +V* = urV
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y unde introducand pe ¥ din (¢):
‘\M,. M, =pur(G+P+0) (d)
R, Egaland expresiile lui M; din (c) si (d) se
S NANS Obtmi' PR, +['r(G+P)
R, =77 ‘ﬁ v O = R-gr
v Schimband sensul momentului de frecare din

lagar M, (semnul coeficientului de frecare u'),
se obtine valoarea minima a fortei Q :

B 0 =PR2—u'r(G+P)'

Q min Rl + u'l/'

ol

| — N
——

Fig.5.24 v

PR, —u’r(G+P)<Q<PR2 +Ur(G+P)

Deci, solutia problemei este: , -
R +ur R —ur

5.3.5. Frecarea de pivotare

Se considera problema echilibrului unui corp cand torsorul fortelor efectiv
aplicate 1n punctul teoretic de contact O are componentele:

0 RO =R M =M, (5.27)
iar torsorul fortelor de legaturd, in acelasi punct are componentele:
i RO =N, M =M (5.28)

Pentru echilibru este necesar ca sa fie satisfacute relatiile:
R +N =0, M“+M, =0 (5.29)
Fenomenul frecarii de pivotare constd in aparitia in punctele de contact 4; a
unor reactiuni elementare N, si a unor forte tangentiale elementare de frecare T,
(T=N;) care produc momentul de pivotare M ,» €& se opune momentului fortelor
aplicate M.

Se considerd pivotul are razele r;, 7, greutatea G si moment aplicat M,
(fig.5.25). Se presupune ca coeficientul de frecare de alunecare intre arbore si lagar

U, este constant pe intreaga suprafata de rezemare a arborelui si presiunea de contact
dintre arbore si lagar este distribuita uniform pe suprafata de contact:
G G

p_z_ﬂ(r;—rf)

Elementul de suprafata (arie) se scrie:
dA=p LHp Lo (5.31)

(5.30)
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iar forta normald elementard corespunzatoare
elementului de arie d4 este:

G
(r, =1")
Forta de frecare de alunecare elementara maxima
corespunzatoare, tangenta la cercul de raza p este:

ar=paiN=—F9_ papwe (532
m(r, —n)
Momentul elementar de frecare produs de forta d7’

fatd de axa de rotatie, intr-un punct de coordonate
(0,8) si in raport cu O, la limita echilibrului, este:

_ _ MG 2
dM =pUT =——— p* Wp L6,
, - P - (”22 — ”12 ) p- Ldp
tar momentul total in cazul echilibrului la limita se
numeste momentul de pivotare M , €l opunandu-se

momentului exterior M, (fig.5.25):
HG .
M =(dM =—————([p dpLdO
’ (i) "om(r -y )J;[
unde: <p<r,0<0<2m

Rezolvand integrala pentru cazul particular al suprafetei (de coroana circulard)

avem:
__ MG
M = q pdp DJ’ do
p 7'[{7"2 _ ’/,2 ) )
(5.33)
v, =i
v -r
R . : 2 n=r
Notand cu v coeficientul de frecare de pivotare: v =—U—-—- (5.34)
r,—n
Deoarece G = N, se obtine in cazul limita: M, =v N (5.35)
In cazul arborelui plin (#; = 0, , =R) se obtine:
M, =§/JRN (5.36)

Identificand (5.35) si (5.36) se obtine: v = %/JR (5.37)
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CAPITOLUL 6
STATICA SISTEMELOR
DE PUNCTE MATERIALE SI A
SISTEMELOR DE CORPURI

6.1. Sisteme mecanice de puncte materiale.
Forte interioare si exterioare.

Fie un sistem de puncte materiale 4, , 4,, ..., 4, ... A, (fig.6.1.a). Daca aceste
puncte interactioneaza mecanic (se atrag sau se resping), atunci acestea formeaza un
sistem mecanic de puncte materiale. Pozitiile acestor puncte sunt definite de vectorii
de pozitie 7;, 7,, ... 7, .. F ,Inraportcuoriginea O aunui sistem de axe.

Un sistem de n puncte materiale /ibere in spatiu, are 3n grade de libertate
(Intrucat pentru determinarea pozitiei unui punct este necesara cunoasterea celor trei
coordonate ale sale sau a vectorului de pozitie fatd de sistemul de referinta dat).

In cazul sistemelor de puncte materiale supuse la legdturi, aceste legaturi se
pot exprima printr-un numar de relatii scalare independente intre coordonatele
punctelor. Daca m este numdrul acestor relatii, atunci numarul de parametri
independenti care caracterizeaza pozitia sistemului de puncte materiale, este :

N=3n-m (6.1)
sau altfel spus, numarul gradelor de libertate se micsoreaza cu numarul relatiilor
independente corespunzatoare legaturilor.
Fortele care actioneaza asupra sistemului de puncte materiale se clasificd
conventional 1n: forte interioare si forte exterioare.

a) Fortele interioare reprezintd interactiunea mecanica dintre punctele sistemului si
sunt egale ca marime doud cate doua, au acelasi suport si sunt dirijate in sensuri
opuse (conform principiului actiunii si reactiunii).

Fig.6.1. a A, F,
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Daca notam cu 171 forta ce reprezinta actiunea mecanica a punctului A; asupra
punctului A; aplicatd in A, iar Fj forta ce reprezinta actiunea mecanica a
punctului A; asupra punctului A;, aplicatd in A4; (fig.6.1.a), atunci conform
principiului actiunii §i reactiunii avem relatia evidenta:
F, =-F, (6.2)

sau: F,+F, =0 (i,j=12,..n;i#j) (6.3)
Tinand seama de relatia (6.2), momentul unei perechi de forte interioare care
reprezinta interactiunea mecanica dintre punctele materiale 4; si A4; este nul:

BXE, + 7, X F STXE + 1 X(=F,) =(T,=7) X F, = A4, %xF, =0 (6.4)
unde 4,4, F, sunt vectori coliniari, iar 7, 7 sunt vectorii de pozitie ai
punctelor 4, A; in raport cu punctul fix O (fig.6.1.b),i =1, 2, ..., n; i#j. De
subliniat faptul ca fortele F, F, actioneaza asupra a doud puncte materiale
diferite si deci efectul lor nu se anuleaza.

b) Fortele exterioare sistemului (4) sunt toate celelalte forte care actioneaza asupra
punctelor sistemului (4) si le vom nota cu un singur indice, care indica punctul
material asupra cdruia acestea actioneazd (de exemplu, forta F, este aplicatd
punctului A;); aceste forte pot fi :

* forte active (direct aplicate)

* forte de legatura exterioare sistemului de puncte materiale.

6.2. Echilibrul sistemelor de puncte

Prin defintie, un sistem de puncte materiale (A) este in echilibru, daca fiecare
punct al sistemului se afla in echilibru §i reciproc. Conditia ca un punct 4; din
sistem sd fie in echilibru, este ca rezultanta fortelor care actioneaza asupra lui sa fie
nula, adica:

eS|

+

!
+
2y

+.+F =0 (6.5)

il i2

sau: F + ; FU =0 (6.6)

j=

Rezulta ca sistemul de puncte materiale va fi in echilibru daca:
E+ii, =0, pentrui=1, 2, ..., n; i#j (6.7)

Cu privire la echilibrul sistemelor de puncte, se pot deosebi doua categorii de
probleme:
a) fiind date pozitiile punctelor care formeaza sistemul de puncte materiale in
echilibru, se cere sa se determine fortele care actioneaza acest sistem.

b) fiind date fortele care actioneaza sistemul de puncte materiale, se cere sa se
determine pozitia de echilibru a acestui sistem.
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Conditiile (6.7) sunt echivalente cu 3n ecuatii scalare. in cazul echilibrului
sistemelor de puncte materiale supuse la legaturi, numarul parametrilor geometrici
este egal cu 3n - m (legaturile introduc m relatii scalare independente). Urmeaza ca
din cele 3n ecuatii de echilibru, numai 3n - m vor servi la determinarea pozitiei
sistemului; celelalte m ecuatii se vor utiliza pentru determinarea fortelor de legétura.
Fata de problemele mentionate, aceasta este o problema mixta, deoarece trebuie sa se
determine atat pozitia sistemului de puncte cat si fortele de legatura respective. Nu
intotdeauna sistemul (6.7) este compatibil si determinat.

6.3. Echilibrul sistemelor de rigide

Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte
materiale. Datorita rigiditatii sistemului, distanta dintre doud puncte oarecare ramane
tot timpul constanta.

Un sistem de corpuri rigide C; (i = 1, 2, ..., n) poate fi considerat ca un sistem
de puncte materiale format din subsisteme rigide sau nedeformabile (fiecare
subsistem corespunde unuia dintre corpurile rigide C;).

Fortele care actioneaza asupra sistemului de corpuri pot fi: forte interioare,
reprezentand interactiunea mecanicd dintre punctele diferitelor corpuri C; si forte
exterioare sistemului de corpuri. Fortele interioare vor satisface, bineinteles, relatiile
(6.3) s1 (6.4). Pe baza acestor observatii, tot ceea ce s-a spus in paragrafele 6.1 s1 6.2
despre sistemele de puncte materiale in echilibru, se poate extinde si la sisteme de
corpuri rigide.

Sistemul de ecuatii (6.7) reprezinta deci relatiile teoremei izolarii corpurilor,
care se enunta astfel: “ Daca un sistem de corpuri (liber sau supus la legaturi) se
afla in echilibru, atunci fiecare corp al sistemului, considerat ca un subsistem rigid,
se afla de asemenea in echilibru”.

6.4. Teorema solidificarii.

Teorema echilibrului partilor
Aplicarea ecuatiilor (6.7) in aplicatiile practice, intdimpina unele dificultati din
cauza fortelor interioare care sunt necunoscute. De aceea este preferabil sa se
foloseasca ecuatii de echilibru in care nu apar aceste forte interioare.

Insumand cele n ecuatii (6.7) membru cu membru avem:

ZF+Z iﬁyzo (6.8)

Inmultind vectorial relatiile (6.7) cu vectorii de pozitie 7 si insumand pentru
toate punctele sistemului avem:

foF+Z ngﬁy_:o (6.9)
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Pe de altd parte Tnsumand relatiile (6.3) si (6.4) pentru toate punctele din
sistem avem:

i S F, =0; Z izxﬁl.j:o (6.10)
care, introduse 1n relatiile (6.8) s1 (6.9) conduc la ecuatiile:
iE:Q' iﬁxizo (6.11)

Aceste relatii reprezintd expresia teoremei solidificarii pentru sisteme de
puncte materiale: “daca un sistem de puncte materiale, libere sau supuse la
legaturi, se afla in echilibru sub actiunea unor forte direct aplicate, el poate fi
considerat ca un sistem rigid (sau nedeformabil) de puncte materiale “

Deoarece relatiile (6.11) reprezinta conditiile de echilibru si pentru un sistem
de rigide (ca un caz particular de sisteme materiale, format din subsisteme
nedeformabile) se poate da urmatorul enunt al teoremei solidificarii pentru sisteme
de corpuri: “daca un sistem de corpuri rigide, liber sau supus la legaturi exterioare,
se afla in echilibru sub actiunea unor forte direct aplicate, el poate fi considerat ca
un sistem rigid (sau nedeformabil) de corpuri, pastrandu-se legaturile exterioare
initiale”.

Observatii

a) Ecuatiile (6.11) sunt valabile pentru un sistem material oarecare (de puncte
materiale sau corpuri);

b) Pentru un sistem material nedeformabil, ecuatiie (6.11) reprezinta o conditie
necesara si suficientd, deoarece ele coincid cu ecuatiile de echilibru ale rigidului;

c¢) Pentru un sistem material deformabil, ecuatiile (6.11) reprezinta conditii necesare
dar nu §i suficiente asa cum rezulta din urmatorul exemplu:

Se considerd un sistem format din doud bare
articulate in punctul O (OA si OB), fortele
exterioare F',—F aplicate in A si respectiv in

o)

B si avand ca suport dreapta AB; se observa
ca desi vectorul rezultantei si vectorul moment
-F F rezultant sunt zero, totusi sistemul nu este in
< A p | echilibru.
B Fig.6.2

Daca se considera numai o parte din ecuatiile (6.7) si anume, cele care exprima
conditiile de echilibru pentru un subsistem izolat de puncte materiale (sau corpuri
rigide), aceste ecuatii sunt satisfacute daca intregul sistem (6.7) este satisfacut.

Aceasta constatare exprimd asa numita teoremd a echilibrului partilor : “daca
un sistem de puncte materiale, libere sau cu legaturi, se afla in echilibru sub
actiunea unor forte aplicate, atunci o parte a lui considerata ca subsistem rigid, va fi
de asemenea in echilibru sub actiunea fortelor corespunzatoare acelei parti”.
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Prin urmare, presupunand ca sistemul initial se afld in echilibru, se poate
studia echilibrul anumitor subsisteme alese convenabil si nu neaparat echilibrul
fiecarui subsistem 1n parte. Aceastd teorema este de obicei folosita pentru
determinarea mai rapidd a unor necunoscute, sau pentru verificari.

In concluzie o problema de statica sistemelor de corpuri poate fi rezolvati:

* izoland corpurile (aplicand metoda izolarii corpurilor) si scriind ecuatiile de
echilibru pentru fiecare corp in parte;

* aplicand teorema solidificarii si teorema echilibrului partilor simultan, scriind
pentru fiecare caz ecuatiile de echilibru corespunzatoare.

Aplicatia 1

Se considerd sistemul format din doud bare (grinzi) orizontale AC si CE
asezate pe doud reazeme, o articulatie si legate intre ele prin articulatia C. Fortele
aplicate si elementele geometrice ale barelor sunt date in figura 6.3.a: F;=16ap,
sarcina uniform distribuitd 3p. Se cere sa se calculeze reactinile din articulatia A si
reazemele simple B si D, precum si fortele de legatura interioare din articulatia C. Se
neglijeaza greutdtile barelor.

Rezolvare:

Se aplica metoda izolarii corpurilor: se descompune sistemul in doud corpuri,
pentru fiecare dintre ele introducandu-se fortele aplicate si de legatura (fig.6.3.b,c).
Se inlocuieste sarcina uniform distribuitd 3p cu o fortd echivalentd F,.,=24aP
Conform metodei izolarii corpurilor, se studiaza echilibrul fiecarei bare.

Iy
_ H, | B C
F, _ — ‘ — C
A ! B C D E _3p '1 N
/ 2l Nt vy
A 4 YYVVVY Yvy 4 c
— v v i YV Yy ) - - -
G Ce e
« e e e =
6a 3a 'a 6a 2a q ech
¢c C v D E
(c) —_
(a) . _ A A ]V
Fig.6.3 Ve ’ D
4a 2a " "2a
— F_vl _ech jag F_’ech
H, A v l D E H, C i D E
_bx — i ' _>L —
7a ﬂ , N vV N,
VA B D C P
«— Ve e e —» 4a 28 7
6a 3a 5a 2a 2a
@) (b)
Fig.6.4
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Bara 1 (AC):
> X, =0: H,-H.=0
> Y =0: V,—16ap+ N, -V.=0
ZMAZ(F_;)ZO‘. —16ap Ba+ N,[Ba-V,. Oa=0
Bara 2 (CE):
> X, =0: H.=0
> Y =0: V.—24ap+ N, =0

ZMCZ(E)=O: —24ap[4a+ N, [ba =0
Rezulta sase ecuatii cu sase necunoscute: Hy, V4, N, Hc, Ve, Np.

Rezolvand acest sistem se obtin valorile:
H;=0 V,=5ap, Nz=19ap, Hc=0, Vc=38ap, Np=I6ap.

Observatii

a) Daca la introducerea fortelor de legaturd, acestea ar fi avut sensul invers celui din
figura 6.3.b,c atunci ar fi rezultat aceleasi valori dar cu semnul minus; deoarece
au rezultat pozitive, rezultd ca sensul lor coincide cu cel ales;

b) Daca se cere determinarea reactiunilor din 4, B, D si nu a fortelor de legatura din
C, atunci pentru rezolvarea problemei este mai comod sd se aplice teorema
solidificarii si teorema echilibrului pdrtilor: In acest caz se considera sistemul de
doua bare ca un rigid (fix in C), se inlocuiesc legaturile din 4, B, D cu fortele de
legatura corespunzatoare (fig.6.4.a) si se scriu cele trei ecuatii de echilibru pentru
rigid (fig 6.4.a):

> X, =0: H,=0

> 7Y =0: V,—16ap+ N, —24ap+ N, =0
ZMAZ(E.):O: —16ap Bba + N,[8a —24ap 13a+ N, 15a =0
Se mai scrie o relatie de momente fatd de C' pentru fig.6.4.b:
ZMCZ(E):O-' —24ap4a+ N, [6a =0

Dispunem astfel de patru ecuatii cu patru necunoscute , care rezolvat conduce
la aceleasi valori: Hy= 0, V4= 5ap, Np= 19ap, Hc=0, Np=I6ap.

Aplicatia 2:Franacubanda

Se considera un sistem format dintr-o roata (troliu), o parghie AB si o banda
ca in figura 6.5.a, care trebuie sa opreasca greutatea G din coborarea ei pe verticala.
Unghiul de infasurare pe roatd (troliu) este 8 =/80°= 1T rad, iar coeficientul de
frecare intre troliu si banda este dat (f). Se neglijeaza frecarile in articulatia A si
lagarul O al troliului precum si greutatea lui. Se cer: a) Tensiunile in banda ; b)
Forta minima de franare a troliului; c¢) Reactiunile din A s1 O.
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Rezolvare:

Se studiaza echilibrul fiecarui corp separat (prin metoda izolarii corpurilor),
inlocuindu-se legaturile cu forte de legaturda (fig.6.5.b.c) si scriind relatiile de
echilibru respective.

Pentru troliu (fig.6.5.h) avem ecuatiile:

Y X, =0: H,=0
3 Y =0: V.-G+S +5,=0
S My (F)=0: S,R-SR-Gr=0
b
. lla P o g
NN C 4
R 7 (b)

A
|
I
|
}

[le @ Fig. 6.5 ©

La aceste ecuatii se adauga relatia lui Euler pentru frecarea firelor, tinand
seama de tendinta de miscare a rotii datorita greutdtii G: S, =S, [&"”
Rezultd tensiunile din fir:
rG rGe"”"

si reactiunile in O:
H,=0, V,=G-§,-5,.
Pentru bara AB (fig. 6.5.c) avem ecuatiile:
Hi=0; V4-S, +F=0;,-S;a+(a+b)F=0
de unde rezulta forta minima de frecare:
_a r "
" a+b R -1

si reactiunile in A:

b b et
i = d——
at+tbh a+b Re" -1

H,=0; V,=8

A
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6.5. Sisteme din bare articulate (grinzi cu zabrele)

6.5.1. Generalitati. Ipoteze simplificatoare.

Una dintre aplicatiile echilibrului sistemelor de corpuri des intalnitd in practica
o reprezinta sistemele de bare articulate: acestea se intdlnesc in constructia podurilor
metalice, a podurilor rulante, a macaralelor, a stalpilor metalici de sustinere a
cablurilor electrice, a fermelor de sustinere a acoperisurilor clddirilor, a schelelor de
foraj, etc.

Un sistem de bare articulate (grinda cu zabrele) este format dintr-un numar de
bare rectilinii si rigide, legate intre ele prin articulatii sferice, pentru care se fac
urmatoarele ipoteze de lucru:

* barele sunt rectilinii (drepte), iar sectiunea lor are dimensiuni neglijabile fata de
lungimea lor;

* prinderea barelor se face la capete prin articulatii ideale (fara frecare) ;
* sistemul de bare este nedeformabil;

» fortele exterioare (date si de legaturd) actioneaza asupra sistemului numai in
capetele barelor , 1n articulatii (numite noduri);

* greutatea barelor se neglijeaza in raport cu fortele exterioare.

In aceste conditii, fortele care actioneaza in bare (eforturile) sunt numai de tip
axial. Daca toate barele se afla in acelasi plan, spunem ca avem un sistem plan de
bare articulate (cu articulatii plane), in celelalt caz avem un sistem spatial de bare
articulate (cu articulatii sferice).

Sistemele de bare articulate pot fi static determinate sau static nedeterminate.

Barele grinzii cu zabrele sunt supuse la eforturi pozitive (de intindere), cand
acestea tind sa lungesca bara iar sensul este cel corespunzitor din fig.6.6.a (iese din

nod), sau sunt supuse la eforturi negative (de compresiune), cand acestea tind sa
scurteze bara iar sensul efortului este cel corespunzator din fig.6.6.b (intrd din nod).

S S S S
s S S Bs S S S S
4—2—# 4+——p —>X<———>;4—
B
(b)
@ Fig.6.6

Se poate ardta ca trei bare articulate la capetele lor formeaza o constructie
nedeformabila in plan. Prin urmare, dacd grinda cu zdbrele este formata din
triunghiuri, sistemul este nedeformabil. Examinand modul de formare al une1 grinzi
cu zabrele plane (fig.6.7.a) se constata ca plecand de la primul triunghi, format din
trei bare §i trei noduri, se poate obtine o noua grinda cu zabrele static determinata
prin adaugarea unui nou triunghi , adica doud bare i un nod.
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Deci, pentru fiecare nod in plus se introduc cate doua bare. Daca se noteaza cu
n numarul nodurilor §i cu b numarul barelor, conditia necesara (dar nu si suficienta)
ca un sistem plan de bare articulate sa fie static determinat este:

b=3+2Mm-3) sau: b=2n-3 (6.12)
relatie care exprima si conditia ca grinda cu zabrele plana sa fie nedeformabila.

a. Fig.6.7

Pentru sisteme formate din bare articulate in spatiu, sase bare articulate la
capete formeaza o constructie nedeformabila, adicd muchiile unui tetraedru
(fig.6.7.b). Prin urmare, daca grinda cu zabrele este formata din astfel de tetraedre,
sistemul este nedeformabil. Examindnd modul de formare al grinzii cu zabrele
spatiale (fig.6.7.b) se constatd ca plecand de la primul tetraedru, format din 6 bare si
patru noduri, se poate obtine o noua grinda cu zabrele, dacd se adauga trei bare i un
nod. Deci conditia necesard (dar nu si suficientd) ca un sistem spatial de bare
articulate sa fie static determinat, este:

b=6+3(m—-4) sau: b=3n-6 (6.13)
Existenta inegalitatilor b > 2n - 3, respectiv b > 3n - 6 indica faptul ca avem
sisteme static nedeterminate in plan, respectiv in spatiu.

In cele ce urmeazi se vor rezolva aplicatii de sisteme static determinate
articulate plane (nodurile se gasesc in acelasi plan cu forte aplicate).

Legaturile sistemelor de bare articulate plane pot fi un rezem simplu si o
articulatie, deci reactiunile cu care se inlocuiesc aceste legaturi sunt reprezentate de
maximum trei necunoscute (prima categorie de necunoscute), iar pentru calculul lor
se aplica teorema solidificarii (considerand grinda cu zadbrele ca un singur corp rigid
actionat de fortele exterioare, date si de legatura).

O a doua categorie de necunoscute in cazul problemelor de grinzi cu zabrele o
constituie eforturile din bare, care sunt forte interioare ale sistemului si se determina
prin diferite metode specifice cum ar fi: metoda izolarii nodurilor, metoda
sectiunilor (Ritter) metoda grafica Cremona $i1 metoda matriciala.

6.5.2. Metoda izolarii nodurilor

Aceasta este 0 metoda analitica si se bazeaza pe metoda izolarii corpurilor sau
pe teorema echilibrului partilor, considerand ca “parte” a sistemului cate un nod,
care fiind izolat, poate fi considerat ca un punct material actionat de forte concentrate
situate Tn planul grinzii plane (care sunt eforturile din bare si fortele exterioare date
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si de legaturd). Pentru echilibrul unui astfel de nod se scriu doud ecuatii de proiectii
pe axe. Dacd ecuatiile corespunzdtoare nodului au numai doud necunoscute, ele pot
fi determinate direct si se poate trece la urmatorul nod cu doua necunoscute.
Rezolvarea este deci din aproape in aproape.

Daca nu exista nici un nod cu numai douad necunoscute, se aplica mai intai
teorema solidificarii determinandu-se reactiunile, dupa care se scriu ecuatiile pentru
acele noduri cu maximum doud necunoscute. Daca procedand astfel, nu se gasesc
noduri cu numai doud necunoscute, sistemul de bare este static nedeterminat si se
rezolva cu ajutorul metodelor specifice din Rezistenta materialelor.

De mentionat ca in aceasta metoda se face ipoteza ca toate eforturile din bare
sunt pozitive (sau de intindere, adica ies din nod). Daca eforturile care se obtin din
calcule sunt pozitive, atunci ele sunt intr-adevar eforturi de intindere, iar daca
rezulta negative, sunt eforturi de compresiune.

6.5.3. Metoda sectiunilor (Ritter).

Metoda anterioara permite determinarea eforturilor in toate barele, din aproape
in aproape, trecand de la un nod la altul. Daca ne intereseaza efortul intr-o singura
bard (sau Intr-un numar de bare), se foloseste metoda sectiunilor (care permite
determinarea acestui efort scriind o singura ecuatie) care corespunde teoremei
echilibrului partilor prezentata anterior. Se procedeaza astfel:

* se sectioneaza grinda cu zdbrele complet cu un plan imaginar, plan ce
sectioneaza §1 bara al cdrei efort ne intereseaza, introducidndu-se in sectiunile
corespunzatoare ale barelor sectionate, eforturile necunoscute;

* conform teoremei echilibrului partilor, fiecare parte a grinzii astfel obtinuta este
in echilibru sub actiunea fortelor date, a fortelor de legatura si a fortelor interioare
(a eforturilor ce reprezinta actiunea reciproca a celor doua parti).

Pentru determinarea unui efort necunoscut se scrie ecuatia de momente fata de
punctul de intersectie al suporturilor celorlalte doud eforturi necunoscute. Daca cele
doua eforturi (care nu intereseaza) sunt paralele, pentru determinarea celui de-al
treilea efort necunoscut, se foloseste ecuatia de proiectii dupa directia
perpendicularei comune la cele doua eforturi.

In general, inainte de aplicarea acestei metode se determind reactiunile
exterioare, alicand teorema solidificarii.

6.5.4. Metoda grafica Cremona

Acesta metoda reprezintd corespondentul grafic al metodei izolarii nodurilor
si constd 1n reprezentarea grafica, pentru fiecare nod (considerandu-se succesiv
nodurile cu numai doud necunoscute) a ecuatiilor vectoriale de echilibru. Se
porneste de la observatia ca, pentru ca un sistem de forte concurente sa fie in
echilibru, este necesar si suficient ca poligonul fortelor sa se inchida. Aplicarea
metodei necesitd de obicei, determinarea prealabila a reactiunilor.
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Pentru calculul eforturilor din bare, se incepe cu nodul in care concura cel
mult doud eforturi necunoscute. Se construieste poligonul fortelor pentru un astfel de
nod, figurdnd la scara fortele exterioare cunoscute (direct aplicate si de legaturd),
care se deseneazi parcurgand nodul intr-un anumit sens, de exemplu in sens orar. In
acest caz este necesar ca sirul de forte cunoscute sd nu fie intrerupt de cele
necunoscute. Astfel ultimele laturi ale poligonului fortelor corespund tocmai celor
doua eforturi in bare necunoscute.

Pentru determinarea lor, respectand acelasi sens de parcurgere, se duc paralele
la cele doud bare prin primul si ultimul punct al poligonului fortelor cunoscute. Din
intersectia celor doua drepte, rezulta la scara eforturile cautate (ca marime si sens).

Daca eforturile ies din nod, ele sunt eforturi de Intindere, in caz contrar de
compresiune (si se deseneaza cu o linie dubld). Se procedeaza astfel cu fiecare nod,
de la primul la pana la ultimul (care poate servi ca ecuatie de verificare).

Epura Cremona constd in alipirea acestor poligoane dupd laturile comune,
construite separat pentru fiecare nod. In acest fel, deoarece s-a aplicat principiul
actiunii si al reactiunii, pentru fiecare pereche de eforturi corespunzatoare unei bare,
laturile care reprezintd eforturile din bare sunt parcurse in ambele sensuri. Laturile
celorlalte forte exterioare (date si de legaturd) sunt parcurse o singura data.

Adesea, la constructia epurei Cremona se foloseste notatia Bow. Planul in care
se gaseste grinda cu zabrele este impartit in domenii limitate de fortele exterioare si
barele grinzii (eforturile din bare). Fiecarui domeniu i se atribuie o literd sau un
numir. In acest fel, fiecare forta (interioard sau exterioard) este notati cu literele sau
numerele domeniilor adiacente. De mentionat cd datoritd dezvoltarii tehnicilor de
calcul, a calculatoarelor electronice, importanta metodelor grafice este mai mult de
natura istorica si didactica.

6.5.5. Metoda matriciala pentru calculul grinzilor cu

zabrele

Aceastd metoda este o metoda moderna ce se preteaza calculului numeric si
utilizarii unor programe de calculator, care permite, pe baza datelor de intrare
corespunzatoare, rezolvarea oricarei probleme de aceast tip.

De fapt metoda matriciald pentru grinzi cu zabrele este o transcriere sub forma
matriciala a ecuatiilor metodei izolarii nodurilor:

Wiz +[r{A =0 (6.14)
unde: [U ] este matricea patrata a cosinusilor directori ai barelor sistemului ;
{7} - matricea coloana a necunoscutelor (eforturilor din bare)
[R] - matricea a cosinusilor directori ai directiilor fortelor exterioare ;
{I% - matricea coloana a fortelor exterioare

Pentru determinarea eforturilor din barele sistemului, nu este necesar sa se
cunoascd fortele de legatura cu mediul fix. Se alege un sistem global de axe de
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coordonate, fatd de care se determind cosinusii directori (elementele matricilor de
mai sus). Pentru fiecare bara se alege un sens pozitiv (de exemplu 4 — B) pentru
care se determind cosinusii directori conform relatiilor:

— — Xp — X,
a=cosa = = =
VO =x, )+ (v, =)
b=cosf = sz_yA = (6.15)
\/('XB _'xA) +(y3 _yA)
c=cosy= 5 24

J(zy=2,) +(2,=2,)

Pentru efortul care iese din nodul A, in matricea [U] se completeaza cosinusul
director cu a, in timp ce pentru efortul corespunzator care iese din nodul B, in
matricea [U ] se completeaza cosinusul director respectiv cu —a (conform principiului

actiunii si reactiunii) (fig. 6.8). Cosinusii directori ai directiilor fortelor exterioare se
determind direct dacd se cunosc unghiurile fortelor respective cu axele sistemului
global de coordonate ales.

Matricile [U] s [R] au acelasi numar de linii ,
egal cu numarul de necunoscute (eforturi din
barele grinzii) si care corespund nodurilor si
directiilor care nu contin fortele de legatura cu
exteriorul. Acestea se determind separat (daca
este cazul) aplicand teorema solidificarii.

A Fig.6.8

Rezolvarea ecuatiei matriciale (6.14) este sarcina calculatorului si se face dupa
inversarea matricii [U s1 inmultirea acestei ecuatii, la stdnga, cu matricea inversa,
-1 A
[U] , obtindndu-se:

{#} =-{u]"[R{A (6.16)

Aplicatie
Se considera grinda cu zadbrele din figura 6.9, legatd de mediul fix printr-o

articulatie in punctul B si o rezemare simpla in A, iar in D si E fiind aplicate fortele
exterioare 2F, respectiv F .

Se cere sd se determine:
a) fortele de legdtura din A s1 B (folosind teorema solidificarii);
b) eforturile din toate barele grinzii cu zabrele (folosind metoda izolarii nodurilor);
c¢) eforturile numai din barele BC, BE si A (folosind metoda sectiunilor, Ritter)
d) eforturile din toate barele grinzii cu zabrele (folosind metoda matriciald);
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Rezolvare:
a) Aplicand teorema solidificarii si scriind cele trei ecuatii de echilibru pentru

sistemul rigid din fig.6.9.

H v 2F
:/ AC D ZXlz() N-H=0
5 S Y =0: V-2F-F =0
N S M,(F)=0: Nl-Flu-4F4=0
/j A E]_ de unde rezulta reactiunile:
v N=H=SF,
V = 3F.

Fig. 6.9
b) Pentru determinarea eforturilor din toate barele se aplica metoda izoldrii

nodurilor. Se observd mai 1ntdi, ca problema este static determinatd deoarece se
respecta conditia: b = 2 n— 3 (numarul nodurilor n = 5 si numarul barelor b =7) .

ALI

v
SN
w

(d) ©

Fig. 6.10

Vom folosi reactiunile determinate anterior si vom nota nodurile cu cifre
(fig.6.10), Incepand rezolvarea cu nodul 1 in ordinea indicatd in figura si terminand
cu nodul 5.Scriind cele doud ecuatii de proiectii pe axe (Z X, = O,Z Y = O) pentru

fiecare nod avem respectiv:
Pentru nodul 1 (fig.6.10.b):

—Slz—SBE-I\/Z—E:O, —2F—Sl3g:0
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Rezulta: S, = ~2\2F (compresiune); S, =2F (intindere)
Pentru nodul 2 (fig.6.10.c):
S,=0, S,+S5,,=0sau -S,,+2F=0, S§,,=0
Rezulta: S,,=0, S,,=2F (intindere)
Pentru nodul 3 (fig.6.10.d):

—SSSgESMEI\g—E—S =0; S, G*/2—_+S +S f =0

Inlocuind eforturile determinate anterior, rezulta:
S, :3\/§F (intindere); S,, =—5F (compresiune)

Pentru nodul 4 (fig.6.10.e):
SF+§,=0, SF-5F=0 (verificare)

Pentru nodul 5 (fig.6.10.f):
Intrucat au fost determinate toate eforturile, se obtin doua relatii de verificare:

—5F+2F+3x/§Fg=O; 3F+0-342 g:

c¢) Pentru determinarea eforturilor S,s, S35, S34 prin metoda sectiunilor, se taie
barele mentionate (fig.6.11.a) si se introduc in sectiunile respective eforturi ca in fig.
6.11.b.

2

—— >
)
M

T
=

Fig. 6.11

Se studiaza echilibrul partii din stanga, scriindu-se ecuatiile dupd cum urmeaza:

- pentru determinarea efortului S5,=S,s se scrie ecuatia de momente a fortelor
corpului din stanga (sau din dreapta) fatd de nodul 3 in care se intilnesc eforturile
Ss3 $1 Sy3:

S M,(F)=0: SFLu-3Fli-S,u=0
de unde rezultd: Ss5,=2F (intindere).

In mod analog, pentru determinarea efortului S,;;=S;, se scrie ecuatia de
momente fatd de nodul 5 in care se intalnesc eforturile Ss; si Ss»:
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S MF =0:5Fk+S,a=0,
de unde rezulta: S;=-5F (compresiune).

Pentru calculul lui Ss5; se scrie ecuatia de proiectii pe directie verticald (Oy)
care este perpendiculara pe barele 3-4 si 5-2:

S Y =0:3F -5, E—lé—zzo

de unde rezultd: S, = 3J2F  (intindere).

Se observa ca rezultatele obtinute prin cele doua metode (a sectiunilor si a
1zolarii nodurilor) sunt identice.

e) Metoda matriciala pentru calculul eforturilor din grinda

Se alege sistemul de coordonate cu originea In punctul A si axa Ox sa coincida
cu bara 4-3, ca in fig. 6.12.

by Se aleg sensurile de parcurgere ale
v 1 op| barelor sistemului (de reguld de la nodul
H S, S, S, S, avand numarul mai mic spre cel avand
“—s >— ﬂC >— ) numéml mai mare). Se noteazd
s S S S eforturile din bare cu S;, S5, ... S7, cain
'\ \ s figura, toate alegandu-se pozitive (ies

ts. S, 4 s, din noduri).
N s, S S, Daca sensul efortului dintr-un nod
—> = —» | coincide cu sensul ales de parcurgere al
O=A X\ barei, atunci cosinusul director se ia cu
\ & semnul plus, iar in caz contrar cu minus.

Fig. 6.12

Se calculeaza cu ajuforul relafiilor 6.15 cosinusii directori ai acestor directii §i
se trec in tabelul urmator (cu O s-a notat originea si cu V varful barei orientate):

Bara | Efortul punctul O punctul V lungimea a b
Xo Yo Xy vy barei
C-B St a a 0 a a -1 0
D-C S, 2a a a a a -1 0
D-E S; 2a a a 0 V2 a N2/2 N2/2
C-E S4 a a a 0 a 0 -1
E-B Ss a 0 0 a V2 a 2/2 J27/2
E-A Se a 0 0 0 a -1 0
A-B Sy 0 0 0 a a 0 1

Cosinusii directori ai directiilor fortelor exterioare sunt :
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- pentru forta F;=2F (din punctul D): a=0, b=-1
- pentru forta F,=F (din punctul E): a=0, b=-1
Cu ajutorul acestor valori se construiesc matricile:

s s, s s S S S, F,_F,
A0 0 0 0 0 0 10 4]0 oD
Clz1 1 o 0o 0o 0 o Clgo 0
Cl00 0 0o -1 0 0 o0 Ccl0o o0

Ul=po -1 -v2/2 0 0 o op [Rl=p|o o
D00 0 -v2/2 0 0 0 oO D00 -10
Exgo 0 2/2 0 -+2/2 -1 0% EYEO o%
EH0 o v2/2 1 272 0 of EJH1 0F
Ecuatia matriciala (6.14) se scrie:
0 0 0 0 0 0 10050 00 00 00
1 o 0o 0o 0 of .0 0 0 .
00 0 0o -1 0 0 o050 00 0O 0
Bo -1 =2/2 0 0 0 0%[85‘4%%0 ()BEEFIE— B
Jo 0 -v2/2 0 0 0 od[H Do -1O 720 o
Eo 0 ~2/2 0 -+2/2 -1 OBES(,D So 0% B
Ho o ~2/2 1 272 0 oBE.H Bt of H

Rezolvand aceastd ecuatie matriciala se obtin aceleasi valori pentru
eforturile din barele corespunzatoare ale sistemului cu cele obtinute prin
metodele clasice de mai sus:

S,;=2F; S§,=2F; S;=-2\2F; S,=0; Ss=32F; S;=-5F: S,=0.

6.6. Scripetele. Sisteme de scripeti.

Scripetele este un sistem tehnic alcatuit dintr-un disc (circular) prevazut la
periferie cu un sant, peste care se infasoara un cablu (sau lant). Axul scripetelui este
fixat intr-o furca prevazuta cu un carlig. Daca axul este fix, spunem ca scripetele este
fix, 1ar daca axul este mobil, scripete mobil.

6.6.1. Scripetele fix

Pe periferia discului de razd R, pe santul de ghidaj se infasoara un cablu la ale
carui capete actioneaza forta rezistentd Q (greutatea de ridicat) si forta motoare P
(forta aplicatd pentru ridicarea lui Q) (fig.6.13.a). Se cere sd se determine forta
motoare P.
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Scriind ecuatia de momente fatd
de axul scripetelui, neglijand
frecarile si rigiditatea firului,
avem:-P [R +Q [R =0

sirezultd: P=Q (6.17)
Acest scripete are dezavantajul ca
forta motoare P trebuie sa fie cel
putin egald cu forta rezistenta Q.
Cu ajutorul scripetelui fix se
schimba doar sensul efortului
depus pentru ridicarea greutatii,
ceea ce in unele cazuri poate
prezenta un mare avantaj.

Q=

0
@ Fig.6.13 (b)

6.6.2. Scripetele mobil

Pe axul discului de raza R actioneaza forta rezistenta Q, iar pe santul de ghidaj
se Infadsoard un cablu care are un capat fixat iar la celalalt actioneaza forta motoare P
(forta utila pentru ridicarea greuta

tii Q, forta rezistentd) (fig.6.13.b).
In acest caz, din ecuatia de momente in raport cu axa scripetelui :
P[R-S[R=0 conducela §=P,
iar ecuatia de proiectie pe verticala: S + P+ Q = 0 conduce la :
P=0,5Q (6.18)
Scripetele mobil permite deci ridicarea unei greutati date O, folosind o forta
motoare P de doua ori mai mica.

6.6.3. Rigiditatea firelor de scripeti

In unele aplicatii tehnice ale scripetilor se renunti la ipoteza de flexibilitate
perfectd a firului , ludndu-se in considerare si rigiditatea lor.

Sa  consideram  pentru
&' inceput un scripete fix peste
care este petrecut un fir
x (fig.6.14.2). Din cauza
» rigiditatii firului, acesta nu
poate trece brusc de la forma
dreapta la cea curba atunci
cand se infasoara sau invers,
de la forma curba la forma
dreapta, atunci cand se
desfasoard de pe scripete, fard
a opune o anumita rezistenta,

Q|
<

(@) Fig.6.14 (b)
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asa cum se observa 1n figura 6.14, suportul fortei rezistente O se departeaza de axa
scripetelui, 1ar suportul fortei P se apropie de axa scripetelui.

Ecuatia de momente fata de O (daca se neglijeaza frecarea in lagar) se scrie:

O(R+¢&,)-P(R-¢)=0 adica: P:I;’:‘ZZQ (6.19)

ceea ce Tnseamna cd 1n cazul scripetelui  fix, din cauza rigiditatii firului este
necesard o fortd motoare P mai mare decét cea rezistenta

Daca se tine seama si de frecarile existente in lagar, caracterizate de forta de
frecare de alunecare 7' si de momentul de frecare de rostogolire M ., care pot fi

inlocuite prin cuplul de frecare din articulatie ]\7 , (la limita acesta are valoarea
M = 'Nr, unde ' este coeficientul de frecare in lagdr, r - raza fusului si N

reactiunea din lagar), atunci ecuatia de momente se scrie:

O(R+¢,)-P(R-¢)+ u'Nr =0, (6.20)
iar din ecuatia de proiectii pe verticald : N- Q- P =0 din care se obtine:
N=Q+P
+e + U
rewlta:  p=RrETHT, (6.21)
R—-& —Uur
+& + U
Notand cu: 4 = REZ—IJ,F
R-€ —ur

coeficientul de rigiditate §i frecare al scripetelui (evident h>1), relatia (6.21)
devine:
P=hl0D (6.22)
Din relatia (6.22) rezultd ca P > Q, iar pentru cazul particular al firului perfect
flexibil si neglijand frecarea din articulatie rezultd # = /, adica relatia (6.17) :
P=0. (6.22%)
Formule analoage se deduc si pentru cazul scripetelui mobil (fig.6.14.b);
considerand numai ipoteza rigiditatii firului, ecuatiile de proiectii a fortelor pe
directie verticald (Oy) si de momente fatd de punctul O, se scriu:
S+P-0=0; S(R+¢&,)-P(R-¢)=0 (6.23)

de unde rezulta:

R+e
S=Q0-P;, P= )
Q R-¢
notand cu: h=(R+¢€,)/(R-¢€, ), coeficientul de rigiditate al firului,
rezulta: P=Qh/(h+1) (6.24)

Este evident faptul ca in acest caz rezulta P < Q, iar daca firul este perfect
flexibil si se neglijeaza frecarea din articulatie (7 = /) rezulta P = 0,5 Q.



119

6.6.4. Sistemul de scripeti macara — geamblac

(palanul simplu)

Sistemul de scripeti macara-geamblac (1ig.6.15) si palanul simplu (fig.6.16),
sunt doud sisteme asemanatoare, ele conducand la aceeasi relatie intre forta motoare
P si forta rezistenta Q.

Sistemul de scripeti macara-geamblac este frecvent utilizat in instalatiile de
foraj, el stand la baza realizarii dispozitivelor mecanice amplificatoare cu un raport
mare intre forta rezistentd Q (care reprezintd de exemplu greutatea garniturii de
prajini) si forta motoare P (care este forta de tractiune a troliului). Acest sistem este
alcatuit din doud mufle (grupe de scripeti) : o mufla fixa (geamblacul) formatd din
(n+1) scripeti ficsi (dintre care un scripete mort) si o mufla mobila formata din (n)
scripeti mobili (fig.6.15).

1) (2) (n’)

Scripete
mort

Mufla
fixa

Mufla
mobila

74
Fig.6.15

Aplicand relatia (6.22) pentru fiecare scripete se obtin respectiv relatiile:

(1')P=hS, sau Sl=§
(1)S, =hS| sau S{:%Zh—PZ

o p (6.26)
(2')S'=hS, sau S, =—=—

n h

5, P

(2)S,=hS, sau S
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S P
n')S  =hS sau S, =—L=
( ) n-1 n n h h2n—1
S _ P
n)S =hS sau S =—t=—
( ) n n n h h2n
Introducand relatiile (6.26) in (6.25) se obtine:
P B 1 1 1 H
=—O+—+—+..+ 6.27
h |:| h h2 h2n—1 |:| ( )
unde paranteza este suma unei progresii geometrice cu ratia I/4 (h > 1):
1
o =1+1+L+ + ! =l_ﬁ = h” -1
n h h2 h2n—l 1 : l (h _ 1) 2n-1
h
) th _1
deci: 9Q=P———— (6.28)
h(h-1)
sau, forta motoare P functie de Q este :
2n _
p=pl (" hf’ h 11) (6.29)

Daca se neglijeaza frecarile si rigiditatea firelor (se

face h sa tindd la 1) si aplicand teorema lui I’

Hospital se obtine expresia fortei motoare P 1in

functie de forta rezistentd si de numadrul scripetilor
5 mobili n:

mufla

™ mobild P=Q/2n (6.29")

Palanul simplu (fig. 6.16) se deosebeste de sistemul
macara-geamblac prin aceea cd nu mai are scripetele
mort, iar capatul cablului este legat de mufla fixa si
nu de pamant. Relatia dintre forta motoare P si cea
h*(h=1)
-1

Fig.6.16  rezistentd Q are aceeasi formi: P =0

6.6.5. Palanul exponential

Acest sistem de scripeti este alcatuit dintr-un scripete fix si n scripeti mobili
legati prin n cabluri ca 1n fig.6.17.

Daca se izoleaza fiecare scripete mobil (prin sectionarea firelor) se scriu
relatiile de echilibru:

* pentru scripetii mobili, folosind relatia (6.24):
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Poh+l T [h+l
........ (6.30)
h hof
n-1): s =—"1_g =H™m
( ) n-1 h+1 n=2 [Vl"'ll] Q
h h
: S =——8§ =
i s,=s =R Fo
* pentru scripetele fix, folosind relatia (6.22):
P=hL§,
Inlocuind in ultima relatie pe S, obtinut prin relatiile (6.30) se obtine:
hn+1
P=— 6.31
G e (631)

Daca se neglijeaza frecarile si rigiditatea firelor (se face h sa tinda spre 1) se

obtine expresia fortei motoare P 1in functie de forta rezistentda Q@ si de numarul
scripetilor mobili # : P=0/2" (6.31°)

VIS SE S S G S/ I

scripete
fix

I
Sr1—2

Fig.6.17




122

6.6.6. Scripetele diferential

Acest sistem de scripeti se mai numeste si macara diferentiala, $i este compus
dintr-un troliu si un scripete mobil avand raza O;4= (R+r)/2, peste care este trecut
un cablu (lant) continuu (fig.6.18). Neglijand frecarile si rigiditatea firului si izoland
scripetele mobil (prin sectionarea firelor) se scrie pentru acest caz, urmatoarea relatie
de echilibru:

§$=050
s1 urmatoarea relatie de momente fata de O;:
PR+SF-S[R=0
unde 1nlocuind valoarea lui S se obtine:
R-r
R 0 (6.32)
Prin alegerea convenabila a razelor troliului

R si r (facand diferenta R - r suficient de micd) este
posibil a se Invinge forte rezistente Q foarte mari,
folosind forte motoare P relativ mici.

6.7. Statica firului
6.7.1. Generalitati

Conceptul de fir presupune urmatoarele ipoteze:
* are o dimensiune (lungimea) mult mai mare decat celelalte doua ;
 este inextensibil, flexibil (poate lua orice forma fara a opune rezistentd);

* poate fi intins, este torsionabil si nu poate prelua sarcini de compresiune sau
incovoiere;

Exemple de fire: cabluri, lanturi, curele de transmisie, conductoare electrice, etc.
Principalele probleme ale staticii firelor sunt:
1. stabilirea formei de echilibru a acestora sub actiunea unor sarcini exterioare;

2. determinarea eforturilor interioare dintr-o sectiune oarecare a firului, sub
actiunea unor sarcini exterioare.

In ipotezele de flexibilitate si torsionabilitate a firului, se poate afirma ca in
orice sectiune a firului, torsorul de reducere este rezultatul unor sarcini exterioare
uniform distribuite sau concentrate (care actioneaza separat sau simultan asupra
firului) .
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6.7.2. Ecuatiile generale de echilibru ale firelor

Se considera o portiune de fir AB solicitata de o forta distribuitd de intensitate
p (aceasta forta distribuita liniar poate fi de exemplu: greutatea specifica a firului
material, a zapezii sau chiciurei de pe conductoarele electrice) (fig.6.19).

B In general, p este functie de coordonata

curbilinie s, adica:

p = pls)
Daca se face o sectiune imaginard in
punctul M al firului, atunci pentru a
restabili echilibrul firului, se introduc
fortele interioare: S care actioneazi in
M M sectiunea din stinga si —S care
actioneazd 1n sectiunea din dreapta
(numite si tensiuni din fir) (fig. 6.19).

Se studiaza in continuare echilibrul unui
arc de lungime elementara As = MM’

_S(s) S(s+4s) la .ale carui ex.tremlta‘gl M 51 MV
PAs | actioneaza respectiv fortele de legatura
M ’ (tensiunile din fir, fig. 6.19):

-S(s) si S(s+A4s).
bty S0 3 Sbrd)

Rezultanta fortelor exterioare care actioneazd pe arcul elementar p [As,
actioneaza la mijlocul distantei intre M si M’, iar ecuatiile de echilibru se scriu:

(217=0) ~S(s)+S(s+as)+pas=0 7

. - 6.33
(S 7,.(F)=0):  ~MMS(s)+ MM x (25 = OF (633
Impartind ecuatiile (6.33) cu As si ficand la limitd As — 0, avem respectiv:
i S BIES) P < :
M o/ \O p s - 6529
—lim xS ()t li M x P2 N
450 As E“-Asﬁo As E Q
’ 'Y Vi W’
Avem: lim M = lim Aﬂ = [lim (vers MM )EI] -T=-T,
45-0  Ag MM |MM' As MM

intrucat vectorul

la limitd cand As — 0, tinde catre un vector unitate tangent

la curba, adica versorul T al tangentei la curba in punctul M.

T nan ms
Intrucat lim EQM x P E— 0 , sistemul de ecuatii vectoriale (6.33”) devine:

As -0



—+p=0; TxS =0 (6.34)
ds

Intrucat , in general S # 0, din a doua relatie (6.34) se deduce ca tensiunea S
si versorul T sunt coliniare, sau S este tangenti la fir, adic a doua relatie (6.34) este
echivalenticu: S = ST (6.35)

unde cu S = S(s) s-a notat scalarul tensiunii S, care este totdeauna pozitiv,

firele nefiind supuse la compresiune.

Cu ajutorul primei ecuatii (6.34) si a ecuatiei (6.35) se rezolva orice problema
a firelor.

6.7.3. Ecuatiile de echilibru ale firelor in coordonate
carteziene

Se considerd un fir avand forma curbei AB raportati la sistemul de axe
carteziene Oxyz (fig.6.20). Se pot scrie expresile analitice ale vectorilor 7, T, §

astfel:

F=r(s)=x(s) + y(s)i +z(s)e (6.36)
rﬁiN=@=@74%+@k (6.37)
-0 Ag ds ds ds ds
S=Si+ S, j+ S k (6.38)
unde: ax _ cosa, @ _ =cos 3, dz _ cosy  sunt
ds ds ds

cosinusurile directoare ale tangentei T la curba (fir)
in raport cu sistemul de referinta ales.

Fig. 6.20
Ecuatia vectoriald (6.35) se scrie in proiectie pe axele de coordonate astfel:
S = S@,S B LA L (6.39)
ds ds ds
iar ecuatia vectoriala (6.34), tinand seama de relatia (6.35), capata forma vectoriala:
2 (st)+5=0 (6.40)
ds

care proiectata pe axele de coordonate carteziene se scrie:

A&l = d%@@ 4)d%&@pw (6.41)

ds[] ds[ ds[] d

Acesta este un sistem de trei ecuatii diferentiale cu patru functii necunoscute x
=x(s), y =y(s), z=2z(s) siS =S(s) definind forma de echilibru a firului si respectiv
tensiunea din fir.
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Intrucat intre cosinusurile directoare existi relatia cunoscuta:
X
R B LB 642
s OdsO [WsO

aceastd ecuatie impreund cu sistemul (6.41), formeaza un sistem de patru ecuatii
diferentiale cu patru functii necunoscute. Prin integrarea acestui sistem, apar
constantele de integrare care se determind din conditiile la limita (adica
coordonatele extremitatilor A si B ale firului, lungimea firului, sau tensiunile la
extremitatile A si B).

6.7.4. Ecuatiile de echilibru ale firului in coordonate

naturale

Versorii celor trei axe ortogonale ale
sistemului de coordonate naturale (Frenet) care se
considera 1n acest caz (fig.6.21) sunt:

* versorul tangentei T , considerat pozitiv in sensul
de crestere al arcului s = AM ;

* versorul normalei principale Vv, considerat
pozitiv daca este orientat spre centrul de curburd;

* versorul binormalei [3 are sensul pozitiv astfel
incat sistemul de versori in ordinea (T_ v, B) cu

originea in M sa formeze un triedru ortogonal
drept, adica: B =T xv

Fig. 6.21

Ecuatia vectoriald de echilibru (6.40) se mai scrie:

ds dtr

—T+S—+p= 6.43

ds ds P (6.43)
Tinand seama de prima formula a lui Frenet :

ar _ lv , (6.43%)

ds p

in care p este raza de curbura in punctul M a curbei I, si proiectand forta
distribuitd p dupa directiile triedrului Frenet ecuatia (6.43) se poate scrie:

ds 1 _ .
—T+S—Vv+pT+pV+p,B=0 (6.44)
ds p
ecuatie vectoriala care dupa cele trei axe Frenet, este echivalentd cu trei ecuatii
ds 1
scalare: e +p =0, SG-+p =0, p,=0 (6.45)
S p

Acestea reprezinta ecuatiile diferentiale generale de echilibru ale firului in
sistemul de coordonate Frenet. Se observa ca sarcina distribuitd p se afld in planul

oscuator al curbei, determinat de versorii (T,7).



126

Cazuri particulare
a) Daca forta distribuita este nula (p =0, sau p, = p, =p, =0) atunci sistemul

(6.45) devine: s =0 Si S - : (6.46)
ds p
Presupunand ca S # 0, aceste ecuatii conduc la relatiile:
S =constant;, p — (6.47)

adicd tensiunea este constanta, iar forma de echilibru a curbei (firului) este o linie
dreapta, ceea ce corespunde cazului de la legaturile cu fire ale punctelor materiale
sau rigidelor.

b) Daca p # 0 si frecarea este nuld (p, =0) atunci sistemul (6.45) devine:

as _ =00 S =const. (6.48)

ds

deci tensiunca din fir este constantd atunci cand nu existd frecare intre fir si
corpurile in contact (de exemplu tensiunile din cele doua ramuri ale firului, din
cazul scripetelui) .

¢) Daca p#0si frecarea nu este nuld (p, # 0) atuncicu p, =—uN; p, =-

si sistemul (6.45) devine:

d—S—/.lNZO;E—NZO (6.49)
ds o,

adica se obtin tocmai ecuatiile diferentiale (2.28) de la frecarea firelor.

6.7.5. Ecuatiile de echilibru ale firului omogen greu.

Lantisorul.
y Se considera firul suspendat in punctele A si
A B B, actionat exclusiv de greutatea proprie,
tensiunea p, uniform distribuita pe unitatea de
lungime.
Se alege sistemul de axe Oxyz astfel 1incat
P planul Oxy sa fie vertical (fig.6.22) si deci :
Oc > px=0 p,=-p, p:=0
z / X iar ecuatiile de echilibru (6.41) devin:
Fig. 6.22
dHS,dxH dBS,dyB_ dHS,dzH
0, 0, —I—[0 6.49’°
ds [ ds[] ds[] ds[ ds [ ds[] ( )
Integrand prima ecuatie avem:
dx =H(=constant); sau:S = Hﬁ (6.50)

dS dx
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unde S este componenta orizontala a tensiunii.
Introducand (6.50) in ecuatia a treia din (6.41°) se obtine:

dBHdZB=O sau H EH—B=O

ds[] dx[]
Intergrand de doua ori aceasta ultlma ecuatie se obtine:
dz

—=C, siz=Cx+C(,
dx

Punand conditiile la limita in A: x=0, z=0 si in B: x=L (arbitrar), z=0 se
obtine C;=C,=0, adicd z=0, ceea ce arata ca firul se afla in planul vertical Oxy.

In continuare se studiaza firul omogen greu in planul Oxy, urmarindu-se gisirea
ecuatiei curbei specifice numita /antisor. Introducand (6.50) in ecuatia a doua din
(6.41) se obtine:

A Y ), ARV P (6.51)

ds0 dx[] dsdix0 H
Notand @ _ y' ecuatia (6.51) devine: @ _P (6.51”)
dx ds H
unde ds =\/a')c2 +dy? = \/1 + 9" dx.
Prin urmare ecuatia (6.51°) devine:
Lzﬁ, sau: Y -2 (6.52)
dx,1+ y'2 H 1+ y'2 H
Facand notatia y' = shu (6.53)

se obtine:  y" =u' [thu
unde shu si chu sunt fuctiile hiperbolice cunoscute:

u ~u u ~u

e —e e ‘e

shu = chu = ,
2
iar ecuatia (6.52) devine: u' = % (6.54)
Integrand aceasta ecuatie diferentiala avem:
p " P
u=—x+C; —shB—x+CH 6.55
TR y =shigx+ Gl (6.55)
Integrand din nou aceasta ultimd ecuatie avem:
y=LeBP v v c b, (6.56)
p UH O

Notand H/p = a , marime ce are dimensiunea unei lungimi, rezultd ecuatia
unei curbe specifice, care se numeste lantisor si care reprezintd forma de echilibru
a unui fir omogen greu:
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y=a &h%wl @wz (6.57)

Raportand curba la un sistem particular de axe (fig. 6.23), axa Oy fiind
consideratd ca axa de simetrie, curba avand varful in y=a, si punand conditiile la
limita in punctul My

A x=0;, y=a
d (6.58)
y :_y:
dx
se obtine C,;=C,=0, iar relatia (6.57)
devine:
. y=alh™ (6.59)
a
care este ecuatia lantisorului de

Fig. 6.23
parametru a.

Pentru a determina tensiunea din fir S se foloseste relatia (6.50):

d : ; . A
S=H d_s , in care se inlocuieste: ds =+/1+ y"*dx si y' = shz, obtinandu-se:
x a

S = H——H 1+y? =H 1+sh2——HDth—
a

Notand: S = 7 ki hY  rezulta: S=py (6.60)

a a

Lungimea unui arc de lantisor masurata de la varful M, la un punct oarecare M
de abscisa x este:

s=[ds=[ 1+y'2dx:J' 1+sh2£dx:_[ch£dx
0 0 0 a 0 a
adica: s =a 3hY (6.61)
a
Lungimea totald a unui arc de lantisor este:

L=2aBh> (6.62)
a

6.7.6 Frecarea firelor

Se considera un disc circular fix, de razd R, pe care se afla infasurat cu frecare
un fir (u#0). Contactul se realizeaza pe arcul AjA, (fig. 6.24) avand unghiul la
centru 6, masurat in radiani. Firul este actionat la capete In A; si A,, respectiv de
fortele S,,S, (dacd tensiunile din fire respectd inegalitatea S, <S,, tendinta de

deplasare este de la A, spre A,).
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Se cere sa se determine S,,;, pentru ca firul sa alunece pe disc.

Pentru rezolvarea problemei se folosesc
ecuatiile (6.49) deduse pentru acest caz:

4 _ =0 S-n=0 (6.63)
ds p

Acest sistem conduce la ecuatia diferentiala:
as _ ué =0, (6.63")
ds p

Intrucat ds = Rd® ecuatia diferentiald (6.63)
se mai poate scrie:

' ds ds
' — =S 00 —=pdb 6.64
Fig. 6.24 40 K S H ( )
Integrand aceasta ecuatie rezulta:
S, dS a
— =U[dO O InS, —InS, =pa 6.65
Jl S u{ 2 1 =H (6.65)
sau: lni = ua O 5 et (6.66)
S, S,

Relatia (6.66) este cunoscuta ca formula lui Euler pentru frecarea firelor si ea
a mai fost obtinuta si pe alta cale la capitolul 2:

S, =8

2max

Din (6.66) se observa ca: S,>S; si depinde de coeficientul de frecare si unghiul
de Tmfasurare al firului pe disc.

Aplicatie:
Sistemul de franare cu banda

Se da sistemul de franare din fig. 6.25, unde se cunosc: G, a, b, r, R s1 U
coeficientul de frecare al firului pe disc. Se neglijeaza greutdtile discului si ale
parghiei de actionare.

Se cere: forta minima F,,;, pentru franarea discului.

Rezolvare:

Aplicand metoda izolarii corpurilor, se introduc fortele de legatura
corespunzatoare si se scriu ecuatiile de echilibru pentru fiecare corp (fig. 6.25):

» Corpul 1: Ecuatia de momente fata de punctul O;:
SM, =0: §IR+GF-S5,[R=0
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3n

Relatia lui Euler pentru frecarea firelor se scrie: S, < S,e*

! A _ CORPUL 1
v F
Ib V) a

4

Fig. 6.25 CORPUL 2

» Corpul 2: Ecuatia de momente fata de punctul O,:
>M,=0: S B-FLl=0

. . . a
Din ultima ecuatie avem: §; = ZF ,
care introdusa in primele doud ecuatii se obtine:

L FR+GHF-5,R=0

Sl

r

Dgzz_F+—G N

g b R

i 3n

HSZSEFW“

b
Inlocuind se obtine: FxL Glz GTTG
a
et -1

sau: F_ =L GL
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CAPITOLUL 7
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL

7.1. Generalitati

Cinematica studiaza miscarile mecanice ale punctelor materiale, sistemelor de
puncte, corpurilor solide sau ale sistemelor de corpuri, fara a lua in considerare masa
acestora, fortele si cuplurile care actioneaza asupra lor.

In cinematica se folosesc notiunile fundamentale de spatiu si timp si se face
ipoteza ca spatiul este absolut, euclidian si tridimensional, timpul este absolut,
continuu, unidimensional, independent de spatiu si de orice alta marime.

Notiunea de miscare este relativa, intrucdat se raporteaza la un sistem de
referintd (reper) care in general nu este fix, dar care poate fi presupus in mod
conventional, fix. In cazul reperelor mobile, miscarea se numeste relativd iar in
ipoteza ca sistemul de referinta este fix, migcarea se numeste absoluta.

Dacda nu se fac precizari suplimentare, miscarile care se vor studia in
continuare sunt considerate miscari absolute. Reperul fix se mai numeste si
preferential, deoarece din infinitatea de repere din Univers la care se poate raporta
miscarea unui sistem material, se alege sau se impune unul fix prin insdsi natura
problemei.

Miscarea unui punct material fatd de un reper fix este definitd atunci cand se
poate determina pozitia punctului la orice moment 7. In general, pozitia punctului
este cunoscutd dacd se cunoaste vectorul sdu de pozitie 7, fatd de originea O a
sistemului (reperului) considerat fix, ca o functie vectoriald de timp:

7=7(r). (7.1)
Functia vectoriala (7.1) in cazul problemelor studiate, trebuie sa fie continua,

uniforma (deoarece punctul material nu poate ocupa simultan doud pozitii in spatiu),
finita ca marime si derivabila de cel putin doua ori.

7.2. Traiectorie, viteza si acceleratie.

Elementele care caracterizeaza din punct de vedere cinematic miscarea unui
punct material sunt. traiectoria, viteza si acceleratia.

7.2.1. Traiectoria unui punct in miscare

Traiectoria este locul geometric al pozitiilor succesive ale punctului material
in spatiu, sau al pozitiilor succesive ale varfului vectorului de pozitie OA4 =77(t).

Notand cu 7, j, k versorii axelor sistemului de coordonate cartezian avem
(conform fig. 7.1): 7= (¢ )=x (e i+ () j+z(e )k, (7.2)



132

sau ecuatiile scalare echivalente (numite si ecuatiile parametrice ale traiectoriei):

xX=x@), y=y@®)., z=z(1) (7.3)
din care, prin eliminarea parametrului ¢ se obtin ecuatiile explicite ale traiectoriei.

In coordonate cilindrice, cele trei functii scalare
sunt: raza polara p, unghiul polar 0 si cota z, date
sub forma:

p=p(t)

0=0(t) (7.4)
y z=2z(t)
In general, daci se dau coordonatele ¢;, ¢> si g3 (care

determind biunivoc pozitia punctului), cunoasterea
vectorului de pozitie 17=17(z‘), echivaleazd cu

cunoasterea functiilor scalare g, ¢, si ¢; adicd
ecuatiile parametrice ale traiectoriei:

A () g1 =q.(1),
Fig. 7.2 q: = q2(1), (7.5)
g3 = qs3(t)

In unele probleme de cinematici se da traiectoria punctului (C). Daca aceasta
este o curba continua, rectificabila (avand 1n orice punct o tangentd unicd), miscarea
punctului material poate fi definitd printr-o singura ecuatie scalara, in felul urmator:
dacd se alege pe curbd un punct de origine 4, (fig. 7.2), pozitia punctului la un
moment dat pe curba (4 ), poate fi definitd prin valoarea s a arcului 4, A4. Pentru ca
sa existe o corespondentd biunivoca intre arcul s si pozitia punctului 4, este necesar
sd se stabileasca si un sens pozitiv de masurare a arcelor pe traiectorie; odata facuta
aceastd conventie, migscarea mobilului este complet definita daca se cunoaste legea
de variatie a arcului s in functie de timpul ¢ : s =5 (?) (7.6)

Ecuatia (7.6) se numeste ecuatia sau legea orara a migcarii.

7.2.2. Viteza unui punct in miscare

Doua mobile pot parcurge aceeasi
traiectorie dar cu viteze diferite, fapt
pentru care traiectoria nu este singura
caracteristica cinematica. Sa
consideram pe traiectoria unui punct (pe
curba C) doua pozitii vecine 4 si A; ,
corespunzdtoare momentelor ¢y, =¢ si ¢,
=t + A (fig. 7.3).

In acest caz avem cresterea sau variatia
vectorului de pozitie 7(2):
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AA =04, -04 =7(t+ A1) -7(r) = &F

arc(AA, )

iar marimea , masoard “iuteala” cu care punctul material parcurge arcul

AA,. Se defineste viteza medie v, , raportul:
vV o=— (7.7)

Se defineste viteza instantanee la momentul ¢ limita cand A¢ — 0 a raportului
(7.7):

v=lim—=%"= (7.8)
a0 Ay dt

Deci viteza unui punct la momentul ¢ este derivata in raport cu timpul a
vectorului de pozitie 7. In continuare se determind elementele caracteristice ale
vectorului vitezd instantanee notat cu 7 . Din relatia (7.8) deducem:

: ; 2 Ar
F=v=li Q:limA—’:Uimmimézfdj—S:fB, (7.9)
-0 N Azﬂo|Ar| 4-0 Ag  A-0 Af dt
2 A
deoarece: limﬁ_ =T, limu =1, lz'mé = ds =3s. (7.10)
Atﬂ0|Ar| a-0 Ag a-0 At dt

Relatia (7.9) este expresia analitica a vitezei sub forma intriseca $i exprima
faptul ca viteza este orientata totdeauna dupa tangenta la curba in punctul respectiv
iar valoarea scalara a ei, este derivata in raport cu timpul a legii orare a miscarii:

v=slT, s=v (7.11)

Ecuatia dimensionald a vitezei este: [v] =LT" (7.12)

. o o A . . i
Unitatea de masura in Sistemul International este m/s sau ms™".

7.2.3. Acceleratia unui punct in miscare

Considerand douad pozitii invecinate ale punctului material, 4 la momentul 7 s1
A; la momentul ¢, =¢ + At, vitezele corespunzdtoare celor doud pozitii vor fi v(?)si
respectiv, v (t1)=\7 (z‘ + At) si sunt orientate dupa tangentele in 4 si 4, la traiectorie
(fig. 7.4.). Diferenta vectorialda a celor doud viteze (fig. 7.4) Av =v(t)—-v(t+ At ),

reprezinta variatia vectoriala a vitezei in intervalul de timp Az

Ay
Raportul: a =— 7.13
p m At ( )

defineste acceleratia medie a punctului in
©) intervalul de timp At

Acceleratia instantanee la momentul ¢, a
punctului material este limita cand Ar - Oa

raportului (7.13):

a
m Fig.7.4
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a=lim===""=V =7 (7.14)

Din examinarea orientarii la limitd, a vectorului Av (si deci si a vectorului @)

se poate trage concluzia cd acceleratia instantanee este situata in planul oscular al
curbei in punctul A si ca este orientatd spre partea concava a curbei.

Ecuatia de dimensiuni a acceleratiei este: [a_] =LT™ (7.15)

. o o . oA . . 2 2
Unitatea de masura a acceleratiei in Sistemul International este: m/s” sau ms™.

7.2.4. Viteza si acceleratia unghiulara

In unele cazuri se poate preciza pozitia unui punct pe traiectorie cu ajutorul
unui unghi 6, ca de exemplu in miscarea circulara (fig. 7.5). Raportandu-ne la o axa
fixad se obtine unghiul razei vectoare ca o functie de timp:

0=6(t) (7.16)

Daca A si A; sunt doud pozitii succesive ale unui punct pe cercul cu centrul

in O (fig. 7.5) , viteza unghiulara medie este datd de raportul: w = % (7.17)

Q
y
AX
Fig.7.5 Fig.7.6
Viteza unghiulara instantanee este limita cand A¢ — 0a raportului (7.17):
w =1im20 =49 _¢ (7.18)
a0 At dt

unde variatia unghiului (fig. 7.5) este: A8 =0(t+ At)—0(t)

Acceleratia unghiulara se defineste analog cu acceleratia liniara (7.14):

e =lim2P =99 _ ¢ (7.19)
a-0 At dt
Ecuatiile de dimensiuni ale vitezei si acceleratiei unghiulare sunt:
[w]=7"; [ =T" (7.20)

iar unitatile de masurd pentru viteza §i acceleratia unghiulara in Sistemul
International sunt rad/s (s™), respectiv: rad/s’ (s°).
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7.2.5. Viteza si acceleratia areolara

Sunt cazuri cand este necesard definirea unei marimi care caracterizeaza
variatia ariei cuprinsa intre doud raze vectoare si arcul de traiectorie parcurs de un
punct A (fig. 7.6). Pentru un interval mic de timp Ar, se aproximeazd aria
triunghiului curbiliniu OAA, cu aria triunghiului OAA, corespunzator:

|
SRRy (7.21)
unde: |AF| =|As|=rAB, As=arc(A4,) deci avem: A4 = %rZAG
Viteza areolard medie este deci: Q = 24 lr2 46 (7.22)
At 2 A
Prin urmare viteza areolara instantanee se scrie:
Q= lim& =lim lr2 46 _ l,ﬁg’ (7.23)

a0 fp w02 A2

Acceleratia areolara este derivata in raport cu timpul a vitezei areolare:

' :%%(,ﬂé ) (7.24)

7.3. Studiul miscarii punctului material in diferite
sisteme de coordonate

7.3.1. Miscarea in sistemul cartezian

Fie un reper cartezian Oxyz, o curba (C) si un punct A(X,y,z) pe aceasta curba,
avand vectorul de pozitie 7 (fig.7.7) dat de relatia:

F=xi+yj+zk undex=x(1), y=y(t), z=z(t) sunt functii de timp.

Deci: x=x(1), y=y(t), z=z(t) reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei.
Reperul fiind considerat fix, derivatele versorilor axelor sunt nule:
i=j=k=0,
deci viteza punctului A fata de reperul dat are expresia:
V=F =X+ 3] +zk (7.25)
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Daca notam cu v,, v, s v, proiectiile vitezei v pe axele reperului dat rezulta:
V,=X, v, =, V. =z (7.26)

iar marimea (modulul) vitezei este dat de:
[Pl= v+ v v =+ 42 (7.27)

Unghiurile pe care le face v cu axele sistemului de coordonate sunt:

i; cos(\7,j_’)=l; cos(v,k )=

; z

cos(Vv,i ) =— — — (7.28)
v v g
Acceleratia punctului A fata de reperul dat are expresia:

a=v=r=Xi+jj+zk (7.29)

s1 daca notam cu a,, a, si a. proiectiile acceleratiei a pe axele reperului dat rezulta:
a, =x, a,=y, a, =z (7.30)

iar mirimea acceleratiei este: |a]= \/azx +a?, +at. =i+ P A (7.31)

Unghiurile pe care le face suportul lui a cu axele reperului dat sunt:

‘%; cos(a, ])_‘;.' cos(a,k)jé, (7.317)

Daca punctul material se mis ca in planul Oxy (fig. 7.8), atunci vectorul de
pozitie, viteza si acceleratia devin: =xi+)j;

P+ v, =k v =g W= A A ag(vi)= %

a=F=ii+jj; a =% a, =y [@=F+5; g@i)=>.

7.3.2. Miscarea in sistemul de coordonate cilindrice

In sistemul de coordonate cilindrice pozitia punctului A, (fig. 7.9.a) este
definita de vectorul de pozitie 7, care este determinat de coordonatele 6 (unghiul

cos(a,i)=

~N|-
I

<|

polar), p (raza polara) si z (cota). Cunoasterea miscarii punctului se reduce la
cunoasterea functiilor: p=p(t), 8 = 6t) si z = z(t) , care reprezinta de fapt
ecuatiile parametrice ale traiectoriei.

A’(p,8,0) Fig. 7.9.
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Directiile pe care se proiecteaza vectorul de pozitie 7 in acest caz, sunt:

a) directia razei polare OA’, caracterizata prin versorul #,,;
b) directia normala pe raza polara din planul xOy, caracterizata prin versorul i, ;

c) directia axei Oz, caracterizata prin versorul & .
Vectorul de pozitie 7 se scrie deci:

F=p+zk=pli, +z0k (7.35)

Se observi ci versorul & este constant (deci k= 0) si ceilalti doi versori u,si

i, sunt mobili. Proiectdnd i,si u, pe axele sistemului fix de versori 7, j (ca in
fig.7.9.b) se obtine :

u,=cos@ 0 +sin0 L]

_ _ (7.36)
u, =—sin@ 1 +cos@
Prin derivare in raport cu timpul, avem:
u, =—sin@ B D+ cosO B =011
’ - ’ (7.37)

t, =—cosO B D-sin0 BH=-01,
Conform definitiei si tindnd seama de (7.37), viteza punctului A se scrie:
V=F = pu, + pii, +zk = pu, + pBu, + zk (7.38)

Acceleratia punctului A se obtine derivand expresia (7.38):

pic, + pii, + pBu, + pbu, + pii, + 7k (7.39)

]|
|
<l
I
|
1

unde tinand seama de (7.37) si ordondnd termenii se obtine expresia
acceleratiei:

a=(p-p6 )i, + (206 + pbl, + k. (7.39)
Din ecuatiile (7.38) si (7.39°) se pot scrie componentele vitezei si acceleratiei
in coordonate cilindrice:

v,=p, v, =p8, v. =2, (7.40)

a,=p-po°, a,=pd +2p0, a =% (7.41)
precum si marimile vitezei si acceleratiei In coordonate cilindrice:

v=4p +p0° +2° (7.42)

a=1(p-p0°) + (o6 +206) +3° (7.43)

In cazul miscirii punctului material in planul coordonatelor polare p si 0 se

impun conditiile: z=0, v,=0, a,=0 , rezulta:

v,=p, v, =pb (7.44)

a,=p-p0°, a,=pbd+2p6 (7.45)
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7.3.3. Miscarea in sistemul de coordonate natural

Se stie ca triedrul natural (sau Frenet) este un sistem triortogonal mobil, cu
originea in punctul A (fig. 7.10) avand ca axe:

* tangenta la curba orientatd pozitiv in sensul de crestere a arcului s ( de la Ay la A)
al carui versor se noteaza cu T;

* normala principald (normala din planul osculator al curbei) orientata pozitiv spre
centrul de curbura al carei versor se noteaza cu U;

* binormala (normala perpendiculara pe planul format de versorii T si U sau
planul osculator) al cirei versor B se alege astfel incat versorii T, U, 3, (luati
in aceasta ordine) sa formeze un triedru drept.

(ORN

Plan osculator

Fig. 7.10

Sa presupunem ca traiectoria este data prin ecuatia vectoriala:

7 =7(s) (7.46)
unde s este arcul de curba, masurat de la un anumit punct A, al curbei,
considerat ca punct de origine a arcelor §i Intr-un anumit sens.

In aceste conditii miscarea este definita printr-o singura functie scalard numita
ecuatia orard a migcarii: s = s(t) (7.47)

Pentru determinarea componentelor vitezei si acceleratiei pe axele triedrului
Frenet se folosesc ecuatiile (7.46) si (7.47) si alte doud relatii cunoscute din
geometria diferentiala:

L 9

ds ds p

unde p este raza de curbura a traiectoriei in punctul considerat.
In baza relatiilor (7.48) si a definitiei vitezei avem:

\7:?=£=d—r§=§f (7.49)
dt ds dt
adica, componentele vitezei pe axele triedrului Frenet sunt:
V. =§=v, v, =0, vy =0. (7.50)

ceea ce conduce la concluzia ca viteza este dirijjatd dupa tangenta la curba, fapt
cunoscut de la paragraful 7.2.2, iar scalarul ei este v=35.
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Acceleratia se obtine derivand expresia vitezei:
e d N
a=y =—(ST)=ST +sT
dt
unde, inlocuind derivata versorului tangentei, conform formulelor (7.48):
,_dr _drt ds 1 _. s
T:—:—ﬁi—:—US:—U (7.51)
dt ds dt p p
expresia acceleratiei devine:

-2 2
G=5T+U=yT+—0U (7.52)
p p
Componentele acceleatiei sunt deci (fig.7.11):
-2 2
a =§=v, a, =2 =0 a, =0. (7.53)
p P
iar modulul acceleratiei este:
4
a=.a’+a = v—2+\>2 (7.54)
o)

Deci acceleratia este continuta 1n planul osculator al traiectoriei in punctul M.

Componenta a; se numeste acceleratie tangentiald, iar componenta a,,
acceleratie normala sau acceleratie centripeta (fiind totdeauna indreptata spre
centrul de curburd sau spre partea concavi a traiectoriei). In consecintd vectorul
acceleratie @ va fi indreptat totdeauna spre partea concava a traiectoriei.

Observatii:
1) Daca intr-un interval de timp a; = 0, atunci v = ct. $1 miscarea este uniforma.

2) Daca a; si v au acelasi semn, viteza creste in valoare absolutd si miscarea se
numeste accelerata §i daca a; $1 v au semne opuse, miscarea se numeste
intdrziatad.

3) Daca a; = constant, miscarea se numeste uniform variatd, ea fiind uniform
accelerata, daca a, [ > 0 s1 uniform intarziatd daca a, b <0.

4) Avem a, = 0 atunci cand 1/ p =0 (exceptand cazul v = 0 ), adica in punctele de
inflexiune ale traiectoriei sau cand traiectoria este o linie dreapta.

5) Avem a =0 daca a; = 0 si a, = 0, dar a, =0 conduce la 1/ p =0 adica miscarea
este rectilinie si uniforma cand a = 0.

7.3.4. Calculul razei de curbura a traiectoriei din
considerente cinematice

Expresia razei de curburd a treiectoriei se poate obtine tindnd seama ca
acceleratia se poate scrie in doud moduri:

4
|E|=\/)'c'2+j}72+22 sau |a|= /%+\>2,
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unde: Vi=xT+yt 42
Egaland cele doud expresii se obtine raza de curbura din considerente cinematice:

) ) /2
(xz +y2 +22)

g R e ) .
Un alt mod de a determina raza de curbura:
s-a aratat ca:
v=vT, a=a,ll+alT.
Inmultind vectorial cele doud expresii, avem:
vxa=vIX(a0+aT)=va,(TXU)+va (TXT)=va,f ZV—SE
3 3 P
Deci: |\7 ><c7| =Y sau p= Y unde, inlocuind in membrul drept

p >l

expresiile vitezei si acceleratiei, se obtine aceeasi relatie (7.55) a razei de curbura.

7.4. Miscari particulare ale punctului material

Pentru a studia unele miscari particulare ale punctului material, facem
precizarea cad prin conditii initiale la un moment dat ¢ = ¢, se intelege pozitia si
viteza la momentul ty: 7(t,)=7, , respectiv:  v(t,)=7(t,)=7,.

7.4.1. Miscarea rectilinie uniforma

Se numeste miscare rectilinie uniforma miscarea punctului a carui traiectorie
este o linie dreapta si viteza este constantd. Se alege sistemul de referintd cartezian
astfel incat axa Ox sa coincidad cu linia pe care are loc miscarea (fig.7.12). Prin
urmare, datele problemei sunt:

v, =constant = C;, y=0, z=10 (7.56)
Dar v _=C, =X siintegrand avem:

x=Ct+C, (7.57)
Constantele de integrare C; si C, se determina din conditiile initiale:
pentru:t=1¢ =0 avem x(0) =xy, v(0) = (7.58)
de unde rezulta vy = C; sixy) = C, si deci (7.57) devine:

X = Xxg + vt (7.59)

relatia (7.59) reprezinta ecuatia miscarii rectilinie uniforma.

y A X

Y|
Y

P
[x

© Aoy, A V. Fig. 7.12
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7.4.2. Miscarea rectilinie uniform variata

Un punct material are o miscare rectilinie uniform variata daca se deplaseaza
pe o linie dreapta si marimea acceleratiei sale este constantd. Se alege sistemul de
referintd caretezian astfel Incat axa Ox sd coincida cu linia pe care are loc migcarea
(fig.7.12). Prin urmare, datele problemei sunt:

a.=a=constant, y=0, z=10 (7.60)

Cum a, =%, rezultd ¥ =a siintegrand succesiv avem:

x=at+C, x=%a ?+Ct+C,. (7.61)
Conditiile initiale ale miscarii sunt:
pentru
t=0: x(0)=x,,  v(0)=x(0)=v,. (7.62)
care introduse 1n (7.61) se obtine: Cir=vy si Cy=x (7.63)
In acest caz relatiile (7.61) conduc la:
o legea miscarii:  x= %a t* +vit+x, (7.64)
* legeavitezei: v=at+v, (7.65)

In unele aplicatii este util s se exprime viteza v a punctului in functie de
abscisa x. Eliminand timpul ¢ din relatiile (7.64) si (7.65) se obtine:

_vV—v, _1 —voa V=V,
t= , X=—a +v, + X,
a a a
v =v?
iar dupa efectuarea calculelor se obtine: x =x, + 5 : (7.66)
a
de unde rezultd formula lui Galilei: v = \/voz +2a (x - xo) (7.67)

Daca mobilul pleaca din origine, fara viteza initiala (xo = 0, vy = 0) ecuatiile
(7.66) si (7.67) devin:

2
v

xX=— (7.68)
2a
v = \/ﬂ (7.69)

Ultima relatie este cunoscuta si sub numele de formula lui Toricelli.
Miscarile uniform variate pot fi:

* uniform accelerate, daca a, >0

* uniform intarziate dacd a, b <0.
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7.4.3. Miscarea circulara uniforma

Se numeste miscare circulara uniforma miscarea a carei traiectorie este un
cerc si viteza punctului este constanta ca marime.

Se presupunem ca punctul se gaseste la momentul initial in 4, , iar la un
moment dat ¢ se afla in A (fig. 7.13). Miscarea fiind uniforma, arcul 494 si unghiul 8
descris de raza O4 = R cresc proportional cu timpul 7, deci:

0= (7.70)

Viteza si acceleratia miscarii se determind calculand proiectiile pe axele
triedrului Frenet. Ecuatia orard fiind: s(¢)=arc(A,A)=RB(t)=Rwt conform

paragrafului 7.3.3. se obtin relatiile:
v=5=R6=Rw

1%

T

_§ _Rw _ (7.71)

O.

a =v=§

T 4 % p R

Se observa (din fig. 7.13) c@ in aceastd miscare acceleratia a are directia
normalei la cerc (razei).
T

Fig. 7.13 Fig. 7.14

In practica, de obicei se da numarul de rotatii pe minut sau turatia n (rot/min).
In acest caz viteza unghiulara w se calculeaza tinand seama ca intr-un minut unghiul
descris de raza OA este de 27w, deci Intr- o secunda raza OA va descrie unghiul:

w=""=10 (7.72)

7.4.4. Miscarea circulara neuniforma

In aceasta migcare unghiul 6 = 0 (?) este o functie neliniara oarecare, de timp.
Din definitia vitezei si a acceleratiei unghiulare avem:

w=8, e=w=6 (7.73)
iar ecuatia orard a miscarii (fig. 7.14):

s=s(t)=arc(4p4) =R O (1) (7.74)
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In acest caz, componentele vitezei si ale accceleratiei sunt:
v, =y=§=R0O = Rw,

) S 7.75
¢ =v=5=RE=Ro=Re; a =" =RY = pgy (7.75)

Marimea acceleratiei este deci:
@|=a=\a] +a’ =RJ@’ + ' =RV’ + ' (7.76)

si unghiul dintre vectorul acceleratiei si raza OA este:
a, _ W _ &
In figura 7.14 s-au desenat vectorii v si @ in miscarea circulara neuniforma.
Aceleasi expresii pentru viteza si acceleratie se deduc folosind sistemul de
coordonate cartezian, unde se considera:
x =R cos 6; y = R sin8 si se introduc in relatiile (7.27) si (7.31).

7.4.5. Miscarea pe o cicloida

Se studiaza miscarea unui punct M de pe periferia unei roti de razd R, care se
rostogoleste fard sa alunece pe un plan orizontal, roata fiind situatd intr-un plan
vertical xQOy, iar centrul rotii se deplaseaza uniform cu viteza v, (fig. 7.15)

3 |

Y

Fig. 7.15

Conditia de rostogolire fara alunecare se exprima prin egalitatea dintre distanta
OA si arcul AM: OA = arc (AM).

Deoarece: OA = vyt si arc (AM)=R 6, rezulta:vyt =R 0 sau: 0 = %t —wt

Coordonatele punctului M in functie de unghiul 8 sunt:
x=0M;=0A-MA=arc AM - A;M = RO- Rsin@=R (0-sin 6
y=MM=A4,A=AC-A4,C=R-Rcos =R (I - cos 0).
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Din geometria analiticd se stie cd acestea sunt ecuatiile parametrice ale
cicloidei. Inlocuind 8 =wx se obtine:

X =R (wx- sinax¥); y =R (I- coswx).
Componentele vitezei in acest caz sunt:
V. =Xx= Rw(l - coswt); v, =y =Rwsinwt (7.79)
iar componentele acceleratiei sunt:
a, =%=Rw’ sinwt, a, =y =Rw’ coswit. (7.80)
Din relatiile de mai sus rezultad cateva proprietati interesante ale vectorilor v si a.
Deoarece: AM :{xM —_xA)zT +(y, —yA)]_'_: —R sin wt ETTR(I — cos o)
V,=Xityj= Rw(l —coswz‘)ﬂ +Rwsinwt L.
Facand produsul scalar al celor doi vectori se obtine:
AM 3, =-R*wsinwt(l - coswr) + R*w(l — coswr)sinwt =0

Apoi, calculand modulele celor doi vectori:

\/R w’ 1 cosa)t) +R*0’ sin’ wt = Ra)\/l coswt) + sin® i,

M|_

|AM| = \/stinza)t+R2(1—cosaJt ’ :R\/I_COS(AJt)Z +sin’

rezulta deci : |\7M| = w|m| (7.81)

Analog avem:
MC=(x.-x, )i +(y,~y, )] =Rsinwtd+Rcoscwt ]
a = R’ sinwt [ + Rw* cos wrt [ = w* IMC
avem deci: |a |MC | (7.82)

Proprietati:
* Vectorul v,, este perpendicular tot timpul pe AM si proportional cu acesta,
factorul de proportionalitate fiind o,
» Vectorii @ si MC sunt coliniari, deci proiectiile lor sunt proportionale, factorul
de proportionalitate fiind .
Aceste proprietati arata ca:
* in ceea ce priveste vitezele, un punct de pe periferia rotii se comporta ca si cum

s-ar roti uniform cu viteza unghiulard w in jurul punctului A (numit si centrul
instantaneu al vitezelor),

* in ceea ce priveste acceleratiile, un punct de pe periferia rotii se comporta ca si
cum s-ar roti In jurul punctului C(numit si centrul instantaneu al acceleratiilor).
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7.4.6. Miscarea uniforma pe o elice

Se considera un punct material care se deplaseaza uniform pe o elice de pas p,
situatd pe un cilindru de raza R (fig. 7.16.a). Desfasurand cilindrul se observa ca daca
miscarea este uniformad, arcul de elice 4y4 creste proportional cu timpul, atunci arcul
de cerc ApA; siunghiul 8 = (4,04, ), cresc proportional cu timpul.

a
A p
X4 Ao 0O R A ) a l YA
9 ° <th—>‘
A, ~ 2TR _
y
a) Fig. 7.16 b)

Daca se noteaza: 6= «¥, atunci: x =R cos W, y=Rsin Q.
Cota z = 4;4 se determind din asemanarea celor doua triunghiuri din fig.

. R
7.16.b, adica: z sau z = p—wt
p 2MR 2
Prin urmare, ecuatiile parametrice ale elicei circulare sunt:
w
X=Rcoswt; y=Rsinwt, z= lzj—t. (7.83)
T

iar proiectiile vitezei pe axe sunt:

v =x=—-Rwsinwt, vy=j/=Ra)coswz‘, V. =z=

X

2
de unde rezultd marimea vitezei: ‘\7‘ =w,|R* + % . (7.84)

Proiectiile acceleratiei pe axe sunt:
a =X=-Rw’ coswt, a, =y=-Rw sinwt, a, =%=0.

de unde rezultd marimea vitezei acceleratiei : |c_z | = Rw’ (7.85)

Observatie

Pe baza acestor rezultate se poate calcula raza de curbura a elicei.

Intr-adevir, deoarece miscarea pe elice este uniforma, acceleratia se reduce la
o componentd normald. Dacd: a =a, =v*/ p si tindnd seama de expresiile (7.84) si
(7.85) gasite pentru a si v, rezulta:

szlR2+ pZH
]

2
4 0 Rw’ deunderezulti: p=R+ pz . (7.86)
p 41T°R
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Aplicatie

Se da mecanismul biela-manivela din figura 7.17 , unde se cunosc:
OA=r, AB=(, MB=(/3; ¢ =¢()=ws Secer
* ecuatiile parametrice si ecuatia explicita a curbei deschisa de punctul M in timpul
miscarii mecanismului
* componentele vitezei si acceleratiei punctului la momentul ¢ .

P N

y A

b Fig. 7.17

I N:
0 % o
% A VI ———

Rezolvare :
Se noteazd cu a unghiul OBA si avem :

w X

: . 3 ne_ L.
x,, =OM =rsm¢+5€cos0(; Yy =MM =§sm0(
Din teorema sinusurilor scrisa in triunghiul OAB avem:

2
. lo = .r O sina ="cosp; cosa :1/1—r—zcos2¢
Sln(90 —¢) sina 1 14

Prin urmare pentru punctul M , avem ecuatiile parametrice :
: 2 r
x=rsing +§«/€2—r200s2¢; y=§cos¢
3y

Eliminand parametrul ¢ (din a doua ecuatie) rezultd cos@ =—— si se obtine
r

ecuatia explicita a traiectoriei punctului M :
2
x=4r’ =9y’ + E«MZ -9y’
Componentele vitezei dupa cele doud axe sunt:

) 2 rsin -
x=w0rcos¢E+ ¢ i

3 JO = cos® ¢
Componentele acceleratiei dupa cele doud axe sunt:

2 _ 2 2 2 .2 ]

%= W Sin¢+£D4COSZ¢(€ ricos @ )—r’sin 2¢

6 \/(ﬁz—rzcoszqﬁf B

y= —%a)orsinqﬁ

y= —%wjrcosgb
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CAPITOLUL 8
DINAMICA PUNCTULUI MATERIAL

8.1. Generalitati

Dinamica punctului material studiaza miscarea acestuia, tinandu-se seama de
masa lui si fortele care actioneaza asupra lui. Problemele fundamentale ale dinamicii
punctului material sunt:

a) cunoscand fortele care actioneazd asupra punctului si conditiile initiale (pozitia si
viteza la momentul initial) se determind miscarea lui;

b) cunoscand miscarea punctului material (legea de miscare) se determind fortele
care actioneaza asupra lui (pentru a-i imprima aceasta miscare).

Datorita unor conditii impuse de practica, se mai intalnesc §i probleme mixte,
in care cunoscand anumite forte si anumite elemente ale miscarii, se cere sa se
determine celelalte forte si elemente ale miscarii.

8.2. Marimi mecanice fundamentale si derivate.

Sisteme de unitati de masura. Dimensiuni.

Pentru a studia variatia unei marimi mecanice oarecare, este necesara
compararea acesteia cu o marime invariantd si de aceeasi naturda. Aceastd marime se
numeste marime etalon.

Prin operatia de masurare se intelege asadar, compararea a unei marimi M
dintr-o clasa oarecare, cu o marime etalon U din aceeasi clasa, careia i s-a atribuit in
mod conventional valoarea unu (aceasta se mai numeste unitate de masura sau
etalon). Rezultatul masurarii este un numar » care arata de cate ori marimea M este
mai mare decat marimea etalon U:

n=M/U (8.1)
Numarul n care se obtine astfel este un numar abstract si se numeste valoare

numerica a marimii M. Marimea fizicd M se exprima deci sub forma unui produs
dintre valoarea numerica » si unitatea de masura U, adica:

M=nU. (8.2)
Din definitia operatiei de mdsurare, rezultd ca pentru a masura marimile
fizice, ar trebui sd avem tot atatea unitdti de masura diferite, cate marimi fizice avem.

In realitate insd, marimile fizice sunt legate intre ele prin legi si definitii, care
simplifica problema alegerii unitatilor etalon.

Marimile fizice alese ca etalon se numesc marimi fundamentale, iar unitatile
de masura corespunzatoare - unitati fundamentale. Celelalte marimi fizice, deduse
din marimile fundamentale pe baza legilor fizice si definitiilor, se numesc marimi
derivate, iar unitatile respective, unitati derivate.
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In mecanici sunt intalnite frecvent doud sisteme de unitdti de mdsurd:

a) sistemul fizic, cu marimile fundamentale: lungimea (1), timpul (t) si masa (m);

b) sistemul tehnic, cu marimile fundamentale: lungimea (1), timpul (1) si forta (F).

Dimensiunile marimilor fundamentale ale sistemului fizic sunt notate cu:

=2, [d=7. [n =m. (8.3)

In tara noastra s-a introdus Sistemul International de masuri si unitati (SI) care
are (Tn mecanicd) trei unitati fundamentale: metrul (m) pentru lungime, kilogramul
(kg) pentru masa si secunda (s) pentru timp si o unitate suplimentara, radianul (rad)
pentru unghiuri plane. Conform ultimelor definitii adoptate la Conferintele
internationale de masuri si greutati:

* metrul este definit ca lungimea egala cu 1 650 763,73 lungimi de unda in vid ale
radiatiel care corespunde tranzitiei intre nivelele 2p;, si 5ds ale atomului de
Kripton 86 (adoptat la a IX-a Conferintd generald de masuri si greutati din 1960,
rezolutia 6);

* kilogramul este masa prototipului international de platind iridiata (adoptat Tn anul
1889 la a Ill-a Conferintd generald de masuri si greutdti) pastrat la Sevres in
Franta;

* secunda este durata de 9 192 631 770 perioade ale radiatiei corespunzatoare
tranzitiei intre cele doua nivele hiperfine ale starii fundamentale ale atomului de

Cesiu 133. (adoptata la a XIII-a Conferintd generald de masuri si greutati din
1967, rezolutia 1).

Principalele unitati derivate folosite in mecanica, sunt:

* unitatea de fortd este newtonul (N) si reprezintd forta care imprima unei mase de
1 kg o acceleratie de 1 m/s™ IN=1 Kgm s~ ;

Legatura dintre kilogramul forta si newton se stabileste din expresia fortei de
greutate: G =mg, 1kgf=1kg 9,81 m/s’ =98I N;

* unitatea de lucru mecanic este joule-ul (J), care reprezintd lucrul mecanic
efectuat de o fortd de / N ce se deplaseaza cu / m pe propriul sau suport:
J=1Kg m’ S'Z;

* unitatea pentru putere este watt-ul (W), care reprezinta un lucru mecanic de 7J
efectuat intr-o secundd: / W=1Kgm’s7;

Unitatile derivate se pot exprima prin relatii matematice simple cu ajutorul
unitdtilor fundamentale. O asemenea relatie se numeste ecuatie de dimensiuni a
marimii respective.

Ecuatia de dimensiuni a unei marimi derivate D are urmdtoarea forma in
Sistemul International (SI):

[D] =L MP TV (8.4)
unde a, B y pot fi numere intregi, fractionare, pozitive, negative sau chiar
nule.
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De exemplu:-aria : [A] =L’
-viteza ] = LT'
-acceleratia: [a] =LT’
forta  : [F] =MLT?

~lucrul mecanic : [L,] =ML’T?

Prin urmare, daca o marime oarecare A este definita prin relatia 4 = B C, iar
ecuatiile de dimensiuni ale marimilor B si C sunt:

[B]=romPrv ;[ =r12M"T"
atunci ecuatia de dimensiuni ale marimii A va fi:
[4] = Lo P v (8.5)
in mod analog, daca o marime oarecare A este definita prin relatia A=B / C avem:
[4] = L7 Mo (8.6)

Legile fizicii exprima in general, egalitati intre marimile fizice. Orice egalitate
intre doud marimi fizice are sens numai atunci cand dimensiunile termenilor din
egalitate sunt aceleasi. Egalitatea din punct de vedere al dimensiunilor, constituie
omogenitatea relatiei din punct de vedere mecanic, care exprima faptul ca daca intre
mai multe marimi exista o relatie de forma:

A= 4 (8.7)

atunci trebuie ca atat A cat si toti termenii 4; (i = 1,2,.....n) sa aiba aceeasi ecuatie
dimensionala, adica: [A] =[A :[ AJ =.. A] . (8.8)

8.3. Principiul fundamental al dinamicii

in afara principiilor enuntate anterior (principiul inertiei sau Legea 1 a
Mecanicii, principiul actiunii §i reactiunii sau Legea a Ill-a a Mecanicii, $§i
principiul paralelogramului) se admite in Mecanica si principiul fundamental al
dinamicii (sau Legea a Il-a) sau principiul independentei actiunii fortelor.

Acest principiu a fost mentionat de Galilei §i formulat prima datd de Newton
astfel: “‘acceleratia unui corp este proportionala cu forta motoare aplicata §i este
indreptata in directia si sensul dupa care actioneaza forta’’ .

Newton a numit acest principiu Legea a Il a Mecanicii, la baza acestuia stand
o serie de determiniri experimentale. In comentariul acestei legi, Newton arati ci
daca o forta data produce o acceleratie a, o forta dubla va produce o acceleratie 2a si
asa mai departe, indiferent dacad cea de-a doua fortd este aplicata, ’’laolalta si
deodatd’’ sau ’’treptat si succesiv’’.

Pornind de la aceastd observatie, Newton a introdus notiunea de masa, ca

raportul dintre mirimea fortei F si cea a acceleratiei @ imprimati corpului de forta
F, adica |F|/|a| = m.
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Ecuatia fundamentald a dinamicii se scrie sub forma:
mr (8.9)

F =ma sau F

sau sub forma: F = %(mi) (8.9%)

Newton a mai constat ca daca asupra unui corp care se misca cu acceleratia a

se aplica o fortd F, =ma,, acceleratia @ se va aduna algebric cu acceleratia @, in
cazul in care directiile celor doud acceleratii coincid; in cazul in care directiile lor
sunt diferite, acceleratiile se compun geometric.

Comentariul principiului al doilea cuprinde astfel si principiul paralelogra-
mului fortelor: "cdnd asupra unui punct material actioneaza simultan doua forte
avand directii diferite, efectul este acelasi ca in cazul cdnd asupra punctului ar
actiona o singurd forta (numita rezultanta) care are marimea, directia si sensul date
de diagonala paralelogramului avand drept laturi fortele considerate”.

Acest comentariu este cunoscut su numele de corolarul I al lui Newton, dar de
fapt el reprezinta un principiu.

Pentru enuntarea legilor Mecanicii de mai sus, Newton a folosit urmatoarele
ipoteze simplificatoare:

a) notiunea de corp material reprezinta de fapt punctul material ;
b) miscarea se raporteaza la un sistem de referinta presupus fix.

In ecuatia (8.9), masa m apare ca un coeficient invariabil, atasat particulei
materiale si caracterizeaza cantitatea de materie continuta de ea. Pentru o fortd data
F, cu cAt masa este mai mare cu atat accceleratia, sau abaterea de la miscarea
rectilinie si uniforma a particulei, este mai mica. Masa m caracterizeaza deci
proprietatea de inertie a particulei materiale.

Masa corpurilor de la suprafata Pamantului se determind cu ajutorul balantei,
iar pentru corpurile ceresti, ea se determina tinand seama de ecuatia (8.9) si de
principiul atractiei universale.

In general forta F se determini experimental indirect, si anume prin
determiarea acceleratiei (de exemplu forta de greutate, prin masurarea acceleratiei g
in cazul caderii libere a unui corp). De cele mai multe ori insd, forta ' se va adopta
din consideratii teoretice, urmand ca dupa analiza modelului mecanic construit astfel,
sa se determine exact, prin compararea rezultatelor teoretice cu cele obtinute
experimental.

In dinamica se admite ca forta F , depinde explicit de vectorul de pozitie 7,
de vectorul vitezd v =7 si de timpul ¢, adica:

F=F(, v, 1) (8.10)

In particular daca forta F nu depinde de toti parametrii (77 , v, t), in functie de

natura fenomenului ea are urmatoarele expresii particulare:

F=G=mg - forta de greutate, (8.11)
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F =—kr - forta elastica, (8.12)

— M r M

F=-f niz d}:— =-f n; ¥ - forta atractiei universale, (8.13)
F=R=-Cr=-Cv - forta de rezistenta a aerului, (8.14)
F=R=-¢ QV|)|:T| - forta de rezistenta, in general. (8.15)

unde : &, f si C sunt constante.

8.4. Ecuatiile diferentiale ale miscarii punctului

material liber si integrarea lor.

Ecuatia diferentiald a miscarii, scrisd sub forma vectoriala (8.9), tinand seama
de (8.10), este:

mi = F(F 1) (8.16)
unde F este rezultanta tuturor fortelor aplicate punctului material.

Proiectand aceasta ecuatie pe un sistem de axe ales, se obtin trei ecuatii
scalare, astfel:

a) in sistemul cartezian: m a, =X mi=X
m a,=Y sau my=Y (8.17)
ma,=272 mzi=27
b) in sistemul Frenet:  ma, =F, my=F
2
ma, = F, sau mv—=Fv (8.18)
o)
mag = F, 0=F,
c) in sistemul cilindric:  ma, =F, m(r - r92)= F,
ma, =F, sau m(r9'+27>9.)=F€ (8.19)
ma, =F, mz=F

d) in sistemul polar (in plan):

— S, VI
ma,=F, sau m(r ro )—Fp
=F, m(r@ +2?9)=Fe
In general integrarea ecuatiilor diferentiale ale miscarii se face in acelasi mod
pentru toate sistemele de coordonate folosite. In continuare vom integra numai
sistemul de ecuatii diferentiale in coordonatele carteziene (8.17). Aceasta reprezinta
rezolvarea primei probleme a dinamicii: cand se cunosc fortele care actioneaza

asupra punctului material (ca naturd, suport, sens §i marime) si se cere sd se
stabileasca miscarea punctului material.

(8.20)

ma,
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Sistemul de ecuatii diferentiale ale miscdrii Tn coordonate carteziene se scrie
astfel:

mi =X (x, y,z;%, . 21)
myp =Y(x,y,z:%, 3, 2:t) (8.21)
mz =Z(x,y,2;%,9,2:1)
Acest sistem reprezintd un sistem de trei ecuatii diferentiale de ordinul doi,
necunoscutele fiind :

x=x(@); y=y@®; z=z(1) (8.22)
Pentru a determina complet miscarea, trebuie sa fie cunoscute conditiile initiale:
* pozitia initiala M, (x,, y,, z,) a punctului prin vectorul de pozitie OM, = r,
« viteza sa initiald la momentul r=t,, 7(s,)=¥, sauin proiectii pe axe:
x(t0 )=x0 )'c(to )= V.
v)=r s 3=, (8.23)
Z(Ifo)=zO Z(IO)=VOZ
unde: xy, ¥y, zp sunt coordonatele pozitiei initiale M,,
Vow Vo Vo Sunt proiectiile pe axe ale vitezei initiale v, .
In teoria ecuatiilor diferentiale sunt date teoreme de existentd si unicitate a
solutiilor. Integralele generale (solutia generald) ale sistemului (8.21) sunt de forma:
x=x( Cy .. Cg
y=y(t Cy .., Cy (8.24)
z=z(t Cy, ..., Cg
unde C; (i=1,2,...,6) sunt constante arbitrare de integrare, care se determina cu
ajutorul conditiilor initiale (8.23).
Derivand in raport cu timpul ecuatiile (8.24) se obtin vitezele:
v =x=x(t,C.C,....C,),
v, =3=3(C.C,....C,) (8.25)
v =2=:(tC.C,....C,)
Introducand conditiile initiale (8.23) in ecuatiile (8.24) si (8.25) se obtin relatiile:
x, =x(t,.C.C,...C.) v, =x(,C.C,...C)
v, =(t,,C,.C, C) vy, = 9(,.CCo C) (8.26)
z,=2(¢,C.C.,...C) v, =2(t,,C.Co, .Co)
care reprezintd un sistem de sase ecuatii cu sase necunoscute: constantele de
integrare C, ...Cy, ;
Rezolvand se obtin C;,..., Cs 1n functie de conditiile initiale date:
C; = C (to, X0, Yo, 2o, Vox Vo Vo2)
C, = G, (ty, X0, Yo, Zo, Vow Voy Vo2



.................................................... (8.27)
Cs = Cs (to, X0, Yo, Zo, Vox, Voy Voz)
care introduse in solutia generald (8.24) se obtine solutia particulara cautata:
X =X (t, ty, X0, Yo, Zo» Vow Voy Voo
Y=Y (1 ty X0, Yo, Zo, Vow Vo Vo) (8.28)
z =z (1, ty, X0, Yo, Zo, Voo Voy Voz)
Acestea reprezinta ecuatiile parametrice ale traiectoriei punctului material.
Eliminand parametrul ¢ din aceste ecuatii se obtin ecuatiile implicite ale
traiectoriei: F(x,y,z) =0; G(x,y,z) =0 (8.29)
Daca se introduc relatiile (8.27) in (8.25) se obtin expresiile vitezelor in
functie de timpul 7 si de conditiile initiale (8.23):

X = x(t’tO’XO’yO’ZO’VOX’VOy’VOZ)

y :y(t’tO’xO’yO’ZO’VOX’VOy’VOZ)

z= Z(t,to,xo,yo,zo,vo)c,vo},,v()z)

In cazul miscarii punctului material intr-un plan (de exemplu xOy) procedand
analog, se obtine solutia particulara sub forma parametrica:

X =X (1, to, Xo, Yo, Zo, Vo Voy, ) (8.30)
Yy =y (L to, Xo, Yo, Zo, Vo Voy, )
In cazul celei de-a doua probleme a dinamicii (problema inversd), cand se
cunoaste legea de miscare, adica relatia vectoriala a traiectoriei:
F=7() (8.31)

si se cere forta F care produce aceastd miscare, se deriveaza de doud ori relatia
vectoriald (8.31) si se introduce rezultatul obtinut in ecuatia fundamentala a

dinamicii, obtinandu-se: F = F (7, v, t)=m#

8.5. Miscarea punctului material greu in camp

gravitational neglijand rezistenta aerului.

Un exemplu de miscare a unui punct matarial liber este miscarea unui corp de
greutate G si dimensiuni neglijabile, lansat la suprafata Pamantului dintr-un punct O,
cu viteza initiald v, a carei directie face cu planul orizontal unghiul a.

In cazul vitezelor mici, cand traiectoria efectuatd se afld intr-un domeniu
restrans (atat ca suprafatd cat si ca altitudine, comparativ cu dimensiunile globului
pamantesc) se poate neglija rezistenta aerului si variatia greutdtii punctului material
ca intensitate (cu altitudinea) si ca directie, deci singura fortd care actioneaza este
greutatea G , constanti ca mirime si directie. Alegand sistemul de axe de coordonate
cartezian Oxyz, cu planul Oxy vertical, astfel incat sa contina atit viteza v, cat si

greutatea G a corpului, ecuatia fundamentala a dinamicii se scrie:



154

F=G=mg (8.32)
Considerand punctul material la un moment ¢ oarecare, situat in M pe

traiectoria sa (fig. 8.1) si tindnd seama de (8.32), ecuatia fundamentald a dinamicii se
scrie: mr=mg sau F=g. (8.33)
care proiectata pe cele trei axe conduce la :
=0, y=-g, =0 (8.34)
Integrand succcesiv sistemul de ecuatii diferentiale (8.34) 1n raport cu timpul,
se obtine solutia generala:
x=C, y=-gt+C,, z=C,

£ (8.35)
x=Ct+C,, y =—gE+C2t+C5, z=Ct+C,

Conditiile initiale pozitia 1 viteza la momentul ¢ = 0) sunt:

x(0)=x, =0, »(0)=y,=0, 2(0)=2z,=0
: . . , (8.36)
V,, = x(O) =v,cosd, v, = y(O) =vy,sind, Vv, = Z(O) =0
y A Vi - B Vg

Fig. 8.1

Introducand conditiile (8.36) in solutiile generale (8.35) se obtine sistemul:

0=0+C, 0=0+0+C,, 0=0+C,

. (8.37)
v,cosa =C,, v,sina =0+C,, 0=C,
care rezolvat conduce la urmatoarele constante de integrare:
C] = vy cosq, Cg =V Sina, C3 = C4 = C5 = C6 =0 (838)
Introducand valorile (8.38) in (8.35) se obtine solutia particulara ciutata:

2

x=(v, cosal, ¥ =—%+(v0 sina ), z=0 (8.39)

Ecuatia z = 0 arata ca traiectoria descrisa de punctul material este situatd in
planul vertical (Oxy) care contine vectorul v,. In continuare intereseazd numai
primele doua ecuatii din (8.39).
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Eliminand timpul din ecuatiile (8.39) se gaseste ecuatia traietoriei sub forma
expliciti: y=-——5——x* +x[ga. (8.40)
2v, cos” a
ecuatie ce reprezintd o parabola cu axa de simetrie verticala (fig. 8.1).
In continuare, se obtin diferite elemente caracteristice ale acestei miscari:
» distanta OA dintre punctul de lansare O si punctul A unde traiectoria intlneste
din nou axa Ox, numita bdtaie si care se obtine facand y = 0 1n ecuatia (8.40):
2 .
v, sin2a
= (8.41)
g

Se observd modul cum depinde bataia de viteza initiala v, si de unghiul a: de

exemplu, daca v, este constantd, O4 devine maxima pentru (sin 2a)uum , adica
2

04

pentru sin 2a = 1, sau a = 45 °, adica: (OA)W =% (8.42)
g
* inaltimea maxima atinsa de mobil, care se obtine din conditia:
d
—y=——2 & —2x+iga =0
dx 2v, cos” a

de unde se deduce abscisa punctului B de inaltime maxima:
_ v sin2a

2e (8.43)

B

Se mai observa ca x, =OB, = % datoritd proprietdtilor de simetrie ale
parabolei. Ordonata punctului B (sau 1ndltimea maxima) se obtine Inlocuind (8.43)
v sina (8.44)

2g
Evident, indltimea maxima depinde de viteza v, si de unghiul a, ca si bataia,

atingand valoarea maximi (la acelasi vy) pentru sin a = I, adicd a = 90°, adica
2

in(8.40): y =BB=

pentru lansarea pe verticald, cand se obtine: (BIB)M = ;—0 (8.45)
g
Din relatia (8.39) se deduc, prin derivare, relatiile:
X=v,cosq; y=-gt+vy, sind, z=0. (8.46)
deci:
v =%+ +2 = v} —2gy (8.47)

Expresia (8.47) arata ca in doud puncte M s1 N de aceeasi indltime y viteza
este aceeasi ca marime (vy, = vy) (fig.8.1). In ceea ce priveste directiile celor doua
viteze, vectorii vy, si vy sunt egal inclinati fatd de axa Ox (ay = ay), datorita
proprietatilor de simetrie a punctelor M si N fatd de verticala punctului de Tnaltime
maxima.
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8.6. Miscarea punctului material greu cand se tine
seama de rezistenta aerului.

Rezultatele obtinute la problema precedentd (in ipoteza unui punct material
care se misca la suprafata Pamantului, fara rezistenta aerului) sunt aproximative,
deoarece rezistenta pe care o opune aerul in timpul miscarii influenteaza mult
miscarea lui.

In general, la miscarea punctului material in mediu rezistent (care poate fi

aerul, apa sau alt lichid sau fluid) asupra lui actioneaza o forta rezistenta care are
aceeasi directie cu cea a vitezei §i sens contrar acesteia.

<l

Notand cu R forta rezistentd, cu v viteza si cu T = |T versorul vitezei, avem:
v
R=-f()5 /o|=-f(v)T (8.48)
In general functia de vitezi f{v), din forta de rezistentd a aerului are expresia:
F(v)=kmv". (8.49)

Valorile exponentului #n se determind experimental si depind de valoarea
vitezei (de exemplu la viteze mari n creste). De exemplu:

* pentru v<12p )=k,
s

e pentru 12 <v<2502 0 )=k .
s s

Valorile coeficientului k& depind si de forma (aerodinamica a) corpului.

In acest caz, ecuatiile diferentiale ale miscarii devin neliniare si se integreaza
destul de anevoios, folosindu-se de obicei metode aproximative.

8.6.1.Miscarea punctului material aruncat vertical in aer
Se considera miscarea ascendenta a unui punct material de masa m aruncat pe
verticala in sus cu viteza initialdv, (fig. 8.2). Se admite cd viteza este suficient de
mica, incat sd se poatd lua conform (8.50) pentru forta de rezistentd a aerului
expresia: R =—kmv (8.50)
Se alege axa Ox in sensul miscarii, cu originea
in pozitia initiala (fig.8.2).
Ecuatia diferentiala a miscarii se scrie :
mxX =-mg — kmx
sau dupa simplificarea cu m:
X+kx=-g. (8.51)

Pentru ecuatia omogena X +kx =0,

se incercd o solutie de forma:x = C € si se obtine
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ecuatia caracteristicd: > +kr =0, cu radicinile: r =0, r,=—k

Solutia generala a ecuatiei omogene se scrie astfel:

x, =Ce" +Ce* =C +Ce™", (8.52)
O solutie particulara a ecuatiei neomogene (8.51) este:
x,=—gt/k (8.53)
Solutia generald a ecuatiei diferentiale neomogene (8.51) se scrie deci sub
forma: x=x, +x, =C +Ce™ -5 (8.54)
k
Derivand 1n raport cu timpul relatia (8.54) se obtine legea vitezei:
i=-Cke™ —% (8.55)
Daci se introduc conditiile initiale pentru 7 =0: x(0)=0, x(0)=v,, (8.56)
in relatiile (8.54) si (8.55), se obtin constantele de integrare C; si C»:
+ +
Cl:gkzkvo, CZ:—gk—fcvo_
Legea de migcare in acest caz este:
+
x(t)=% ZkVO (1-e*)-£4 (8.57)
k k
) . : ) gthkv, 4. g ,
iar legea vitezei se scrie: v(t)= e == (8.57°)

k k

Punand conditia din punctul A, corespunzatoare inaltimii maxime X, = h
unde viteza se anuleazd, din expresia vitezei rezulta timpul z4 scurs de la lansare

+kv, _ 1 + kv
0= 5 gy = T (8.58)

k k k g
Inlocuind ¢, in legea de miscare (8.57) rezulti inaltimea maxima:
v +kv
-2 - % n&%
k k g

Miscarea descendenta se studiaza analog. Viteza cu care punctul atinge solul
este evident mai mica decét viteza initiald vy.

pana la oprire :

xmax = h =

(8.59)

8.6.2. Miscarea punctului material aruncat oblic in aer.
Se considerd punctul material de masa m, aruncat oblic cu viteza v, inclinata
cu unghiul a fata de orizontala (fig. 8.3).

Alegand convenabil sistemul de axe de coordonate cartezian Oxyz, cu planul
Oxy vertical, astfel incat sd contina viteza v, si greutatea G a corpului, singurele

forte ce actioneaza asupra punctului material sunt greutatea G si forta de rezistenta a
aerului R . Ecuatia fundamentald a dinamicii se scrie: ~ mr = F + R



B Traiectoria in vid

Admitand ca viteza este suficient de micd, atunci conform (8.50), se poate lua
pentru forta de rezistenta a aerului: R = —kmv si descompunand R in componentele
sale dupa axele de coordonate:

R =—km x; R =—kmy; R =0 (8.60)
atunci ecuatiile diferentiale ale miscarii In proiectie pe cele trei axe sunt:

mX =—kmx X+kx=0

my =—kmy—mg  sau y+ky=-g (8.61)

mz =0 Z=0

Ecuatia caracteristicaA corespunzatoare primelor doud ecuatii omogene
reprezentate de (8.61) este #° + kr =0 avand solutiile: », =0 §i r,=-k.

Tinadnd seama de rezultatele obtinute in paragraful anterior, solutiile generale
ale ecuatiilor (8.61), adica ecuatiile parametrice ale traiectoriei, sunt:

x=C +Ce"; y=C +Ce™ - %z; z=C, +C,t (8.62)
prin derivare rezulta vitezele

i=—kCe™; y=-kCe™ - %- z=C, (8.62°)

Conditiile initiale (pozitia si viteza punctului pentru 7=0) sunt :

x(0)=0 0)=0 z(0)=0

xEO% =y, cosq, y)(/(g))Z v, sind. ZEO; =0. (8.63)

si dacd se introduc in ecuatiile (8.62) si ( 8.62”) se obtin constantele de integrare:

_v,cosa _v,cos _g+hkv, sina
CEe o ST ST e
+ :
c4:_gkz_ozsma, C.=C =0

Ecuatiile (8.62) devin:
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] _ Y cos a (1 ot )

0 orhns

Ey=§——%%ﬁzg@—e“)—%n (8.64)
0

Oz=0

]

Acestea sunt ecuatiile parametrice ale migcarii punctului material greu
aruncat oblic in aer. Se observa cd traiectoria punctului este cuprinsa in planul Oxy,
determinat de viteza initiald v,, greutatea G i forta de rezistentd a aeruluiR .

Eliminand timpul din primele doud ecuatii (8.64) se obtine ecuatia traiectoriei sub
forma explicita:

y:x@ga +L+§ In _L (8.65)
kv,cosa k v, cosa

Se observa ca curba traiectoriei admite o asimptota verticald a carei ecuatie se
deduce cand ¢t - o in ecuatiile parametrice (8.64):
_v,cosa
F k °
Prin derivarea relatiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:

X=X

X =v,cosa e,
j= g +tkv, sina ot (8.60)
k

Punidnd conditia » =0, se gaseste punctul de indltime maxima D al

-£; z=0
k

traiectoriei.
Deci timpul necesar deplasarii din O in D este:

1 + kv, sina
t, =—Ip £ 0T (8.67)
k g
Inlocuind in expresia (8.64) se obtine:
* indltimea maxima a traiectoriei:
v, sind +kv sina
Vo Sy = 2D - 8 gy 8T T (8.68)
k k g
* abscisa corespunzatoare este :
2 - 2 .
v, sind cos v, sin2a
X, =X, = = . (8.69)

g thkv,sina - 2(g + kv, sina)’
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8.7. Dinamica punctului material supus la legaturi

Asa cum am vazut in capitolul 2, un punct material aflat in echilibru este supus
la legaturi daci i se impun anumite restrictii geometrice. In cazul dinamicii,
existenta legaturilor obligd punctul material s ramana tot timpul miscarii lui pe o
curba f(x,y,z)=0, g(x,y,z)=0, sau pe o suprafata /(x,y,z)=0. Punctul material supus
legdturilor pierde din numarul gradelor de libertate cinematica pe care le are cand
este liber (trei).

Legaturile punctului material pot fi:

* bilaterale, daca acesta nu poate parasi curba sau suprafata oricare ar fi fortele care
actioneaza asupra lui. De exemplu, se poate realiza o legatura bilaterald daca o
bild este obligata sa se deplaseze in interiorul unui tub circular de diametru egal
diametrul bilei (in limitele unor tolerante de alunecare, fig. 8.4.a)

* unilaterale, daca acesta nu poate parasi curba sau suprafata decat intr-un singur
sens. De exemplu, se poate realiza legatura unilaterald daca punctul material este
legat cu un fir inextensibil (fig. 8.4,b) sau daca este obligat sa se deplaseze pe
suprafata exterioara sau interioara a unui cilindru (fig. 8.4.c ,d).

In studiul dinamicii punctului material supus la legituri, ca si in staticd, se
aplicd axioma legaturilor, inlocuindu-se legatura cu o forta de legatura (sau
reactiune) si se trateaza In continuare problema ca si in cazul punctului material
liber, aplicand ecuatia fundamentala a dinamicii in care apare rezultanta fortelor date
si de legatura.

In dinamica punctului material supus la legituri, necunoscutele problemei
sunt: legea de miscare si fortele de legatura.

Notand cu F“ rezultanta fortelor direct aplicate (date) si cu F (<) rezultanta

fortelor de legatura, ecuatia de miscare a punctului material supus la legaturi se
scrie:

ma = F@ + Fl (8.70)
care, proiectatd pe un sistem de axe conduce la ecuatiile diferentiale:
* in sistemul de coordonate carteziene:

mi=X+x0) my=yW sy =704 700, (8.71)
¢ in sistemul de coordonate Frenet:
2
my = F@ 4 ples). mV_ =W 4 ple). o= gl 4 ple) (8.72)
T T ’ v v ’ B B :
o)

In cazul unei legituri ideale (fara frecare) forta de legatura F '’ este egali cu
reactiunea N , normala in punctul respectiv, la planul tangent la suprafata sau curba:

Fle) = N (8.73)
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In cazul legiturilor cu frecare ale
punctului material, aflat pe o
suprafata (fig.8.5) sau pe o curba,
forta de legatura are doud
componente: reactiunea normali N
si forta tangentiald 7, generati de
frecarea de alunecare dintre suprafata
sau curba de legiaturda a punctul
material, adica:

Fl) =N +T. (8.74)
Asadar prin 1inlaturarea legaturii, punctul va fi actionat de fortele
F“ si FU) gj poate fi privit ca un punct material liber , iar pentru studiul miscarii

Fig. 8.5. |

se utilizeaza ecuatia fundamentald a dinamicii sub forma:
ma=F“+N+T (8.75)
care este echivalenta cu trei ecuatii scalare ale proiectiilor pe cele trei axe.
Necunoscutele problemei sunt: reactiunile N = N (t) T=T (t) si legea de
miscare: 7 =7(¢). Forta de frecare limita T, in cazul frecrii uscate, se scrie:

IT| = u/N|. (8.76)
Tindnd seama ca forta de frecare se opune tot timpul miscarii punctului,

expresia fortei de frecare ca vector este: T = —|T | % =-U |]V | %
v v

Problema determindrii miscarii punctului material supus la legaturi si a
fortelor de legétura se rezolva in principiu, cu ajutorul:
* ecuatiei fundamentale ale dinamicii (ecuatia (8.75) proiectata pe axe);
* ecuatiei fizice a frecarii (8.76) ;
» conditiilor geometrice ale miscarii (ecuatia suprafetei de legaturd: F(x, y, z)=
0 sau a curbei de legatura: f(x, v, z) =0, g, y,z)=10)
» conditiilor initiale ale migcarii (pozitia si viteza punctului material supus la
legaturi, la momentul initial).

Observatii
1. In cazul puctului material de masa m, supus la legaturi fara frecare pe o
suprafatd a cirei ecuatie este: f{x, y, z) =0, reactiunea normald N este dirijat
dupa normala 7 la planul tangent la suprafata respectiva, astfel ca se poate
scrie:
all_ + alj_ + al E
N 0 Ox Ody~ 0z

e

=A Lgrad f
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Ecuatia de miscare (8.75) pentru cazul legaturilor fara frecare se scrie:
ma =F"“ + A (grad f
iar in proiectii pe axele triedrului Oxyz:
mi=x® A% =y a Y =z 2 Y
Ox dy 0z

Acest sistem , impreund cu ecuatia suprafetei f(x, y, z) =0, reprezintd un
sistem de patru ecuatii cu patru necunoscute:

x=x(t), y=y(t), z=z(t) si A.
Determinandu-se A se poate determina reactiunea normali N .
Daca se cunoaste traiectoria, se elimina A din sistemul de mai sus si rezulta:
mi — X _ mj}—Y(“) _mz AL
o o o
ox ay 0z

Aceste doua ecuatii diferentiale, impreuna cu ecuatia suprafetei f(x, y, z) =0
reprezintd un sistem de trei ecuatii cu trei necunoscute:

x=x(t), y=y(t), z=2z(t), reprezentand ecuatiile parametrice ale traiectoriei.

. In cazul puctului material de masa m, supus la legaturi fara frecare pe o curba
de ecuatii: f;(x, y, z) =0, f>(x, y, z) =0, reactiunea normald N are expresia:

N =, [grad f + A, (grad f,

Ecuatia de miscare (8.75) pentru cazul legaturilor fara frecare se scrie in acest
caz: ma =F“ + ) [grad f, + A, (grad f,

iar in proiectii pe axele triedrului Oxyz:

m)'é:X(“)+)\1%+}\ %

ox  oOx
my =Y + )\1%”\2%
dy Ox

. . o) 4)
mz =27+ )\1i+)\2L
0z Ox
Acest sistem, impreund cu ecuatiile curbei f;(x, v, z) =0, folx, y, z) =0,
reprezinta un sistem de cinci ecuatii cu cinci necunoscute:

xX=x(t), y=y(t), z=z(t), A si A,.
Determinandu-se A se poate determina reactiunea normalid N .

In cazul miscarii punctului material pe o curbi se folosesc adesea ecuatiile de
miscare scrise in coordonate Frenet (8.72). Miscarea punctului material pe o
curba sau suprafatd se mai poate studia si cu ajutorul teoremelor generale ale
dinamicii.
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3. In cazul miscarii punctului material pe un contur rectiliniu cu frecare, legea
fizica (8.76) este scrisd analitic, In general sub forma:
Xi + )+ 2k

Frrir

Daca de-alungul conturului rectiliniu se 1a axa Ox atunci avem:
y=z=0 si y=z= O prin urmare expresia fortei de frecare devine:

7_1:_/*‘|N| v |__/"|N|

T=-u |N| | | deci marimea fortei de frecare este: |7_“| =u |]V| .
R

Aplicatie

Sa se studieze migcarea unui punct material de masa m pe un plan inclinat
cu unghiul a, coeficientul de frecare fiind u (fig. 8.6). Punctul pleaca din 4 fara
viteza initiald (v, = 0) pe linia de cea mai mare panta. Se cere sd se determine
legea de miscare, timpul si viteza cu care ajunge intr-un punct B situat la distanta
L fata de 4.

Rezolvare.
Se alege sistemul de axe din figura 8.6, si se
elibereazd punctul de legaturi, conform
axiomei legaturilor, introducandu-se fortele
de legitura N si T (T =uN).
Cu sistemul de axe astfel ales se observa ca
ecuatia traiectoriei (conditia geometricd)

Fig. 8.6 X este: y=0
Ecuatia diferentiald a miscarii in proiectii pe axe se scrie:
mx =mgsinQ =1 my =—-mgcosa + N,

de unde, din conditia geometrica rezultd y =0, j =0, obtinem:
N =mgcosa ; )'é=g(sina—ucosa).
Integrand succesiv de doud ori ultima ecuatie, avem:
X= g(sina - /.lcosa)t +C,

x = %(sina —pcosa)gt* +Cit+C,.
Conditiile la momentul initial (t = 0) sunt: x (0) = 0, x(O) =0de unde
rezultd constantele de integrare: C; = C, = 0 ; legea de miscare este data de:
x = %(sina — U cosa)gt’

si legea vitezei punctului material este data de: X = (sin a — Ucos a)gt.
in punctul B deplasarea este: xz = L si rezulta 3 i vp :
2L

s _\/g(sina - ucosa)

R \/ZgL(Sina - ,Llcosa).
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8.8. Pendulul simplu (matematic)
8.8.1. Stabilirea ecuatiilor de miscare. Tensiunea din fir.

Pendulul matematic reprezintda un punct material de masa m, care se
deplaseaza pe o traiectorie circulara de raza L (lungimea firului) situatd in planul
vertical. Viteza initiala este v, situata in planul vertical. Miscarea se studiaza in
coordonate Frenet (fig. 8.7). Ecuatia fundamentald a dinamicii: m#i =mg +S se
proiecteaza pe axele triedrului natural astfel:
mvy =—-mg sin6

? 8.77
mv—=—mgcos9+S @77

Tinand seama de conditiile geometrice:

z=0, p=L (8.78)
precum si de expresia vitezei si a derivatei
sale: v=Lw=L6O, v=L0O (8.79)

Ecuatiile (8.77) devin:

Fig. 8.7

9+%sin9 =0 (8.80)
S=m(gc0s9 +L92) (8.81)

Inmultind ecuatia (8.80) cu 0 se obtine ecuatia diferentiali :

)2
86 + S 5in0 [0 = 0, sau 4 - & os8E=0. (8.817)
L dn2 L
)2

care prin integrare conduce la: 5" %cos@ =C (8.82)

Constanta de integrare C se determind din conditiile initiale:
t=00 6(0)=0; v(0)=v,=(68), sau (6) = VL—O (8.83)

2

rezulti: ~ C=2 -§& (8.84)

2L L
Inlocuind valoarea constantei C in (8.82), se obtine legea de miscare, sub

forma vitezei unghiulare (6 = w) in functie de unghiul 6:
)2 2

2
——%cos@ :%—% sau: 6’ :%—zTg(l—COSQ). (8.85)

Inmultind aceasti relatie cu L’ se obtine legea de miscare a vitezei in functie
de unghiul 9:

v =y =2gL(1 - cos6) (8.85%)
Tensiunea in fir S, se calculeaza din ecuatia (8.81), tindnd seama de (8.85) :
2
S= mL"° +mg(3 cos6 —2) (8.86)
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8.8.2. Cazul micilor oscilatii ale pendulului simplu

Prin micile oscilatii se intelege cazul cAnd 0 <4°..5°, deci se poate face
aproximatia: sinf =0 si ecuatia pendulului (8.80) devine:

6 +%9 =0. (8.87)

Aceasta este o ecuatie diferentialda omogend cu coeficienti constanti a carei
solutie este de forma: 8 =Ce", obtindndu-se ecuatia caracteristicd r* +g/L =0;
ecuatia caracteristicd are raddcinile: 7, =+i\/g/L =%ip, unde cu p s-a notat
pulsatia miscdrii oscilatorii. Deci solutia generald a ecuatiei diferentiale (8.87)
este: 0=Ce” +Ce™, (8.88)

unde: C; si C, sunt constante de integrare complexe care se determina din

conditiile initiale.

Pentru a evita prezenta marimilor complexe in expresia solutiei generale, se

inlocuiesc functiile exponentiale prin functii trigonometrice, conform formulelor
= cos pt —isin pt.

i

cunoscute: e’ =cos pt +isin pt; e

=1

Solutia generala capata astfel forma reala:

6 = Acos pt + Bsin pt (8.89)
Derivand (8.89) in raport cu timpul se obtine viteza unghiulara:
0 = —Apsin pt + Bp cos pt (8.90)

s1 introducand conditiile initiale:

t=00 6(0)=0; v(0)=v, =(L6),. (6) :VL—O (8.91)
se obtin constantele de integrare 4 si B: A=0, B="
P
Deci, legea de miscare in cazul micilor oscilatii este:
v, . Vo . HIg
0 =—Lsinpt =—2—sinH|= ¢ 8.92
AN/ L E (852
ecuatie care reprezintd o miscare oscilatorie armonica a carei perioada este:
T=2—n=27'[\/z. (8.93)
P g

Formula (8.93) aratd cd perioada este independenta de amplitudine si

oscilatiile pendulului matematic la diferite amplitudini 6, = \/v‘)_ sunt izocrone.
g

Daca la momentul initial 7 = 0, avem 9(0) =0,, atunci legea de miscare in
- - .2 v,
cazul micilor oscilatii este: 6 = Tg (cos8 - cos8,)+ f°

si solutia generala a ecuatiei (8.87) este tot de forma armonica: 6 = aﬂros(pt - ¢).
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8.9. Teoremele generale ale dinamicii punctului

material
Se considera sistemul de ecuatii diferentiale:
mx = X(x, V,Z,X, Y, z',z‘)
myp =Y(x,y,z,% 7,2,1) (8.94)
mz =Z(x,y,2,%,7,2.1).

Se stie din matematica faptul cd integrarea acestui sistem de ecuatii este
mult usuratd, dacd se cunosc una sau mai multe integrale prime, adica relatii de
forma: f(x, V,Z,X, 7, z',t) =C, (8.95)
care au loc in virtutea sistemului insusi, C' fiind o constanta arbitrara.

De remarcat ca putem avea cel mult sase integrale prime distincte, de forma:

£, y,z%3,2t)=C,([=12,..6) (8.96)
astfel ca determinantul functional al functiilor f; fatd de variabilele (x,y, z, X, »,2)

sd fie nenul. Integrala prima de mai sus se numeste In mecanica integrala prima a
migcarii $1 ea poate fi obtinutd (in anumite conditii) cu ajutorul teoremelor
generale ale dinamicii: teorema impulsului, teorema momentului cinetic §i
teorema energiei cinetice, pe care le vom prezenta in cele ce urmeaza.

8.9.1. Teorema impulsului

Se defineste impuls sau cantitate de miscare a unui punct material 4 de
masa m s1 viteza v la momentul 7, fata de un reper considerat, vectorul (fig.8.8)

H =mv, (8.97)

care are acelasi punct de aplicatie, aceeiasi directie si sens ca si viteza v a
punctului si marimea m|17| .

Dimensiunea impulsului este: [H] =[m\a =MLT". (8.98)
Derivand (8.97) in raport cu timpul:
d _ dv _ _
—=m—=ma
dt dt
si tinAnd seama de ecuatia fundamentald ma = F, rezultd teorema impulsului:
‘il—lj =F sau H=F (8.99)

care se enuntd astfel: “derivata in
raport cu timpul a impulsului
punctului este egala cu suma fortelor
A (m) Fig. 8.8 care  actioneaza  asupra  lui
(rezultanta  fortelor date si de
legatura)”.
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Proiectand pe axe relatia (8.99) se obtin relatiile scalare:
H =X, H =Y H=Z (8.100)

Se obsearva ca teorema impulsului conduce la o integrala prima daca
F =0 (cazul punctului izolat sau de rezultanta nula), in acest caz obtinandu-se
teorema conservarii impulsului:

H=C
¢ e A P . . - . v - A
adica, “in absenta fortei F impulsul unui punct se conserva, adica ramdne

constant in timp”. Constanta vectorialdi C se determini din conditiile initiale ale
problemei.

In unele probleme este posibil sa se conserve o singurd componenta a
impulsului (de exemplu: daca X = 0 atunci H_=0si dect H, = C, caz in care se
conserva componenta impulsului dupa Ox).

Aplicatie
Un punct material de greutate G = mg se afla in repaus pe un plan orizontal

aspru (coeficientul de frecare de alunecare este L). Cat timp trebuie sa actioneze o
fortd P orizontala si constantd pentru ca punctul sa atinga viteza v (fig.8.9)

Rezolvare

Se alege planul vertical xOy astfel incat
miscarea se produce dupa axa Ox (fig.8.9).
Se aplica teorema impulsului in proiectii pe
cele douad axe:

H =X, H =Y

Fig. 8.9

relatii care conduc, 1n cazul de fata al miscarii cu frecare, la ecuatiile:

dZ“*:P—T; O0=-mg+N,;, T=uN
H = (P - uN)dt
sau []

OV =mg
Integrand prima ecuatie in intervalul [tl,tz] se obtine:
sz _Hxl = (P - umg)(ZZ _tl)

de unde, deoarece: H , =mv, H_ =0, t,—t =t

2 1
rezultd timpul cautat:

_omv Gv
P-pumg g(P-uG)

t
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8.9.2. Teorema momentului cinetic

Se defineste momentul cinetic, al unui punct material 4 de masa m si viteza
v, in raport cu punctul O, momentul impulsului acestui punct calculat in raport cu
punctul O (fig. 8.10):

K, =rxH sau K, =rxmv (8.101)
Derivand expresia vectoriala (8.101) in raport cu timpul, obtinem:
K, = dfo = FXmy + FXmv = vxmy + 7 xma = ixE = M ,(F )
t
deci, teorema momentului cinetic se scrie:
K,=M, (8.102)

si se enunta astfel: "derivata in raport cu timpul a momentului cinetic, calculat in
raport cu un punct O, este egal cu momentul rezultantei fortelor ce actioneaza
asupra punctului material (forte date §i de legatura), calculat in raport cu acelasi
punctul O". 0

NN
@0

\
N

Fig. 8.10

Proiectand pe axe relatia (8.102) se obtin ecuatiile:

K, =L K, =M, K,=N (8.103)

Oz

Se observa ca aceastd teoremd conduce la o integrald primarda daca
M , =0 (punctul este izolat in spatiu sau momentul rezultant este nul, 7xXF' =0,1n

acest caz obtinandu-se teorema conservarii impulsului:

K,=0 sau K,=C.
care are urmatorul enunt: “momentul cinetic al unui punct material ramdne
constant atdt timp cat momentul fortelor care actioneaza asupra lui este nul”.

Constanta C se determind din conditiile initiale ale problemei. Conditia de
conservare a momentului cinetic este indeplinita, de exemplu, in cazul unui punct
material actionat de o forta centrala.

Ca si la teorema conservarii impulsului se poate conserva o singura
componentd a momentului cinetic, de exemplu, dacd N = 0, atunci:

K_=0, deunde K,.=C (8.104)



169

In acest caz, conservandu-se numai componenta momentului cinetic dupa
axa Oz, avem o interpretare interesantd a integralei prime (8.104). Astfel daca
tinem seama de expresiile analitice ale vectorilor , momentul cinetic se scrie:

i j ok
K, =rxmv=x y z | sisededuce: K, = m(xy - y)'c)
mx my mzZ
Trecand din coordonatele carteziene in coordonate polare:
x=rcosO, y=rsinf, unde: r=r(t), 6=0()

si calculand: x = Fcos@ —rsin@B; = Fsinb +rcos0 B
se obtine : K, =mr’8. (8.105)
Din relatiile (8.104) si (8.105) rezulti: mr’0 = const

Am vizut la paragraful 7.2.5cd r’6/2=Q reprezinti viteza areolard, deci
se poate afirma ca: “daca componenta momentul cinetic al unui punct dupa o axa
se conservd, punctul material se deplaseaza intr-un plan perpendicular pe acea
axa cu viteza aerolara constantd, adica se respectda legea ariilor: vectorul de
porzitie al punctului matura arii egale in timpi egali”.

Aplicatie
Sa se aplice teorema momentului cinetic la studiul miscarii pendulului
matematic (fig. 8.11)
Rezolvare
Se aleg axele de coordonate astfel incat axa Ox sd fie pozitia initiald de la
care se masoara unghiul @ crescator, axa Oz in acelasi sens cu momentul cinetic
K, iar axa Oy rezultd astfel ca sistemul de axe ales Oxyz si fie drept (OA=L).

Teorema momentului cinetic (8.102) proiectati dupi axa Oz este: K,. = N.
Deoarece: K, = OAxmv, avem numai componenta dupd Oz:

K, =Lmv=LmLO=mL’8 sideci: K, =mL’0,
Momentul fortelor fatd de Oz este: M, =0A x(mg + S )= —mgL sin@ [k

Oz

deci avem numai o componenta, dupa Oz: N = —mgLsin0

Teorema momentului cinetic devine:
mL*0 =-mgLsin@ sau 0+ %sin@ =0,

care reprezintd tocmai ecuatia diferentiala a pendulului (8.80).



170

8.9.3. Energia cinetica. Lucrul mecanic.
Teorema energiei cinetice.

Se defineste energia cinetica (sau energie de miscare) a unui punct material
A de masa m si viteza v expresia :

1
= Emv2 (8.106)
Dimensiunea energiei cinetice este: [E]=m T
Unitatea de masura pentru energia cinetica este Joule-ul (J).

Fie un punct material (particula materiald) 4 care se deplaseaza pe o curba
(C) in spatiu, astfel Incat la momentul 7 pozitia lui 4 este definita de vectorul de
pozitie 7, iar la momentul ¢,= t+dt pozitia respectiva a punctului A,, este
definitiva de vectorul de pozitie 7 =r+dr, dr reprezentand deplasarea

elementara a punctului material, in timpul df (fig. 8.12).
Asupra punctului actioneazi forta F .

Se numeste lucru mecanic elementar al fortei F, corespunzdtor deplasdrii
dr , produsul scalar dintre forta si deplasarea elementara dr :

dL = F [r. (8.107)
Z“ (C)
A a th B
/ F
r/ /n=r+dr
A
0 y
X Ao
Fig.8.12 (@) Fy Fig.8.13

Lucrul mecanic este o marime scalara, exprimatd in Joule, cu ecuatia
dimensionala: [L] =L’MT>.

Tinand seama de faptul ca:

F UiF =|dF| Cpr , F =|F|Qpr , dr =|F|Cur| eos(F, dr) (8.108)
lucru mecanic elementar poate fi considerat ca produsul dintre deplasarea
elementara si proiectia fortei pe directia deplasarii (sau produsul dintre forta si
proiectia deplasarii elementare pe directia fortei) si el poate fi pozitiv (lucrul

mecanic motor), negativ (lucrul mecanic rezistent) sau nul, dupa cum unghiul
( F dr ) este ascutit, optuz sau drept.

Prin urmare putem scrie:
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EEO, daca: pr,. F si dr au acelasi sens, sau (ﬁ,df)<90°

dLEFO, daca: pr F =0 sau (F.dF)=90"  (8.109)
O _ o,
§<O, daca: pr Fsi dr au sensuri opuse, sau (F ,dF)> 90°

Expresia analitica a lucrului mecanic elementar se obtine exprimand analitic
vectorii ' si dr: F=Xi+Yj+Zk ; dr =dxi +dy j+dzk
deci: dL=F [dr = Xdx+Ydy + Zdz. (8.110)

r . . = — . . .
, rezultd ca dr =vdt, iar expresia lucrului

Daca se tine seama cd v :?
4

mecanic elementar devine:
dL =F Wdt = (Xx + Yy + Zz)dt (8.111)

Din definitie rezulta ca, dacd asupra unui punct material actioneazd mai
multe forte F,F,, ... F, pentru o deplasare dr, suma lucrurilor mecanice
elementare ale acestor forte este egald cu lucrul mecanic al rezultantei F' a

fortelor date:
dL=Fr+Fdr+. +F@r=(F+F+. . +F)@dr=FOQr. (8.112)
Daca deplasarea dr este suma vectorialdi a deplasarilor elementare
dr, dr, ..., dr,, provocate de forta F, atunci lucrul mecanic elementar al

deplasarii dr este suma lucrurilor mecanice elementare corespunzatoare
deplasarilor elementare componente:

dL=F Wr=Fdr +dr, +..dr )=F Qr + Flr, +...+ FWr. (8.113)

Daci sub actiunea unei forte variabile F, punctul material se deplazezi pe
curba (C) din A in B (fig. 8.13), lucrul mecanic efectuat de forta F se numeste
lucrul mecanic total sau finit si se obtine prin descompunerea miscarii intre A la B
in arce elementare care se pot asimila cu coardele lor: dr,, dr,, dr,,...,dr,.

In timpul acestor miscari fortele F,,F,F,,... (fig.8.13) pot fi considerate

constante. Insumand lucrurile mecanice elementare corespunzdtoare accestor
deplasari elementare se obtine lucrul mecanic total:

L,=[,Flr=[, (Xdx+Ydy + Zdz), (8.114)

care arata ca lucrul mecanic total al unei forte, corespunzator unei deplasari finite
a punctului material, se exprima printr-o integrald curbilinie care depinde atat de
forta F° cat s1 de arcul de curbd AB.

Pentru obtinerea teoremei energiei cinetice se pleacda de la teorema
fundamentala a dinamicii, ecuatia de miscare scrisa sub forma:
v _ =
m—=F (8.115)
dt
Inmultind scalar ecuatia (8.115) cu vdt=dr, membru cu membru se obtine:
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m® Gt = F @i
dt
adica: a’@é—mv2 @2 Fllr  sau: dE = F Wr (8.116)

si tinand seama de (8.112) obtinem teorema energiei cinetice scrisd sub forma
diferentiala: dE =dL (8.117)
cu urmatorul enunt: “variatia elementara a energiei cinetice a unui punct material
intr-un interval de timp dt este egala cu lucrul mecanic elementar corespunzator,
efectuat in aceelasi interval de timp dt de catre rezultanta fortelor ce actioneaza
asupra lui “

Daca se integreaza relatia (8.117) in intervalul (¢, ¢;) (in cazul in care
integrarea membrului drept este posibild) rezultd teorema energiei cinetice sub
forma finita: E-E =L, (8.118)
cu urmatorul enunt: “diferenta dintre energia cinetica corespunzatoare pozitiei
finale si energia cinetica corespunzatoare pozitiei initiale a punctului material
este egala cu lucrul mecanic total, efectuat de fortele care actioneaza asupra lui
intre cele doua pozitii”.

Aplicatia l

Un vehicul de greutate G = mg , porneste din repaus din punctul 4 pe un
plan inclinat cu unghiul o fatd de orizontala, de lungime AB=L (fig. 8.14). Se cere
sd se determine viteza vehiculului in punctul B (u # 0).

Rezolvare

Pentru aflarea vitezei in B se aplicd teorema  p

energiei cinetice (8.118) intre A si B:
EB - EA = LAB

unde: E, =0, E,= %mvz

Fig. 8.14
iar lucrul mecanic se scrie:

L,= J(@ +N +T ) =JX Lix =(Gsina - T)L.

B

si, deoarece: T'=uN, N=Gcosa, avem: L, = GL(sina - /.lcosa)

fnlocuind in teorema energiei cinetice, obtinem: v, =/2gL(sina — pcosa).

Aplicatia 2

Se considera un cilindru circular asezat intr-un plan vertical (fig. 8.15) si o
bila de masa m care se misca in interiorul cilindrului neted (1 = 0) de raza OM =
L. Sa se studieze miscarea bilei pe suprafata cilindrului interior, stiind ca in pozitia
initiala M, , bila are viteza v, (M, fiind punctul cel mai jos al cilindrului vertical).
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Rezolvare

Teorema energiei cinetice intre pozitiile My si M se scrie: £, —~E, =L, ,,

unde energia cinetica pentru cele doua pozitii este:

‘7
. )
E, =tm2, E, =Lm=Lnre \ ]
2 2 2 |

0 M

si lucrul mecanic efectuat asupra punctului intre M, si M:

:M[(§+§) Ldlr :M[Fr Lds =j’(—Gsin¢)Ld¢ M,

7774

~|

L,, =mgLcos ¢|i = —mgL(l - cos)

MoM,

Inlocuind in teorema energiei cinetice, obtinem:

i Fig. 8.15
—mI’0” - mv = -mgL(l - cosB)
2 2
deci legea de miscare a punctului este: BV—H 1 cos 6)

OL O

adica viteza unghiulard 8 = w a punctului in miscare; tinand seamaca v,, = L6

se obtine legea de miscare a punctului1 M: v,, = \/ v, =2 gL(l - cosG).

8.9.4. Functia de forta. Energia potentiala.

Conservarea energiei mecanice.

Este important de remarcat faptul ca teorema energiei cinetice nu ne permite
in general, sd obtinem o integrala prima, deoarece in ecuatia diferentiald (8.117)
numai prima parte (stdnga) este o diferentiala totala, in timp ce partea din dreapta
este o expresie diferentiala generala (de tip Pfaff).

Existd 1nsa cazuri in care expresia lucrului mecanic elementar dL este o
diferentiala totald. Daca forta nu depinde decat de 7, adicd de pozitia punctului 4
(x, , z), atunci avem F =F (x, y,z) si proiectiie pe axele sistemului cartezian se
scriu:

X:X(x,y,z), Y:Y(x,y,z), Z:Z(x,y,z) (8.119)
fiind functii definite intr-un anumit domeniu D; spunem ca avem un cdmp de forte.

Se considera o functie scalard U(x,y,z) depinzand numai de coordonatele
punctului, cu ajutorul careia se pot scrie componentele fortei ca derivate partiale,
astfel:

U U U
X=0 ,Y=a ,Z=0 : (8.120)
Ox oy oz
In aceste conditii functia U se numeste functie de fortd (sau potential), iar
forta ' se numeste conservativa si se spune cd ea deriva din functia de forta U.




Deci: F=""i+"j+ Ul; = gradU,
7

unde grad U este operatorul diferential de tip gradient, iar lucrul mecanic
elementar se scrie in acest caz:

dL:I?Bz’F:ﬁde+dUdy+0UdZ:dU.
ox oy oz

adica: dL = dU. (8.121)
deci lucrul mecanic elementar este in acest caz o diferentiala totala, si prin
urmare lucrul mecanic total se scrie:

L, :LBF WFZ}dU:UB -U, (8.122)

unde: UA = U(XA, V4, ZA), UB = U(XB, Vb, ZB).

Rezulta ca lucrul mecanic total al unei forte conservative este independent
de traiectoria parcursa §i depinde numai de porzitiile initiala §i finala ale
punctului de aplicatie a fortelor.

In cazul in care fortele care actioneazi asupra unui sistem material deriva
dintr-o functie de fortd, se poate pune in evidenta energia potentiala (de pozitie) a
sistemului.

Sa consideram acum un punct material P, asupra caruia actioneaza o fortd
conservativa, functia de fortd corespunzatoare fiind U (x, y, z). Fie 4 (x, y, z)
pozitia la un moment oarecare a punctului P si Ay (X4 Vo zg) pozitia initiald ;

lucrul mecanic L, ,, al fortei F pe drumul AyA este :

LAOA = U(x,y,z)—UO(xo,yo,zo).
Energia potentiala a punctului este lucrul mecanic L, , luat cu semn
schimbat: V ="U (xy, yy, z9) - U (x, y, 2) (8.123)
Adeseori se alege pozitia Ay astfel Incat marimea U (X, Yo, Zo) s fie nula. in
acest caz: =-U(, z)
Relatiile: dE =dL, dL=dU gsi V=-U

conducla: dE=-dV sau d(E+V)=0 (8.124)
care prin integrare devine:
E + V = constant. (8.125)

Suma dintre energia cineticd E §i energia potentiald /' se numeste energia
mecanica (sau totala) a punctului material :

E,=E+V (8.126)

Aceasta expresie reprezintd feorema conservdrii energiei mecanice §i se

enuntd astfel: "daca fortele care actioneaza asupra unui punct material deriva

dintr-o functie de forta (sau potential) energia mecanica a punctului ramdne
constantd in tot timpul miscarii".
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Exemple de forte conservative:

a) Greutatea unui punct material : F =G = mg, scrisa 1n raport cu un sistem de

axe cartezian Oxyz, axa Oz verticala, conduce la: X =0, Y =0, Z=-mg (fig.
8.16)

zi
Tinand seama de faptul ca Z = %] functia de forta ‘ Ay, ¥1,2,)
are expresia: U=-mgz + C. vAh \prﬁ\\o A%y VorZ,)
Considerand C = 0, energia potentiala va fi: *
V=-U=mgz-C
iar lucrul mecanic pe arcul 4,4, va fi: x A y;
L,,=U,-U-= mg(Z1 - Zz) =+mgAh. Fig. 8.16

Semnul plus se ia cand punctul greu coboara, iar semnul minus cand urca.

Deci, lucrul mecanic al unei greutati nu depinde de traiectoria parcursa si
este egal cu produsul dintre greutate si diferenta de nivel.

b) forta elastica: F = —kr
In acest caz avem succesiv:
X=-kx, Y=-ky, Z=-kz.

|[F|=kyx* +y* +2* =kA, A= deformatia

si deoarece : X—d—U——kx Y—%]——ky Z—a—U—=kz,avem:

oz
U= f%id +—d +Ed2E [ (= hovdx = kydy = kzdz) =

= —kI(xdx+ydy +zdz) = -k (x2 +y° +22)+C

N | =

. | : .
Dacd C = 0, se obtine: V =-U ZEk(x2 +y° +zz) iar lucrul mecanic

devine:

Loy =0, U, = 4l ) 2 -30) =),

¢) forta atractiei universale:

Analog se poate arita ci forta atractiei universale: F = — f | | r
7

este o functie care deriva dintr-o functie de forta.



Intr-adevar, fie: F =—f——u,, u, =

avand proiectiile pe axe:
fmM x _ fmMy _ fmMz
2 2 272 Y=- 2 2 272 Z=- 2 2 22
(x +y +Z) (x ty +Z) (x +y +Z)
Se verifica ugor cd aceasta forta deriva din functia de forta :
mM mM
J +C  sau U= J —
/xz +y2 + 72 |l”|

Ca exemplu de forta ce nu deriva dintr-o functie de forta putem cita forta
de frecare, care dupa cum se stie, depinde si de viteza punctului material, nu numai
de vectorul sdu de pozitie.

X=-

U= +C.

8.10. Miscarea punctului material sub actiunea

fortelor centrale.

8.10.1. Generalitati. Proprietati. Teorema ariilor.

Se spune ca o fortd care actioneaza asupra unui punct material este centrala
atunci cand suportul ei trece in tot timpul miscarii printr-un punct fix O, numit
centrul fortelor sau pol. Notand cu A pozitia punctului material la un moment dat,

cu u, =vers r, versorul vectorului OA4, r =@, fiind vectorul de pozitie al

punctului A si cu |]7 | = F scalarul fortei centrale F,(fig. 8.17) putem scrie:

F=Fu,. (8.127)
Am 7S y !
A(m) 7
7 f/ﬁ
_ i m
uPJ o \ Mp e
) 0 > X
(b)
Fig. 8.17 Fig. 8.18

Se face urmatoarea conventie: daca I este o marime scalara negativa (F' <
() atunci are sens opus fatd de u, (fig. 8.17.a); dacd F este o marime scalara

pozitivd (F > (), atunci forta F' are acelasi sens cu u,, (fig. 8.17, b).
In primul caz forta centrald F se numeste atractivd, iar in al doilea caz se

numeste repulsiva. Conform acestei definitii, forta repulsiva va fi caracterizata
printr-o valoare scalara pozitivd. Valoarea scalara este de obicei functie numai de
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distantda OA4 = |17| .Vom demonstra unele proprietati generale ale miscarii punctului
material sub actiunea fortelor centrale, indiferent de expresia valorii lor scalare F.

a) Traiectoria punctului material A supus exclusiv actiunii unei forte centrale este
o curba pland. Tinand seama de (8.127) ecuatia fundamentald a miscarii se
scrie sub forma:

mr=Fi, (8.128)
inmultind vectorial relatia (8.127) cu 7 avem:
FXmr=rxFi,

unde: rXu, =0, r si u, fiind doi vectori coliniari si deci:

dar: FX?:FX—:—(_XV) Xv:—(rXV)ZO

de unde: ¥ xv =C (8.129)
C , fiind un vector constant.
Inmultind scalar (8.129) cu 7 obtinem:
CF=(xv)F=0
deci: CH=0
in care notand cu C,, C, C. proiectiile vectorului C si respectiv cu x, y, z,
proiectiile vectorului 7 pe axele triedrului ortogonal cu originea in O, rezulta:
Cx+Cy+Cz=0 (8.130)
relatie ce reprezinta ecuatia unui plan ce trece prin punctul O. Rezultd deci

urmatorea proprietate: traiectoria unui punct material liber actionat de o forta
centrala este cuprinsa intr-un plan ce contine centrul fortelor.

b) Teorema ariilor (legea a II- a lui Kepler)
Sa studiem in continuare miscarea in plan alegdnd un sistem de coordonate
Oxy.
Se considera sistemul de coordonate cartezian Oxy si un sistem polar (7, ) (fig.
8.18). Proiectind ecuatia fundamentaldi a dinamicii mi=F pe directia
versorilor u, si u, seobtin ecuatiile scalare:

mli-r6?)=F (8.131)
mlr +276)=0 (8.132)

Din ecuatia (8.132) ce nu contine forta F, rezultd a doua proprietate
generald a miscdrii unui punct material sub actiunea unei forte centrale. Se
poate da o interpretare interesanta acestei proprietati daca se integreaza ecuatia
diferentiala (8.123).
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Simplificand cu m ecuatia (8.132) avem succesiv:

6 +2i6 =1 (26 + 2r6)= 12 (26)=0

r rdt
. . . d (., 24
si cum r este finit rezulta: E(r 9)= Osaur@=C (8.133)

1A

o S r A
Tinand seama de expresia vitezei aerolare: Q = , definitd 1n paragraful

7.2.5, relatia (8.133) devine: =§ = const.

ceea ce exprima urmatoarea teoremad a ariilor "sub actiunea unei forte centrale,
un punct material liber se misca cu viteza aerolara constantd, adica raza
vectoare OA matura arii egale in intervale egale de timp ". Constanta C se mai
numeste constanta ariilor. Teorema enuntata reprezintd legea a I1- a lui Kepler
si este valabila in cazul miscarii planetelor din sistemul solar.

8.10.2. Ecuatia diferentiala a traiectoriei.

Formula lui Binet.

Ecuatiile (8.132) si (8.131) reprezintd ecuatiile de miscare a punctului
material sub actiunea unei forte centrale in coordonate polare. Prin integrarea
ecuatiei (8.132) s-a obtinut (8.133) care se mai scrie:

. _C
= = (8.134)
C2
care inlocuita in ecuatia (8.131) se obtine: m[F —r —4B= F (8.135)
[ r 0

9 . e e ... . C_F
de unde rezultad ecuatia diferentiala a migcarii: 7 ——-=—. (8.136)

room

Daca se face o schimbare de variabild pentru a se trece de la variabila ¢ la
variabila 8, se obtine ecuatia diferentiala scrisa in coordonatele polare r si 6:

w

_:__:_G9:+Ci:—

. —, (8.137)
dt dBdt do r do do
d’ d’

dr_dfirf d Hirpde %ng < %Q (8.138)
dt* di[Odt 0 d6 Ode Odt do’ r’ de’ '
Inlocuind rezultatul din (8.138) in ecuatia miscirii (8.136) rezulta:

Czdzgﬁ C*_F

LA AT (8.139)

r* do? )
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De aici se deduce ecuatia diferentiald a traiectoriei in coordonate polare,
cunoscuta sub numele de ecuatia lui Binet:

+HH
[ [

1 Fr’
FTE

_mC2

(8.140)

A < . . : 1
Integrand aceasta ecuatie se obtine o solutie de forma: —= (G,C1 ,Cz)
r

Determinarea constantelor de integrare C; si C, se face cu ajutorul
conditiilor initiale:

0= b, =\
(=t E@‘ro si 0’ (), (8.141)
- 90 Ve = (ve )0
Constanta ariilor are exspresia: C =7’ E(Q)O. (8.142)
Din ecuatia lui Binet (8.140) se obtine expresia fortei centrale:
[ [
) ¥ [
F=-"C 0010 (8.143)
r- 1de r]

& &

8.10.3. Miscarea punctului material sub actiunea fortei
de atractie universala.

Forta de atractie universald se mai numeste si forta de atractie newtoniana,
sau forta gravitatiei universale. Aceastd forta intervine in legea atractiei
universale, enuntatd de Newton in 1686 si are expresia:

F=-f mj? (8.144)

r

unde r este distanta dintre centrele corpurilor de mase m i M.
Ecuatia dimensionald a constantei / este:  [f] =M LT™

iar valoarea acesteia este: f =6,66400 " kg 'm’s™.

Miscarea unui punct material, sub actiunea fortei de atractie universala, este
un caz particular al miscarii punctului material sub actiunea fortelor centrale. Ca
exemplu se poate considera studiul traiectoriei unui punct material material de
masa m, care se misca la suprafata Pamantului, iar masa M a Pdmantului se admite
cd este concentratd In centrul sau.

Traiectoria se determina cu ecuatia lui Binet:

dgj 0,1 /mM g_”C2 (8.145)
r r m
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M

+HH
Lr0,

: 1
deci: PTE ; o (8.146)
Daca se noteaza 1/r =u, ecuatia (8.146) se scrie:
_ M
dG : o (8.147)
cu ecuatia caracteristica: A>+1=0 (8.148)
avand radacinile: A = =i (8.149)
Solutia generala a ecuatiei diferentiale (8.147) este de forma:
u = uy +u, (8.150)
Solutia ecuatiei diferentiale omogene u, este de forma:
u, = Acos0 + B sin@ (8.151)

iar o solutie particulard u, a ecuatiel neomogene este de forma membrului drept al
ecuatiei (8.147) si se determind prin metoda identificarii:

d’u, M

_ u = 5

dez 4 C2
_ M

de unde rezulta: u =

(8.152)

» 2

Deci, solutia ecua‘;?ei diferentiale (8.146) sau (8.147) poate fi scrisa astfel:
u=%=Ac0sQ+BsinQ+ﬂ2 (8.153)
unde A si B sunt constante de integrare;

Solutia ecuatiei diferentiale (8.146) se mai poate scrie sub forma:
u—%—Dcos(@ 6,)+ j;]‘f (8.154)

Pentru determinarea constantelor de integrare D si 6, se identifica termenii
din formula:

D cos (8- 6,) =D cos0O cos 8, + D sinf sinB, = A cos@ + B sin0:

D cosB, = 4, Dsin6, =B (8.155)
de unde se obtine: D=+ A4’ + B’ 1g6, = % (8.156)

In fig. 8.19 este reprezentatd o conicd, iar semnificatia notatiilor este:
e A este directoarea;
* O, focarul, iar OP’ =d, distanta de la focar la directoare;
* p, parametrul coniceip = ed ; e = OM / OP - excentricitatea;

Avem succesiv:
r=0M =e[MP =e[d — rcos(6 —90)] =p-redos(0-86,) (8.157)
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din aceasta relatie rezulta ecuatia unei conice in coordonate polare :

- P
r= 8.158
1+ecos(6-86,) ( )
P
\.
g
\.
\;
\
P’
M2
o \
\»
\;
\\
\-
.\“ gl X
A\\
Fig. 8.19 Fig. 8.20
Se poate aduce relatia (8.154) la o forma asemanatoare cu (8.158), astfel:
CZ
r= ! . M (8.159)

2
J;Azl +Dcos(0-6,) 1+ I;AC/; cos(0-6,)
Din ultima relatie se observa ca traiectoria unui punct care se deplaseaza la
suprafata Pamantului sub actiunea fortei de atractie universala este o conica (daca
se presupune Pamantul redus la un punct fix, situat in focar). Ca exemplu se poate
studia miscarea unui satelit artificial al Pamantului.
Identificand termenii din relatiile (8.158) si (8.159) rezulta:

2
- parametrul conicei p =—, (8.160)

M
2
- excentricitatea conicei e =——D. (8.160%)

Relatiile (8.160) si (8.160’) sunt expresiile altor constante p si e, cu ajutorul
carora se poate determina narura conicei. Determinarea constantelor de integrare 4
si B se face cu ajutorul conditiilor initiale (fig. 8.20), astfel:

t=0: %;2 o ¥ gp_ér;‘)) _v°cofa° (8.161)
0 v, =\r@), = v, sina,
Constanta ariilor scrisd pentru un moment oarecare §i pentru momentul
initial are aceeasi valoare: C=r0-= (r)o (7‘9)0 =71y, sinq, (8.162)
Din ecuatia traiectoriei scrisa sub forma (8.153), pentru ¢ = (0 rezulta
conditia de pozitie initiala: 1- A0+ B0+ ﬂ‘:I

e
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deci: A:l—fM 1M (8.163)

2 2.2 . 2 :
. C r, 1,v,sin"a,

Pentru determinarea constantei B se pune conditia de viteza. Pentru aceasta
se deriveaza in raport cu timpul relatia (8.153):

—%7} =-4 0 sinb + B 6 cosb. (8.164)
r

Pentru ¢ = 0 din conditiile (8.161) rezulta:
(), =v,), = v, cosa,
6) = (-6), _ v, sina, (8.164)
A .

T

0

Introducand conditiile (8.161) si (8.164”) in (8.164) se obtine:

1 na
- —v,cosa, =B Yo ,
0 rO
de unde rezulta: B = ctgi' (8.165)
v

0
Avand calculate valorile constantelor A si B , se pot determina noile

constante D gi 6, , apoi parametrii conicei p si e. Pentru a determina natura conicei
se calculeaza excentricitatea e, aplicand formula (8.160°):

2 2
e= ;\4 D= ¢ N A? + B?, care prin ridicare la patrat, rezulta:
2 - C4 2 2
¢ = (4> +B?) (8.166)

Introducand in aceastd expresie rezultatele obtinute prin relatiile (8.162),
(8.163) 51 (8.165) se obtine succesiv:

4.4 . 4 2
rv sin' o M cte a
62:00 OE’_ f %4_8.0:

2 2

2 2 2 .2
M vV, Sin” a, A
_rivisinta, E'I_ N cos*a, v 2/ O
My sin®d, O rv,sin*a, v, sin’a,g
_1+r04v§ sin‘a, 1 _2fM
- 2102 2 .2 3.2 -2
M csinta, rv,sin d,
2.4 . 2
. rov sinT o 2fM
Se obtine in final: e’ =1+-2"2— —2H; - / (8.167)
’ M’ ‘oo
0

Cu ajutorul acestei relatii, in functie de valoarea lui v, , se poate face o
discutie asupra naturii conicei (fig. 8.21). Astfel daca:
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2f M

s v, < , atunci e</ si rezultd o elipsi;
rO
2 : : < <
e Vv = f atunci e=/ si rezulta o parabola; (8.168)
VO
2fM . . S <
v, > / ., atunci e>1 si rezultd o hiperbold;
rO

Se vede deci ca natura conicei nu depinde de unghiul de lansare @, ci numai
de viteza initiala v,.

o

(hiperbol\)

i
]
\
\
\
\
\
\
\
\
AY
\
\
vg< f /

. M
| =2l
7, i "o
(elips\) Fig. 8.21.

(parabol\)

Conditia ca punctul material sa se deplaseze pe un cerc.
Ecuatia cercului este: r

= ry (constant). Daca se considera pentru

simplificare a,=m/2, in acest caz constanta ariillor are expresia:
C =ry,sina, =r,v, siecuatia diferentiala a miscarii (8.146) se scrie:

1 C* _ v,

—:ﬂ‘f deunde: 7, =—— =", (8.169)

r, C M M

Deci conditia ca punctul material sa se deplaseze pe un cerc este:
7

Prima viteza cosmica

(8.170)

este viteza cu care trebuie lansat un corp de la
suprafata Pamantului, pentru a deveni satelit artificial (traiectoria lui sd fie un
cerc). Din relatia (8.170) rezulta:

(8.171)
unde: £ =6,66400" kg™ n’s™
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Pentru a se evita folosirea in calcule a masei Pamantului M, se scrie
greutatea corpului la suprafata Pdmantului. Dacd se noteazd cu: m - masa
corpului, M - masa si R - raza Pamantului, avem:

fn;?z/l =mg, deunde: fM =gR’. (8.172)

In calcule se poate lua R = 6370 km, h =100 km si neglijand & (in raport
cu R) rezulta:

2 2
VI:\/f_m:\/gR z\/gR = JgR =981.6370.10' =79%™  (3.173)
S

r R+h R

0
Viteza a Il-a cosmica este viteza cu care trebuie lansat un corp de la

suprafata Pamantului pentru ca acesta sa paraseasca zona de atractie a Pamantului,
deci traiectoria sa fie o curba deschisa (in acest caz, o parabold). Rezulta:

v, = 2W:ﬁ@;1,41.7,9:11,2k?m. (8.174)

1
rO

Viteza a Ill-a cosmica este viteza cu care trebuie lansat un corp pentru ca sa
pardseasca zona de atractie a Soarelui.

km
Aceasta are valoarea: v;;=16,7—.

N

Din cele de mai sus se poate determina viteza unui satelit artificial al
Pamantului (viteza de lansare pentru ca traiectoria sa sa fie o conica inchisa):

v <v<v,. 8.175
I Vi ( )

Observatie

Prima viteza cosmicd v; se poate calcula direct folosind relatia (8.146).
Pentru simplificare se asimileaza acest corp cu un punct material cu viteza v;, sub

unghiul a, :g pe un cerc de razda vy = R + h, unde R = 6370 km, raza

Pamantului si 4 < R. Constanta ariilor este: C =rv, sind, =r,v,

Deoarece: ry =R + h = const., ecuatia (8.146) devine:

. . M

., deunderezulta: v =-—.
2 2.2 1
C 7V, r,

Pentru a elimina din calcule masa Pamantului M se scrie ca mai inainte,
greutatea corpului de masd m, la suprafata Pamantului:

fn;?:[ =mg, deunde: fM=gPR.

Deci prima vitezd cosmica este:

2 2
VIZ\/W :\/gR :\/gR :\/g_R:7,9%'

r R+nh R

0
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8.11. Miscarea punctului material sub actiunea
fortelor elastice.

Numim fortd elasticd o fortd F atractivi, proportionald cu distanta:

OA = r, exercitata asupra mobilului material A din partea unui punct fix O, numit
centru de atractie (fig. 8.22.a).

Putem scrie: F = —k7, (8.176)

unde 7 este vectorul de pozitie al punctului atras A, fatd de centrul de
atractie O, ¥ =0A, la momentul ¢, 1 k o constanta pozitiva.

Fig.8.23

Fortele elastice intervin ca forte principale in capitolul de Elasticitate al
Mecanicii aplicate. Ele au proprietatea de a produce o deformatii ale corpului
elastic numai atat timp cat actioneaza; atunci cand aceste forte inceteaza de a mai
actiona, corpul solicitat revine la forma initiala.

Fenomenul poate fi pus in evidentd cu ajutorul unui resort elastic
(fig.8.22,b) de lungime L, care este solicitat de un sistem de forte axiale
- F si F,de intensititi egale si de sens opus si care produc o lungire L’ > L, atat
timp cat acest sistem de forte actioneaza asupra sa.

Cand fortele inceteaza de a mai lucra, resortul isi recapata lungimea initiala.
Intre lungimea L’ si L a resortului si forta F existi urmitoarea relatie de
proportionalitate:

L'-L = AF (8.177)

A fiind constanta elastica a resortului, independenta de F.

Inlocuindu-se resortul de lungime L printr-o bard de otel de aceeasi
lungime, legea exprimati prin relatia (8.177) rimane valabila atat timp cat F nu
depdseste o anumita limitd maxima, iar aceasta relatie (care are o bazd
experimentald), se numeste legea lui Hooke. Se observa ca fortele elastice fac
parte din categoria fortelor centrale, al caror suport trece printr-un punct fix O.

Ne propunem sa studiem miscarea unui punct material 4 , de masa m atras

cu o forta elastica de punctul fix O (fig.8.23). Raportandu-ne la un sistem de axe
de coordonate cu originea in O, miscarea punctului material 4, determinat de
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vectorul de pozitie 7, este determinata daca se cunoaste vectorul 7 ca functie de
timp ¢, conditiile initiale fiind date (pentru =0 ) prin relatiile :

7(0)=7, #(0)=7 =7, (8.178)

Ecuatia fundamentala a dinamicii se va scrie in acest caz sub forma:
mr = —kr (8.179)
sau dacd se noteazd cu: W’ =k/m  se scrie: (8.180)
F+w'r=0 (8.181)
Pentru integrarea ecuatiei diferentiale (8.181) se incearca o solutie de forma:
F=Ce" (8.182)

unde C este o constanta vectorialda, iar 0 o constanta scalard, care se
determina din conditia ca vectorul 7 sa satisfacd ecuatia (8.181).

Introducand expresia lui 7 in (8.181) vom obtine:
Ce"(o* +w)=0
de unde rezulti ecuatia caracteristici : a° + « = 0, cu radacinile:
a=+iw, i=~/-1.
Deducem solutia generala a ecuatiei (8.181):
F=Ce“+Ce™ (8.183)
unde C, si C, sunt doui constante vectoriale de integrare.

Pentru a evita prezenta marimilor imaginare, vom inlocui functiile

exponentiale prin functii trigonometrice, conform formulelor cunoscute:
e =coswx +isint; e =coswx —isin .

Solutia generala (8.183) capata in acest caz forma:

7 = Acoswt + Bsinwt (8.184)
unde:
i=¢+C. E=i{c-C)

Expresia (8.184) nu mai contine marimi imaginare, asa incé}t vom putea
determina constantele vectoriale 4, B din conditiile initiale (8.178). In acest scop,
prin derivarea In raport cu timpul ¢ a expresiei (8.184) rezulta expresia vitezei:

V:?:w(—ZsianE_?coswt) (8.185)

Conditiile initiale (8.178) ne dau valorile lui 7 si ¥ la momentul initial
=0, prin urmare, introducandu-le in ecuatiile (8.184) si (8.185) se obtine:

i=A, v, = WB.
de unde rezulta valorile constantelor de integrare:

A=7, B=2 (8.186)

g |
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Prin urmare solutia ecuatiei (8.180) cu conditiile (8.178) va fi datd de
functia vectoriala:

17=l7ocosa)z‘+v—°sina)z‘ (8.187)
w

reprezentand ecuatia vectoriala a miscarii.
Ecuatia vitezei miscarii devine:
V = —Wr, sinwt + Vv, cos . (8.188)
Formula (8.187) exprima faptul ca traiectoria este o curba plana, deoarece
vectorul 7 ramane tot timpul in planul vectorilor 7, si v, trecand prin O.
Presupunand ca vecrorii 7, si v, nu sunt coliniari, planul traiectoriei este
bine determinat. Traiectoria nu trece prin O, deoarece ¥ nu se anuleaza niciodata.
Se mai obsearva ca fraiectoria este o curba inchisd, intrucat 7 este o
functie periodicd, cu perioada :
T=2n/w (8.189)
adica avem: 7(z +T)=7(¢), oricare ar fi ¢, iar viteza nu se anuleaza.
De asemenea, viteza v este o functie periodicd de aceiasi perioadd T. Adica
mobilul revine in A cu aceeasi vitezd v (\7 # O). Aceasta proprietate caracterizeaza
migcarea periodica iar constanta 7' se numeste perioada miscarii.

. |k . : 9
Notatia (8.180) w = ,|— este pulsatia sau frecventa circulara.
m

Frecvecta miscarii, indica de cate ori parcurge mobilul traiectoria sa in timp
de o secunda, deci :
1 _ 1 |k
=—=—|—. (8.189")
T 2m\m
In sfarsit, traiectoria este simetricd in raport cu punctul O , pentru ci la
doud valori ale lui ¢ diferind intre ele cu o jumatate de perioadd (7/2= 1m/W ),
corespund lui 7 doua valori egale si de sens opus.

Ecuatia carteziana a traiectoriei se afla proiectdnd ecuatia vectoriald
(8.187) pe cele doud axe Ox si Oy ale sistemului Oxy ales in planul traiectoriei
(fig. 8.23).

Notand cu (x, ¥), (xo, Yo ), (Vox, Voy ) T€spectiv proiectiile vectorilor 7, 7, v,

pe cele doud axe, atunci proiectiile pe Ox si Oy ale ecuatiei (8.187) vor fi:

X =X, cos wt + Yo gim oot
@ (8.190)

V ) .
Y=Y, cos Wt +—~ sin wt
w

Din fig. 8.23 se obsearva ca:

Vv, =Vv,cosq,, Vo, =V, sind,  si v, =0
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si relatiile (8.190) devin:
v, cosd,
w

X =Xx,coswt + sin it

: (8.191)
_v, sind, .
=L —Lsinor.

Eliminand parametrul ¢ intre cele doud ecuatii (8.191) se obtine o ecuatie de
gradul al doilea 1n x si y, adica

_ 2.2
= Wga05+ A (8.192)

2 .2 -
X v, sin” a,

0

care reprezintd o conica de tip elipsa (neavand puncte la infinit), cu centrul in O
(fig.8.23).

Observatie

Daca unghiul a,=0 sau a,=m adicd dacd viteza initiald are directia
vectorului de pozitie initial 7, atunci conform (8.191): y = 0 $1 miscarea
punctului este rectilinie, oscilatorie armonicd, efectuandu-se dupa legea:

- Vo o:
X =X,cosWt+—sinQ.
w
Intr-adevar notand cu:

%
X, =acosg, - =asing
w

se obtine:  x =a cos(wr —¢),
unde:

;

* amplitudinea miscarii este: a = xj + BV—OH

[ [

VO

wx

* iar faza initiala: ¢ = arctg
0
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CAPITOLUL 9
CINEMATICA RIGIDULUI

9.1. Generalitati

Asa cum s-a precizat in capitolele anterioare, un solid rigid este un
continuum material nedeformabil (pentru care distanta dintre doud puncte arbitrare
ale sale ramane invariabila in timpul miscarii sale, indiferent de marimea sarcinilor
exterioare care ii provoaca aceasta miscare).

Elementele de baza ale cinematicii sistemelor de puncte au fost prezentate
in Capitolul 7. Cinematica studiaza miscarea sistemelor materiale, fard a lua in
considerare cauza care a provocat-o, si care face ca miscarea sa se desfagoare intr-
un anume mod.

Prin studiul cinematic al unui sistem material se intelege exprimarea
matematicd a parametrilor cinematici ai sistemului, care In cazul unui punct
meterial sunt traiectoria, viteza si acceleratia , iar in cazul sistemelor de puncte si
continuumuri materiale sunt familii de traiectorii, distributii de viteze si acceleratii
(numite si campuri de viteze si acceleratii). Aceasta Tnseamna a se gasi legea de
distributie a parametrilor cinematici ai sistemului material.

In cele ce urmeaza, vor fi puse in evidenta diferite legi de distributie ale
parametrilor cinematici ai miscarii, atdt Tn cazul miscarii generale cat si in cazul
unor migcari particulare ale rigidului.

9.2. Miscarea generala a rigidului
9.2.1. Parametrii miscarii. Grade de libertate.

Unghiurile lui Euler. Traiectoriile diferitelor puncte

A cunoaste miscarea unui solid rigid, Tnseamna gasirea expresiilor generale
pentru vectorul de pozitie, vectorul viteza si acceleratie a unui punct oarecare al
rigidului, fatd de un sistem de referinta care se considera in mod conventional fix.

In cazul unui solid rigid aflat in miscare, fiecare punct al siu se deplaseaza
pe o traiectorie proprie si in fiecare moment al migcarii are o anumitd viteza si
acceleratie. Fie T; (O;x,y1z;) un triedru cartezian fix si T(Oxyz) un triedru
cartezian mobil, solidar cu rigidul, deci in miscare fata de T, (fig.9.1.). Pozitia
triedrului mobil T fatd de T, se caracterizeaza prin vectorul de pozitie 7, =7, (¢) al

originii si prin legile de variatie a versorilor lui T: i =i(t), j=j(t), k =k(t).
Cunoagterea acestor patru functii vectoriale de timp este echivalentd cu

cunoasterea coordonatelor punctului O si a cosinusurilor directoare ale axelor
mobile fata de axele lui T;.
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Pozitiile punctului P fatd de triedrul fix T, sunt definite prin vectorul de
pozitie 7, = ﬁ(t), 1ar intre vectorii 7, 7, 7, (fig.9.1.) exista relatia vectoriala:

A e 9.1)

unde vectoril 7;, 7, 7, au expresiile:

|
|
=
+
=
~u
+
N
b

(9.2)

=3
|
=
+

=

=~
+
N

F=xi+yj+zk
Se observa ca in timp ce functia vectoriala
7, (echivalenta cu trei functii scalare) este

supusd la putine restrictii (de continuitate,
uniformitate, derivabilitate de doua ori),
functiile i, j, k, reprezentind versorii

Fig.9.1 axelor unui triedru ortonormat, trebuie sa
aibd marimile egale cu unitatea si sa fie

ortogonale doud cate doud, adica exista sase relatii de legatura:

id=1 jO=1 k&k=1 ig=0 j&k=0 kG=0 9.3)

Aceasta Tnseamnd cd numai trei din cele noud cosinusuri directoare pot fi
luate arbitrar. Avand in vedere ca si 7, poate fi luat arbitrar (deci inca trei
parametri scalari), rezultd ca in cazul unei miscari oarecare a unui solid rigid liber,
pozitia sa raportatd la un reper fix 7;, depinde de sase parametri independenti,
adica rigidul are sase grade de libertate cinematica.

In general, este mai comod si se considere ca parametri ai miscarii,
coordonatele unui punct P, al corpului (de obicei originea O a triedrului 7) adica
(X0, Yo, zo) si asa numitele unghiuri ale lui Euler: Y -unghiul de precesie, 6 -
unghiul de nutatie si respectiv @ - unghiul de rotatie .

Aceste unghiuri se obtin rotind intr-un anumit mod sistemul de axe mobil 7
fatda de cel fix 7, pana se obtine o suprapunere completd a lor (mai jos, se va
proceda de fapt, invers)

Fara a restrange generalitatea problemei se considera cele doua triedre 7 si
T; avand originea comuna (O =0, fig. 9.2) si se efectueaza urmatoarele operatii:

* se roteste sistemul O;x;y;z; n jurul axei O,z; cu unghiul { pana ce axa Ox;
ajunge peste axa On, iar Oy; in On’; axele On si On’ se afla in planul x;0,;y,
perpendicular pe Oz;. Axa On se numeste axa nodurilor ;

» sistemul O;nn ’z; se roteste in jurul axei nodurilor On cu unghiul 6 pana ce axa

b

Oz, se suprapune peste Oz, iar axa On " ajunge in On’’;

 sistemul astfel obtinut se roteste in jurul axei proprii Oz cu unghiul @, pana ce
axele On s1 On’’ se suprapun peste axele proprii Ox si Oy.
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Rotirile se fac in sens pozitiv,
iar unghiurile ¢, 6 si ¢ sunt
determinate, abstractie facand
de un multiplu de 277 radiani.
n”  Asadar, pozitiile succesive in
timp ale unui rigid in miscarea
lui generala sunt cunoscute
dacd se cunosc variatiile in
“» timp ale celor sase parametri:

X, =x,(1), W=W(t)
Yo =yo(t), 8=6(1) (9.4
n X Fig.9.2 z,=z,(t), @ =9(t)
Aceste functii reprezintd ecuatiile finite ale miscarii generale a unui rigid
liber.

Datorita principiului rigiditatii, un punct oarecare al unui solid In miscare,
ramane Tn permanenta la aceeasi distanta fatd de toate celelalte puncte ale acestuia.
Deci punctele rigidului sunt in repaus fatd de sistemul de axe 7(Oxyz) legat de el,
adica coordonatele x, y, z nu depind de timpul 7.

Rezulta ca fata de triedrul fix T, se obtin relatii de forma:
X, = xl(xo,yo,zo;(/,l,e,d); x,y,z)
¥ =2 90.2,,0.0.0, x,,2) (9.5)
z, =z (xo,yo,zo,'lll,e,¢,' x,y,z)
care reprezintd ecuatiile scalare parametrice ale traiectoriei punctului respectiv.
Cei sase parametrii (xy, o, zo, Y 6, ¢) depind de timp conform relatiilor (9.4).

Ecuatiile (9.4) impreuna cu (9.5) reprezintd ecuatiile scalare ale miscarii
generale ale rigidului , sau miscarea unui punct oarecare P al sau definit prin
coordonatele sale (x, y, z) fatd de reperul mobil 7 solidar cu corpul. Ecuatiile (9.5)
vor fi scrise sub forma analitica explicitd numai in cazul miscarilor particulare ale
rigidului ce se vor studia in continuare.

9.2.2. Distributia de viteze in miscarea generala a
solidului rigid
Tinand seama de relatiile (9.1) si (9.2) avem relatia vectoriala:
Fo=T Hxi +yj+zk (9.6)
pe care derivand-o in raport cu timpul, obtinem viteza unui punct oarecare P al
rigidului in raport cu Tj: v, =7 =7 +xi +yj +zk (9.7)

deoarece reperul 7 fiind solidar cu rigidul, pozitia punctului P nu se schimba fata
de T si deci coordonatele (x, y, z) nu depind de timp, iar derivatele lor sunt nule.
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Viteza originii O a lui T este datd de : v, =7, (9.8)
Derivand in raport cu tlmpul relatiile (9.3) obtinem:

2iG =0, 270 = 2Kk =0

.. L. L. 9.9)
iQf+iEy:O jlk+ k=0, kO+k0=

Daca facem notatiile:
iJ=-iJ=w, jk=-jlk=w, ktd=-kl=w, (9.10)

unde: @, @, . sunt proiectiile pe axele triedrului 7" ale unui vector @ numit
viteza unghiulara, avand expresia analitica:

W=wi+w,j+wk (9.11)

Pe de alta parte, tindnd seama ca vectorul :

b=7:xl++yj+zlé (9.12)

ale carui proiectii pe axele triedrului 7 sunt egale cu produsul scalar dintre b si
versorii corespunzatori ai axelor, si tindnd seama de relatiile (9.10) rezulta:

b=bOd=xid+y0 +2k 0 =-yw, + zw,
b =bl= xi G+ 0 +zk §=—zow, +xw, (9.13)
b.=b [k = I_U€+yjﬂc+zkﬂc -XW + yw
. b=F=bi+bj+bk
deci _
b=(-yw, +zw, i +(—zw +xw, )j+(- xw, + yw, )k
sau: F=WXF (9.14)
Deci, conform relatiilor (9.10) si (9.11) vectorul viteza unghiulara se poate scrie:
W=witwjtwk=(jk)d+k0)0+(i0)k (9.15)
Relatia (9.7) devine:
vV, =V, tW %7 (9.16)

Aceasta relatie descrie distributia vitezelor (sau campul vitezelor la un
moment oarecare) a unui solid rigid Tn miscare generala. Se observa ca distributia
vitezelor a rigidului este definitd de doud functii vectoriale: viteza originii
triedrului mobil, v, =v,(¢) si vectorul @ =w(t) care (asa cum vom vedea in
cazul miscarilor particulare) depinde de unghiurile lui Euler, adica este un vector
de rotatie (de unde denumirea de viteza unghiulara).

Proiectiile vitezei v, pe axele triedrului mobil T sunt:
v, =V, T, f-w Oy
v, =V, tw bh-w 2 (9.17)
V. =V, T, g/_a)‘ [k
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Ecuatia matriceala corespunzatoare este :
0.0 0,0 D-w w 0>
5, 0= 0, O 0. 0 -, b sau (3 o} +[a]ef}
G0 D Be e oz

unde [(I)] este matricea antisimetrica a vitezei unghiulare.

9.2.3. Proprietatile campului de viteze in miscarea

generala a rigidului

Se prezintd in continuare numai proprietatile campului de viteze in cazul
miscarii generale, celelalte proprietdti vor fi scoase in evidenta cu prilejul studiului
miscarilor particulare ale rigidului:

a) In orice moment al miscarii unui rigid, proiectiile vitezelor a doua puncte
oarecare ale rigidului pe directia dreptei care uneste punctele sunt egale

(fig.9.3.a.). Intr-adevir, proiectand realtia (9.16) pe directia lui 7 = PO_P , adica

scriind (fig. 9.3.a): v, %@ =V, %@ + (w X 17) %@
I i
rezulta: v, %’% =V, ﬁ% sau  prov, = prov,.

b) In orice moment al miscarii unui solid rigid, proiectiile vitezelor tuturor
punctelor sale pe directia lui @ sunt egale intre ele (fig.9.3.b.).

Intr-adevar, proiectand relatia (9.16) pe directia lui @ (fig.9.3.b) se obtine:

v, %zﬂ%ﬁwxﬂ%; intrucat (cox7) ;|:0

rezulta proprietatea enuntata:

v, ==y, L= sau : |\70|cos00:|\71|cos0{.
I
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¢) Punctele apartinand unui rigid in miscarea generala care sunt situate pe o
paralela la vectorul @ au aceeasi viteza (fig.9.3.c.).
Pentru demonstratie se considerd punctele M si M’ apartinand rigidului in
miscare generald (fig.9.3.c) astfel incat MM’ || @, avand vectorii de pozitie fata
de T, : 7, =7, +7, respectiv: 7, =7, +7 . Derivand in raport cu timpul cei doi
vectori, obtinem:
’/;'l:‘_}lM:‘_}O-l-wa’. ﬁ,:VIM':vO-l-wa,
Deoarece 7' =7 + MM’ , inlocuind in a doua relatie se obtine:
v, =V, +@x 7+ MM')=v, + @ xF +@x MM’

intrucat MM'| @, rezulta: v, =v, +@ %7, adicd: v,

v = Vi, » CE€a ce trebuia

demonstrat.

d) Vectorul W este acelasi in orice punct al rigidului (fig.9.3.d.) si nu depinde de
originea sistemului de referinta T.

Pentru a demonstra aceastd afirmatie, sd consideram trei puncte arbitrare si
necoliniare O, M, M’ apartinand rigidului (fig.9.3.d). Plecand de la ipoteza
rigiditatii sa exprimdam cd vectorii OM =7 si OM'=7" sunt de marimi
constante si ca unghiul MOM' este constant, adica:
PP=C,F?=C,, FIF =C,

Derivand in raport cu timpul prima relatie (7> =C,) avem: 7 [F =0, adica cei
doi vectori sunt ortogonali, fapt care se poate scrie cu ajutorul produsului
vectorial sub forma:

F=0xF, unde @, este un vector arbitrar.
Procedand in mod analog cu a doua relatie (7'* = C,) obtinem:

FE@ X7
Pentru a demonstra ca vectorii @, si @, sunt identici, se deriveaza in raport cu
timpul relatia care exprima invarianta unghiului (7 ' =C,): ¥ F +7 G =0
si tinand seama de rezultatele precedente se obtine:

([@x7)F +(@,x7)F =0
sau: (Fx7 Yo, — (7 7)o, =0
sau: (Fx7)w -@,)=0
Deoarece punctele O, M, M’ au fost alese arbitrar si necoliniare, rezulta ca

ultima relatie este indeplinita numai daca: (oT)1 - wz) =0 sau: @, =W, = unde
s-a introdus un singur vector @ .

Analog se poate demonstra cd vectorul @ nu depinde de alegerea originii
sistemului de referinta.
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9.2.4. Distributia acceleratiilor in miscarea generala a
rigidului
Acceleratia unui punct oarecare P al unui solid rigid in miscare, fatd de un
reper fix 77, se obtine derivand relatia (9.16) in raport cu timpul, adica:

a, =v, =V, +WXF+O X7 (9.18)

unde:

v, =

2

(9.19)
este acceleratia originii O a triedrului mobil T, iar ¥ =6 X7 .
Notand cu & =@ vectorul £ =€ i +¢& j+¢ k,relatia (9.18) devine:
a=a,+Exr+wx(@x7) (9.20)
relatie care da distributia acceleratiilor diferitelor puncte ale rigidului (sau
cdmpul de acceleratii) in migcarea generala a acestuia.
Componentele acceleratiilor se obtin proiectand (9.20) pe axele triedrului mobil T:
a, =a, +(ze, —ye. )+ w,(yw, —xw, )+ w. (20, -xw,)
a, =a, * (xez - ZSx)'l' . (Za)y - ywz)+ w, (xwy - ywx) (9.21)
a. =a, +(ve. —xe, )+ (xw -z0)+w (o -zw,)
sau grupand termenii:
L =a, (a) + 0’ )x (ww & )y+ww +e )
—e ) +lww +e ) (9.22)

a :az_(wx +C()},)Z ( €, +(wzwy+gx)y

€

9.3. Miscari particulare ale rigidului

In functie de vectorii V, si @ care caracterizeazi distributia vitezelor in
migcarea generalad a rigidului, miscarile particulare pe care le poate avea un rigid
sunt: miscarea de translatie, miscarea de rotatie a rigidului cu o axa fixa,

miscarea sferica a rigidului cu un punct fix, miscarea elicoidala si miscarea plan-
paralela.

9.3.1. Miscarea de translatie

Un solid rigid se afld in miscare de translatie dacd o dreaptd oarecare
solidara cu rigidul ramane tot timpul miscarii paralela cu ea Tnsasi.

Exemplu de miscari de translatie: un ascensor, masa unei masini de rabotat,
pistonul intr-un cilindru, caroseria unui vehicul care se deplaseaza pe un drum
rectiliniu, migcarea scaunelor unui scranciob, etc.
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Conform definitiei date, in miscarea de translatie, axele sistemului mobil 7
(solidar cu corpul) nu-si schimba orientarea fatd de reperul fix si deci, unghiurile
lui Euler raman constante in tot timpul miscarii. Rezulta ca, in aceastd miscare,
rigidul are trei grade de libertate cinematica, parametrii miscdrii fiind coordonatele
originii O a sistemului mobil fatd de reperul 7; considerat fix, adicd pozitia
rigidului la un moment dat, este determinata de trei functii scalare independente
(parametrii miscarii):

x =50 v =n0) z,=2,0) (9:23)

Daca axele celor doua triedre care raman paralele 77 si 7, sunt alese in mod
convenabil (ca 1n fig. 9.4), avem:

=i, j=j. K=k (9.24)
Y =0, 6=0, ¢ =0 (9.25)

Tinand seama de cele afirmate mai sus, relatia vectoriala: 7 =7, +7, unde:

771 = xlil +ylj1 +Zlkl’. rO = xOll +y0jl +Zk1’.

FExi+yj+zk=xi+yj +zk
Prin  identificare se obtin ecuatiile
parametrice ale traiectoriei unui punct

oarecare al rigidului in miscarea de
translatie:

X, =x,tx
WE=yoty (9.26)
z, =z, tz

Se observa din relatia (9.26), ca traiectoriile
diferitelor puncte sunt identice si deplasate
in directiile axelor, respectiv cu distantele
Fig.9.4 Xo, Yo Zo- Aceste traiectorii depind de legile
de variatie (9.23) ale parametrilor miscarii.

Distributia vitezelor.

Intrucat existenta vectorului @ este legata de variatiile unghiurilor ¢ 8, @,
care sunt egale cu zero, rezultd:t = 0. La acelasi rezultat se ajunge dacad se

consider relatia (9.15) si se tine seamacid: i =i =0, j=; =0, k =k =0.

In consecinti relatia distributiei de viteze in cazul general (9.16) , devine in
acest caz: v, =V, (9.27)

ceea ce inseamna ca, in miscarea de translatie, vitezele tuturor punctelor rigidului
sunt egale intre ele si deci campul vitezelor poate fi reprezentat printr-un vector
liber v, egal cu viteza unui punct oarecare O al rigidului.

Proiectiile vitezei unui punct oarecare pe axele triedrului T; (sau T) vor fi:

le _VOx :xO’ vly :v0y :yO’ vlz ZVOZ :ZO (9'28)
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Distributia acceleratiilor
Se studiaza cu ajutorul relatiei generale (9.20):
a =a,+EXF+@x(@xF)

unde trebuie cunoscute marimile @, @, & =@ 1n fiecare moment.

01’

Intrucat @ =0, £ =0 rezulta deci: a, =a, (9.29)

1

adica, acceleratiile tuturor punctelor rigidului aflat in miscare de translatie, sunt
egale intre ele si deci campul acceleratiilor poate fi reprezentat de asemenea
printr-un vector liber, egal cu acceleratia unui punct oarecare O al rigidului.

Relatiile (9.27) si (9.29) conduc la concluzia ca toate punctele rigidului, la
un moment dat, aflat in miscarea de translatie, au aceeasi viteza si acceleratie.

Aplicatie

Sa se calculeze viteza si acceleratia unui punct M de pe bara AB (biela de
cuplare) a mecanismului patrulater din fig. 9.5, unde O;4=0,B= L, 0,;0,=A4B,
cand w=const.

Rezolvare

Deoarece AB este paraleld tot
timpul cu drepta fixa 0,0, ea
executd o miscare de translatie si
orice punct al ei are aceeasi viteza si
acceleratie ca si punctul A, care este
comun barei AB si manivelei O;A,

adica: v, =v,, a, =a,, care, din

cinematica punctului material, au
marimea:
v, | == Low; a,|=la,|= Lo’

9.3.2. Miscarea de rotatie a rigidului cu axa fixa

Un rigid efectueaza o miscare de rotatie cu axd fixd, daca doud puncte ale
sale raman 1n tot timpul miscarii, fixe in spatiu (in raport cu un triedru fix 7, dat).

Din cauza rigiditatii, toate punctele de pe dreapta care uneste cele doua
puncte fixe sunt de asemenea fixe, deci in cazul acestei miscari existd o axa fixa
care se numeste axa de rotatie. Exemple de corpuri care executd o miscare de
rotatie sunt: rotorul unui electromotor, rotorul unei turbine, un volant, un arbore de
transmisie, o usa care se inchide etc.

Daca alegem convenabil originile celor doua sisteme de axe (sistemul fix 7
si mobil 7) in acelasi punct O; = O si axele Oz si O;z; ale celor doua sisteme de
axe in lungul axei de rotatie a rigidului (fig.9.6) atunci rezultd formulele ce

definesc a aceasta miscare: =0, k=k (9.30)
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Aceste relatii vectoriale sunt echivalente cu urmatoarele cinci relatii scalare:
x,=0, y,=0, z,=0, ¢ =0, 6=0 (9.31)

Deci, in cazul miscarii de rotatie, corpul are un singur grad de libertate

.....

y
i [
>
Jl yl
X

Singurul parametru al miscarii este unghiul dintre axele Ox si Ox;, adica :
o=9¢(t) (9.32)
In aceste conditii, avem urmitoarele relatii:
P=T sau:  xi +y,j, +zk =xi +yj+zk (9.33)

A

Proiectand versorii i, j pe axele lui T, de versori i, j, (fig.9.7) se obtine:
= q{|cos¢)f1 + (Jf|sin¢)]_'l; j= (—|17|Sin¢)171 + (]f|cos(l§)]_'1
sau i =icosp+j sing; Jj=—i sing + j cos@ (9.34)
Inlocuind (9.34) in (9.33) si identificand se obtin ecuatiile parametrice ale
traiectoriei unui punct oarecare al corpului in miscare de rotatie:
X, =xcosQ —ysing; y =xsin@+ycos¢p;, z, =z (9.35)
Ecuatiile parametrice ale traiectoriei pentru acest caz, se mai scriu matricial:
[k, 0 [Gos¢ —sing 00 kO

%}/1%2%1'71(15 cos ¢ OB[ED/%
=H B0 0 1854

Relatiile (9.35) impreuna cu “legea orara a miscarii” (9.32) reprezinta
ecuatiile miscarii punctului in functie de coordonatele sale fata de reperul mobil.

Din a treia ecuatie a relatiilor (9.35) rezulta ca traiectoriile sunt curbe in
plane perpendiculare pa axa Oz.

Daca din primele doua ecuatii ale relatiilor (9.35), se elimina parametrul ¢,
(ridicand la patrat membru cu membru §i apoi Tnsumand) se obtine:



199
Xy =x+yt=d! (9.36)

ecuatie ce reprezintd un cilindru circular drept, avand ca axa de simetrie, axa fixa a
rigidului, iar ca raza distanta de la punct la axa fixa.

Relatia z; = z Impreuna cu (9.36) reprezinta ecuatiile traiectoriei unui punct
oarecare, adica un cerc situat intr-un plan perpendicular pe axa fixa, cu centrul pe
aceastd axa si cu raza egala cu distanta d, a punctului pana la aceastd axa.
Diferitele puncte ale rigidului descriu deci, cercuri concentrice cu centrele pe axa
fixa, cercuri situate in plane paralele, perpendiculare pe axa fixa.

Distributia vitezelor in miscarea de rotatie se determind din formula
generald (9.16): v, =v, +@ X7, in care trebuie determinati vectorii v,, @ . Din

relatia (9.30) rezulta: v, =0 (9.37)
sideci: v, =W xr (9.38)
Pentru determinarea vectorului @ sa derivam mai intai, in raport cu timpul,

relatiile (9.34) si obtinem:

i=¢ [{-sing @ +cos¢ [J, )=
j=—¢[ﬂcos¢§l+sin¢ J)=—¢ 1
Pe de altdi parte, deoarece k =k, avem k= 0, iar expresia

W= (71€y+ (Ef)j +(1_]_ k , conduce la: @ =@k de unde rezulti ca w|| k , adica

@ se poate scrie: W=wk =@ k (9.40)

adica: p=w (9.41)

Rezultd cd vectorul @ are directia axei de rotatie (Oz) si scalarul egal cu
viteza unghiularad (¢ =) aceeasi pentru toate punctele rigidului. Pentru aceste

(9.39)

motive @ este denumit vectorul viteza unghiulara. Tinand seama de (9.40) relatia
(9.38) devine :

i k
W =-Wyi +wxj (9.42)
z

= O

v, =10
x

Pentru un punct oarecare P(x, y, z), rezulta urmatoarele proiectii ale vitezei
pe axele sistemului mobil T:

v, =—wy, v, =wx, v,_=0 (9.43)

1x ly

lar marimea vitezei:

v, =LV +vfy +v. =wyx’+y’ =wld, (9.44)

formula care se regdseste scriind marimea produsului vectorial (9.38).
] =[x 7| =[] OF| sin(w, 7) = |@ld. = pd.
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Din expresiile proiectiilor vitezei v, pe axele sistemului mobil, rezulta
urmatoarele proprietati ale distributiei vitezelor Intr-o migcare de rotatie (fig.9.8):
a. Singurele puncte in care viteza este nula sunt cele care apatin axei de rotatie.

Intr-adevir, egaland cu zero v, si v;, se obtine x = 0, y = 0, care reprezinta
ecuatiile lui Oz.

b. Vitezele sunt continute in plane normale pe axa de rotatie Oz. Aceasta
proprietate rezulta din relatia v;, = 0.

c. Punctele situate pe o dreaptd paraleld cu axa de rotatie au aceeasi viteza.
Aceasta proprietate rezultd din faptul ca in expresiile vitezelor v, v, v;. nu
apare cota z a punctului, deci toate punctele care au o anumita abscisa x’ §i 0
anumitd ordonatd y’ au aceeasi viteza. Aceste puncte se gdsesc pe dreapta
x =x’,y =y’, paralela cu Oz.

d. Pe o dreapta (A) care intdlneste axa de rotatie sub un unghi drept vectorul
viteza variaza liniar (varfurile vectorilor viteza ale diferitelor puncte de pe (4)
se gasesc pe o dreaptd), scalarul sau fiind proportional cu distanta de la punct la
axa de rotatie, iar directia sa facand un unghi drept cu (4). Aceasta proprietate
este continutd in relatia (9.44), regédsindu-se astfel rezultatul cunoscut de la

miscarea circulara a punctului material: v =r @
A

Fig.9.8

Distributia acceleratiilor
Se studiaza plecand de la relatia generala (9.20):
a =a,+Ex7+@x(@x7), in care tinand seama ci in miscarea de rotatie:
v, =0,v, = xr, rezultadeci: a,=0 si deci: a, =&EXr+wxy, (9.45)
Pe de alta parte, derivand in raport cu timpul relatia (9.40):
£ =¢k =¢ck (9.46)
Rezultd ca vectorul £ are directia axei de rotatie Oz si scalarul egal cu
acceleratia unghiulara ¢ =€, aceeasi pentru toate punctele rigidului. Pentru

aceste motive £ este denumit vectorul acceleratie unghiulara.
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In aceste conditii, relatia (9.45) se scrie:
ij kKl |i j k
a=/0 0 +0 0 w|sau:
X

S

(9.47)
y z| |mywxw 0

a :(—Sy—wzx)f+(8x—a)2y)]
Proiectiile vectorului acceleratie pe axele triedrului mobil T vor fi

=ex-w'y, a_.=0 (9.48)

1)

si deci: a|=/a}, +a} +a} =d e +w' (9.49)

Un alt mod de interpretare a formulei (9.45) este acela de a considera
acceleratia unui punct avand doua componente:

a, =—€y-wx, a

* acceleratia de rotatie sau tangentiala:

a=a, =WxXr =EXF (9.50)
* acceleratia axiala (axipeta) sau normala:
a=a =ox@xF)=wxv (9.51)
Iar marimile acestora devin (fig.9.9):
=erBin(e,7)=€d.

a

rot

a =
‘ 9.53
a, :|c_lax| =Wy, Din(@,ﬁ):wz d. ©:53)

si deoarece @ a, rezultd:|a,|=+/a’ +a’ =d e +w', aceeasi cu formula (9.49).
Acest mod de abordare a studiului acceleratiilor in miscarea de rotatie a

rigidului conduce la concluzia cd componentele @, @, sunt identice respectiv cu

acceleratia tangentiala si acceleratia normala de la migcarea circulard a punctului
material, deoarece si in cazul rigidului Tn miscarea de rotatie, fiecare punct al lui
(cu exceptia punctelor ce apartin axei de rotatie) descrie un cerc (fig.9.9).

Fig.9.9

Fig.9.10 X
Rezulta urmatoarele proprietati ale distributiei acceleratiilor in miscarea de
rotatie (fig.9.10):
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a. Singurele puncte de acceleratie nula sunt cele care apartin axei de rotatie.
Aceasta afirmatie rezulta din faptul ca atdt marimile vectorilor a,,, a,_ catsia
vectorului a@, depind de distanta d. de la un punct la axa de rotatie §i ca atare,
acestea vor fi nule daca d. = 0.

b) Acceleratiile sunt continute in plane normale pe axa de rotatie, deoarece a;,= 0.

c) Punctele situate pe o dreapta paraleld cu axa de rotatie au aceeasi acceleratie
(fig.9.10), deoarece cota z a punctului nu apare in expresiile (9.48), deci toate
punctele de pe dreapta AA’ au aceeasi acceleratie.

d) Pe o dreapta (A) care intdlneste axa de rotatie sub un unghi drept, vectorul
acceleratie variaza liniar (varfurile vectorilor acceleratie ai diferitelor puncte de
pe (A) se gasesc pe o dreptd, scalarul sdu fiind proportional cu distanta de la
punct la axa de rotatie, iar directia sa facand un unghi constant (a = const.) cu
dreapta (A). Intr-adevar, daci se considerd ca axi (A) axa Ox, un punct oarecare
de pe aceasta are coordonatele x = d,, y = 0, z = 0 si proiectiile lui @, sunt:

a, =—-€y-wx=-wd_, a

, “E&x-w'y=gd_, a,_ =0
de unde rezulta formula (9.50) si formula:

1ga =la,|/|a,|=|e|/ @’ = const. (9.53)

a a
y y

In cazul in care vectorul acceleratie unghiulari £ este nul intr-un interval de
timp, rezultd @ = ct. si miscarea respectivd se numeste miscare de rotatie
uniforma. Daca vectorul £ este constant, miscarea se numeste miscare de
rotatie uniform variata si anume: uniform accelerata daca @,€ au acelasi sens si

uniform intdrziata daca @,€ au sensurile opuse.
Daca axa Oz nu coincide cu Oyz; atunci: @ =wi +w,j+wk .

In constructia de masini, pentru masinile rotative se cunoaste de obicei
turatia n exprimatd in rot/min. Legatura dintre viteza unghiulara si turatia n se
obtine imediat considerand miscarea efectuata intr-un minut: w = 77 / 30 (9.57)

unde viteza unghiulard w se masoara rad/s, iar turatia n in rot/min.
Aplicatial
Se considera o placa de forma dreptunghiulard OABC ( OA = a si OC = b)
care se roteste cu viteza unghiulard constantd w in jurul unei axe fixe care trece

prin O si este perpendiculard pe placd. Sa se calculeze vitezele si acceleratiile
punctelor 4 si B. v,

Rezolvare

Aplicand formula: v, = xr
se obtine: v, =@WXO0A=wa]
deci: 7,004,

\71A|:wa

Fig.9.11
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k
si: ¥,=W0xO0B =0 w = —bwi +awj,
0

SO

a

iar marimea vitezei: [v,,|=wva® +b°

Aplicand formula acceleratiei: a, =& X7 +@ XV,
se obtine acceleratia punctului A:
a,, =€k xai +wk xwaj=¢€aj—aw’i

Intrucat w = constant, avem £ =0 sideci a,, =—aw’i,

adica : a,,004, [a,,|=aw’ =’ [Im‘

Analog se obtine:

[

a,=wxv, =0
-b

- a, = (ai +b)

Q O
o & =

s1 marimea acceleratiei:

@,|=w'Va® +b* =’

08|

Marimile vitezelor si acceleratiilor se pot obtine si direct din expresiile lui
|\71| s |c71| obtinute pentru miscarea de rotatie a rigidului.

Aplicatia 2

Un paralelipiped avand muchiile O4 = 3cm, OC = 4 cm, OO’ = 12 cm
(fig.9.12) se roteste uniform in jurul diagonalei OB’ cu viteza unghiulard
constantd w = 26 rad/s. Se cere sd se determine vitezele s1 acceleratiile colturilor

A si B.

Se aleg axele sistemului mobil in lungul
muchiillor OA, OC s1 OO’ ale

Diagonala OB’ este suportul axei fixe O,z;.
Viteza unui punct al rigidului se determina

Mai intai se determind expresia analitica a
vectorului @ (adicd componentele sale w,

A
z / 2! Rezolvare
O’ C1
A B paralelipipedului.
f‘I cu formula: v, = x7.
O,,L c y >

w, @) pe axele triedrului mobil Oxyz:
OB’
OB/

w = |w| Wers = |w| DersOB' = |w|
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Tinand seama ca O(0, 0, 0), B’(3, 4, 12) s1 w= 26 rad/s, avem:
3 +4)+12k _263Z+4j+121€

W =26 = =61 +8) + 24k

N3+ 4% +12° 13

Vitezele punctelor A(3, 0, 0) si B(3, 4, 0) sunt:
i j k

B, =@x0A=|6 8 24=72j-24k ; P, |=472"+(-24) =759cms™.
3.0 0
i j k

v, =@xOB=|6 8 24=-96j+72j; [v,|=(-96)"+72> =120cms™.
3.4 0

Acceleratiile punctelor A(3, 0, 0) si B(3, 4, 0) se pot calcula cu formula
(9.45) tinand seama ca £=0:

i 7k
a,=@xvia=|6 8  24{=-5760i +144] +432k;
0 72 -24

@,,| =N/5760 +144> +432> =5777.97cms”

i J k
a,=Wxv;=l6 8  24=2880i —432j-576k;
0 -96 72

@,,| =~/28807 +4327 +576> =2968,63cms™

9.3.3. Miscarea elicoidala (de rototranslatie)

Un rigid efectueaza o miscare elicoidala daca doua puncte ale sale raman tot
timpul miscarii continute pe o dreaptd fixa In spatiu; aceasta se numeste axa
miscarii elicoidale.

In cazul acestei miscari, corpul are doud grade de libertate cinematicd care

e e, e

fixe si de a se roti in acelasi timp in jurul acestei drepte.

Ca exemple de miscari elicoidale putem cita: miscarea unui surub, miscarea
unui glonte in interiorul unei tevi ghintuite, etc.

Pentru studiul acestei miscari se considera un triedru fix 7; (O;x;y;z;) astfel
incat axa O;z; sa coincidd cu axa miscarii elicoidale si triedrul mobil 7 (Oxyz)
solidar cu rigidul a carui axa Oz coincide cu axa Oz, (fig.9.13).



205

Spre deosebire de miscarea de rotatie, in
aceastd miscare originea O a triedrului 7 se
deplaseazd pe axa O;z;, deci vectorul
7, =0,0 este variabil ca marime. Avem

deci: 7, =kr,; k =k, (9.58)
sau:
=0, y, =0,
% Yo (9.59)
V. w=0, 6=0

Parametrii miscarii sunt:

2, =2,(1); 9 =9(1) (9.60)

Ecuatiile miscarii unui punct oarecare al rigidului in acest caz, rezultd din
relatia generala: 7 =7 +7 unde, pentru cazul particular al acestei miscari,
vectorii 7;, 7,, 7 au forma:

Fig.9.13

FExityjtaks R=zk; Fexityjezk (9.61)
Ca si in miscarea de rotatie se observa ca versorii mobili i, j, k se pot
scrie: i=icosd+jsing;, j=-ising+jcosp;, k=k, (9.62)
Introducéand expresiile (9.61) in relatia: 7, =7 +7, tinand seama de (9.62) si
identificand, se obtin ecuatiile parametrice ale traiectoriei unui punct oarecare P
(de coordonatele x, y, z fata de 7):
X, =xcosQ —ysing; Y, =xsin@ +ycos¢p; z,=z,+z  (9.63)
sau matricial:
O [Gos¢ —sing 001 (k[
%+ %m¢ cos¢p 0 B[EW%
180 o 1HEH

Ecuatiile (9.63) impreund cu (9.60) reprezintd ecuatiile parametrice ale
miscarii unui punct oarecare al rigidului in migcare elicoidala.

Eliminand parametrul ¢ din primele doua ecuatii (9.63) se obtine:
Xty =xt+yt=d; (9.64)
unde d, este distanta de la un punct al rigidului pana la axa fixa.
Ecuatia (9.64) reprezinta un cilindru circular drept, avand ca axa dreapta fixa.
Rezultd deci ca diferite puncte ale rigidului se misca pe cilindri coaxiali, axa
comuna fiind axa miscarii elicoidale.

Distributia vitezelor in miscarea elicoidala rezultd din formula (9.16):
v, =y, twXr
in care: v, este viteza originii sistemului mobil, care se deplaseaza pe axa fixd Oz:
v, = vk =2,k (9.65)
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in care dac se fac inlocuirile : i = j¢, j=—i¢, k= k, =0 (9.66)
se obtine: =0k (9.67)
adica w||l€, w || vV, si deci (o =|w|1€=w/€ (9.68)
si prin urmare: W=¢ (9.69)

Rezultd cd vectorul @ in miscarea elicoidala, este vectorul viteza
unghiulara (w=¢) si el este coliniar cu vectorul v, tot timpul miscarii. Tinand

seama de acestea putem scrie:

i

k
v =zk+|0 W =-ywi +xwj+zk, (9.70)
X Z

= o .

iar componentele vitezei in raport cu axele triedrului mobil T sunt:

v, =YW, v, =X, Vv, =Z =, (9.71)

1 1z

Marimea vectorului viteza este:

v, = \/v12x +V12y +V122 = \/wz(x2 +y2)+v§ = \/Vfot +V§ (972)

Rezulta urmatoarele proprietati ale vitezei in miscarea elicoidala:

a) distributia de viteze se obtine prin suprapunerea a doud cdmpuri de viteze:
unul specific unei migcari de rotatie in jurul axei Oz, cu viteza unghiulard w
(v, |=wld.) sicelalalt specific unei miscari de translatie in lungul axei Oz,

v t
(v, =2,k ). Axa Oz se numeste axd de rototranslatie:

V,=(—ywi +xwj )z k = v+, (fig.9.14);

rot tr

b) nu exista puncte ale rigidului de viteza nula, deoarece componenta v,, este
diferita de zero, iar punctele de pe axa migcarii au viteza minimd. Intr-adevar
dacd in formula (9.72) inlocuim x = 0, y =0, se obtine |171|mm = |\70| (fig.9.14);

c) punctele situate pe o dreapta BB’ (fig.9.14) paralela cu axa miscarii elicoidale
(avand aceleasi coordonate x,y), au vitezele egale, deoarece proiectiile vitezei
v, (adica v_,) nu depind de cota z, deci sunt aceleasi pentru toate punctele care
au aceeasi abscisa x, s1 aceeasi ordonatd yy, iar x = xy $1 y = yy sunt ecuatiile
unei drepte paralele cu axa Oz (axa miscarii elicoidale);

d) pentru punctele situate pe o dreapta (A) care intdlneste axa miscarii elicoidale
sub un unghi drept, vectorul viteza variaza liniar. Aceasta afirmatie este
justificatd de faptul ca in formulele (9.71) componentele v, , v;, §i v;. ale
vitezei sunt liniare in coordonatele x §i y.
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Fig.9.14

Distributia acceleratiilor
Distributia acceleratiilor in cazul miscarii elicoidale se studiaza folosind
relatia generald: @ =a, +&x7 +@x(@x7)

unde: @, =V, =ak (9.73)
este acceleratia originii sistemului de axe mobil fata de cel fix, iar din faptul
ci W=wk si W=¢ rezultdi ci acceleratia unghiulard este paraleli cu
vectorul @ : & = &k = wk=¢k (9.74)
Deci relatia generald: @ =a, + & X7 + @ x (0 % 7) devine:

i j okl |i ] k
a=ak+0 0 g+0 0
X y zi myw xw 0
sau: a, = (— £y — on)zx)lT + (Ex - wzy)j +ak (9.75)
de unde rezultd componentele vectorului acceleratie pe axele sistemului mobil:
a, =-€y-w'x, a,6 =E€x-wy, a. =a, (9.76)

s1 marimea vectorului acceleratie:
@] =Ja +a; +al = [g8+0" \x" +y7)+a;
BN ) T
Se observa ca componentele a;, si a;, sunt la fel ca in miscarea de rotatie iar

componenta a;, = a, este la fel ca in miscarea de translatie, deci (9.75) se mai
scrie: a, =a,, +a

transl. *

(9.77)

Rezulta urmatoarele proprietati ale distributiei acceleratiilor in miscarea
elicoidala:
a) distributia acceleratiilor se obtine prin suprapunerea a doud cdmpuri de

acceleratii: unul corespunzand unei miscari de rotatie in jurul axei Oz
(a, =a,ita,j, unde : a,= au, A =a,) si celalalt corespunzand unei

miscari de translatie in lungul axei Oz (a;,= A= Ay);

e) proiectia acceleratiei pe directia axei de rotatie elicoidale este constanta (nu
depinde de coordonatele punctului) ;
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b) in general, nu exista nici un punct al rigidului de acceleratie nula iar punctele
de pe axa miscarii elicoidale au acceleratia minima. Intr-adevar, facand in
relatia (9.77) x = 0, y = 0 se obtine |@| =a,, adicd acceleratiile punctelor

rigidului de pe axa miscarii elicoidale;

c) punctele situate pe o dreapta BB’ paraleld cu axa miscarii elicoidale
(fig.9.15), au acceleratii egale (deoarece proiectiile acceleratiei nu depind de
cota z);

d) pentru punctele situate pe o dreapta (A) perpendiculara pe axa miscarii
elicoidale acceleratiile variaza liniar. Aceasta afirmatie este o consecintd a
faptului ca expresiile componentelor acceleratiilor a;,, a;, si a;. (9.76) sunt
liniare in coordonatele x si .

Aplicatie. Miscarea unui surub.

Un caz particular al miscarii elicoidale este acela in care existd o relatie de
proportionalitate intre deplasarea pe axa miscarii elicoidale zy=zy(?) si unghiul
¢=¢(t) de forma: z, = C¢ (C = constanta)

(a) Aceasta miscare de surub a rigidului are un singur grad de libertate.
Daca se considera miscarea unui surub fata de o piulitd fixa, atunci pentru C> 0
corespunde surubului drept, iar pentru C < 0 corespunde surubului stang.

Derivand succesiv in raport cu timpul relatia (a):

z,=C¢ , Z,=C¢ (b)
sau: v, =Cw, a,=Ce ()

Pentru determinarea constantei C (care este 1n functie de pasul p al
surubului) se observa cd la o rotatie completa a surubului ¢ = 27 acesta
inainteaza cu distanta z, = p. Inlocuind aceasti conditie in relatia (a) avem:
p=CLm de unde rezulta: C = p /2, iar relatiile (c) care dau viteza si acceleratia

devin: v, =Ly a, =L, (d)
2 2

Se cere viteza si acceleratia unui punct de pe periferia unui surub M6 care

se roteste cu turatia constantd: n = 15 rot/min. (pentru M16, pasul este: p =2mm).

Elementele cinematice care trebuiesc determinate sunt:

w=@=n—ﬂs=zrad/s, w=€e=0
30 30 2
(e)
v =£p=lmm/s a,=v, =0
oomt 2 o

Viteza punctului de pe periferia surubului este deci:

y, = Jwrd> +v2 =8/ 2) +(1/2) =12,576 mm/s, ®
Acceleratia punctului de pe periferia surubului (avand numai o componenta

normald) este:
a =dw =8(/2) =2m* =19,74 mm / s*. (g)
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9.3.4. Miscarea plan - paralela (plana)

Un corp rigid are o miscare plan - paralela (sau plana) daca trei puncte
necoliniare ale sale sunt continute tot timpul migcarii intr-un plan fix din spatiu.
Consideratii geometrice elementare arata ca toate punctele rigidului coplanare cu
cele trei puncte, raman de asemenea continute in planul fix din spatiu.

Ca exemple de miscari plan-paralele putem cita: miscarea bielei ce leaga
pistonul de manivela rotii, miscarea rotii unui vehicul pe un drum rectiliniu, etc.

In acest caz, corpul are trei grade de libertate cinematicd care corespund

R

grade de libertate) si o rotatie in jurul unui ax propriu, perpendicular pe planul fix
(un grad de libertate).

Se poate deci afirma ca miscarea de rotatie cu axa fixa si miscarea de
translatie intr-un plan, sunt doua cazuri particulare de miscari plan-paralele.

Pentru studiul miscarii se considera un triedru fix 7; (O;x;y;z;) astfel incat
axele Ox; s1 O;y;, sd se gaseascd in planul considerat fix si un triedru mobil T
(Oxyz) solidar cu rigidul, ale cdrui axe Ox si Oy se gasesc de asemenea 1n planul
fix (fig.9.16).
Se impun deci conditiile:
“ ZA z, =0, /;21;1.

Dar relatia k=k, echivaleazi cu
relatiile scalare: ¢ =0, 6 =0

Miscarea rigidului este cunoscuta,

daca se determina coordonatele x, si

vy ale originii triedrului mobil in

raport cu triedrul fix si unghiul ¢

dintre axele O;x; si Ox, adica cele trei
» functii scalare:

Xo =X (1), Yo = y(1). ¢ = (1)
care reprezintd parametrii miscarii sau
ecuatiile orare ale miscarii (s
corespund celor trei grade de libertate
cinematica )

Fig.9.16

Ecuatiile miscarii unui punct oarecare al corpului (adica ecuatiile
traiectoriilor) se obtin pornind de la relatia vectoriald: 7, =7, +7, care in cazul de

fata are forma particulara:

71 ='x1i1 +y1jl +Zk

1771 ,7;) =x0i1 +y0jl’ FzXl +y.]+Zk

si deoarece: [ =i, cosp + j sing, j=—i sin@ + jcosp; k=k (9.78)
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aceasta relatie vectoriald conduce la ecuatiile parametrice ale traiectoriilor:
X, =x,+xcosp—ysing;, y =y,txsin@+ycos¢p;, z =z (9.79)
sau matricial:
%Jxl E HCO E E??s¢ —sin@ OB DCE
0= 0, 0+ Fing cosp 05100 (9.80)

0 BbHEo0 o 1BEH

Din aceste relatii, rezultd urmatoarele proprietati ale traiectoriilor
diferitelor puncte:

a) traiectoriile diferitelor puncte depind de parametrii migcarii x,, yy §i §.
b) toate punctele se misca in plane paralele cu planul fix.

¢) toate punctele situate pe o paralela la Oz descriu traiectorii identice. Deci
pentru a cunoaste miscarea in orice plan, este suficient sa se studieze miscarea
in planul xOy.

Distributia vitezelor in miscarea plan-paralela
Se studiaza cu ajutorul relatiei generale (9.16) a distributiei de viteze:

v, =y, Tt Xr

unde: v, =v, i +v, j (9.81)
este viteza originii O a triedrului 7 din planul fix,
iar in expresia: W = (/_ U?y + (E E_)]_ + (z_ ﬂ)’? (9.82)
se inlocuieste: i=jp, j=-i¢, k =/€ =0 (9.83)
si conduce la: W =¢k =wk si deci: w=¢ (9.84)

Deci, vectorul @ pastreaza aceeasi expresie ca si in miscarea de rotatie. In
miscarea plan-paraleld viteza unui punct oarecare se scrie:

i j ok
V=i v, 0 0 = (v, —wy)i + (v, +wx)j 9.85)
X y z
Componentele vectorului v, pe axele sistemului mobil, sunt deci:
B}IX = va - wy
%}ly = vOy +wx (9.86)
O

D}IZ :0
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Din aceste expresii rezulta urmatoarele proprietati ale distributiei de viteze:
a) vitezele diferitelor puncte sunt paralele cu planul fix;

b) exista in general puncte a caror viteza este nuld; daca notam cu & n, {
coordonatele unui asemenea punct, ele sunt solutiile sistemului:

0=v, —wn,
o 1 (9.87)
0=v,, +wé
din care rezultd coordonatele punctului de viteza nula fata de sistemul mobil:
&= Yo n =Y 7 =arbitrar (9.88)
w w

Punctele rigidului care au viteza nuld se gasesc deci pe o dreapta paralela cu Oz.
Acesta dreapta poartd numele de axa instantanee de rotatie, iar punctul din
planul xOy, care are viteza zero poartd numele de centru instantaneu de rotatie.
El se noteaza in continuare cu /;

c) distributia de viteze intr-o miscare plan paralela este identica cu cea de la
miscarea de rotatie, ca §i cand rigidul s-ar roti in jurul axei instantanee de
rotatie. Intr-adevir, daci se face o translatie de axe in centrul instantaneu de
rotatie, definita de formulele: x=x'+¢&, y=)'+n, z=z.

avem pentru v,, $1 v, expresiile:

le=v0x—w(y'+n)=v0x—wy'—w%=—wy’ (9.89)
v
v, =V, tw(x' +&) =y, +wx' - w—=wx' (9.90)

w
Rezultd expresii analoage cu cele de la miscarea de rotatie:

v, =-—wy, v, =wx',v_=0

Observatie. Se face precizarea ca rigidul nu se roteste in jurul axei
instantanee de rotatie. Aceasta axa este in miscare atat fatd de triedrul fix cat si
fatd de triedrul mobil, deoarece ¢ si 1 date de (9.88) sunt in general functii de

timp, deci sunt variabile.

Baza si Rostogolitoarea

Locul geometric al centrului instantaneu de rotatie I in raport cu sistemul
de referinta mobil este o curba denumita Rostogolitoare (sau Centroida mobila),
iar locul geometric al centrului instantaneu de rotatie I in raport cu sistemul de
referinta fix este o curba denumitd Baza (sau Centroida fixa).

.. . . . Y v
Ecuatiile parametrice ale Rostogolitoarei sunt: & =——-,n=-= (9.91)
w
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A K y CIE n) Ecuatiile parametrice ale Bazei, conform
A A G definitiei, se pot obtine din ecuatiile (9.80),
unde coordonatele (x, y, z) fatd de triedrul
mobil se 1inlocuiesc cu (&, n, 0), iar
N \ P coordonatele fata de triedrul fix (x;, y;, z;)
cu (&-11 r’b 0)
yi § =x,+Ecos@p —nsing
v - _ -
4 o~ n =y, +&ésing +ncos (9.92)
<> -
<JJ—> Zl B 0
Fig.9.17 sau 1nlocuind relatiile (9.91) se obtine:

va

v v
¢ :xo—ﬂcostp—visintp; n =y, ——2sing +—cosp;, {,=0 (9.93)
w w w
Ecuatiile (9.92) pot fi deduse direct (geometric) din fig.9.17, unde
centrul instantaneu de rotatie | , este exprimat prin proiectiile lui in raport cu
triedrul fix (¢, n;) siin raport cu triedrul mobil (¢, n).

Centroida fixa si centroida mobila sunt doud curbe plane tangente in
punctul I, iar in timpul miscarii plane centroida mobila se rostogoleste fara
alunecare peste centroida fixa.

Pentru determinarea pozitiei centrului instantaneu de rotatie, se pot utiliza,
atat procedee geometrice (folosind proprietatile distributiei de viteze din migcarea
pland), cat si procedee analitice.

S-a ardtat la miscarea de rotatie cd vectorul vitezd este normal pe raza iar
scalarul sau este proportional cu raza. Rezulta de aici c@ dacd se cunosc directiile
vitezelor Tn doud puncte oarecare A si B (fig.9.18.a) ale unui rigid aflat in miscare
pland, atunci centrul instantaneu de rotatie / se afla la intersectia normalelor duse
in A si B pe suporturile celor doua viteze.

Daca se cunoaste deci scalarul vitezei unui punct (de exemplu A), se poate
. . D . : v, . g o
determina viteza unghiulard w cu ajutorul formulei w = ﬁ si odatd determinata

aceasta, se poate afla viteza oricarui alt punct. De exemplu viteza punctului B va

fii v, =IBMo=IB E}[’j (9.94)
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In figura 9.18.b se aratd cazul cand suporturile vitezelor celor doud puncte
A si B sunt paralele si atunci normalele la aceste suporturi vor fi si ele paralele.
Centrul instantaneu se va gasi la infinit. In acest caz distributia de viteze in
momentul considerat este cea corespunzatoare miscarii de translatie.

In figura 9.18.c. se aratd cazul cind suporturile vitezelor sunt normale pe
AB. In acest caz, orice punct al dreptei AB poate fi centru instantaneu. Pentru
determinarea pozitiei lui este necesar sa se cunoasca nu numai directiile vitezelor
v4 s1 vp ci st scalarii lor. Folosind proprietatea de variatie liniara a vitezelor in
lungul razei, se gaseste centrul instantaneu la intersectia lui AB cu dreapta ce
uneste varfurile vectorilor v, i v,.

Observatie. Daca in loc de curbele descrise de centrul instantaneu de
rotatie, n raport cu sistemul de referinta fix, respectiv in raport cu cel mobil, se
considera suprafetele generate de axele instantanee de rotatie fata de aceleasi
sisteme, se obtin doud suprafete cilindrice: una fixa (axoida fixa) si alta mobila
(axoida mobila) care se rostogoleste fara sa alunece peste cea fixa.

Y\ a A Rostogolittarea A plicatie

CIEN) Problema lui Cardan

>

" 1 O barda AB = 2L (fig.9.21) se deplaseaza in
plan, rezemandu-se cu extremitatile A si B
Baza  P¢ doud ghidaje care fac intre ele un unghi
¥ de 172. Se da viteza v, punctului 4, care este
constantd. Se cer: Baza, Rostogolitoarea

si distributia de viteze.

D

=
=

Rezolvare:

¢ X

R T | ‘ |
- ) S.e alege 51st§mul de coordonate O;x;y; si
Fig.9.21 sistemul mobil Oxy ca in figura 9.21 (O=A4).

Z\\\ NN

1;1 . Solutia geometrica

O

Unghiul ¢ este parametrul miscarii (variabil in timp). Centrul instantaneu de
rotatie / se afla la intersectia perpendicularei in 4 pe v4, cu perpendiculara in B pe
Oy,. Ecuatiile parametrice ale Bazei sunt:

§,=0A=2Lsing; n =0B=A4Al=2Lcos¢
Eliminand parametrul ¢ se obtine ecuatia implicita a Bazei: &’ +n} =(2L)*,
adica este ecuatia unui cerc cu centrul in O; siraza 2L.

Ecuatiile parametrice ale Rostogolitoarei sunt:

[(§ =AD =1Asing =n, sing =2LcosP singp = L sin2¢

%’] =AE=DI =1Acos¢ =n,cos¢ =2Lcos’ ¢ = L(cos2¢ +1)

Eliminand parametrul ¢ se obtine ecuatia implicita a Rostogolitoarei:
&’ +(n— L)’ =L’ care este un cerc cu centrul pe axa Ox: C(0, L) si de razi L.
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2. Solutia analitica
La acelasi rezultat se ajunge dacd se folosesc ecuatiile parametrice (9.91) si
(9.93). Pentru aceasta se admite cd bara AB pleacd din pozitia initiald care
corespunde lui ¢ = (. Deci legea de miscare a originii sistemului de coordonate
mobil O =4 este:
X, =x,=2Lsin¢

Derivand in raport cu timpul aceasta expresie se obtine vp Sv,:
v, =v,=%x,=2L1p [tos¢ =2Lwcos

5 %
de unde rezulta: w=—"—.
2Lcos ¢
Proiectiile pe axele sistemului mobil ale vitezei originii sunt:
V,, =V, cos@, Vo, =V, sing,

lar coordonatele originii sistemulul mobil in raport cu sistemul de referintd fix
sunt: x, =2Lsin¢, y,=0.

Deci ecuatiile parametrice ale Rostogolitoarei conform (9.91) se scriu:
Vo, _ v, RLsin¢cos¢

E=- =L in2¢
w Vo
2
n_%_wzu @032¢ =L(COS2¢+1)
\%

adica: & =Lsin2¢; n=L(cos2¢ +1)
Ecuatiile parametrice ale Bazei conform ecuatiilor (9.93) se scriu:
é =x,+écosp—nsing =2Lsing +Lsin2¢ cos@ — L(cos2¢ +1)sin¢
n,=y,+&sing +ncos¢ =2Lsin’> ¢ cosp +2Lcos’ ¢ =2Lcos(sin’ ¢ +cos’ ¢ )
adica:
¢, =2Lsin@; n,=2Lcos¢

Distributia de viteze se obtine cu ajutorul centrului instantaneu de rotatie /.

Viteza unghiulara in jurul lui / este: =4A=—4 =—¢p=-w
IA 2Lcos¢

st are sensul dat de directia lui v,.Viteza unui punct oarecare M apartinind lui
AB are mdrimea: v, = IM [{2 si este perpendiculara pe /M si sensul dat de Q.

Observatie

In cazul acestei probleme exista si o solutie geometricd elementara. Figura
0;AIB, fiind un dreptunghi, rezulta ca din punctul / bara 4B se vede in orice
moment sub un unghi de 90°, deci locul geometric al Iui I fati de bara AB
(rostogolitoarea) este un cerc construit pe segmentul AB ca diametru.

Fata de sistemul fix se observa ca distanta /O; =4B =2L este constanta. (ca
diagonale ale dreptunghiului O;41B). Centrul instantaneu / gasindu-se la o distanta
fixa de O; locul geometric al lui I (baza) este un cerc cu centrul in O; , de raza 2L.
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Studiul vectorial al vitezelor in miscarea plan-paralela

Se considera doud puncte 4 si B ale unui corp in migcarea plana, care
apartin planului mobil xOy (fig.9. 19) . Dorim sa gdsim o relatie vectoriald intre
vitezele acestor doua puncte.

Pentru aceasta se aplicd relatia distribiutiei de viteze : v, =V, + W X7 pentru
cele doud puncte A si B:
V, =V, +@ % O0A; v, =V, +@wxO0B.
Daca scadem cele doua relatii membru cu membru se obtine:
V.-V, =@x(OB-0A4); sau v,=7v,+@WxAB (9.95)
Aceasta este relatia lui Euler pentru viteze In miscarea plan-paraleld a
rigidului. Relatia (9.95) se mai scrie:
Vy =V, Y, (9-96)
unde : v, =@xAB este viteza punctului B al rigidului fata de punctul A

presupus fix si (conform definitiei produsului vectorial) este perpendiculard pe
vectorii @ si AB (fig.9. 20).

€l

/2

Daca in particular punctul A coincide cu centrul instantaneu de rotatie /

(care are vitezanula v, =v, =0 ), din relatia (9.95) rezulta:
v, =@xIB (9.97)
Aceasta relatie confirma proprietatea ¢) a distributiei de viteze: la un

moment dat este aceeasi cu cea de la migcarea de rotatie cu axa fixa, in jurul axei
instantanee de rotatie.

Utilizand metoda vectoriala se poate deduce pozitia centrului instantaneu de
rotatie /. Astfel inmultind vectorial la stdnga cu @ relatia (9.97), se obtine:

WXV, =@x(wxIB)=(w1B)® - IB
Dar intrucat /B avem: (G B ) =0 sirezulta:
Wxv, —w BI=0 (9.98)
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. It
|a)| [|}73| [$in — =@

2

W Xy

de unde: BI = - 5 deci: |E| =

(9.99)

w @

Pe baza relatiei (9.99), se poate stabili o regula practica de determinare a
porzitiei centrului instantaneu de rotatie I: acesta se gaseste in planul miscarii, pe

perpendiculara dusa din punctul B pe v, la distanta |§| :|\73| / |m

, In sensul dat de
vectorul v, rotit cu 90° in sensul lui @ (fig. 9.20).

In continuare problema se rezolva conform celor prezentate la metoda
grafo - analiticd de determinare a centrului instantaneu de rotatie.

Distributia acceleratiilor in miscarea plan-paralela

In miscarea plan-paralela distributia acceleratiilor se studiaza cu ajutorul
formulei generale (9.20):

a=a,+Exr+wx(@x7) (9.100)

unde: @, =V, =a, i +a, j esteacceleratia originii sistemului mobil

iar vectorul acceleratie unghiulari este : £ =W =wk =€k (9.101)
In acest caz rezulta:
i j k|l |i j Kk
a,=a,i+a, j+0 0 £+/0 0 w
X vy z |myw xw 0
sau: a, = (%x o C<)2x)zT + (aoy +Ex - a)zy)]_' (9.102)
1ar proiectiile acceleratiei pe axele triedrului mobil sunt:
a, =a, —€y-wW'x; a,=a, tex-w'y; a,. =0 (9.103)

Rezulta urmatoarele proprietati ale campului de acceleratii in miscarea plan
paralela:

a) acceleratia oricarui punct al rigidului este cuprinsa intr-un plan paralel cu
planul fix al migcarii Oxy (deoarece a;,=0, conform 9.103);

b) acceleratiile punctelor care se gasesc pe o dreapta perpendiculara pe planul
fix (deci care are aceleasi coordonate x si y) sunt egale ca marime, directie §i
sens.

c) in general exista puncte de acceleratie nula, care se gasesc pe o dreapta
paralela cu axa Oz; in planul Oxy exista un singur asemenea punct si care se
numeste polul (centrul) acceleratiilor (si se noteaza cu J).

Coordonatele punctului de acceleratie nuld J (u,v) trebuie sa satisfaca relatiile :

0=a, —&v-wu; 0=a, +&u—-w’v (9.104)
_wa,, —€a,, _&a, twa,,

de unde rezulta : u = W, V= W (9105)
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Din relatiile (9.105) se observa ca centrul acceleratiilor este un punct care isi
schimba tot timpul pozitia (intrucét ay, si a,, sunt in general functii de timp).

d) distributia acceleratiilor intr-o migcare plana este identica cu cea de la
miscarea de rotatie, in jurul unei axe normale la planul fix si care trece prin
polul acceleratiilor J.

Intr-adevar, efectuand o translatie a sistemului mobil, definita de relatiile:
x=xtu, y=y'+tv, z=2z’ (9.1006)
astfel incat originea noului sistem sd coincidd cu polul acceleratiilor J,
componentele acceleratiei (relatiile 9.103) devin:

a, =a, = (y'+v)e - (' +u

aly = an + ('x' + u)g - (y, + v)w2
unde inlocuind u si v cu expresiile lor din (9.105) si efectuand calculele si
simplificdrile respective, se obtin expresiile:

a, =-ye-xw'; a6 =xe-)yw’ (9.108)

y

(9.107)

care sunt analoage cu cele obtinute la miscarea de rotatie, intrucat se poate
scrie: @, = @’ ta’, =dNw' +&’unde: d =\/(xX' ) +(y' )
In general J si I sunt doud puncte diferite.

Determinarea grafo-analitica a polului acceleratiilor

Pentru determinarea grafo-analitici a polului acceleratiilor se foloseste
proprietatea d) adica distributia instantanee de acceleratii este identicd cu cea a
unei miscdri de rotatie in jurul polului (centrului) acceleratiilor J. Se considera
cunoscute: acceleratia @, a unui punct A4 al rigidului, viteza unghiulard @ si

acceleratia unghiulara £ (unde £=w).

Daca presupunem cunoscute: pozitia punctului J
(adica distanta 4J) si unghiul ¢ (fig.9.22) (care
de fapt sunt tocmai necunoscutele care trebuiesc
determinate), la fel ca In miscarea de rotatie se

descompune acceleratia a, 1In cele doua

componente: normald a’, si tangentiala a' ale
caror marimi au expresiile:

a'=JA', a'.=JAE; (9.109)
avem evident:
a’=(a ) +(d, =) A*(e* +w') (9.110)
Fig.9.22 3
de aici rezulta formula de calcul a marimii lui JA: JA=% (9.111)
a’, _ JA&

— 4

a’ JA’

A

si a unghiului dintre directiile a, siJA: tg¢

= zg¢:wi 9.112)

2

Se observa ca unghiul ¢ si acceleratia € au acelasi sens.
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Pe baza relatiilor (9.111) si (9.112) se poate determina grafic centrul
acceleratiilor i acceleratia unui punct arbitrar M, astfel:

e prin punctul A se duce o dreapta inclinata fatd de a, cu unghiul ¢ a carei
marime se calculeaza cu relatia (9.112); unghiul ¢ se ia in acelasi sens cu
acceleratia unghiulara &;

* pe aceastd dreaptd se determina centrul acceleratiilor J, cu ajutorul relatiei
(9.111);

e Odata determinat centrul acceleratiilor, acceleratia unui punct arbitrar M
(fig.9.22) se detremind ca In miscarea de rotatie in jurul punctului J, cu viteza
unghiulard w si acceleratia unghiulard &, calculand cele doud componente cu
ajutorul relatiilor: a, =JIMd’, a,=IM

Studiul vectorial al acceleratiilor in miscarea plan-paralela

Se considera doua puncte A si B apartinand planului mobil xOy (fig.9.23.a).
Se presupune cunoscutd acceleratia @, a punctului A si se cere sd se exprime

acceleratia @, a punctului B in functie de a, .

z

g

Fig.9.23 (b)

Aplicand formula acceleratiei din miscarea generala a rigidului pentru cele
doua puncte:

a,=a, +ex0A+wx(wx 04) (9.113)
a,=a, +ex0B+wx{wx OB)
si tinand seama de formula de exprimare analitica a produsului dublu vectorial a
trei vectorti: Ex(b XE)=(E El)b —(c? EE)E, se obtin expresiile pentru acceleratiile
punctelor A si B:
a,=a, +ex04+([DA4)w-w 04 (9.114)
a,=a, +exOB+@OB ) -’
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Intrucat: @OA=0 si WOB=0, rezulta deci:
a,=a,+ex0A-w'0A ; a,=a,+£xOB-w'0B (9.115)
scazand membru cu membru rezulta:
a,-a,=~w'(0B-04 ex{0B-04) (9.116)
de unde se deduce formula lui Euler pentru acceleratii in miscarea plan -
paralela:

a,=a,—w' AB+EXAB (9.117)
care se mai poate scrie si astfel: a,=a,+a,, (9.118)
unde: a,,=a,, +a,, (9.119)

este acceleratia punctului B fatda de A (ca si cum punctul A ar fi fix), cu
cele doud componente:
* acceleratia normald a punctului B fatd de punctul A:
a.,=—w'AB (9.120)

2
de marime a,, =a)2|AB|=ZB; , paralela cu AB, iar sensul de la B spre A.

» acceleratia tangentiald a punctului B fatd de punctul A:
a', =ExAB (9.121)
, perpendiculard pe AB, iar sensul dat de €.

de marime a}, =¢|AB
Daca in particular punctul A coincide cu polul acceleratiilor J, adica
a,=a,=0, atunci relatia lui Euler se scrie mai simplu:

a,=—w'JB + ExJB (9.122)
Aceasta relatie exprima vectorial, faptul ca la un moment dat distributia de
acceleratii Tn migcarea plan - paraleld se obtine ca in miscarea de rotatie in jurul

centrului acceleratiilor J (fig. 9.23.b).
Acceleratiile a,, a,, a, au aceeasi inclinare fata de razele J4, JB s1 JM,

de unghi ¢, dat de relatia :

a" _ €A _ €lUB _ elUM _

tgp =% = (9.123)

&

¢ wld wlB wliM

Centrul acceleratiilor J poate fi determinat si vectorial. Inmultind relatia
(9.122) cu ' si apoi vectorial cu £ se obtine:

W a, -w' BJ+w(ExBJ)=0 (9.124)

gxa, - [ExBJ)-£ BJ=0 (9.125)
s1 insumand aceste doua relatii rezulta:

w'a, +&x a,~(g* +w' )BJ=0 (9.126)

de unde:
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E]Z w’ C_lB +§XC_IE
£ +w!

(9.127)

Daca in particular B = O si1 se proiecteaza relatia vectoriala (9.127) pe axele
sistemului Oxy, se regdsesc relatiile (9.105) adicd coordonatele (u, v) ale
centrului acceleratiilor J :

L= w'a,, —&a,, L= Ean w'a,,
w' +e W'+’
Aplicatie
Se considera mecanismul maniveld-piston din fig. 9.24.a, intr-o pozitie

particulard. Manivela are lungimea OA=I0 L, biela AB=60 L iar distanta
AC=20 L (cm). Manivela OA se roteste cu viteza unghiulard w,, =15 w, (s~ ) si

acceleratia unghiulard £,, =2 w; (s~ ), avand sensurile indicate in figura.

w

AB’

Se cere sa se determine: v,, a,,v,, 4,,v., a £

A’ "B’ B’ C?

Cc?

AB *

14

jEﬁB(«’:1)

Rezolvare:

s

Fig.9.24

Distributia de viteze este data in fig. 9.24.b si avem:
v, =w,, [0A=15Lw, (cms™")
Cunoscand directia vitezelor v4 s1 vz se poate determina pozitia centrului

instantaneu de rotatie / (la intersectia perpendicularelor pe suporturile celor doua
viteze) si se scriu relatiile:

* pentru viteza unghiulard a bielei, care este orientatd Tn sensul indicat de

B3

vitezele v sivg: @, =—4=—4 _=""¢ (s~
ASLVE “I4  AB cos30° 6 b (57

* pentru viteza punctului B:
v, =w,, IB=w,, (4B sin30° =5/3 Lw, (cms™)
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pentru viteza punctului C, care este orientatd in sensul indicat @,,
v, =w,, OC=w,, O/BC* + BI* =2BC [BI cos60° =10,4 Lw, (cms™ )

Distributia acceleratiilor este data in fig. 9.24.c si se poate scrie:

pentru acceleratia punctului A:
a,=a,+a,,unde:
a' =€, [0A=20 Lw.; a'=w,, [0A4=225Lw;
=\J(a")? +(a')* =301 Lay? (cms™)

pentru acceleratia punctului B:

— = =T —Uu —T —v

a, —a, * a, * ag, * Apy (a)
unde: a,,[14Beste acceleratia tangentiald a lui B fatd de A si este orientatd in
sensul dat de €,,, iar a,,

orientatd dinspre B spre A: B — A; aceste acceleratii au expresiile:

T

D a
a;A =wj3 L4B =5L&)02 (cms 2) gy = E4p [UB O € = A_fz (b)
Proiectand relatia vectoriala (a) pe axele sistemului de referintd considerat in

fig. 9.24.c se obtine:

a, cos30’ =—a’ cos60° +a" sin60° +aj, ()
a, sin30° =a’, sin60° +a’, cos 60’ —a;, (d)

Din relatiile (c) si (d) se obtin respectiv:

a, :L(— a’ cos60° +a' sin60° +a§A):E22,5 —%EL%Z (cms™ )

cos30°

. _ 7043 743

a,, = —Lw (cms™ ), iar din relatia (b) se obtine: & ij (s?)

pentru accelera‘gia punctului C:

a.=a,+a, ta,, +a., (e)
unde: a/ EIAB este acceleratia tangentiald a lui C fata de A sl este orientatd In
sensul dat de €

4B iar aCA
orientatad dinspre C spre A: C — A; aceste acceleratii au expresiile:

=w', [UC=17Lw, (cms”);, a., =€,HC=68Lw. (cms™)
Proiectand relatia vectoriald (e) pe axele sistemului din fig. 9.24.c se obtine:
o =—a’cos60° +a"sin60’ +a’, =112 L&y} (cms™)

a,., =a', sin60° +a’, cos60’ —a;, =218Lw; (cms™)

a

2

: . — 2 2 -2
prin urmare: a. =+/a., +ta. =245 Lw, (cms™ ).
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Planul vitezelor si al acceleratiilor

Se considerd un corp care executa o miscare pland (de exemplu biela AB a
unui mecanism patrulater) pentru care se cunosc viteza si acceleratia punctului A,
precum si directia vitezei punctului B (tangenta la cercul cu centrul in B, fig.
9.25) Distributia de viteze pentru acest element se poate determina grafic cu
cu v, =W, xXAB

ajutorul relatiilor lui Euler: V=V, 4V,

Planul vitezelor (fig.9.26) este figura
formata din vectorii VvV, si V,
aplicati in acelasi punct p,, numit
polul vitezelor.
Se alege pentru aceasta reprezentare o
. v /s
scard a vitezelor: k, = i %B
(p,a)Omm [
Cu ajutorul acestei reprezentdri se
poate rezolva grafic ecuatia vectoriala
v,=v,+v,  unde s-a subliniat cu
doua linii vectorii cunoscuti atdt ca
modul céat si ca directie, iar cu o linie
vectorii cunoscuti numai ca directie:
v.OBB; v,04B; astfel se pot

determina modulele acestor viteze.

Distributia de acceleratii pentru elementul triunghiular (avand ca latura AB)
se poate determina grafic cu ajutorul relatiilor lui Euler:

a,+a,=a, a,+a,, a,=-w.BB,a,=& XBB; a, =-w; AB, a,, =&, XxAB

BA ’

) ||A04,f" Planul acceleratiilor (fig.9.27) este figura
\in BB formata din vectorii @, , a, si a, aplicati
in acelasi punct p, numit polul
acceleratiilor. Se alege pentru aceastd

reprezentare scara a acceleratiilor:
a,| Bn/s A
T p,a’)dmm [

Cu ajutorul acestei reprezentari se poate
rezolva grafic ecuatia vectoriala:

/
%
<
.
.
.
.
.
)
N

—u
a=B+a —a +a ta, +aBA,

unde s-a subliniat cu doua linii vectorii cunoscu‘gl atat ca modul cat si ca directie,
iar cu o linie vectorii cunoscuti numai ca directie: a,[0BB,; a,[AB ;se

reprezintd la scara suma vectorilor cunoscuti cu metoda poligonului, incepand din
polul acceleratiilor, pentru fiecare membru al ecuatiei si incheind cu trasarea
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directiilor vectorilor necunoscuti ca modul. La intersectia celor doud directii se
obtine punctul b’ care permite determinarea grafica a necunoscutelor problemei.

Cu ajutorul marimilor |c7T E;A|

p se pot determina acceleratiile necunoscute

’

E,S1E,.

9.3.5. Miscarea rigidului cu punct fix

Pentru studiul miscarii rigidului cu un punct fix se va utiliza un triedru fix
T; (Ox;y;z;) si un triedru mobil T (Oxyz) solidar cu rigidul, ale caror origini
coincid cu punctul fix (O; = O) (f1g.9.28). Rezultd cd un punct oarecare M al
rigidului se misca pe o sferda cu centrul in O si de razda OM, de aceea aceasta
miscare se mai numeste si sfericd. Punctul O fiind fix, rigidul efectueazd numai
rotatii. Din alegerea sistemelor de axe 7 si T (O; = O) rezulta:

7 =0 (x,=0, y,=0,2z =0) (9.128)

deci vectorii de pozitie ai punctului M
coincid tot timpul: 7 =7.

AL

In aceasta miscare corpul are trei grade de
libertate cinematica care corespund  celor

PR

------ - axe care trec prin punctul fix. Parametrii
): acestei migcari sunt unghiurile lui Euler
(fig.9.28):

Fig.9.28 W=y(t), 6=0(1); ¢=9¢(t) (9.129)
Se observa ca traiectoriile diferitelor puncte sunt curbe pe sfere concentrice
(cu centrul in punctul fix) cu raze egale cu distantele punctelor la punctul fix.

Distributia vitezelor in miscarea cu un punct fix

Distributia vitezelor in miscarea cu puct fix se obtine din relatia generala
(9.16): v, =v, +@ x7 unde viteza originii lui 7 fata de 7, este nuld: v, =0 si
prin urmare: v, =@ Xr (9.130)

Intrucat in miscarea rigidului cu punct fix viteza unghiulari este un vector
de marime si directie variabila care se scrie:

W=wi+w,j+wk (9.131)
relatia (9.130) devine:
v=wxr=(wz-wy)i+(lwx-wz)j+(oy-wx)k (9.132)
deci proiectiile vitezelor pe axele triedrului mobil 7 sunt:
v, TWZz-Wy, Vv, TWX-Wz vV, TWy-WXx (9.133)
Punctele de vitezd nulad (v, = 0) se pot determina din ecuatia vectoriala:
wxr=0 (9.134)

care, reprezenta chiar conditia de colinearitate a vectorilor @ si 7 si are solutia
generala: 7 =A@ (9.135)
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sau: — == (9.136)

Rezulta ca au viteza nuld la un moment dat, numai punctele situate pe o
dreapta (4) care trece prin O si este paraleld cu @ .

Existand deci 1n orice moment o dreapta (4) ale carei puncte au viteze zero,
distributia de viteze este identica cu cea din cazul miscarii de rotatie ca si cum
rigidul s-ar roti in jurul axei (4) ce coincide cu vectorul @ (fig.9.28).

Aceasta axa poartd numele de axa instantanee de rotatie si ea descrie in
timpul miscarii, fata de triedrul mobil 7 (legat de corpul de miscare), un con care
se numeste conul polodic (axoida mobila), iar fata de triedrul fix 7;, un alt con
numit conul herpolodic (axoida fixa). Conul polodic se rostogoleste in tot timpul
migcarii fara sa alunece, peste conul herpolodic fix, tangenta lor comuna fiind axa
instantanee de rotatie (4).

Distributia acceleratiilor in miscarea cu un punct fix

Distributia acceleratiilor in miscarea cu un punct fix se obtine din relatia
generala (9.20):

a =a,+exr +wx(@xF)
unde inlocuind acceleratia punctului fix O: ay = 0, rezulta
g =exi+wx(@x7) (9.137)
Dupa cum s-a vazut anterior, in cazul rigidului cu un punct fix, weste un vector de
modul si directie variabila:
W=wi+twj+twk (9.138)
In privinta acestui vector nu se face nici o restrictie in afard de faptul ca
suportul sdu trece prin punctul fix O. In consecinta, rezultd cd derivata acestuia
£=0 este un vector al cirui suport este diferit de cel al lui & .
Pentru calculul componentelor acceleratiilor a;,, a;, a;. ale unui punct
oarecare al rigidului, se tine seama de expresiile celor doi vectori:

W=wi+w,j+wk (9.139)
si E=citejrek (9.140)
Rezulta:

a, =—xX(W; +W) )+ (0w ~€ )+z(Ww +€ )

1x

N
1

Pentru a se gdsi eventualele puncte de acceleratie nula, se face a;, = a;, =

a;; = 0. In afard de solutia banala (x=y=z=0) si cea corespunzatoare colinearitatii
vectorilor @, 7 s1 £, nu mai exista alte puncte de acceleratie nula.
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CAPITOLUL 10
MISCAREA RELATIVA A PUNCTULUI
MATERIAL SI A RIGIDULUI

10.1. Cinematica miscarii relative a punctului
10.1.1. Generalitati. Definitii.

Este cunoscut faptul c¢d un observator nu poate constata in timp schimbarea
sau pastrarea pozitiei unui punct (sau a unui solid rigid) in spatiu, decat controland
continuu pozitia acestuia fatd de un anumit reper (triedru), pe care in timpul
observatiei sale il considera in mod conventional fix. Reperul presupus fix se mai
numeste si reper preferential.

Sunt 1nsa situatii in practica cand miscarea unui punct (sau a unui continuu
rigid de puncte) fatd de un anumit reper (fix) poate fi analizata mai comod,
utilizdnd unul sau mai multe repere intermediare, in miscare unul fata de altul si
deci si fata de reperul considerat fix. In aceasti situatie se afla, de exemplu, un
observator de pe Pdmant, care urmarind zborul interplanetar al unei nave cosmice
vrea sa determine elementele cinematice ale miscarii navei (traiectorie, viteza,
acceleratie) in raport cu Soarele (ca reper fix).

In migcarea relativa a punctului material intervin trei notiuni importante:

a) Miscarea absoluta este miscarea punctului in raport cu reperul fix. Se numeste
viteza (respectiv acceleratie) absoluta, viteza (respectiv acceleratia) punctului
in aceasta miscare.

b) Miscarea relativa este miscarea punctului in raport cu reperul mobil. Se
numeste viteza (respectiv acceleratie) relativa, viteza (respectiv acceleratia)
punctului Tn aceasta migcare.

¢) Miscarea de transport este miscarea in raport cu reperul fix a unui punct

solidar cu reperul mobil, care coincide cu punctul a carui miscare se studiaza.
Se numeste viteza (respectiv acceleratie) de transport, viteza (respectiv
acceleratia) punctului solidar cu reperul mobil. Aceste marimi se determina cu
ajutorul expresiilor generale cunoscute de la studiul miscarii rigidului :

V=V, +@XF

4 =0, +EXF+WX(WXF)
si reprezintd migcarea pe care ar avea-o punctul in fiecare moment, daca ar
inceta miscarea lui relativa (s-ar solidariza cu sistemul mobil).
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Exemplu

Sa presupunem un punct P care se misca in interiorul unui tub OA4, care la
randul lui se roteste in jurul punctului O; in planul fix O;x;y; (fig.10.1) cu vitexa
w. Dorim sd determinam miscarile absoluta, relativa si de transport ale

punctului.
A Miscare Pentru aceasta se considera triedrul fix
Vi absoluta T)(Oxy;z;) si un triedru mobil T
» Ay (Oxyz), solidar cu tubul OA astfel incat
Miscare de ‘; O sa coincida cu originea O; , iar axa Ox
transport I,' sd coincida cu axa tubului.

)  Miscare a) Miscarea  absolutd  este  miscarea
y relativi punctului fatd de triedrul fix 7;. Punctul
deplasandu—se pe axa Ox, iar aceasta
X1 axa rotindu-se, punctul va descrie in

0,=0 > fatd de triedrul fix o curba gen spirala;

gz Fig.10.1

b) Miscarea relativa este miscarea punctului fatd de triedrul mobil 7(Oxyz) si
este o miscare rectilinie dupa axa Ox;

¢) Miscarea de transport este miscarea punctului P solidar in fiecare moment cu
triedrul mobil T(Oxyz). In aceastd miscare, punctul nu se mai deplaseazi pe Ox
ci descrie un arc de cerc de raza OP. Viteza si acceleratia din miscarea de
transport vor fi deci cele de la migcarea circulara a puctului material, adica:

vt:O_Px(,U; a=-wOP+&ExOP.

10.1.2. Derivata absoluta si relativa a unui vector

Fie un triedru fix 7; (O;x;y;z;) si unul mobil T(Oxyz) si un vector oarecare
U(t) (fig.10.2), care poate fi definit fie prin proiectiile sale atat pe axele triedrului

mobil 7 (avand versorii axelor i, j, k):
L L A
U=Ui+U, j+Uk (10.1) z,

fie prin proiectiile lui pe axele triedrului fix 77:
(avand versorii axelor i, J,, k,):
(7 = lelTl + Uyljl + Uzlkl (10'2)
Exista relatia vectoriala evidenta:
lelTl + Uyljl + Uzlklz

=Ui+U, j+Uk (10.3)

Derivand in raport cu timpul aceasta relatie
rezulta:
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lelTl + Uyljl + Uzllgl = (le_ + ij + Uz];)-i_ (Ur; + ij + Uz];) (10'4)
Termenii din primul membru al acestei egalititi reprezintd derivata
vectorului U fatd de triedrul fix. Aceasta se numeste derivata absolutd a

vectorului U si se noteaza cu:

%%zﬁz@j+@j+0j} (10.5)

Termenii din prima paranteza din membrul al doilea al egalitatii (10.4)
reprezintd derivata vectorului U calculatd in raport cu triedrul mobil ca si cum

acest triedru ar fi fix (deci presupunind versorii i, j, k constanti). Aceasta se

numeste derivata relativa sau derivata locala a vectorului U si se noteaza in
continuare (in mod conventional) cu:

U —pi+v j+UR (10.6)
dt
Se noteazi cu A a doua parantezi din membrul al doilea al egalititii (10.4):
A=Ui+Uj+Uk (10.7)
Tindnd seama cd orice vector ase poate exprima prin proiectiile sale
(a, a, a,), unde: a,=al, a,=a [, a . =alk si conform relatiilor si
notatiilor (9.3), (9.9) si (9.10) avem:
i=i O+i, J+i & =

Derivatele de mai sus se mai pot scrie:

i j k i j k
(=W -Wk=lw 0w w|=0%xi; j=wk-wi=w O W|=Wx]

z y X y z X z x v z

1 0 O 01 O

k=wi-wj=oxk
Inlocuind aceste expresii in (10.7) rezulti:
A=ox({Ui+U j+Uk)=0xT (10.8)

si prin urmare, relatia dintre derivata absoluta si derivata relativa a unui vector
U sescrie:

w=(jaE)+[a)i+ ok (10.9)
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Observatii

a) Daca un vector este invariabil legat de un triedru mobil, derivata sa absoluta
este in general diferitda de zero. Intr-adevar, deoarece in aceste caz, derivata

relativa (sau locald) este nula (ﬁU /ot = O) , rezulta: U=wxU #0
b) Conform regulii de derivare (10.9) derivata absolutd a vectorului @, este:
d):d—w:d—w+a)><a) sau: dw _ow (10.10)
dt 0t dt 0t
Asadar, oricare ar fi miscarea triedrului mobil fata de cel fix, derivata absoluta
a vectorului @ va fi egala cu derivata sa locala,

notind cu £=00 avem: £=() i+ j+0 k = i+@ ]+ k .
x y z X y z
c) Daca triedrul mobil se translateaza fatd de triedrul fix, adica =0, derivata

absoluti a vectorului U va fi egald cu derivata sa locala: a;l—U:i_?—U
t t

10.1.3. Compunerea vitezelor in miscare relativa

Problema fundamentala in miscarea relativa
a punctului material este determinarea
migcarii absolute a unui punct material daca
se cunoaste miscarea lui in raport cu un
triedru mobil 7' si miscarea triedrului 7 in
raport cu un triedru fix 7, adica elementele
cinematice in miscarea absolutad a lui P fata
de T, (viteza §i acceleratia absoluta).

Miscarea punctului P fatd de triedrul mobil
T este definita de legea de variatie a
vectorului de pozitie ca functie de timp

F=r(t) sau x=x(t), y=y); z=1z(1),
adica se cunosc coordonatele (x, y, z)
punctului P fata de triedrul mobil 7.

Fig.10.3

* Sa presupunem cd miscarea lui 7 in raport cu 7; este cunoscutd, fiind definita
prin viteza v, a originii O a lui 7 si de vectorul @ .

* Dacdnotdm cu 7, vectorul de pozitie al punctului P in raport cu 7; sicu 7,

vectorul de pozitie al originii lui 7 in raport cu 7;, conform fig.10.3, rezulta:

F=T 4 (10.11)
Derivand relatia (10.11) in raport cu timpul avem: — 7=7,+r

Tinand seama ca vectorului 7 1 se aplica regula de derivare (10.9) se obtine:
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¥ =1, +—+0Xr (10.12)
dt
Punénd in evidenta viteza absoluta, relativa si de transport definite anterior se
constata ca:

s 7=V reprezintd viteza absolutd, sau viteza punctului in raport cu triedrul 77;

or _ _ : e e g . .
. 0— =v_,viteza relativa, adicd derivata relativa a vectorului 7 ;
t
s i +Wxr =V, ,viteza de transport a punctului P, adica viteza punctului solidar
cu triedrul mobil 7, avand vectorul de pozitie 7 (fig.10.3), ca si la miscarea
generald a rigidului, unde 7=V, reprezinta viteza originii O a lui T in raport

cuTy;
Cu aceste notatii si interpretari relatia (10.12) devine:
V= +y (10.13)
__or _ __ . ____
unde: v, =E; V. =V, +0xr (10.14)

Relatia (10.13) este formula fundamentald pentru compunerea vitezelor in
migcarea relativd. Ea aratd cd viteza absolutd a unui punct este egald cu suma
vectoriald dintre viteza relativa si viteza de transport.

10.1.4. Compunerea acceleratiilor in miscarea relativa
Daca se deriveaza 1n raport cu timpul relatia (10.13) scrisa sub forma:

v, =v ty, +Wxr

avem: V=V A+, X FHOXF

si tindnd seama ca vectorii 7 si dr/dt=v sunt doi vectori definiti prin
componentele lor pe axele triedrului mobil T , avem:

b =EY Xy BT, + X + DX H + XF (10.15)
oJt ot

in care grupand termenii se obtin expresii avand urmatoarele semnificatii:

V. =r =a,,acceleratia absoluti apunctului P in raport cu T;;

2

Q
<
()

e I =

Jot 0t

e a,tEXr+wx (w X 17): a., acceleratia punctului solidar cu triedrul mobil
avand vectorul de pozitie 7 care coincide, in momentul considerat, cu punctul
material P si se numeste acceleratia de transport ;

=a,, acceleratia relativa sau derivata relativa a vitezei relative;
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e 2wWXxV, =a, , acceleratia complementara Coriolis reprezinta o acceleratie
care apare datorita efectului combinat al celor doud miscari: cea de transport si
cea relativa.

In expresiile acceleratiilor de mai sus avem:

[ ] v()

rn,=4a,,

acceleratia originii triedrului mobil T,
e =&, acceleratia unghiulara a triedrului mobil T;

Relatia (10.15) se mai scrie:

a,=a, ta, ta, unde: (10.16)
_ 0 N
a, — EE , a, =a,tTEXr +wx (a)Xr), a, _2wxvr (10.17)

Relatia (10.16) reprezinta formula fundamentald pentru compunerea
acceleratiilor in miscarea relativa a punctului material. Ea aratd ca acceleratia
absoluta a unui punct este egala cu suma vectoriala dintre acceleratia relativa,
acceleratia de transport si acceleratia Coriolis.

Observatie
In afari de cazul banal ¥ =0, acceleratia Coriolis se mai anuleazi cand
=0, adica atunci cand triedrul mobil executd in raport cu triedrul fix o miscare

de translatie si cand miscarea relativd a punctului material se face astfel ncat
viteza lui relativd v, ramane tot timpul paralela cu vectorul @ (de exemplu cazul
in care un punct se deplaseazd pe generatoarea unui cilindru care roteste n jurul
axei sale).

Aplicatie

Se reconsidera exemplul din parAagraful 10.1.1., adica un tub OA care se
roteste n jurul capatului O al sdu. In acelasi timp un punct material P (de
exemplu, o bild) se deplaseaza in tub dupi legea OP=0,5 a,t’. Rotirea tubului se
face in planul fix O;x;y; dupd legea ¢ =05 £,¢°.
Se cere sa se determine viteza si acceleratia absoluta ale punctului la momentul ¢.

Rezolvare.

A « Originile celor doud triedre se aleg astfel
Yi A incat si coincida (0,=0). Tubul OA se ia in
Y P planul fix x;0,y; iar axa mobild Ox de-a
lungul tubului, deci axele O;z; si Oz coincid

& (fig.10.4).

X, = o -
'» In aceste conditii vectorii 7,7, v,,a,,@,&

77 Fie.10.4 au urmatoarele expresii analitice:



F=—a,t’i, 7,=0, v,=0, a,=0,

1
2
w=¢ k =¢,tk, E=w=¢,k.

Expresiile analitice ale componentelor vitezei absolute, se scriu:

or - 1 [0 a&t — -  ac&t -
v=——=ati, v=wxi=g,t k)% B—atzi&% foxj)=-00
= =, et ) a1 L= 22 (R xi)

deci viteza absoluta va fi:

= -, 1 - 1
V=v+v=ati+ aneofj; v, =at, v, =—a&t’

a ax

1 Tz
=\/(aot)2 +%a080t3§ =a,&,t 8_02+Z

Reprezentarea acestor componente este datd in fig.10.5.a.

S
Fig.10.5

Expresiile analitice ale componentelor acceleratiei absolute sunt:

I - 1 .
atZE><r+w><(a)><r)=§a080t2]—5a08§t4l

a.=20xv =2(g, 1k )x (a,t7) = 2a,&,1*

Reprezentarea acestor componente este data in fig.10.5.b. si deci, acceleratia
absoluta va fi:

a,=a, +a+a—B;z —aE BL+BZa£t +— aet Q;
= \/%zo—%aoejt“g + EZaOEOt2 +%a0£0t2§

a

a
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10.2. Dinamica miscarii relative a punctului

Se stie ca principiile mecanicii clasice, asa cum au fost ele enuntate de
Newton, sunt verificate in raport cu un sistem de referintd presupus fix. Acest
lucru este valabil si pentru principiul fundamental al dinamicii:

ma=F (10.18)

unde a este acceleratia punctului material fatd de un reper fix, deci acceleratia
absolutd a punctului in intelesul strict al cuvantului, iar F este rezultanta fortelor
active si a fortelor de legatura (in cazul unui punct material eliberat de legaturi, in
baza axiomei legaturilor):

F=F "+ F( (10.19)

Intrucat un observator oarecare nu poate sesiza decdt miscarea relativd a
unui punct material in raport cu un reper oarecare mobil in care el se afla (reper
aflat Tn miscare fatd de un reper “fix”) utilizarea relatiei de mai sus, sub formula
(10.18), fata de acest reper, nu mai poate fi corecta (ea putand fi cel mult acceptata
ca o relatie aproximativa), deoarece in membrul intdi a este acceleratia relativa a
punctului.

In continuare, ne propunem si gisim modul in care trebuie corectati ecuatia
(10.18) atunci cand ea este scrisa in raport cu un sistem mobil. In acest scop vom
folosi expresia acceleratiei absolute stabilitd In cinematica migcarii relative, adica
relatia (10.16) completata cu relatiile (10.17). Din (10.16) avem:

a=a,—a-—a, (10.20)

s1 multiplicind aceasta relatie cu masa m se obtine:
ma, =ma, —ma, —ma, (10.21)
Relatia (10.21) reprezintd o primd forma de scriere a ecuatiei de miscare a
punctului material In raport cu un sistem mobil 1 deoarece ma =F relatia (10.21)

devine: ma, =F —ma, —ma, (10.22)
Expresiile —ma, s1 —ma, reprezintd doud forte pe care le vom nota, in cele
ce urmeaza cu: F =-ma = —m[cTO +EXr + X (EXF)], (10.23)
F =-ma, = -2mwxv, (10.24)

Ecuatia (10.22) se poate scrie sub forma:
ma=F+F +F (10.25)

Se observd cd, in raport cu un sistem de referintdi mobil ecuatia
fundamentala a dinamicii se corecteaza cu cei doi termeni complementari, ale
caror expresii date de (10.23), (10.24) si au dimensiunile unor forte: acestia sunt
denumiti respectiv: forta complementard de transport F.si forta complementard

Coriolis F._. Riguros vorbind, F, si F nu sunt forte in sensul in care au fost ele

definite, deoarece nu corespund unor actiuni mecanice reale exercitate asupra
punctului material.
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O problema foarte importantd, care se pune in legaturd cu fortele
complementare in miscarea relativa, este aceea de a vedea dacd existd repere
mobile fatd de care aceste forte complementare sunt nule. In acest caz ecuatia de
migcare va fi de aceeasi forma ca si in cazul miscarii absolute a punctului material:

ma =F (10.26)
Aceasta inseamna cd trebuie sa fie indeplinita conditia:
F+F =— m|a, +Exi+ox(xF) + 20xv |=0 (10.27)

oricare ar fi viteza v, .

Rezultd deci urméatoarele conditii care trebuiesc indeplinite:
w=0 (£€=0) si a,=r,=0 (10.28)

Reciproc, dacd aceste conditii sunt indeplinite, ecuatia de miscare va fi
(10.26). Deci, conditia necesara si suficienta pentru ca ecuatia lui Newton sa
ramand invariabila (avand aceeasi forma pentru studiul miscarii) este ca triedrul
mobil la care se raporteaza miscarea, sa aiba o miscare de translatie (W0=0),
rectilinie (a; =0) si uniforma (a;’ =0).

Astfel de triedre mobile se numesc in Mecanica sisteme inertiale. Un
exemplu de acest gen ar fi un sistem de axe de coordonate cu originea in centrul
Soarelui si axele paralele cu trei directii invariabile daca presupunem ca migcarea
absoluta a Centrului Soarelui este rectilinie s1 uniforma.

Se observa cd orice reper, care se misca rectiliniu si uniform fatd de un reper
inertial este tot un reper inertial. Se constata cd atat existenta reperului preferential
(fix) cat si a reperului inertial este ipotetica. Totusi, poate fi declarat ca reper
inertial un reper preferential, fatd de care relatia ma =F se verificd in mod practic

(cu o buna aproximatie), cu ajutorul celor mai bune mijloace de masura de care
dispunem la ora actuala.

Aplicatia 1l

Se considera un tub OA 1in care se misca fara frecare un punct material P (o
bild) de masa m. In acelasi timp bara se misca in jurul punctului O cu viteza
unghiulard @ de marime constantd si avand directia axei Oz. Sa se studieze
migcarea punctului material si sd se determine reactiunile tubului asupra punctului
P, daca la momentul initial (#=0) punctul se afla la distanta (x=x,) fata de O si are
viteza nula (v,=0).

Rezolvare

Se aleg axele triedrului fix T,(O;x,y,z;) s1 mobil T(Oxyz) ca in figura 10.6.
Forta ce actioneazd asupra punctului material este greutatea proprie G=mg si
fortele de legiturd (reactiunile) N, si N, perpendiculare pe Ox (N, este paraleld
cu Oz, iar N, paraleld cu Oy). Din fig. 10.6 se observd ci se poate scrie:
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F=OP=xi,
7 =0, v,=0, @ =0,
W =wk, £=0.

care inlocuite in relatiile (10.14) conduc
la expresiile vitezelor:
__0F _ .-

V. =— =Xxi,

"0t

V=, 00X = Wk Xxi =wx j

Fig.10.6 X

(miscarea de transport este o miscare uniforma pe un cerc de raza » = x).
Conform relatiilor (10.17) se obtin acceleratiile:

__0°F _.-
a,=— =Xi,
ot
a = a,+exi+ @ x (xF) = (wk )x(wx j )=—w*xi

a. =200%v =(2wk )X(Xi )=2wx ]
Expresiile fortelor conform (fig.10.6) sunt:
F=mg+N +N,=—mgk+N,k+N, j

F.=—ma,=mxw’i

F =—ma, == 2mwx

Ecuatia fundamentald a miscarii relative (10.25): ma =F+F + F,
devine 1n acest caz:

m¥i=—mgk+N k+N, j+mxw’i —2mwx j

care proiectatd pe axele triedrului mobil conduce la urmatoarele trei ecuatii:

mx=me’ x ¥’ x=0
0=N,—2mewx sau N,=mg
0=-mg+N, N,=2mex

Prin rezolvarea ecuatiei: X—w’x=0 se obtine o solutie de forma
x=C,e”+C,e™ ,unde C, si C, sunt doud constante de integrare, care se determina
punand conditiile initiale: (x(0) =x, si v(0) =0), obtinandu-se astfel ecuatia
miscarii:

X - :
xZEO (e +e™ )=x,chwt;, x=x,0shwt.
Din a treia ecuatie rezulta reactiunea: N, =2mw’ x, shwt;

Reactiunea totala N a tubului asupra punctului material este data de:

N= N} +N? = m,g*+4w* x2 sh* wt .
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Aplicatia 2. Efectul fortelor complementare asupra

vehiculelor care se deplaseaza la suprafata Pamantului

Un vehicul M de greutate G parcurge un drum dupa directia unui meridian
terestru, de la ecuator spre polul nord, cu viteza constantd v,. In acelasi timp,
Pamantul se roteste in jurul axei sale N-S cu viteza unghiulard constantd w. Se
cere sa se determine marimile fortelor complementare fatd de un reper preferential
care se translateaza odata cu Pamantul in jurul soarelui.

S Fig.10.7

Rezolvare:

Conform fig.10.7 trebuie sa determinam
expresiile fortelor complementare: F; - forta
de transport si F- forta Coriolis.

Miscarea zilnica a Pamantului 1n jurul axei
sale N-S cu viteza unghiulara constanta
w=constant (a)||OZ) este in acest caz

miscarea de transport. Vehiculul descrie in
aceastda miscare un cerc de raza
r=0O'M =R[tosA, unde R este raza
Pamantului, iar A este latitudinea la care se
afla la un moment oarecare ¢ (fig. 10.7).
F=RcosAi+RsinAk; @=wk; £€=0

V. =v sinAi +v _cosAk.

Componentele acceleratiei de transport a, sunt:
a =Exr=0;, a’'=Wx(Wxr)=-w'RcosAi, decia, =a’ =—(w’RcosA)i,
Deci forta complementari de transport va fi: F, = —ma, =m(w’Rcos A )i .

Datoritd faptului cd vehiculul M se deplaseazd dupa un meridian terestru,
de la ecuator spre polul nord, cu viteza relativdi Vv ,va apare acceleratia

complementard Coriolis a,. avand expresia: a. =2 XV , fiind perpendicularad pe

planul format de vectorii v, 1 @ si orientatd ca in fig. 10.7.

Prin urmare @, =2k X (v, sinAi +v, cosA j)=—(2ew, BinA)j
Deci forta complementari Coriolis va fi: F. = -ma,. = (2ma)vr Sin/\)]_' .

Marimile celor doud forte complementare sunt:
|[F}|=mw’RcosA, respectiv |F|=2maw, sinA .

Daca se considera urmatoarele date numerice :

G=10t/=98100N; A =45"; v.=72 km/h =20 m/s, W= 2

2—" 072700%s™,

43600
R=6400km= 64.10’m, g=9,81 ms”', rezulta valorile fortelor complementare:

F|=10"(727007f 64 00° cos 45° =23933 N sau |F|=024% G
|[F.|=200°7,2700°203in45° =20,57 N sau |F.|=002% G
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Observatii:
1. In comparatie cu greutatea vehicolului, aceste forte pot fi neglijate, intr-o
problema in care se accepta o eroare de calcul de +2,5%

2. Efectul acestor forte poate fi neglijat pentru toate corpurile care se
deplaseaza pe suprafata Pamantului, in timp ce in cazul satelitilor artificiali
sau al navelor cosmice lansate de pe Pamant, acest lucru nu se mai accepta,
efectul acestor forte asupra traiectoriei lor fiind important.

10.3. Cinematica miscarii relative a rigidului
10.3.1. Generalitati. Definitii

Cunoscand miscarea unui solid fatda de un reper mobil T;(Ox;yz)),
migcarea reperului mobil 7; fatd de un reper un reper considerat in mod
conventional fix Ty(Opxgyozg) $1 luand un triedru cartezian mobil, solidar cu
rigidul T,(Oyx,y;z;) dorim sa determindm migcarea solidului fata de reperul
considerat Tn mod conventional fix 7} (fig. 10.8).

/ o, il

Xe Fig.10.8

_ Pozitia punctului M fata de triedrul fix 7)) este definita de vectorul de pozitie
OM , fatd de triedrul mobil 7; , de vectorul de pozitie O M si fatd de triedrul

solidar cu rigidul 7, de vectorul de pozitie O,M ; acesti vectori sunt cunoscuti $i
intre ei exista relatiile vectoriale evidente:

OM =00, +OM = 00, + 0,0, +O,.M (10.29)

Vitezele si acceleratiile absolute §i relative cunoscute sunt:

* V.. Vo - Vitezele relative ale originilor lui 7; fata de 7, si 75 fata de 77;

° w

., @,, - vitezele unghiulare relative ale reperelor 7 fata de 7 517, fata de 7';

010’ a021

°
S

- acceleratiile relative ale originilor lui 7, fatd de 7)) si 7, fata de T7;

e &, &, -acceleratiile unghiulare relative ale lui 7, fata de 7, si 7, fata de 77;



237
Vitezele si acceleratiile absolute necunoscute sunt:
* V,, -Vitezaabsoluta a punctului M (apartinand rigidului si lui 75) fata de 7,

* a,, -acceleratia absolutda punctului M fatd de 7

* @, - vitezaunghiulard absoluta a reperului7 (fata de 7));

e &, -viteza unghiulara absolutd a triedrelui 7, (fatd de 7);

A determina miscarea rigidului fata de reperul Ty(Oyxgypzg) considerat in
mod conventional fix, constd in exprimarea distributiei de viteze si acceleratii,
adica a vitezei si acceleratiei a unui punct oarecare al rigidului M 1in raport cu
reperul fix.

10.3.2. Compunerea vitezelor in miscarea relativa a
rigidului

Se folosesc relatiile (10.13) pentru viteze de la migcarea relativa a punctului
material: v =v +v , unde se considera ca miscare de transport miscarea rigidului

imobilizat in reperul 7; (fig.10.8), deci vitezele au forma particulara:

Vi Vs Ve TV TVoy T 0, szM; Vi = Vino = Vo T W, XOIM (10.30)

si inlocuind se obtine:
+0w, xOM + @, XxO,M (10.31)

Viteza puncului M se mai poate scrie:

VM20 = VOlO tv

021

p
Vi, TW,XOM unde: v,,

VM 20

‘_}021 + ‘7010 + a_)lO X 0102 (1032)
si inlocuind se obtine:

+a_)10x0102 +w20x0

2

VMZO = vOlO ty

021

<

(10.33)
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Identificand expresiile (10.31) si (10.33) si tinand seama de relatiile (10.29)
se obtine:
W, =0, +0, (10.34)
Generalizand expresiile (10.31, 10.33, 10.34) pentru cazul un sistem de
triedre (fig. 10.9) se obtine respectiv:

n n

v, = Z Vo ¥ Y @ xOM (10.317)
v o= Z B, Zw x0.0._, (10.33")
=5, (10.34%)
Observatii:

» Relatiile (10.31°) sunt relatiile generale de compunere a vitezelor pentru cazul
cand se cunosc vitezele unghiulare relative @,,_;

* Relatiile (10.33’) sunt relatiile generale de compunere a vitezelor pentru cazul
cand se cunosc vitezele unghiulare absolute @, .

10.3.3. Compunerea acceleratiilor in miscarea relativa a
rigidului
Se folosesc relatiile (10.16) de la miscarea relativa a punctului material

pentru acceleratii, unde dacd se considera miscarea de transport ca miscarea
rigidului imobilizat in triedrul 7; (fig.10.8), acceleratiile au forma particulara:

a M?20
a=a,, =a, +& xOM+@, x(@w, xOM) (1035)
a=a,,=da,, +&,XOM +@, x(w,xOM ) '
a., =20,%v,, =20,%(v,, +0, X0O,M)
s1 inlocuind se obtine relatia vectoriala:

a,, =0, +a,, +&,XOM +&, xOM + (1036)

+ (T)IO % ((T)IO X 01M)+ le X (w21 X OZM) + 2(‘_)10 X VM21
Daca se cunosc vitezele si acceleratiile unghiulare absolute ale triedrelor T
si T, acceleratia puncului M se scrie:

Ayz = Qo + &y szM + 0, >((mzo szM) (10.37)

M?20

unde:

+ gl() X 0102 + OT)lo X (0_)10 X 0102) + 2'a_)lo X vOZl'

a020

Rezulta dupa inlocuire relatia vectoriala:

= a021 + aOlO
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M20

S

= aOlO + aOZl

+(€TIO XOIOZ +520 XOZM +

o ot (10.38)
+w10 x(wlo X 0102) +w20 x(a)ZO X OZM) + 2(A)IO vaZI'

Relatia pentru compunerea acceleratiilor unghiulare se obtine derivand in
raport cu timpul expresia (10.34) de compunere a vitezelor unghiulare:
, =T, +, (10.39)

unde w;ZO = 520" a_)m = éTlO ’

2

Tinand seama de regula de derivare (10.9) avem:

. 0w,

W, = ot tW, XW, =&, tW,Xw,

inlocuind se obtine relatia vectoriala:

520 = “'710 + 521 +C(_)10 xwﬂ (1040)

Generalizand expresiile (10.36, 10.38, 10.40) pentru cazul un sistem de
triedre (fig. 10.9) se obtine respectiv:
a iaoi,i—l + igzgi—l X OiM + ia_)i,i—l X (a_)i,i—l X OiM) + zi a_)i—l,O X an,i

aMn,O =
unde: VMn,i = vOi,i—l + a)i,i—l X OzM

n n

c_an,o = Z 67Oi,i—l + Z gi,O X 0i0i+1 + Z a_)i,O X(a_)i,o X 0i0i+1) + ZZ a_)i—l,o X ‘701',1'—1
= = = =

gnO = Z gi,i—l + Z (T)i—l,o X a_)i,i—l

Observatii:
» Relatiile (10.36) sunt relatiile generale de compunere a acceleratiilor pentru
cazul cand se cunosc vitezele si acceleratiile unghiulare relative @, ,E,,_;

» Relatiile (10.38’) sunt relatiile generale de compunere a acceleratiilor pentru
cazul cand se cunosc vitezele si acceleratiile unghiulare absolute @, ,E, .

10.4. Cinematica miscarii sistemelor de rigide
10.4.1. Definitii.

Se intelege prin /ant cinematic (notat cu LC) un sistem de corpuri rigide
care sunt legate intre ele; corpurile unui lant cinematic se mai numesc elemente
cinematice, 1ar legaturile dintre ele cuple cinematice. Lanturile cinematice (notate
in continuare cu LC) pot fi:

e LC deschise care includ sau nu elementul fix ;
* LC simplu inchis care includ sau nu elementul fix ;

* LC multiplu inchise care includ sau nu elementul fix .
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In studiul lanturilor cinematice se noteaza elementul fix cu (0), iar
elementele cinematice mobile se noteaza cu: (1), (2), (3), ... (n), si se ataseaza
fiecarui element cate un sistem de referintad (triedru) mobil solidar legat de acesta
notat cu: T;, T, T3 ...T,, iar pentru elementul fix sistemul de referintd fix 7
(fig.10.10).

T
I \— %

> Fig. 10.10

Cuplele cinematice se noteaza cu litere mari : A, B, C, ... U, V.(fig. 10.10).

O cupla cinematica rapeste un numar de miscari relative ale rigidului fata de
celalalt corp, care poate fi de la unu la cinci (si corespunde clasei cuplei). Se

PR

PR

complet rigidizate. Astfel legaturile ideale prezentate in paragraful 5.2, reprezinta
cuple de urmatoarele clase:

* reazemul simplu - o cupla cinematica de clasa 1;

 articulatia sferica - o cupla cinematica de clasa 3;

 articulatia cilindrica - o cupla cinematica de clasa 5;

Se va studia in continuare cinematica miscarii sistemelor de rigide folosind
rezultatele obtinute la paragraful 10.3, atat pentru LC deschise, cat si pentru LC
inchise. Alte conditii cinematice specifice unor cuple folosite in constructia
lanturilor cinematice plane sunt prezentate la paragraful 10.4.3.

10.4.2. Generalizarea relatiilor de la miscarea relativa a

rigidului in cazul lanturilor cinematice deschise

Pentru gdsirea ecuatiilor generale ale miscarii elementelor unui LC, se va
alege 1n continuare originea sistemului de referinta O; atasat fiecarui element astfel
incat sa coincida cu prima cupla cinematica pe care o vom nota generic cu 4 (iar a
doua cupla o cu B, fig 10.11.a).

Se considera lantul cinematic deschis simplu, cu element fix (fig.10.11) unde
S€ Cunosc:
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* vitezele liniare relative din cuplele cinematice: v, ., i=1,2,...n;

* vitezele unghiulare relative si absolute din cuplele cinematice: @, @,,,
i=1,2,..n;

* acceleratiile liniare relative din cuplele cinematice: a,,_,, i=1,2,...n;

* acceleratiile unghiulare relative si absolute din cuplele cinematice £ _, £,

i=1,2,..n;

R
a)

7 Fig.10.11

Relatiile deduse la cinematica miscarii relative a rigidului se scriu pentru
acest caz, atat in termenii vitezelor si acceleratiilor unghiulare relative , cat si
absolute, astfel:

* Dpentruviteze : @,, = i(x_)l.j_l (10.41)
an,O = ivAi,i—l + i(T)i,i—l Xm Sau. VMn,O = ivAi,i—l + i(TJzO XE (10'42)
* pentru acceleratii:
£0 =3 Y B XT, (10.42)
Ty = Y Ay + Y 6 X AM Y @ X(@, X AM) 425 @, XV, (1043)
sau:
To =Y Ay + Y £ XAB+S @ X(@, X AB)+25 @, XV, (1044)

Aceste reprezinta relatiile generale ale miscarii elemntelor unui LC simplu
deschis.
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10.4.3. Generalizarea relatiilor de la miscarea relativa a

rigidului in cazul lanturilor cinematice inchise

Acesta este un caz particular al lanturilor cinematice deschise in care
ultimul element coincide cu elementul fix, deci:

@,=0; £,=0; MO(0)0v,,6=0 a

n,0 Mn,0 Mn,0 = 0 *
Relatiile (10.41 ...10.44) scrise atat in termenii vitezelor si acceleratiilor

unghiulare relative , cat si absolute, in acest caz devin:
* pentru viteze : Z W, =0 (10.45)

Z vAi,i—l + a_)i,i—l XAM =0

n n R

sau Z Ve t Z W, xAB=0 (10.46)
* pentru acceleratii:
SEL Y@, x@,, =0 (10.47)

>ty E XAM 4 Y B X (@, X AM)+25 @, XV, =0 (1048)

Mn,i
sau: 3@, +Y £, XAB+Y @, X(@, X AB)+23 @, XV, =0 (1049)

Aceste reprezintd relatiile generale ale miscarii elemntelor unui LC simplu
inchis.

10.4.4. Analiza cinematica a lanturilor cinematice

inchise plane. Metoda ciclurilor independente

Daca miscarea sistemului de corpuri are loc intr-un plan (de exemplu Oxy),
acesta este un caz particular migcarii unui LC simplu inchis in care avem
urmatoarele particularizari:

@, =Wk &, =€ k;

1

vAi,i—l = v;;i,i—llT + vji,i—lj"

EAi,i—l = (az’z,i—l + af:i,i—l )l_ + (azl);,i—l + aji,i—l )-]_

Asa cum rezultd din fig 10.11.a, s-a notat cu 4 si B cele doud cuple ale
elementului cinematic i si cu v, _si a,,_ =a,, +ta,,., viteza respectiv
acceleratia relativa din cupla cinematica.

Se folosesc relatiile generale ale miscarii in termenii vitezelor i

acceleratiilor unghiulare absolute @, ,, €, astfel Incat:

i,02

* pentru analiza vitezelor avem relatia vectoriala:
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n

;vAi,i—l + Z(T)IO XE = O

care este echivalenta cu doua ecuatii scalare:

n

ZVAHI aJlO(yE yA)=0
(10.50)
Z vji,i—l * Z a)i,o(xB —-x,)=0
* pentru analiza acceleratiilor avem relatia vectoriala:
Z‘AHI+Z£ ><AB+Za) X(@w, ><AB)+2Zw Via =0
care este echivalenta cu doua ecuatii scalare:
Z af:i,i 1 - 4 El O(yB yA) Z (xE _xA) - Z a;z,i—l + 2 Z a)i,Ov::i,i—l
(10.51)
Zajlzl-i-zgo(x _'x) Za)zo(yB yA) Z A111_2Z ,0 Atzl
sau:
Z af:i,i—l - ¢ gi,O(yB _yA) = Lx
(10.51°)

n

Z aﬁi,i—l + Z gi,O (xB - xA) = Ly

Relatiile (10.50) si (10.51) stau la baza Metodei ciclurilor independente *

In cadrul acestei metode se face o analiza topologica si se defineste graful
asociat al LC, o reprezentare schematicd a elementelor si cuplelor cinematice,
privind modul de legédtura a elementelor cinematice in cadrul LC.

In cazul LC multiple, se defineste o bazd de cicluri independente, prin
extragerea unui numar de contururi inchise, independente din punct de vedere al
ecuatiilor de conditie care se scriu (bucle cinematice independente).

Dupa aceea se face o analizd pozitionala sau a geometriei elementelor si
cuplelor, numita analiza cinematica de ordinul zero (AC0), care furnizeaza datele
necesare de viteze (ACI-Analiza cinematica de ordinul I) respectiv analizei de
acceleratii (AC2-Analiza cinematica de ordinul II): coordonatele punctelor
caracteristice ale cuplelor cinematice, unghiurile pozitionale ale cuplelor de
translatie, fata de sistemul de referinta global ales.

Pentru LC plane se folosesc cuplele cinematice de clasa 4 si 5, de tipurile
prezentate in tabel:

*Aceastd metodd a fost propusa si dezvoltatd de catre prof. univ. dr. ing. Mihail Atanasiu,
Universitatea Valahia Targoviste
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Tipul cuplei Viteze relative Acceleratii relative
Vi =0 a4 =0
i W, 70 i 70
Cupla de rotatie (articulatie)

y I-1 Vi 20 ayiq 207 al,, =0

1 Viiiml = V150 COST ai(,-,,-_l =a,,;,cosd

X — : ’ .

a > Viiim = Vi SINA vtj”_l =4y Sma

Cupla de translatie liniara W, =0,0_,=w, €,.=0 &.,,=¢,

-_— —_ =t -—n
Ao = Ay Ty,

i-1 Vi 20 ai(i,i—l = aili,i—l cosa
4 f Viiict = Vi COST at,., =a,,. sina
e >X Vii,i—l =V 4o SINA a:lu,i—l = Rz’wji,i—l
W, = O’a)i—l,o =W, a:’i’;i_l = ai’m_l sina
Cupla de translatie circulara ay,, =-—ay, cosa

gi,i—l = 0’ ei—l,O :81',0

-_— —_ -—n
Ao = Ay Ty

L 20 x =d
Vi 20 Ay = A gy COSA
X = B ty —_ 1 .
Viiist = V-1 €COSA i = Ay SIMA
y - ; 2
vAi,i—l - vAi,i—l sina n _ wAi i-1
q' =2
Aii-1
W, ;%0 L1
R R.

i-1 i

nx

— n .
Ayjim = Ay SINA

ny

. - N —_ n
Cupla superioard de translatie a4 = Fay;, cosq
£.,%0.

ii-1

si rota]ie exterioara interioara

Aplicatia 1
Se considera mecanismul manivela-piston din fig.
10.12, intr-o pozitie particulard. Manivela are
lungimea OA=10L, biela AB=60. Manivela OA se
roteste cu viteza unghiulard: w, =15 w, si

acceleratia  unghiulard &, =-2 w; , avand

00

w

sensurile indicate in figurd. Se cere sa se
Fig.10.12 determine: a,,v,, @,, &, (aceeasi aplicatie cu
cea prezentata la pag.216).

w
Wi

I

y
\
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Rezolvare:

Alegand sistemul de axe ca in fig 10.12, avem
urmatoarele coordonate ale punctelor:0(0,0),
A(0,10L); B(30L, (10+30~/3)L). Graful asociat

acestui lant cinematic monociclu este dat in fig.
10.13 (cu cercuri s-au figurat elementele si cu linii
Fig.10.13 cuplele cinematice).

Ecuatiile de conditie pentru viteze (10.50) :

n n n

ICTEDYCNERS VR ERD S ONEARSEL

se scriu:
Vo T (V= Vo) T Wy( ¥ —y,)=0;
Vioy T W, (X, =X, )+, (x, —x,)=0;
Vaoy =00 Vi = Vs =V,

Inlocuind valorile se obtine:

W,, =W, Y=o - _ﬁ W, ; Vy= _5\/5 Lw,
Vs " V4 6

Ecuatiile de conditie (10.51) pentru acceleratii :

n

Zaji,i—l - gi,O(yB yA) ZQ)IO(X X ) Z Z’;l -1 a)lovAll -1

i=

n

Z i1 Zgzo(x —Xx,)= Za)zo(yB Vi)~ Z Azzl_zz 0V aiic1

SeSCTIU'
803_80(yA_y0) EO(yB_yA) lzo(xA_xO)-l-wZzO(xB_'xA)’.
Bo3+£10(x -X )+£20(x _X) 10(yA_y0)+w220(yB_yA)

Uy =0, Gy ==y, =a,

Rezolvand se obtine: €,, = ﬂwj a, = 03 -225H.w;
36 3

Aplicatia 2

Se considera mecanismul maniveld-balansier-piston din fig. 10.14, intr-o
pozitie particulari(¢ =60°) in raport cu sistemul de referintd Oxy. Lungimile
elementelor (in mm) sunt: AyA=a=50, BC=b=100, CD=c=90, OB=d=80,
BAy=e=90. Manivela OA se roteste cu viteza unghiulard constanta:
w, =w, =05rad /s, avand sensul indicat in figura.

Se cere sa se determine:
w,,w,, € E

4 v aA32’ D50 30 402 30°

A32> " D50



246

A
oW/
]D (D,, D)
o
B o) B X
8 ) —
NN AR\\\\\ w, &,=0
c Fig.10.14
Rezolvare:

Fig. 10.15

Graful asociat acestui lant cinematic biciclu este
dat in fig. 10.15 (cu cercuri s-au figurat elementele
si cu linii cuplele cinematice). In punctele A si D
se suprapun cate doua cuple cinematice notate pe
graful asociat cu: A (Ajy, Ajy;) respectivD (Dys,
Dso)

1. Analiza pozitionala a LC

Pentru analiza pozitionala a elementelor si
cuplelor acestui lant cinematic (LC), se determina
mai 1intdi unghiurile a si B in functie de

elementele cunoscute : a, b, ¢, d, e si ¢.

Astfel dacd de scrie teorema sinusurilor in triunghiul 4,48 se obtine

unghiul a :

a

e
sin@  sin(¢ —a)

, rezulta: fga =

al3ing
e+aldos@

si daca de scriu proiectiile laturilor triunghiului BCD pe Ox se obtine unghiul f3:

bcosa =d +csin 3, rezulta:

. bcosa —d
sinf3 =———,
c

unde o este unghiul determinat mai sus.

In tabelul de mai jos sunt date coordonatele cuplelor cinematice ale LC:

Cupla Ay A B C D
cinematica
X d+e d+e+acos d—-bcosa 0
y 0 asing 0 —-bsina ccos B —bsina
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2. Analiza cinematica a vitezelor
Ecuatiile de conditie pentru viteze (10.50):

n n

2 Vi T l_w,o(yg y.)=0; ZVZ,,1+Zw0(x -x,)=0
se scriu astfel, pentru primul ciclu: 0-Ay-1-A;,-2-A4,;-3-B—0:

Vi ~Wo( Y, =Y, ) =W (¥~ ¥,)=0;

Vi T, (x, —x, )+, (x,—x,)=0;

X .
V3 —VA3ZCOSCY VA32 —VA32Sll’la

Rezolvand sistemul se obtine:
(yA —yAO)sina +\x, —x, )cosa

. N (y yA)sina+(xB X )cosa
o, Wiz 2 Jw = x) b = oy = 2)

(yB yA)sma (xB )COSG

+
A32 +
Pentru al Il-lea ciclu: 0 —Dys-5—Dsy-4 - C-3 - B— 0 ecuatiile se scriu:
VZSO - 40(yc _yD)_wSO(yB _yc) =0,
vgso T W, (x _xD)+w30(xB _xc) =0,

=0, v/

D50 =V

DSO D50

Rezolvand sistemul se obtine:
o mg i) o O mv) vomw Jsina+(x, —x, Jeosa
K 3O(yc_yu) ’ (yC_yD) ( B_yA)Sina+(xB_xA)cosa

— O
b=, N ) )] s
C D
- (yA—on)sina+(xA—xA0)cosa _ _(yB_yC) _ [
Viso = Wy (yE .y )Sina + (XB ~x, )cosa st xc) (yc _yD)(xc Xp )E

3. Analiza cinematica a acceleratiilor
Ecuatiile de conditie pentru acceleratii (10.5 1)'

> di =Y (¥, "y )= S W3, mx,) =S dl ”Z‘*’

Z Aii-1 Zglo(x —X) Z O(yB yA) Z 2}111_2 a)lovAzll

se scriu astfel, pentru primul ciclu: 0- Ay-1-A;;-2-A;-3 - B - 0:
A32 —E( Vi~ yAO) E(Vs =V )= 120(XA _on) +&)320(x3 —x, )20,V
0332 1o(x X )+E3o(x3 _xA) - IO(yA _yAO) +(U320(y3 _yA) —200,v,;,

a

x

v = : . -
b, =a,cosa; at,=a,,sind; £,=0

A32
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Daca se noteaza:
2 2 I
W, (x, = X4 )t (x, —x,)+20,v,, =L,
2 2 X —_
W (y, = YV, )F W, (y, —y,) =20V, = Lly

rezolvand aceast sistem se obtine:
L cosa — L, sina

Ea = (yB —yA)sina +(xB —xA)cosa

()CB _xA)le _(yB _yA)Lly
(yg ‘yA)sina +(xB —xA)cosa

a,; —

Pentru al 1l-lea ciclu: 0 — Dys- 5 — Ds;- 4 - C-3 - B— 0 ecuatiile se scriu
astfel:
agso _£4o(yc _yD)_830(yB _yc) =wjo(xc _xD)+w320('xB _xc)
agso +£40(xc _xD)+830(xB _xc) =wjo(yc _yD)+w320(yB _yc)
atDXSO = O’. agSO = aDSO
Rezolvand aceast sistem se obtine:

—830();3 _yc)+wjo(xc _xD)+w320('xB _xc)
(yc _yD)
Apsy = _£4o(xc _xo)_£3o(x3 _xc)+wjo(yc _yD)+w320(yB _yc)

Ep =

Inlocuind valorile numerice se obtin urmatoarele rezultate:
tga =0376, a =20,633°; sin3=0,151; B =8.862".
Pentru coordonatele cuplelor cinematice ale LC:

Cupla Ay A B C D
cinematicd
x (mm) 170 195 80 -13,585 0
y (mm) 0 43,301 0 -35,238 53,731
Pentru viteze:
Viteza V 3, (Mm/s) Vs (Mm/s) W,, (rad/s) w,, (rad/s)
24,666 -13,848 0,157 0,062

Pentru acceleratii
Accelerafia | a ., (mm/s’) | a,., (mm/s’) £,, rad/s’) £, (rad/s’)

4,864 0,315 -0,0015 -0,017
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CAPITOLUL 11
MOMENTE DE INERTIE

11.1. Momente de inertie mecanice polare, axiale,
planare si centrifugale. Raze de giratie (de inertie)

Momentele de inertie sunt elemente geometrice care caracterizeaza un
sistem de puncte materiale din punct de vedere al raspandirii masei. Ele reprezinta
inertia rigidelor in migcarea lor de rotatie.

Se considera un sistem de puncte materiale 4; (i = 1, 2, ..., n) de mase m; .
Fie u; distanta de la punctul 4; la o varietate geometrica V (punct, dreapta, plan).
Se defineste momentul de inertie mecanic J, al sistemului de puncte materiale in
raport cu varietatea geometrica V, marimea:

—_ 2
J, ;miui (11.1)
Daca sistemul este un continuu material (corp), atunci expresia din
membrul drept al relatiei (11.1) se transforma intr-o integrald pe domeniul (D)
ocupat de corp:
Jv:qudm (11.2)
(D)
unde u este distanta de la punctul curent 4 al corpului la varietatea V, iar dm este
masa elementara din interiorul volumului elementar al unei vecinatati a punctului.
Relatiile ce se vor stabili pentru sistemele discrete de puncte materiale vor fi
valabile si in cazul corpurilor (continuului material), cu singura deosebire ca in
acest caz sumele finite devin sume integrale.
Daca varietatea geometrica V' este un punct O, atunci J, = Jy reprezinta
momentul de inertie al sistemului material fatd de punctul O (numit si pol) si
poartd numele de moment de inertie polar (fig.11.1.a).

(b) (c)
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Daca varietatea V este o dreaptd A, atunci J, = J, , reprezintd momentul de
inertie al sistemului material fatd de axa A si se numeste moment de inertie axial
(fig.11.1.b). Daca varietatea } este un plan Tt atunci J, = J;, reprezintd momentul
de inertie in raport cu planul Ttsi se numeste moment de inertie planar (fig.11.1.c).

Se observa ca J, este o marime scalard nenegativa (J, =0).

Dimensional, momentul de inertie J, se exprima prin: [J v]=M L.

In afara expresiilor de forma (11.1), in aplicatiile tehnice se intdlnesc si

expresii de forma: J o =i mu.v, (11.3)
i=1

unde u; siv; sunt distantele de la punctele 4; de mase m; respectiv la planele 71,77
(fig.11.2) si expresia (11.3) poartd numele de moment de inertie centrifugal sau
produs de inertie. Un astfel de moment de inertie este tot o marime scalard de
aceeasi dimensiune ca si Jy, Ju Jyp dar spre deosebire de acestea, poate fi si
negativ. Cand momentul de inertie centrifugal este nul, se spune ca cele doua
plane 71,77, in raport cu care se calculeaza, sunt plane conjugate din punct de
vedere al inertiei sistemului de puncte respectiv.

A(m;) o A

s > A"(m™)
m
Fig.11.2 Fig.11.3

Se poate demonstra urmatoarea proprietate a momentelor de inertie
centrifugale: Daca un sistem de puncte materiale admite un plan de simetrie,
acesta este conjugat cu orice plan normal pe el.

Pentru demonstratie sd consideram planul Tt ca plan de simetrie cu punctele
A, A" ale sistemului, simetrice fatd de Tt (fig.11.3), iar planul 7' perpendicular

pe Ttadica: m=m,, u=—u, v.=v,

Rezulta:
n
— — T monon_ ror 1y 1 ’__
Jn[ln’_z mu,v, _Zmiuivi+zmiuivi_z miuivi+zmi( ui)vi_o
=1

In cazul unui continuu material (corp) momentul de inertie centrifugal se

exprima sub forma integrald: J = J’uvdm (11.4)
(D)
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Este util uneori (din motive tehnice) sa se scrie momentele de inertie sub
forma: J,=Mi’ (11.5)

unde: M :z m. (sau M= J’ dm ) este masa totala a corpului,
(D)
i, - se numeste raza de inertie (raza de giratie).

Formula (11.5) aratda ca momentul de inertie al unui corp poate fi calculat ca
produsul dintre masa lui totald si patratul razei de inertie. Raza de inertie
reprezintd deci distanta fictiva n raport cu o axd, un plan sau un pol la care ar
trebui plasata intreaga masd a corpului (concentratd intr-un punct) pentru ca sa
avem relatia: y mu’=Mi;.

Deci raza de inertie este data de relatia:

_|J
i== (11.6)
M

In cazul momentelor de inertie polare, axiale si planare, razele de inertie au

respectiv expresiile:

TP P e

11.2. Momente de inertie mecanice in raport cu un

sistem de axe cartezian. Relatii intre ele.

Momentele de inertie ale sistemelor de puncte materiale se mai numesc si
momente de inertie mecanice. Vom vedea cd acestea capata denumiri si expresii
diferite, dupad cum varietatea geometrica este un punct, o axa, un plan sau doua
plane. Consideram un sistem de puncte 4; (i = 1, 2, ..., n). Un punct oarecare A4; al
sistemului de masa m; este determinat fatd de un triedru ortonormat Oxyz prin
vectorul lui de pozitie 7, , ale carui proiectii pe axele triedrului sunt (x;, y;, z;)
(fig.11.4).

Definitiile date anterior se transcriu corespunzator fiecarei situatii in parte,
considerate pentru un sistem discret de puncte materiale si pentru un continuu
material. Fata de un sistem de referinta cartezian avem:

A
A (m;)
_ i (i Yir Z))
r// Am) C. \f/D(a,b,zi)
y y

‘,><

Fig. 11.4
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a) Momente de inertie polare

* pentru sisteme discrete: J, =y m7’ =y m, (xl2 +y? +zf) (11.8)
* pentru corpuri: J,= Irzcim:I(x2 +y2+zz)dm (11.9)
(D)

b) Momente de inertie axiale

* pentru sisteme discrete:

=y m(xif =y md}=y m(y+2)

S m(xjy =y md:=y m (s +x) (11.10)
5 m(Fxk)=y md2=y m(x:+y})

i pentru corpuri:

7= [0z )am g = [+ Jam; = [ (6 +y Jdm. (11.11)

(D) (D) (D)

J.
J,
J.

¢) Momente de inertie planare

* pentru sisteme discrete:
Jx()y: miZiz’ JyOz:Zmi'xf’ Jsz:Zmiyiz (1112)
* sau pentru corpuri:

=I22dm, J o Ix dm, J_. J’y dm . (11.13)

(D) (D) (D)
d) Momente de inertie centrifugale

* pentru sisteme discrete:

ny:zmi‘xiyi’ Jyzzzmiyizi’ szzzmizixi (1114)
* pentru corpuri:
ny=Ixydm, Jyffyzdm, Jﬂ;fzxdm (11.15)

(D) (D) (D)

Am vazut anterior cd momentele de inertie centrifugale sunt nule daca ele
sunt calculate in raport cu doud plane conjugate (doua plane perpendiculare intre
ele, unul dintre ele fiind un plan de simetrie).

Intre cele patru tipuri de momente de inertie existd urmatoarele relatii
evidente:

J 4], +J =2, (11.16)
JxOy +Jy02 +Jsz :JO (1 1 : 1 7)
Jx +Jy02 =Jy + Jsz =Jz +Jx0y =J0 (1 1.18)

WY P B e (11.19)
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In cazul maselor repartizate intr-un plan (z = 0) se obtin momentele de
inertie:

J =[y*dm, J =(x*dm,

I 7l (11.20)
JOZI(x2+y2)dm, J, =[xydm

cu proprietatea:
J, =+, (11.21)

11.3. Momente de inertie geometrice
Se stie ca in cazul mediului continuu elementele de masa dm au expresia:

dm=pdv (11.22)

unde cu dV s-a notat elementul de volum si cu U densitatea corpului in punctul
considerat. Integralele pe domeniul (D) de mai sus, vor deveni integrale de
volume, de exemplu:

J, =m(x2+ yi+ 2 udv, J, =m(yz +2* )uav,

i (11.23)
Jo [fZ2HdV, I, =[[[xyudV
(V) V)

unde in general densitatea corpului este o functie depinzand de
coordonate: U=L(x,y.z)

In cazul corpului omogen (U = const.) acestea se scriu:

Jo 2[4y +22)av, g =u JJJ(yZ+ZZ)dV,

V)

T A |
) )
Numim moment de inertie polar geometric, integrala:
I =([(r*dV,
Sl
Intre cele douad momente de inertie (mecanic si geometric) existd deci
relatia:
J,=ul,.
In general putem scrie pentru corpuri omogene (U = const.):

J=ul (11.24)

relatie valabila pentru toate momentele de inertie definite mai inainte, pentru
corpuri, placi si bare omogene, iar U, Us, Uy, fiind densitétile corespunzatoare.
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11.4. Variatia momentelor de inertie mecanice

fata de axe paralele (Teorema lui Steiner)

Fie A si Ap doud axe paralele situate la distanta d, axa Ao trecdnd prin
centrul maselor sistemului de puncte materiale 4; (i = 1, 2, ..., n) de mase m,.
Dorim sa determinam momentul de inertie J, in functie de Jyo care este
cunoscut.

Consideram ca axa 4, coincide cu axa Oz a triedrului ortonormat 7(Oxyz) si
fie punctul 4; de coordonate (x; y; z;) fatd de acest triedru (fig.11.5) . Prin punctul
A; ducem planul paralel cu xOy care intalneste axa Ain D (BD = d).

Momentul de inertie al sistemului de puncte materiale 4; fatd de axa Ay este
dat de:

Jo =3 m(AB) =3 m i+ )

Momentul de inertie al sistemului de puncte materiale 4; fata de axa A este
dat de:

7,=y m(AD) =3 m [(x-a) +(,-b)]
Dezvoltand aceasta relatie rezulta:
=y m, (xi2 +y’ )—2az mx,=2b% m.y, +(a2 +b’ )Z m,
Se noteazd cu: J,,=) m, (x2 +y’ ) , M=% m, masa intregului sistem |,
distanta dintre axe d=,/a’+b* , iar din teorema momentelor statice:
> mx=M§=0,% my=Mn=0
centrul de masa C aflandu-se pe axa Oz = Ay (é=n=0) ; rezulta deci:
J,=J,,tMd’ (11.25)
Aceasta formuld exprima teorema lui Steiner :

“momentul de inertie fata de o axa oarecare este suma dintre momentul de inertie
fata de o axa paralela cu axa data ce trece prin centrul maselor sistemului §i
produsul dintre masa totala a sistemului cu patratul distantei dintre cele doua

»

axe .

Comparand intre ele momentele de inertie ale aceluiasi sistem de puncte (4)
fata de axele avand aceeasi directie, se pot enunta urmatoarele proprietati, pe baza
formulei (11.25):

a) Momentul de inertie minim corespunde axei care trece prin centrul maselor
sistemului; aceastd axa va fi axa de moment de inertie minim pentru directia
data;

b) Considerand momentele de inertie Jp; si Jp fata de doua drepte A; si A,
paralele cu A, situate la distantele d; si d, de aceasta, avem:

J =Tyt M(d2=d?), (11.26)
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Intr-adevar daci se scriu acestea in functie de J40:
J =S tMd?, T, =T, M

Al
proprietatea rezultd imediat. Formula (11.25) este un ca un caz particular al
formulei (11.26). Daca se folosesc razele de inertie, formulele (11.25) s1 (11.26)
devin respectiv:

i=i,+d’ (11.27)
$i: ip =iy +(d;=d}) (11.28)
Observatii

a) Se pot demonstra formule si pentru momente de inertie polare sau planare.

b) O teoremd analoaga cu teorema lui Steiner se obtine §i pentru momentele de
inertie centrifugale.

Daca se considera sistemul de puncte materiale 4; (i = 1, 2, ..., n) de mase m;, al
carui moment de inertie centrifugal fatd de sistemul de axe Oxyz este
(fig.11.6):

ny:Z mixiyi
atunci, momentul centrifugal fata de sistemul de axe O’x’y’z’ este :

o=y mix;y;:z m(x—a)(y—b)
adica: J,,=J —bM&-aMn+Mab,

unde s-a notat cu &, 1 si { coordonatele centrului maselor C (fig.11.6) ; daca

centrul maselor se confundd cu originea O a sistemului da axe, atunci
é=n={=0 si se obtine relatia de legatura dintre cele doua momente

centrifugale:
J,,=J,, tMab. (11.29)
A ‘1 AX,YizZ) z4 A (%:,yiz) (M)
z AXLy",27) A
LA
y y
> >
Fig. 11.6 ¥ x Fig. 117

Se observd ca momentul de inertie centrifugal nu mai este minim daca este
calculat fatd de un sistem de axe cu originea in centrul de mase, deoarece produsul
Mab poate fi pozitiv sau negativ.
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11.5. Variatia momentelor de inertie mecanice
fata de axe concurente

Fie un sistem de puncte materiale 4; (i = I, 2, ..., n) de mase m; raportat la
un triedru ortonormat Oxyz $i sd presupunem cunoscute momentele de inertie
axiale J,, J,, J. precum si momentele de inertie centrifugale J,, J,. J.. ale
sistemului Oxyz. Se cere sa se determine momentul de inertie J, al sistemului de
puncte fatd de o axa A, care trece prin punctul O (fig.11.7). Punctul 4; al
sistemului este definit de vectorul sau de pozitie 7; :

RExity jtz k.

Notand cu B proiectia lui 4; pe axa A sicud; distanta A;B avem evident:

Jﬂzi md? (11.30)
Din triunghiul dreptunghic A;OB; rezultd : d’=r>~0OB
unde: ri=x’+y’+z’
1ar : OB =7 [§=lx,+my, +nz,

unde O([,mn) este versorul axei A ([, m, n sunt cosinusurile directoare

ale axei 4)
Rezulta:  d’ =(xi2 +y’+z’ )(l *+m’+n’ )—(lxi +my, +nz, ). (11.31)
Introducand (11.31) in (11.30) si grupand termenii dupa /, m, n se obtine:
J, =S m\y+z2 hm®y m 22 +xP pntS mx?+y?
A z l(yz Zz)+ z z(Zz z)+ z z(z yz)_ (1132)
—2lmz mx.y, —2mnz m.y,z.—2nl Z mz.Xx,
Tinand seama de relatiile obtinute pentru momentele de inertie axiale si
centrifugale rezulta:

J, =0T Am?J 4n’J =20mJ  —2mnJ  —2nlJ (11.33)

Expresia (11.33) a momentului de inertie fati de o axa A de orientare J,
este o forma patraticd in variabilele /, m, n. Ea este (dupa cum se stie din
matematicd) un invariant al grupului de transformari de axe, deoarece J, este o
marime scalard, deci independenta de pozitia axelor fata de A.

Forma patratica a formulei (11.33) ne aratd ca daca se schimba simultan
semnele celor trei cosinusuri directoare (/, m, n) , valoarea lui J, nu se schimba;
rezultd deci cd momentul de inertie J, nu depinde de orientarea axei, ci numai de
suportul acestei axe. In cazul particular al unui sistem ale cirui puncte se afld in
planul Oxy, axa A fiind de asemenea in acest plan, avem: z; = 0, y = 90" deci n =
cosy=0;1=cos Q,

a+B=90° deci m=cosB=cos (90" -a)=sina
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Formula (11.33) are forma particulara:
J,=J cos’ a+J sin’a-2J  sinQ cosd (11.34)

Observatie

Din expresia (11.33) a lui J,, se constatd cd momentul de inertie este in
functie de componentele unui tensor, numit tensorul moment de inertie ce contine
urmatoarele elemente:

Jx - ny - sz
@H-7. J, -7, (11.35)
- sz - Jzy Jz
Pentru termenii acestui tensor se mai folosesc adesea urmatoarele notatii:
J, J, J;
@ = Jn I (11.36)
J, J, I,

Pentru un sistem de puncte materiale, tensorul moment de inertie definit de
matricea simetrica (11.35) sau (11.36) este determinat dacd se cunosc
componentele sale pe axele de coordonate.

11.6. Momente si axe de inertie principale.

Din relatia (11.33) se observd cd momentul de inertie J, calculat fatd de
axa A ce trece prin originea sistemului de referintd depinde de cosinusurile
directoare /, m, n sau de unghiurile a, B y fata de care Jy=F (a, B ) si poate
atinge valori extreme (maxime sau minime). Axele 4; fatd de care momentele de
inertie au valori extreme (maxime $i minime) se numesc axe principale de inertie,
iar momentele de inertie calculate fatd de aceste axe se numesc momente
principale de inertie si se noteaza de obicei cu J;, J,, J;.

Momentele de inertie J;, J, J; se pot determina studiindu—se extremul
functiei: Ja=F(lm,n)=F(,BY

care depinde de variabilele a, B y si care sunt legate intre ele prin relatia
cunoscutd: cos’d + cos’B+ cos’y= 1.

Proprietati ale axelor principale de inertie:
a. axele principale de inertie formeaza un triedru ortogonal;

b. momentele de inertie centrifugale fata de axele principale sunt nule. Prin
urmare, alegand sistemul de coordonate cu Ox, Oy, Oz sa coincidd cu axele
principale, cosinusurile directoare ale axei A sunt:

l;=cosd;, m;=cosf;, n;=cosy;,
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din expresia (11.33) rezulta:
J, =Jcos’a,+J,cos’ B,+J,cos’y, (11.37)

c. daca centrul de masa al sistemului de puncte materiale coincide cu originea
sistemului de axe (referinta), adica: O = C, momentele de inertie
corespunzdtoare axelor ce trec prin acest punct se numesc momente centrale
de inertie. Momentele fata de axele principale de inertie, ce trec prin centrul de
masa, se numesc momente de inertie centrale principale $1 au valori extreme.

d. 1n cazul particular al placilor plane omogene, alegand planul xOy, in care se
gaseste si axa (4), formula (11.34) se mai poate scrie si astfel:

J A, J =T .
e ~cos20—J_ sin2a (11.38)
2 2 .
) In acest caz parametrul variabil este numai
2) y A4) unghiul a pa care il face axa (4) cu axa Ox
(fig.11.8). Pentru a determina directiile

principale ale lui J,, se calculeaza extremul

(1) (maximul $i minimul) acestei functii, adica
@ 4 atei: 9o o

y anularea derivatei:
/'/" O g
obtinandu—se : fg2a=
Fig. 11.8 J,~J,

Pentru unghiul a rezulta valorile a,,a,=q, +g adica directiile principale
(1) s1(2) din figura 11.8. Tinand seama de formulele trigonometrice:
tg2a _ 2J, _
tg*2a (7 -J f+as2
J,=J,
lg2a J —J f+4J?,

sin20==*

cos2a=%

si inlocuind aceste valori in relatia (11.38) se obtin momentele de inertie
principale (maxime si minime) corespunzatoare celor doua directii principale:

J, = 1:— —J =T 4T

Al

(11.39)

J

A2

=J,= J+J —J J—J J+4J?,

11.7. Elipsoidul de inertie
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Formula (11.33) care da legea de variatie a momentului de inertie fatd de o
axa A care trece prin originea triedrului, in functie de orientarea acestei axe:

J, =0T Am T An’J =20mJ  —2mnJ  —2nlJ
este susceptibild de o reprezentare geometrica remarcabila.

Sa luam pe axa A ce trece prin originea O (folosind anumite unitati
conventionale) un segment OP (vezi fig.11.9), astfel incat:

A7 K ,A
op=—" (11.40) @)

77

P
Punctul P are deci vectorul de pozitie /

(0 fiind versorul axei 4) : /5( y
1 < R =
F=—=0=(J,):0 11.41 7 0
. . Fig. 11.9
ale carui coordonate se scriu:
_cosqa _ _cos B _cos y

sau: l=x\/J7A; m=y.J,; n=z\/J7A. (11.42)
care introduse 1n ecuatia (11.33) conduc la urmatoarea expresie:

J,=J J 2T I,y I J, 22 =20 T k] yzkd | T, 2x) (11.43)

sau (presupundnd ca Jo # 0) prin impartire cu J, la expresia:
J X' +J y'+J 22 =2J xy-2J yz=2J_ zx=l (11.44)

Rezulta deci ca locul geometric al punctului P cand axa A se roteste in jurul
punctului O este o cuadricd inchisa: un elipsoid cu centrul in O, denumit
elipsoidul de inertie corespunzator punctului O. Elipsoidul de inertie da o
reprezentare geometricd sugestiva a variatiei momentului de inertie fata de axele
care trec prin punctul O.

Raporténd ecuatia (11 44) la axele elipsoidului (Ox;y;z;) ea capata forma
(fig.11.10): J x'+J,y’+J,z =1 (11.45)

unde J;, J,, J; sunt momente principale de inertie.

Lipsa termenilor centrifugali (J,,, J,. si J;.) se interpreteaza astfel: in raport
cu axele principale de inertie momentele centrifugale sunt nule. Aceastd
proprietate permite uneori identificarea axelor principale de inertie: daca un corp
are o axa de simetrie, atunci momentele centrifugale sunt nule §i axa respectiva
este o axd principala de inertie.
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Daca se noteaza:

aZZL, bzzi, c’ -1 (11.46)

Zl Jl JZ JS
ecuatia elipsoidului raportat le axele
sale (11.45) capatd forma cunoscuta

din geometria analitica:

2 2 2
%+% +j—;=1 (11.47)
) " unde a, b, ¢ sunt semiaxele
X . Fig. 11.10 principale ale elipsoidului.

Din relatiile (11.46) rezulta:  J,= ! J,= ! J,= ! (11.48)

a bt
adicd, momentele principale de inertie sunt invers proportionale cu pdatratul
semiaxelor elipsoidului de inertie.
In plan, in raport cu axele Ox, Oy , vom avea o elipsa de inertie de ecuatie:
J x'+J y'=2J xy=l (11.49)
sau, in raport cu axele principale, de ecuatie:
Jx +J,yl =l (11.50)

11.8. Aplicatii
11.8.1. Momentul de inertie ale unei bare omogene.

Se da o bara omogena AB = L si de masa M. (fig.11.11). Se cere sa se
determine momentele de inertie J,, J,, Jo , J4 1 momentul centrifugal J,,, .

Se alege originea sistemului Oxy la mijlocul distantei: O4 = OB = L/2 i
axa Ox dupa directia barei. Se considera apoi un element de bara de lungime dx si
de masa dm = U dx (lU= densitatea lineara) si conform definitiei avem:

Jx=;y2dm=0 y
L)
A OT dm B X
J =(x’dm, sau = > < = >
L) }‘L’dx<._

L

2 L ML .
J = xidx =u=—= Fig. 11.11

’ IJI u12 12
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2
JOZJX+Jy:Asz 5 J,, = [xydm=0

L)

Momentul de inertie fatd de capatul 4 al barei se calculeazd cu ajutorul
formulei lui Steiner:

ML

J,=J,+Md*=

11.8.2. Momentele de inertie ale unei placi

dreptunghiulare

Se considera o placd dreptunghiulara omogena avand laturile a si b
(fig.11.12). Se cer momentele de inertie: J,, J,,, J . Jo 1 J 1, J 1, Jos

Rezolvare: A ;
Integralele se vor efectua pe intrega arie a ‘:/1

placii 4 = ab, elementul de arie este dA= dxdy /

Avem relatia generala:

J = Iyzdm:IyzudA

(4) (4) 1

_—wdA

X

SN
%}\\

a

b
2
= dxd dx(y d
Mﬂy y= HJ jéy ly
2
Xl
Se obtine astfel: / .
)
* momentul de inertie axial: e 8
’ ’ ’ Fig. 11.12
JY:uab _Mb ’ Jv_Ma ig
12 12 To12
2 2
Jo=d M= =g g
2+ 2
* polar: J0=—M(Ci2 b ); J,=J,*M(0,0)’ _—M(a3 b’)

e centrifugal:

a0

J,= /Jﬂ xydxdy=l J’ xdx J’ ydy=0

Mab
dm= dxd dx( vd Pﬂ
S jxy m= u(j;j)xy xdy= ujx XJy ===
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11.8.3. Momentele de inertie ale unui disc circular

omogen
Se considera un disc omogen de raza R si masa M (fig.11.13)

Sa se determine momentele de inertie J,, J,, Jy,, Jy §i Jp. y

Rezolvare:

Daca se considera coordonatele polare p si 6,

coordonatele carteziene (x, y) sunt legate de
P si Bprin relatiile:
x=pcosB y=psinb,
iar elementul de arie: Fig. 11.13
dA=pdpdb
si elementul de masa dm = U dA (U= densitatea superficiala).
Avem:

J = J’yzdm‘J’J’p sin® O pdpd6 = ,LlJ’Sln QdBJ’p dp=

(4)

MR?

M - cos 29

J’ d@J’p dp= ug —Szn29a B—H—,LHTRZGR—

MR2
= (x’dm= ‘0 6=
J, J;)x dm= /JJ’I p’ cos® 8 [pdpd 2

MR’®

J,=J, +J, =

J,= J’xya’m:J’J’p2 sinB cosB OtpdpdO

(4) (4)

2 2
%fumh”m.

J,=J,+MR*=

Faptul ca J,, = 0 rezultd si din faptul ca triedrul este principal.
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11.8.4. Momentul de inertie ale unei placi triunghiulare

Se considerd placa omogend sub forma tiunghiului dreptunghic din figura
11.14 si un sistem de axe Oxy alese astfel incat Ox sa coincida cu baza OB = b si
Oy cu Indltimea OA4 = h a triunghiului.

Considerandu-se elementul de arie d4 = xdy avem dm =UdA = [xdy;

pe de altd parte din ecuatia dreptei ce trece prin punctele B si A: %+%=l, se

obtine x=%(h —y) sideci dm =H7b(h —y)dy.

J
Momentul de inertie fatd de axa Ox se scrie: \ Vi
bh th Mhz A
J = [y dm= 2y (h =y dy=E =
(4) 0 /
- _ bh 7
deoarece masa placii este: M —[J?. h dA
In mod analog avem: 11 M(x.y)
d}A )\ X
—_ 2d — sz T ” 2 i
2 prin=" BlzZZN\C
—> X
Acestea se mai pot calcula si altfel: © b | B
se considera un punct oarecare M (X, y) Fig. 11.14
apartinand placii (triunghiului) si avem:
* momentul de inertie axial:
B B e Wb_MR
J. = ([ dxdy= dya=E (b - x) ax =HL0=
 =H [y dxdy H-o[ﬁ [v yﬁ’ 3![)3( ) e
* momentul de inertie centrifugal:
b (=) 2p
- _ _Mh >, _Mhb
J_=U([xydxdy=H[ x dy rglx= x(b—x) dx=——
o uLj)y yu! ﬁ_o[y yﬁf szl (b=x) 1

* momentul de inertie polar (fata de O):
S (4 sy =1+, =M b
1) 6
Pentru calculul lui J,;, axa O;x; fiind paraleld cu axa Ox si care trece prin
centrul de greutate al triunghiului, se aplica formula lui Steiner:

Mh
18

Jx1=Jx—M%§=
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Pentru calculul momentelor de inertie al unui triunghi oarecare se poate
calcula acestea, mai intai, pentru doua triunghiuri dreptunghice.

11.8.4. Momentul de inertie al unui corp omogen de
revolutie

Se considera un con omogen avand raza bazei R , indltimea /4 si un sistem de
axe Oxyz ales cain figura 11.15.

o Se stie ca:
' g J, =(‘!’)(y2 +2* Yim.
y’ 7 Folosind coordonatele cilindrice:
C==For===a\ Y 0z x=pcos;y=psinG; z=z,

unde: 0 p<r;0<0<2m;0<z<h
dm=udV =ludzdydz = pdpdBdz,

R o7 prin urmare avem:

A/V—Z/ Jx=J’H(p2sin29+zz)updpd6dz=

Fie. 1115 - [J}Tsinz 6d6j’dsz3dp + u? d@j’zzdzj pdp

BJHR hHEBRz 3h25_3M(R +4h)

3 m20 510 20

Din motive de simetrie:
J =7 =M (g ap?)
20

Pentru a calcula J. folosim formula:

J. = J(x2 +y2)dm =HIp2/J pdpdbdz =
V)
= /Jj’TdGJ’dZJ’p dp = Bu TII; hépllf) 3]\145

Din motive de simetrie momentele centrifugale sunt nule:
J =J_=J_=0
xy yz zx
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CAPITOLUL 12
TEOREMELE GENERALE ALE
DINAMICII SISTEMELOR DE PUNCTE
SI A RIGIDULUI

12.1. Generalitati

Dupa cum s-a aratat in capitolele precedente, prin sistem de puncte
materiale se intelege o multime de puncte care interactioneaza mecanic. In

consecintd, un punct 4; de masa m; din sistem, este actionat de forta exterioara F,,

(care reprezintd rezultanta fortelor exterioare, a fortelor exercitate de agentii
exteriori  sistemului  studiat), precum si de fortele interioare

sz ( j=12,.... n) j %1, care reprezintd actiunea celorlalte puncte ale sistemului

studiat, asupra punctului 4; (fig.12.1).

Fie doud puncte 4; si 4; ale sistemului.

F _
Conform principiului actiunii si reactiunii fortele A ’ J
interioare sunt in echilibru: A
F =-F,
Y Jt
o z
sau: F,+F, =0 (12.1) 0

Calculand momentele fatd de punctul O X

ale fortelor interioare rezultate din interactiunea

. _ Fig.12.1
punctelor 4, s1 4; se obtine:

rXF, 1 xF =rxF =1 xF, =(5 =7 )xF, =44 xF, =0 (122)
adica: FxF, +7xF, =0 (12.3)

Tindnd seama de relatiile (12.1) si (12.3) se obtine urmdtorul rezultat:
“pentru un rigid torsorul fortelor interioare (rezultanta si momentul rezultant)
este nul”, adica:

n n

> F =0, (12.4)

iizxij:o. (12.5)
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Prin corp solid rigid se intelege in mecanica clasica un continuu material
nedeformabil, sau cu alte cuvinte este limita la infinit a unui sistem nedeformabil
de puncte materiale inchis care ocupa acelasi domeniu.

Trebuie subliniat in cele ce urmeaza, cd unele notiuni fundamentale si
teoreme generale stabilite pentru un sistem discret de puncte materiale, se pot
extinde la solidul rigid (ca un sistem continuu de puncte materiale) pe baza unui
proces de trecere la limita (sumele infinite devin integrale).

Problema fundamentald a dinamicii sistemelor discrete de puncte materiale
este determinarea miscarii lor in functie de masele si fortele cunoscute: m,,
F,, F, (i, j=12,.. n) precum si in functie de conditiile initiale date (pozitii si
viteze la momentul 1=¢)). Spunem cd am determinat miscarea sistemului de puncte

materiale, daca se cunoaste miscarea fiecarui punct 4; din sistem.
Pentru fiecare punct A; se scrie ecuatia fundamentala a dinamicii:

17; E £ Ej (12'6)

unde 7 =@, este acceleratia punctului 4; (i, 7 =12,.....,n).
Pentru intregul sistem de puncte materiale, vom scrie un sistem de » ecuatii

diferentiale de ordinul doi, cu necunoscutele 7,7,..,7, privite ca functii vectoriale

de timp:
F+SE,
mi=F +SF
2"2 2 ; 2j (12.7)
mn’T‘n :Ez +i_nj

unde, in general, fortele depind in mod explicit de pozitiile punctelor, de
vitezele lor si de timp: F, = F, (r r t) F =F, (r r t)

La sistemul de ecuatii (12.7) se adauga conditiile initiale:
7(t,)="7, 7)=7, (12.8)
Dacid asupra componentelor scalare ale fortelor F, si E] se fac ipotezele de

continuitate si uniformitate, matematic se poate demonstra existenta si unicitatea
solutiilor sistemului (12.7) care verifica conditiile initiale (12.8).

In Mecanica se determinid de cele mai multe ori, asa numitele integrale
generale ale sistemului, sau integrale prime adica solutii ale sistemului (12.7) de
forma:

r=7(C.C,..C,) i=12,...n. (12.9)
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unde C,,C,,...,C, sunt2n constante vectoriale de integrare independente.

Odata cunoscute functiile f, se poate determina miscarea sistemului

folosind conditiile initiale ale problemei. Vom obtine astfel 2n ecuatii vectoriale
pentru determinarea celor 2n constante vectoriale de integrare:

r,=£0¢...C.)

v, =£0C...C..)

unde am notat cu £y = 0 momentul initial si cu f derivata functiei f in raport cu

i=1,2,3,...n (12.10)

timpul ¢.

A

Z4 24

;(//(3 o ‘/X/ /6 -
(a) (b)
Fig. 12.2

In paragrafele care urmeaza vom folosi un rezultat care decurge din expresia
vectorului de pozitie p al cetrului maselor C al unui sistem de puncte materiale

fatd de un sistem de referintda Oxyz.

Pentru a pune 1n evidentd proprietatea ce ne intereseaza, sa consideram un
sistem de puncte 4 (i=12,..,n) de mase m; si vectori de pozitie 7. Daca

n

M = Z m, este masa sistemului, iar p = OC este vectorul de pozitie al centrului

de masd al sistemului de puncte materiale fatd de un sistem de referintd Oxyz,
(fig. 12.2.a), expresia lui este data de formula:

p=2M S m7 =Mp (12.11)
S
sau pentru un continuum material (fig.12.2.b), formula:
dem = Mp. (12.12)
D)

Daca originea sistemului de axe Oxyz coincide cu centrul maselor
sistemului de puncte materiale (O = C) atunci p =0(fig.12.2,c) si relatia (12.12)
devine:

Ymri, =Mp=0 sau {J’chm =Mp =0. (12.13)
D)

Formulele (12.11), (12.12) si (12.13) se transformd corespunzator in cate

trei relatii scalare, daca sunt proiectate pe axele de coordonate .
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12.2. Impulsul total. Teorema impulsului.

12.2.1. Impulsul total al unui sistem de puncte.

Se numeste impuls total la un moment dat (sau cantitate de migcare totala),
pentru un sistem de puncte materiale 4, de mase m; , avand vitezele v,
(i =1, 2,...,n), fatd de un triedru oarecare 7 (Oxyz), suma impulsurilor tuturor
punctelor 4; fata de acest reper; impulsul unui punct 4; fata de triedrul 7 este:

H =myv (12.14)
deci impulsul total se scrie:
H=yH=Ymy (1215
i=T i=T
unde: V== d—;
Se observa ca:
— dr, _d d
H = —=— 7 )=—\Mp .
2m = (3 m7) dt( p) Fig. 12.3
adica: H=Mp (12.16)

unde: ) m, =M este masa intregului sistem, p este vectorul de pozitie al
centrului maselor fatd de reperul 7 iar P este viteza centrului maselor
sistemului fata de reperul 7.

Prin urmare, impulsul total al unui sistem de puncte materiale nu depinde

de felul miscarii, el fiind identic cu impulsul centrului de masa al sistemului in
care se considera concentrata toata masa sistemului.

Observatii
1. Daca originea reperului 7 se alege astfel incat sa coincidd cu centrul maselor
sistemului (O = C, p =0,), atunci impulsul total fata de acest reper este nul:
— — _ _d _ d(
H=YH.=Ymy, =E(Zminc):E(Mp):O (12.17)
2. Daca se considera un reper fix 7; (O;x;y;z;) st un reper mobil 7(Oxyz) solidar
cu sistemul de puncte si Tn miscare de translatie fatd de reperul 7, , astfel ales
incat originea reperului 7' sa coincidd cu centrul maselor sistemului (O = C) ;

atunci, conform figurii 12.4, avem relatia vectoriala evidentd: 7, = p, +7., in

care P, este vectorul de pozitie al centrului maselor fatd de reperul 7;; 7,

este vectorul de pozitie al punctului 4;, fata de reperul mobil 7.
Potrivit definitiei date avem:

E:ziszma: mF,) b (pi+7. )=

_d d d :
o P+ 3 m)= (mwmﬁz(m):m.
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Se obtine astfel pentru impulsul total aceeasi expresie, cu deosebirea ci atat H,

catsi P, sunt raportate la reperul fix 7.

Fig. 12.4 Fig. 12.5

12.2.2. Expresia impulsului total pentru un rigid

Fie un rigid (continuu material), triedrul fix 7,(O;x;y;) si triedrul mobil T
(Oxyz), solidar cu rigidul si in migcare oarecare fata de 7; (fig.12.5). Daca in jurul
unui punct oarecare 4 din corp se considera un volum de masa elementara dm,
relatia intre vectorii de pozitie este: 7 =7, +7 iar distributia de viteze fata de T,
se scrie: vV, =V, tOXr (12.18)

Se defineste impulsul total al rigidului fata de reperul 7; prin expresia:

H, :J]‘Vldm (12.19)
)

si tindnd seama de (12.18) obtinem:
H, = (5, +@x7)dm =7, [dm +@ x (Fdm
i J i
Tinand seama de faptul ca M = Jdm si de relatia (12.12): dem = Mp rezulta:
D) D)

H =Mv,+@xMp, =M, +@xp) (12.20)

Observatii
1. Daca originea O a reperului 7 coincide cu centrul de masa al corpului (O =C,
p, =7 ; p=0)atunci: v, =p, sirelatia (12.20) capita forma:

H, =Mp, (12.21)
2. In miscarea de rotatie cu punct fix (O; =0, v, =0,) relatia (12.20) devine:
H=M@xp) (12.22)

Daca punctul fix coincide cu centrul de masa al corpului (O = C), atunci avem
evident: H, =0.
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12.2.3. Teorema impulsului

Sa presupunem ca miscarea sistemului de puncte materiale se studiaza in
raport cu reperul fix 7;(0;x,y;z;). Derivand in raport cu timpul expresia impulsului
(12.15) fata de acest reper, obtinem:

Hﬁ-—-—ﬁz ﬁ m—-"m,.a,.. (12.23)
dt 2.

Pr1nc1p1ul fundamental al dinamicii pentru
un punct A; (fig. 12. 6) se scrie:

F’+ZF ...n

si insumand aceste relatii, pentru intregul
sistem, se obtine:

ch? =ZF+ZZF (12.24)

si deoarece din (12.4) rezultanta fortelor

X o 5. P — T —
L : interioare este nula: R™ = Z Z F,=0
= j:

Fig. 12.6

relatia (12.24) devine: Zma = ZF (12.25)

sau, tinand seama de relatia (12.23) si ca Z F, este rezultanta fortelor exterioare

(date si de legiturd) R, care actioneazi asupra sistemului, avem:
H =R, unde: R=R"+R"™ (12.26)

Relatia (12.26) reprezinta teorema impulsului pentru un sistem de puncte
materiale s1 se enuntd astfel: “derivata in raport cu timpul a impulsului total al
unui sistem de puncte materiale este egala cu rezultanta fortelor exterioare care

s

actioneaza asupra sistemului”.

Daca se deriveaza expresia (12.21) a imSJulsului exprimat in functie de

vectorul de pozitie al centrului maselor (H, =Mp,) se obtine:
F =9 -4 (yp )= Mp, = M, (12.27)
dt dt
unde P, =a, este acceleratia centrului maselor sistemului, rezulta:
Mp =R, (12.28)

adica teorema impulsului sub forma echivalentd a teoremei miscdrii centrului
maselor: “centrul maselor unui sistem de puncte materiale are aceeasi migcare ca
§i un punct material care ar avea o masa egald cu masa sistemului §i asupra
caruia ar actiona o forta egala cu rezultanta fortelor exterioare”.
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In cazul unui sistem izolat (asupra caruia nu actioneaza nici o fortd):

R= > F =0, atunci conform (12.28)  H, =0 si rezulti:
H =C (constant) sau  Mp, =C (12.29)
adica teorema conservarii impulsului cu urmatorul enunt:

“in cazul unui sistem izolat de puncte materiale, impulsul total se conserva in
timp, sau tot timpul migcarii impulsul ramdne constant”.

Sunt situatii cand se conservd numai o componentd (dupd o axd) a
impulsului, asa cum am vazut si in cazul unui punct material.

12.3. Teorema momentului cinetic.

12.3.1. Momentul cinetic total al unui sistem de puncte.

Momentul cinetic total al unui sistem
z 4 m de puncte materiale 4; de mase m;, vectori
.. - dr _ .
"5 = =\ de pozitie 7, siviteze v. =—- =7, i=1,2,...n
Ve H, P ; dt

in raport cu un punct O (fig.12.7), este suma
momentelor impulsurilor tuturor punctelor

in raport cu punctul O.
> Pentru un punct A; , momentul cinetic fatd

y de O se scrie (fig.12.7):

S o s T
X Fig. 12.7 K, =rxmy =rxH, (12.30)

Momentul cinetic total (pentru intregul sistem de puncte) in raport cu
punctul O este:

K, =5 K,=37xm. (12.31)

Se poate arata ca momentul cinetic
total este o marime vectoriala care depinde
de reperul in raport cu care se calculeaza,
deci este un vector legat. Intr-adevir, si
consideram un triedru fix 7;(0;x;y;z;) si
unul mobil 7(Oxyz) cu originea in centrul de
masa al sistemului (O = C) in miscare de
translatie fata de 7,  (fig. 12.8).

Conform definitiei, momentul cinetic total
al sistemului de puncte in raport cu centrul
de masa C (originea reperului mobil) se
” Fig. 12.8 scrie:
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K=y roxmg, (12.32)

este viteza relativa in raport cu reperul mobil 7.

Momentul cinetic total al sistemului de puncte, fatd de punctul O, este:
K01 = Z ryXmy, (12.33)
unde dacd se inlocuiesc: 7, =p, +7., Vv, =P, +V, (12.34)

si tindnd seama de formulele (12.32) obtimem:
Ky =5 (o +r)xm(p +7,)
Ko =P XDy m+p xS my. +37 xmy, +(3mr.)xp.
Conform notatiilor adoptate anterior si tinand seama de relatiile evidente:
> mr. =0, Zmivic=ﬁc=0, >m =M,
rezulti: K, =K. +p xMp, (12.35)

adica prima teoremad de tip Koenig: ‘“momentul cinetic al unui sistem de puncte
materiale in raport cu un punct fix O; este egal cu suma dintre momentul cinetic
in migcarea relativa a sistemului in raport cu centrul maselor C si momentul
cinetic al centrului maselor considerat ca un punct material in care este
concentratda masa intregului sistem”.

12.3.2. Momentul cinetic in cazul unor miscari

particulare

In cazul rigidului, momentul cinetic in raport cu originea reperului fix 7; se
defineste prin relatia:
K =K, = (7 >V dm (12.36)
D)
integrala referindu-se la intregul domeniu (D) ocupat de corp.
Se observa cd in acest caz ca momentul cinetic K, depinde de felul migcarii,

in functie de expresia vitezei v, a rigidului care este diferitd de la un tip de miscare
la altul, asa cum s-a aratat la cinematica rigidului.
a. Momentul cinetic in cazul miscarii de translatie a rigidului
Specific acestei miscari este faptul ca in orice moment toate punctele
rigidului au aceeasi vitezd , adicd v, =v. = p,, si avem: 7; = p, +7,,
unde: p, este vectorul de pozitie al centrului maselor fata de reperul 7;
7. vectorul de pozitie al punctului 4, fata de reperul mobil 7 avand

originea 1n centrul de greutate al sistemului (O=C).
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Momentul cinetic al rigidului fata de O, va fi:
1?01 = (I)(ﬁl + Fc)x ﬁ_)1dm = ﬁ_)1 X ﬁl (I)dm + %I)chm%( 51

si intrucat: (J]‘dm =M si din O=C U (J:FCdm =p=0
) )
(12.37)

rezulta: K, =p xMp, =p, % H,.
b. Momentul cinetic In cazul miscarii de rotatie cu axa fixa

Specific acestei miscari este faptul cd viteza unui punct oarecare A4 al

rigidului fata de reperul 7} este:
V=W XF, dar F=F=xi+yi+zk.
Daca se considera cazul in care axa de rotatie Oz coincide cu axa Oz;, adica

se poate scrie: @ =wk, se obtine:
K, = Jfl X V.dm = Jf x (co % 7 Yim
D) D)

i ik
si deoarece: fx(wxf): X y z|= —(wxz)f—(a)yz)]_' +w(x2 "')/2)];
-yw xw 0

se obtine: K, = —w%i[xzdm@ - w%ﬁ[yzdm%? + ougl(x2 + yz)dma;
) ) )

Se observd ca integralele reprezintd tocmai momentele de inertie

centrifugale si axiale si deci se poate scrie:
(12.38)

K, =-J wi-J wj+Jwk.
Xz yz z
Daca rigidul este un corp de revolutie, axa de revolutie fiind axa de simetrie
si dacd se alege aceasta axd sa coincidd cu axa Oz, a reperului mobil 7" atunci

avem: J,, = 0, J,, =0 sirezultd :
K =Jwk sau K, =Jw. (12.39)

Exemplu:
Se considera un disc omogen de raza R si masa M, care se roteste cu viteza

unghiulard w in jurul axei sale de simetrie. Se cere sd se afle momentul cinetic
fata de axa de simetrie Oz =0,z,.

Rezolvare:
MR?

2
se obtine: K, =K, =K, = .

Deoarece J, =J =
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c. Momentul cinetic in cazul miscarii rigidului cu punct fix

Specific acestei migcari este faptul ca vectorul de pozitie al unui punct
oarecare A4 al rigidului fatd de reperul 7T si 7 este acelasi: 7, =r =xi + yi +zk si
W=wi+wj+wk deci:

vEwxr=(wz-wy)i +(@x-wz)j+(0y-wx)k

Expresia momentului cinetic fatd de Oy, in acest caz este:

K, =K = ifl X v dm
(D)

K, = [ + 37+ 2k x|,z ~wy )i +(wx-wz)j+(w.y =0 )k|dm

(D)

sau: K, =K, i+K, ]+K k unde: (12.40)
K, =[[(y*+2 )0, —yw, 3z Jdm =J.0 -] 0 ~J @
K, =[[~yxw, +(z" +x" ), ~zyw [dm=~J @ +J 0 ~J @, (12.41)
K.=[[~=zxw, - zyw, +H(x'+y ) Jdm=-J w —J w +J

sau sub forma matriciala:
(K, O OJ, -J, —J. O Lo, O
0.0 0O 0
DKh D 0/ 4, —J. EEw 0 (12.42)

E‘Klz E_ J - JZ)’ J H %’“) D

Daca axele Ox, Oy, Oz ale reperului mobil solidar cu rigidul, sunt alese
astfel Incat sa fie axe principale de inertie in raport cu O;=0 , atunci momentele
de inertie centrifugale sunt nule si se obtine relatia matriciala:

K.O 0, 0 000

[, O ' [

K,0=00 J, DEEw (12.43)
%8 B o v8kH
sau expresia analitica: K, = J,w,i +J,0,j +Jw.k (12.44)

d. Momentul cinetic in cazul miscarii plan-paralele

Se considera aceastd miscare a rigidului ca o suprapunere de doud miscari:
una de rotatie in jurul unei axe ce trece prin centrul maselor si care este
perpendiculara pe planul fix, si una de translatie a centrului maselor C.

Se aplica in acest caz prima formula de tip Koenig:

=K. +p xMp,=J wk +p xMp, (12.45)

K

1
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12.3.3. Teorema momentului cinetic

Se considera reperul fix 7; (fig. 12.9) la care se raporteazd miscarea
sistemului , fatd de care momentul cinetic se scrie:

= Z v, Xmyv. . Z
il il
Derivand aceasta expresie in raport cu timpul se obtine:
I;( _ d ( ) - < T+ % -~
o1~ E Xmv, Z ry 2mv, z Fy 7M.V, EE\

si deoarece 7, =v, si primul termen este nul:

z iy Xmy, = Z Vi XMy, = 0

avem: K, = S 7. xm,a, (12.46) X,

Fig. 12.9

unde @, =V, este acceleratia absolutd a punctului A; .

Legea fundamentald a dinamicii pentru punctul A; care se scrie:

m.a, 2171+ Fl/ i=1,2,..n

Daca se inmulteste vectorial la stdnga cu 7, si se Tnsumeaza membru cu

il

membru, se obtine:
S Foxma, =5 R xXF+ Y Efﬂx F, =S 7 xE (12.47)
=1 =1 =[] =N [] &
deoarece, in baza relatiei (12.5), momentul rezultant al fortelor interioare este nul:

N REPILS

Primul termen al sumei Z 7, X F este momentul rezultant al fortelor fata de O;:

> 7 xF =y M,(F)=M,, (12.48)

In aceste conditii relatia (12.47) impreuni cu relatia (12.46) conduc la:
K,=M,, (12.49)

adica expresia teoremei momentului cinetic care se enunta astfel: “in cazul unui
sistem de puncte materale in miscare, derivata in raport cu timpul a momentului
cinetic, calculat fata de un punct O,, este egala cu momentul rezultant al fortelor
exterioare (active §i de legatura) calculat in raport cu acelasi punct O;”.

Sa aratam ca teorema momentului cinetic (12.49) pastreaza aceeasi forma
daca este aplicata miscarii relative a sistemului de puncte in raport cu centrul
maselor , sau fatd de un reper 7 cu originea in centrul de masa al sistemului avand
axele paralele cu cele ale triedrului fix 7; (fig.12.10).
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Cu alte cuvinte, se afirma ca in cazul
reperelor inertiale relatia (12.49) este
riguros adevarata.

Intr-adevir, derivind in raport cu
timpul relatia (12.35):

]?01 :Ec +p xMﬁl

obtinem:
]?01 :]?C + ﬁ_.)l xMﬁ_.)l + _1 XMF_)

Fig. 12.10 si tinand seama ca:
K, = dc][iC = dg;c , deoarece W=0;, p *xMp =0; Mp, =R
se obtine: 1;{1 = I;{C + D, XR. (12.50)
Formula pentru schimbarea polului de reducere a unui sistem de forte, este:
M, =M_.+OC*XR =M, +pxR. (12.51)
Inlocuind relatiile (12.50) si (12.51) in relatia (12.49) se obtine:
K. =M, (12.52)

adica teorema momentului cinetic fata de centrul maselor cu urmatorul enunt:
“in orice moment al migcarii unui sistem de puncte fata de un reper fix T},
derivata in raport cu timpul a momentului cinetic total al sistemului, calculat fata
de centrul maselor, este egald cu momentul rezultant al fortelor exterioare
calculat fata de acelasi punct”

Observatii:

1. Se remarca din aspectul relatiilor (12.49) si (12.52), faptul ca teorema
momentului cinetic scrisa fatd de un reper fix 7; si teorema momentului cinetic
scrisd fatd de un reper mobil 7, paralel cu cel fix, avand originea in centrul
maselor (O=C) au aceeasi forma;

2. Momentul fortelor exterioare se poate scrie:
M= 5 M(F*)=y M(F )+ Y M F) =M + 305 (1259
In cazul unui sistem izolat de puncte materiale R =0, M,, = M. =0, rezulta:
1;(01 =0 sideci(12.49) devine: K, =C (12.54)

aceastd relatie exprimd feorema conservarii momentului cinetic si are
urmatorul enunt: “momentul cinetic total in cazul unui sistem izolat de puncte
materiale se conserva”.
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Pe de alta parte relatia (12.54) reprezintd o integrala prima a sistemului de
ecuatii diferentiale (12.7). Se poate obtine o integrald prima si in cazul cand
momentul rezultant al fortelor exterioare in raport numai cu o axa este nul. Fie
aceasta axa este Oz, atunci vom avea integrala prima:

K.=C. (12.55)

S-a aratat In Capitolul 8 ca in cazul punctului material o relatie de forma
(12.55) poate fi consideratd ca o relatie de conservare a vitezei areolare Q2 1n
miscarea proiectiei punctului in planul xOy. Tindnd seama ca pentru un singur
punct material avem: K, = m Q, rezultd ca in cazul cand momentul rezultant al
fortelor exterioare in raport cu o axa este nul, avem:

S mQ,=C, (12.56)

adica, suma produselor dintre masele punctelor materiale si vitezelor arecolare
ale proiectiilor acestor puncte intr-un plan normal pe axa rdimane constanta.

Aplicatie

Se cere sd se determine legea de miscare a unui disc (o0 roatd omogend) de
razd R si masd M care se roteste in jurul axei sale de simetrie, sub actiunea unui
cuplu de moment constant M, (fig.12.11).

Rezolvare:

Aplicand teorema momentului cinetic, avem:

. - 2
K,=M,, unde :K,=K,=K, =J,w= MR ¢
2
jT[Z sau: K, = Mf d,
y iar: M,=M, =N.
= Prin urmare, teorema momentului cinetic
2 conduce la ecuatia diferentiala:
2
I Mf $=M,, sau q)'=2M‘2’.
X Fig.12.11 MR

Integrand de doua ori si punand conditiile initiale:
lat=0:¢(0)=0¢(0)=0

se obtine legea de miscare a discului:

M, ,
=—=1.
¢ MR?
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12.4. Energia cinetica totala. Lucrul mecanic.
Teorema energiei cinetice

12.4.1. Energia cinetica totala a unui sistem de puncte

Energia cinetica totala a unui sistem de puncte materiale A; (i =1, 2,.....,n)
de mase m; si viteze v, fatd de un reper oarecare, se defineste ca suma energiilor

cinetice E; ale tuturor punctelor sistemului:

=Ly (12.57)

i

2
adica: E= ZE = % Z my?. (12.58)

Se obsearva ca E este o marime scalara si totdeauna pozitiva.
Energia cinetica totala a unui sistem de puncte in raport cu un reper fix T;
1
este: E ==Y mv], (12.59)
2
Energia cinetica totala a unui sistem de puncte in raport cu un reper mobil T
cu originea in centrul maselor sistemului (O = C) cu axele paralele cu cele ale
reperului fix 77 este data de:

E. =% myv... (12.60)

unde v, este viteza punctului 4; fatd de reperul 7 avand originea in

centrul maselor .

Deoarece din (12.34) v, =p, +v_, rezultd cd energia cinetica totald a unui
sistem de puncte se scrie:

1 v _ 1., N _ 1 _,
E1 _Ezmi(pl +Vic) _Epl Zmi + plzmivic +§Zmivi€’

unde tindnd seama de (12.60) si de (12.17): 5 my,. = H, = 0,> m, =M, rezulta:
1
2
adica a II-a teorema de tip Koenig, avand enuntul: “energia cinetica a unui sistem
de puncte materiale in miscarea absoluta, este egala cu suma dintre energia
cinetica in migcarea relativa fata de centrul maselor si energia cinetici a
centrului maselor in care se considera concentrata intreaga masa a sistemului”.

Pentru un solid rigid, energia cineticd totala corespunzatoare unui sistem

discret (12.59) se exprima sub forma de integrald pe intreg domeniul (D) ocupat
de corp:

E =E.+—Mp?, (12.61)

1
E =—(vidm. 12.62
) 2(!)1 ( )

Deoarece in cazul rigidului expresia vitezei depinde de tipul miscarii, vor
rezulta si pentru energia cinetica totala, diferite expresii specifice fiecarui tip de
miscare.
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12.4.2. Energia cinetica totala in cazul unor miscari
particulare ale rigidului

a. Energia cinetica in cazul miscarii de translatie
In cazul aceastei miscari toate punctele rigidului au aceeasi viteza, aceasta
fiind egala cu viteza centrului de masad, adica: v, =v,. = p, si deci:
E =1 [plan= 15 [im= Lyp?. (12.63)
2 2wy 2
Rezulta ca energia cinetica 1n cazul acestei miscari se calculeaza ca energia

unui punct (care este centrul de masa al rigidului) in care se presupune concentrata
intreaga masa a rigidului si care se deplaseaza cu viteza centrului de masa.

b. Energia cinetica in cazul miscarii de rotatie cu axa fixa
Se stie de la cinematica rigidului cu axa fixa, ca viteza unui punct oarecare
A fatd de reperul 7; (pentru simplitatea calculelor se alege: O = O,, Oz = Oz, =
axa de rotatie) este: V|=wld., unde d =.x*+)’ este distanta de la
punctul A la axa de rotatie Oz.
In acest caz, energia cinetica totala se scrie:
=l([vfdm =lol)2(J’(x2 +y2}lm=lsz2. (12.64)
2 &) 2 & 2
unde J, =J, = (J’(xz +y? )dm este momentul de inertie fatd de axa Oz.
D)

1

c. Energia cinetica in cazul miscarii de rotatie cu punct fix

Se considera ca punctul fix coincide cu originile celor doua sisteme 7, si 7 :
0,=0; expresia distributiei de viteze 1n acest caz este:

v=wxi=(wz-wy)i+(@x-wz)j+(0y-wx)k (12.65)
Prin urmare energia cinetica totald a rigidului fatd de 7 va fi:
E = lﬁ!’vfdm = l![(wyz - a)zy)2+ (wx-wz) + (a)xy —a)yx)z]dm
20) 20)
sau

B =6 1) 0 =) 00~ 00 00 (1260

Energia cinetica totald a rigidului fatd de 7, atunci cand axele sistemului
mobil sunt axe principale de inertie va fi:

E = %Jla)j +%Jza)y2 +%J3a)j (12.67)
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In cazul particular, cand corpul se roteste in jurul unei axe Oz
(w, =w, =0, w. =w), energia cinetica este cea dedusa la migcarea de rotatie:

| =%sz3 (12.68)

Daca se tine seama de a doua formuld de tip Koenig (12.61), energia
cinetica pentru cazul general al migcarii unui rigid, alegand axele sistemului mobil
ca axe principale si centrale de inertie se scrie sub forma:

B = B+ MBH =200 4.0 4000+ M (12.69)

¢) Energia cinetica in cazul miscarii plan-paralele

Daca se alege (pentru simplitatea relatiilor)
Z, Z ) originea reperului mobil 7  1n centru
maselor (O =C, 7, =p, §i ¥ =7_.) si planul
fix sa coincida cu planul xOy (fig.12.12), in
aceste conditii viteza are expresia:

v, =y, T Xr,

si deoarece v, =V, = p,,viteza fatd de T, se
scrie: v, = P, + X7,

s1 prin urmare:

Fig. 12.12

(@x7.)dm
)

si deoarece: (J}'FCdm =0, (‘! dm =M avem energia cinetica pentru acest caz:
) )

|
EI:Epf(J’

D)

dm+ﬁl(wx<jl7cdm)+%([

D)

|| 2
=—Mp += [(@x7.)dm. 12.70
= MBlE [l@x7) (12.70)
Intrucat: w=wk, 7 =xi+y.j+z.k
si @)= 0 wbh=e e+ ).
c Ve Zc ]
adica: (J’(@XFC Y dm = a)zJ(xé +yl )dm =w'J,.
D) D)
s1 prin urmare, energia cinetica totala fatd de 7, are expresia:
E :lz\rpf +lJCZa)2. (12.71)

) 2
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1 TV R
unde : —J_.@’ este energia cineticdi in miscarea relativd fatd de centrul

maselor, Jc, este momentul de inertie fatd de axa Oz care trece prin centrul
maselor C.

Formula (12.71) reprezintd formula Ilui Koenig in cazul particular al
migcdrii plan paralele. In aplicatiile referitoare la miscarea plan-paralaeld se
foloseste centrul instantaneu de rotatie / si atunci este necesar sa se exprime £, n
functie de momentul de inertie al rigidului fata de axa instantanee de rotatie ce
trece prin L

Conform formulei lui Steiner: J,. =J.. + M(ICY sau:J. =J, —M(IC)
Din cinematica miscarii plan-paralele avem:

|\7€|:|f)l|=a)(IC) sau (IC):%

si relatia (12.71) devine: E, = %JIZ(A)Z (12.72)

Formula (12.72) conduce la concluzia cd in miscarea plan-paralela se poate
calcula energia cinetica ca ca in cazul miscarii de rotatie a rigidului in jurul unei
axe care trece prin centrul instantaneu de rotatie /, corespunzatoare acelui moment.

Aplicatie
9
Sa se gaseasca energia cineticd a unui disc de raza
V, . - . -
° R si masa M, care se rostogoleste fara sa alunece

R_ / pe un plan orizontal cu viteza centrului sau
constantd: v. =p, =V, (fig.12.13).

/|/// v Rezolvare
. Viteza unghiulara fiind aceeiasi in orice
Fig. 12.13 punct al discului: w=w.=w,, w=v,/R
_ MR’

J

Cz

si J,.= éMR2 ,
2
astfel incat formula (12.71) conduce la:

1 1 MR®
E —EM +E > %Q_ZMV

In mod analog, aplicand formula (12.72) se obtine acelasi rezultat:

E ———EMRZEBV—S ——Mv
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12.4.3. Lucrul mecanic elementar al fortelor aplicate

unui sistem de puncte in miscare. Proprietati
Fiind dat un sistem de puncte materiale 4; (i = I, 2,...,n), asupra unui punct

—_— n —_—
al sistemului actioneaza atat fortele exterioare F, cat si fortele interioare ) F,
j:
n _

(fig. 12.14), avand rezultanta: R = F + ZF =F“+F". (12.73)

<
Conform definitiei date in capitolul 8, lucrul
mecanic elementar efectuat de fortele avand
rezultanta ﬁ care actioneaza asupra
punctului 4;, este dat de produsul scalar
dintre forta R, si deplasarea elementard d7.
corespunzatoare punctului de aplicatie al
acestor forte 1n intervalul de timp elementar
dt, adica:

>;/ dL, =R [ = R ,dt (12.74)
Fig.12.14

unde dr, =v.dt ,v, fiind viteza punctului.

Lucrul mecanic elementar total al fortelor aplicate intregului sistem de
puncte, calculat fatd de un reper oarecare7 (Oxyz), este egal cu suma lucrurilor
mecanice elementare, efectuate de fortele aplicate diferitelor puncte ale sistemului
in raport cu reperul considerat, deci:

dL = idLi =S R =Y R Gd. (12.75)

Tinand seama de (12.73) avem:
dL — zE WFI - z (F_;ext +F:.im)|]il’_; - ZF_;ext m’/—; + ZF_;int m’/—;

sau ficand notatiile: dL™ = Zit L, =y F* O,dt (12.76)
dL" = ZF i = Z ZF @r =Y S F, Gdr (12.77)
rezulta: dL = dL™ +dL", (12.78)

adica “lucrul mecanic elementar total este egal cu suma dintre lucrul mecanic
elementar al fortelor exterioare si lucrul mecanic elementar al fortelor interioare

b

aplicate sistemului”.

Se observa ca 1n expresia generald a lucrului mecanic elementar total apar
fortele interioare. In continuare vor fi prezentate doua proprietiti referitoare la
lucrul mecanic elementar al fortelor interioare si al fortelor exterioare:

a) lucrul mecanic elementar al fortelor interioare nu depinde de reperul de fata
de care se studiaza miscarea.
Intr-adevir, fie reperul T (Oxyz) si reperul T° (O’x’y’z’) in miscare fati de T
(fig.12.15). Avemevident: 7 =7, +7' , deci
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dr. =dr, + dr' = dr, +c;, dt

dr, =dr, + +w><r51t
Clot

unde @ este vectorul viteza unghiularé

0]
. . adr __, -
al reperului 7” fata de reperul 7, iar 7:’ =V, ;{ '/x y

este viteza (relativd) a punctului A; fatd de reperul T°. Fig.12.15
Lucrul mecanic elementar al fortelor interioare, calculat fatd de T, va fi deci:

dL" = ifzint |]l'l’_; — zﬁ;int[dfo +(\7i,+mxl’_'l.’)df] —
— d’/—_o z F;im + z F;im H;I.’df + z F_;int [(w x E’)dt.
Se obsearvd cd ZFI."’” = Z ;F} =0, si prin efectuarea a doud permutari

circulare in produsul mixt " [(w X Z'), se obtine:
Friox7)=-odF" 7' )=o {7 F")

si obtinem deci rezultatul:

F" 7 xEr ey 7 xS F R0
Z Moo x7") wE@Z , ﬁ a)@gfg ></Z ’-’Q
deoarece : i B7',->< 217] EZ 0, rezulta:  dL" =(dL')".

Deci, lucrul mecanic elementar al fortelor interioare nu depinde de sistemul de
axe fatd de care este calculat, ceea ce se mai poate scrie si astfel:

dL" =dL" =dL}'. (12.79)

b) Sa aratam in continuare, modul in care lucrul mecanic elementar al fortelor

exterioare depinde de reperul fata de care se calculeaza. Pentru aceasta sa
consideram doua repere: unul fix 7; (Ox;y;z;) st altul mobil T (Oxyz) in
miscare de translatie fatd de primul reper, si cu originea in centrul maselor
sistemului (fig.12.16).
Conform definitiei avem:

d elzxt — Zleaxt Bifll — ZFwiext H)—,]dt

d aCxt - Zleaxt L—MFIC - ZF;ext D;lcdt
unde: 7, =p, *r_; dr,=dp, +dr,

si prin urmare:
dL =y F(dp, +ar, )
dL =(S F, ext)uip, + Y E= GiF, % Fig. 12.16
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de unde rezultd: dL™* =dL>' + R [P, (12.80)

ceea ce aratd urmatoarea proprietate: “lucrul mecanic elementar total al
fortelor exterioare, calculat cu deplasarile fata de reperul fix T, este egal cu
suma dintre lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare calculat cu
deplasarile relative fata de centrul maselor si lucrul mecanic elementar al
rezultantei fortelor exterioare R ZZIFI.“’”, presupusa aplicata in centrul

(s

maselor “.

Din cele aratate mai sus, adicad tinand seama de formulele (12.78), (12.79) si
(12.80):

dL, =dL" +dL" = R.dp, +dL: +dL"
rezultd pentru lucrul mecanic elementar total al fortelor (exterioare si
interioare) fata de un reper fix T, formula:

dL, =R.dp, +dL,. (12.81)

12.4.4. Expresia lucrului mecanic elementar al fortelor
interioare la modificarea distantelor dinte puncte
~ Fie doud puncte 4; si 4; ale sistemului care interactioneaza mecanic
(F,, + F, =0, conform principiului actiunii si reactiunii) avand vectorii de pozitie
. respectiv 7, (fig.12.17). Expresia lucrului mecanic elementar al fortelor
F, si F, este:

dL, = F, dr, + F, Wr, = F,dr, - F, dr, = F, (dr, - dr))

unde daca notdm dr; —dr, = —dr,, (deoarece 7. —r, =—=A A, =-T,)
lucrul mecanic elementar al fortelor F; si F; devine:
dL, = -F, Ur,. (12.82)

ij
Facand notatia

u =versAA =vers r.
lj 1 J l_]

putem scrie relatiile:

ry =Ty Fj’j =Fu, (12.83)
Fig.12.17
unde pentru versorul i, sunt valabile relatiile:
u, i, =1 Si u, ldu, =0 (12.84)
iar:  dr, =dr, @, )=dr, i, +r, W, (12.85)

Inlocuind (12.83) si (12.85) in (12.82) si tindnd seama de (12.84) se obtine,
pentru fortele interioare F, si F,, lucrul mecanic elementar:

dL, =~-F,dr, (12.86)

ij
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relatie care exprima faptul ca: lucrul mecanic elementar al fortelor interioare care
se exercita intre doua puncte A; si A; este egal cu produsul dintre valoarea
numerica a fortei interioare (luata pozitiv sau negativ dupa cum fortele sunt
repulsive sau atractive) §i cresterea distantei dintre puncte.

Insumand dupia indicii i si j se obtine lucrul mecanic elementar total al
fortelor interioare al unui sistem de puncte:

dL" =% 3 L, ==y 3 Fdr. (12.87)

In cazul sistemelor rigide de puncte materiale (nedeformabile), toate
deplasdrile dr; sunt nule, ceea ce conduce la concluzia cd lucrul mecanic
elementar total al fortelor interioare in acest caz este nul:

dL™ = 0. (12.88)

12.4.5. Lucrul mecanic elementar al fortelor aplicate
unui rigid
Intrucat in paragraful anterior s-a aritat ci pentru sistemele rigide dL™'= 0,

rezultd cd la aplicarea teoremei energiei cinetice pentru astfel de sisteme, in
expresia lucrului mecanic se va tine seama numai de fortele exterioare.

Avem:
dL, =dL" =S Fv,dt =5 F(v, + @7 )dt =
-, s 7)+ 3 7 oo o
unde:
S F Uoxi)=0 0y 7xF ) =0 (S M,(F,))=o M,
Daca se mnoteaza cw:T,. R=%F;, M,=% M/(F) torsorul de
reducere in punctul O al fortelor exterioare ale sistemului, expresia lucrului

mecanic elementar al fortelor exterioare aplicate unui rigid in miscare capata
forma:

dL, = (R &, + M, o )t. (12.89)
Astfel in functie de tipul miscarii, (12.89) are formele:

1. in migcarea de translatie (unde : @ =0 si v, = p,, deoarece O = C) rezulti:

dL, =R (pdt; (12.90)
2. in miscarea de rotatie (unde : v, =0 ) rezulta:
dL, =M, @odt; (12.91)

3. in migcarea plan paraleld (unde O=C; v, =p,, M, =M ) rezulti:
dr, = (R 0p, + M @ )i, (12.92)



286

12.4.6. Teorema energiei cinetice pentru sisteme de

puncte materiale

In cazul un sistem de puncte materiale 4, (i = I, 2,..., n) energia cinetica
fata de reperul fix 7, este datd de formula (12.59):

1
El = E z mi Vj
Diferentiind aceasta relatie si grupand termenii in mod convenabil avem:

dE, ——d(Zm, J——Zmdvl1 =5 my,dv, —Zm,",l" dt =% m,a,v,dt

si deci rezulta: dE, = Z m.a, Ldr,. (12.93)

Tinand seama de relatia (12.73): R =F + Z F

J=

Fe\ft + F int

J

st de legea fundamentald a dinamicii scrisa pentru punctul A;: ma, = F, + Z F,
/':

1

relatia (12.93) devine: dE, = Z (F= +F™)wr, = S F= W, + F™ W,

de unde rezulta:

dE, =dL" +dL" (12.94)
adica teorema energiei cinetice in cazul sistemelor de puncte materiale care
afirma ca: “diferentiala fata de timp a energiei cinetice (in raport cu triedrul T;)
este egala cu suma dintre lucrul mecanic elementar al fortelor exterioare §i lucrul
mecanic elementar al fortelor interioare (calculate in raport cu acelasi triedru)

Spre deosebire de celelalte teoreme generale (teorema impulsului i teorema
momentului cinetic), In expresia teoremei energiei cinetice (12.94), apar si fortele
interioare, pentru care lucrul mecanic elementar, in general nu este nul.

S-a aratat anterior ca lucrul mecanic elementar al fortelor interioare este nul
numai in cazul unui sistem rigid (nedeformabil).

Considerand expresia energiei cinetice (12.61) data de teorema lui Koenig:

1. ., ... ..
E =E + EM P, si diferentiind in raport cu z avem:

dE, =dE.+M p,p,dt =dE. + R[p,dt;
deoarece : Mp, =R, rezulti: dE =dE.+RUHP,. (12.95)
Pe de altd parte din relatia (12.81) :dL, =dL.+R[¥p, si inlocuind in
(12.95) rezulta:
dE, = dL,, (12.96)

unde : dL.=dL +dL", (12.97)
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adicad teorema energiei cinetice fata de centrul maselor sub formd diferentiali
care se enunta: “diferentiala in raport cu timpul a energiei cinetice a unui sistem
de punte materiale, calculata fata de centrul maselor sistemului este egala cu
suma lucrurilor mecanice elementare ale fortelor exterioare si interioare
calculate cu deplasarile fata de centrul maselor”.

Observatii

1) Teorema energiei cinetice (12.94) sau (12.96) furnizeazd o singurd relatie
scalara sub forma diferentiala ;

2) Se poate demonstra cd ecuatia datd de teorema energiei cinetice nu este
independenta de ecuatiile date de celelalte doua teoreme (a impulsului si a
momentului cinetic);

3) Teorema energiei cinetice poate fi folositd singurd pentru studiul migcarii
rigidului daca miscarea acestuia depinde de un singur parametru, sau ca ecuatie
de verificare, dupa aplicarea primelor doua teoreme.

Din aspectul relatiilor (12.94) si (12.96) rezultd ca teorema energiei ca si
teorema momentului cinetic , scrise fatd de 7, sau 7¢ au aceeasi forma :

dE =dL,
unde: dL =dL™ + dL™ (12.98)

Integrand (12.98) in intervalul de timp [¢;, t,] se obtine teorema energiei
cinetice sub forma finita:

E,-E;=1Lp; (12.99)
unde E; si E; reprezinta energiile cinetice ale sistemului material la momentul #; si

respectiv #,; iar L;, este lucrul mecanic efectuat in intervalul de timp [z, £,/ de
fortele aplicate sistemului.

Darcum: L, =L} +L)
unde: L = [dL*, Ly = [dL". (12.100)

Integralele din (12.100) se pot efectua de obicei dacd dL™ si dL™ sunt
diferentiale  totale, adicd dacd existd doud functii U™ §i U™ astfel incat
dU =dL™, dU*" = dL™ sa fie diferentiale totale exacte.

fn acest caz avem:
Lizt — J-d(Uext)z Uzen _Ulext;
(12.101)
Lzlnzt = Jod(Uim)z U;‘m _Ulim
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12.4.7. Teorema conservarii energiei mecanice

Un sistem de puncte materiale A4; (i = 1,2,..,n) se numeste sistem

conservativ daca fortele sale interioare, deriva dintr-o functie de forta:

U=U(Xp, Y1, Ziyeeeers Xpy Vo Zn)

(12.102)

adica: F" = a—U F" = a—U o _oU
Soox. Y dy, 0 0z
sau: dL" = >( F"dx +F"dy, + Fdz,)
sau: dL™ = Z(?}_de" + g—({dy,. + Z—gdzi).
Rezultad deci cd lucrul mecanic al fortelor interioare este o diferentiald totala:
dL™ = dU
In acest caz L™ = U, - U,, iar ecuatia (12.98) se poate scrie:
d(E-U) =d ext

Se introduc notiunile de:

* energie potentiala V, definita ca si in cazul punctului material:

V=-U
* energie totala a sistemului (numitd energie mecanica) definita de:
E,=E+V
In acest caz relatia (12.103) devine:
dE,, = dL*"
care in cazul unui sistem inchis de puncte (dL*" = 0) conduce la:

dE, =0 sau E, = const.

(12.103)

(12.104)

(12.105)

(12.106)

adica expresia teoremei conservarii energiei mecanice, care afirma ca: “in cazul
unui sistem inchis de puncte materiale la care fortele interioare sunt conservative,

energia mecanica E,, se conserva”.

In realitate, nu toate fortele interioare sunt conservative. In cele mai multe
dintre cazuri energia mecanica nu se conserva (de exemplu, in cazul fortelor
interioare de frecare, care depind atat de pozitia punctelor cat si de viteza lor

variatia energiei mecanice este negativa: d(E + V) < 0).

Cateva exemple de aplicare a teoremelor generale sunt date in capitolul 13.
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CAPITOLUL 13
DINAMICA UNOR MISCARI
PARTICULARE ALE RIGIDULUI

13.1. Generalitati

Miscarea unui solid rigid liber este cunoscuta cand s-a determinat variatia in
timp a celor sase parametri scalari geometrici ai miscarii, ce corespund celor sase
grade de libertate cinematica ale solidului.

Acestea sunt sase functii scalare de timp, care au fost introduse la capitolul 9:
» coordonatele originii triedrului mobil T (Oxyz) fata de triedrul fix 7; (Ox;y,z,).

Xo=Xo (), Yo=yo(t),  zo=2z9(1) (13.1)
* unghiurile lui Euler
p=0() 6=60). w=y() (13.2)

Pentru determinarea acestor parametri dispunem de ecuatiile scalare
furnizate de cele trei teoreme generale:

1. Teorema impulsului sau teorema miscarii centrului maselor (trei ecuatii
scalare):

171=§ sau Mp, =R. (13.3)

2. Teorema momentului cinetic considerata fatd de originiea reperului fix O; sau
fata de centrul de masa al rigidului C (trei ecuatii scalare):

K=M 6 sau K.=M

0,

=M, (13.4)

3. Teorema energiei cinetice (o ecuatie scalard):
dE =dL™ +dL". (13.5)
Rezulta deci in total sapte ecuatii scalare, care nu sunt toate independente.
Dealtfel, pentru a determina miscarea rigidului liber avem nevoie numai de sase

ecuatii scalare independente. Una din relatii poate fi utilizata deci ca relatie de
verificare.

Daca rigidul este supus la legaturi, acestea 1i rapesc un numar m de grade de
libertate cinematicd. Din punct de vedere matematic, aceste legaturi se exprima
printr-un numar corespunzator de relatii geometrice intre parametrii miscarii.

Fortele de legatura care se introduc constituie si ele necunoscute ale
problemei; daca legaturile sunt cu frecare, atunci la cele sase relatii independente
furnizate de teoremele generale si la relatiile geometrice corespunzatoare
legdturilor, se adauga conditiile fizice corespunzatoare.

Vom studia dinamica solidului rigid pentru patru cazuri particulare ale
miscarii: de translatie, de rotatie, plan-paralela §i cu punct fix.
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13.2. Dinamica miscarii de translatie a rigidului

Fie un triedru fix 7;(O;x;y;z;) si unul mobil 7(Oxyz) solidar legat de rigidul
aflat in miscare de translatie fata de 7 (fig.13.1). Se considera cd originea
triedrului 7 coincide cu centrul de masa al rigidului (O = C). In cazul miscarii de
translatie a rigidului nici un punct al sdu nu rdmane fix, toate deplasandu-se cu
aceeasl viteza

v, =v, =V, =P,

Prin urmare, pentru a studia miscarea
rigidului, este suficient studiul
miscarii centrului de masa a rigidului
C(E n,c) deci parametrii miscarii

Y, sunt functiile scalare:
& =£()
v, m=n) (13.6)
T 6=¢0)
Fig. 13.1 Deoarece unghiurile lui Euler sunt
nule: w=0.
Teorema impulsului (sub forma teoremei miscarii centrului de masa 13.3) :
Mp =R, unde: R =R“+R" (13.7)
conduce la urmatoarele trei relatii scalare:
ME..I - X(a) + X(leg)), j\4’7l — Y(a) + Y(leg); MC :Z(a) + Z(leg). (137,)
Teorema momentului cinetic fatd de centrul de masa al rigidului (13.4)
K.=M_ (13.7)
conduce la alte trei relatii scalare:
0=7 + 1. og=pr@ 4 pyles). = pla) 4 ppliee) (13.8)
deoarece W =0 avem:
K, = J;fcxvcdm = chx(wxfc)dm =0, deci: K =0. (13.9)
(D) D)

Sa presupunem ca miscarea de translatie se efectueaza sub actiunea fortelor
efectiv aplicate si a fortelor de legatura, astfel incat:

* in ecuatiile (13.7) componentele X, Y Z@ si respectiv X'®, y*® 7z
reprezintd suma proiectiilor pe axele de coordonate ale fortelor exterioare
efectiv aplicate (a) si respectiv ale fortelor de legatura (leg),

 in ecuatiile (13.8) componentele L, MY, N si L™, M, NS
reprezintd suma momentelor corespunzatoare fortelor efectiv aplicate (a) si de
legatura (leg), in raport cu axele de coordonate care trec prin centrul de masa.

Din relatiile (13.7) si (13.8) rezultd ca, pentru ca un corp sa execute o
miscare de translatie, este necesar ca sistemul de forte exterioare sa fie echivalent

cu o fortd unici F = R, care si treaci tot timpul miscirii prin centrul de masi .
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In cazul rigidului supus la legaturi, care executd o miscare de translatie,
intre parametrii miscarii existd relatiile geometrice ale legaturii:

£iE.n.6)=0;  f£,(£.0.6)=0 (13.10)
daca legatura este o curba, respectiv:
/(&.n,.6,)=0 (13.10%)

daca legatura este o suprafata.

In acest caz, legile de miscare ale centrului maselor si fortele de legiturd se
pot determina din ecuatiile (13.7), (13.10) si din relatiile fizice ale frecarii, cu
conditia ca frecarea sa fie invinsa (deci sd se produca miscarea rigidului), precum
si cu conditia ca problema sa aiba sens din punct de vedere matematic.

Se poate ardta ca in cazul acestei miscari, teorema energiei cinetice scrisa
fatd de reperul T¢ : dE. =dL. ne conduce la acelasi rezultat ca si teorema
impulsului.

13.3. Dinamica miscarii de rotatie a rigidului

Sa consideram un solid rigid care este supus unei legéturi de tipul axa fixa.
Pentru usurinta calculului se alege aceasta axa sa coincida cu axa Oz a triedrului
mobil 7. Realizarea acestei legaturi se face prin imobilizarea a doua puncte ale
rigidului O; si O; situate pe axa fixd la distanta O;0, = h (fig.13.2). Reperul fix
T si cel mobil 7, se aleg astfel incat cele doua axe Oz si Oz, sd coincida (fig.13.2).
Necunoscutele problemei sunt unghiul de rotatie propriu, sau legea de miscare
¢ = ¢(t) si fortele de legatura din articulatiile O, si O,.

Asupra rigidului actioneazi fortele efectiv aplicate F“)(i=12,....,n) avand
rezultanta R = ZE(G) (si componentele X, Y, Z“) precum si fortele de

legiturd din punctele fixe O; si O, , avind componentele: E("’g)( X)), Zl(,gg))
respectiv,, RU(x(), v, 7()).

2
Deci rezultanta fortelor ce actioneaza asupra
rigidului (date si de legaturd) este:
R=R“ + R (13.11)

sau: R =R“ + RU=) 4+ Rl
Deci componentele rezultantei generale a
fortelor R (X Y.z ) care actioneaza
asupra rigidului, sunt:

—_ (a) ((’ ) ((’ )
X=X"+X""+ X~
Y:y(ﬂ) +Yl(leg) +Yz(16g) (1312)
7 = Z(a) + Zl(leg) +Zz(leg)

Fig. 13.2
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Momentul rezultant al fortelor (date si de legaturd) care actioneaza asupra
rigidului My, in absenta frecdrii in legaturi, este dat de suma momentelor fortelor
aplicate fatd de punctul O =0; M (()“)(L“, M, N ) si a fortelor de legatura din
O, M g’fg)(L”"g) L M™ N ”"g)) deoarece momentul fortelor de legaturd din O,

este nul, adica:

My=MY +Mi* =M +0,0, xR{"*. (13.13)
Componentele lui M, (L,M N ) sunt date de :
L=L'-hY; M=M"‘+hX": N=N* (13.14)

Daca se ia in consideratie §i frecarea in legaturile O; si O,, atunci se
introduc suplimentar in relatia (13.11) fortele de frecare si in relatia (13.13)
cuplurile de frecare C, si C,. In continuare se va studia miscarea rigidului pentru

cazul cand se neglijeazd frecarea, aplicind teoremele generale ale dinamicii
rigidului:

a. Teorema impulsului se scrie sub forma (13.3) : H =R

unde:
171=(J’ﬁdm, cu: p,=p, V,=Wxr si ©=wk,
D)
deci:

H = J(m X7 )dm = CUX(Ide =M(wxp) ,adici:
D) D)
H,=M|-on J +(wt )]
Deoarece impulsul este exprimat in functie de componentele sale pe axele

reperului mobil, pentru derivarea lui in raport cu timpul se aplica regula de
derivare corespunzatoare:

— — I J k
%:%+mxﬁ1:(—Mwn){+(Mw£)j+ 0 0 w
! ‘ -Mwn Mwé 0

sau:

H =(~Man - M€ J +(MaE - Mwn ); (13.15)

Tindnd seama de relatia (13.12) si de faptul cd in O, avem o articulatie
cilindrica (Z)* =0) (fig.13.2), teorema impulsului conduce la sistemul de ecuatii:

_M(wr’ +w2&' ):Xa +Xlleg +X21eg
M(@E —w'n )=y +Y= +Y (13.16)
0=2"+27"
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b. Teorema momentului cinetic se scrie sub forma (13.4): f(l =

o1

Intrucat in acest caz 7, =7 momentul cinetic se scrie:

K = I X dm = [7 x(wxa)dm:O!)f x(@x 7 )dm

Deoarece:  7X (w X 17) = (— om)zx)lT + (wyZ)j + a)(x2 + )/2)1; )
inlocuind avem:
K =-J wi-J wj+Jwk (13.17)

Deoarece momentul cinetic este exprimat in functie de componentele sale
pe axele reperului mobil T, pentru derivarea lui in raport cu timpul se aplica regula
de derivare corespunzatoare:

[;{l :%:al{1 +mx]?l
dt ot
Derivand expresia (13.17) a momentului cinetic obtinem:
I?l = (—oi)J“_ + a)zjyz)f + (—oi)JyZ —a){]”)j + a)JZE, (13.18)

Tinand seama de relatiile (13.14) si (13.18), teorema momentului cinetic in
raport cu punctul O, in proiectii pe axele sistemului mobil 7, conduce la :

_a')sz +w2Jyz — La _h}]zleg
—J  -wJ_ =M +hX* (13.19)
wJ,=N*

Ecuatiile (13.16) si (13.19) sunt ecuatiile dinamicii rigidului cu axa fixa si
formeaza un sistem de 6 ecuatii cu 6 necunoscute: legea de variatie a vitezei
unghiulare w=ay?) si fortele de legatura: X' Y™, Z" X y'  Intrucat reperul
mobil s-a ales solidar legat de rigidul aflat in migcarea rotatie, cu axa Oz ca axa de

rotatie, coeficientii J,., J,. §i J. (momente de inertie fatd de axele reperului mobil)
sunt constanti.

Observatii:

1) Daca axa fixd Oz este o axd de simetrie a corpului (adica centrul de masa C se
gaseste pe aceastd axa) atunci J, = 0, J,, = 0 si sistemul de ecuatii (13.19)
capata o forma mult mai simpla.

2) Ultima ecuatie din (13.19) furnizeazd singura legea de miscare w=ax?) a
rigidului, independent de celelalte necunoscute ale problemei.

3) Pentru gasirea necunoscutelor sistemului de ecuatii (13.16) si (13.19) se
procedeaza astfel: se determina legea de miscare a rigidului w=w (?) din ultima
ecuatie (13.19) si apoi se introduce in celelalte ecuatii (13.19) si (13.16)
determinandu-se reactiunile X%, X;¢, Y, Y, si Z/“ .
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c. Teorema energiei cinetice se considera sub forma(13.5):
dE =dL™ +dL" , unde dL™ = 0.
In migcarea rigidului cu axa fixa avem urmatoarele expresii ale lucrului
mecanic:  dL" =Y F¥, dt = > F ox7)dt =@ EQZ iXF )a’z‘

dL" =@y M,(F )dt =@ M ,dt = M, Tk )dt = wN"dt
deci: dL" =M _wdt = N‘wdt.
Pe de alta parte inlocuind in energia cinetica totala:
1 I v
E =— (vidm=—= [(@xF)dm
= Jridm = [(@x7)
1

expresia lui: @ = wk,7 =xi + yj + zk , se obtine: = EJZ(UZ. (13.21)
Diferentiind 1n raport cu ¢ se obtine: dE, =J wwdt si deci teorema
energiei cinetice conduce la ecuatia: J w = N*, identicd cu ultima ecuatie (13.19).

Prin urmare cele trei teoreme ale dinamicii rigidului furnizeaza numai sase
ecuatii independente pentru studiul miscarii rigidului cu o axa fixa, iar pentru ca
problema sa fie determinata (sa fie numai sase necunoscute) trebuie ca axa fixa sa
fie realizata cu o articulatie sferica in O; si una cilindrica in O, (fig. 13.2).

_o=0, v 13.4. Pendulul fizic (compus)
Mv > Y Pendulul fizic este un corp care se poate misca in
‘f \&L \\ ’ jurul unei axe fixe orizontale Oz (fig. 13.3) fiind
c \\’/\L actionat numai de greutatea proprie G; acesta este

’a\n) un caz particular al rigidului cu o axa fixa.

_ Se studiaza miscarea pendulului fizic in ipoteza ca

k\; unghiul rotatiei proprii ¢ = @(2) este crescator.
\Q'q Se aleg axele de coordonate ca in fig.13.3, unde
w1 x Fig 133 QZ, = OZ. si se aleg in sensul lui @ (sens

L T trigonometric).

Centrul maselor fiind C si notand OC = L, si neglijand frecarile cu aerul si

din articulatie, miscarea se studiazd cu ajutorul ecuatiei (13.21) care se scrie:

J.¢ =N, (13.22)

unde avem evident: N = - Mg L sin ¢ si ecuatia diferentiala a pendulului fizic
este:

¢,+MgL

sing =0 (13.23)

z

unde J, este momentul de inertie al pendulului in raport cu axa Oz. Se observa ca
ecuatia (13.23), impreund cu conditiile initiale (¢(0)=¢,; ¢(0)=w,), este
asemanatoare cu ecuatia pendulului matematic de lungime L’ (8.80):
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9+%Sin9=0. (13.24)

Identificand ecuatiile (13.23) si (13.24), rezultd lungimea pendulului
matematic sincron cu pendulul fizic :
L'=J./ML (13.25)
In cazul micilor oscilatii in jurul pozitiei de echilibru ¢ = 0, perioada celor
doua pendule in aceste conditii, este aceeasi:

T=2mL'/g=2m/J./ MgL.

Exista doua proprietdti mai importante ale pendulului fizic:

a) Se poate arita ci L’ > L. Intr-adevir, notand cu Jc. > 0 momentul de inertie
fatd de o axa paralela cu axa Oz care trece prin centrul de greutate C, conform
teoremei lui Steiner:J,, = J-, + M L’

tinand seama de aceasta relatie (13.25) devine:

JCz +ML2 JCZ n
= =T s ="+ L>L (13.26)
ML ML
J
unde s-a notat cu: L" =—= > 0. (13.27)
ML

b) Fie O’ punctul solidului situat pe prelungirea segmentului OC, astfel incat
OO’=L". Axa paraleld cu axa Oz dusa prin O’ se numeste axa de oscilatie.
Punctele acestei axe oscileaza ca n cazul pendulului matematic (simplu) legat
de axa de suspensie printr-un fir inextensibil de lungime L’, fiind independente
de oscilatia corpului solid (a celorlalte puncte ale sale).

0.0 y Se demonstreazd in continuare ca axele
z N de suspensie si de oscilatie sunt reciproce:
'1 g \k \ y'*' cu alte cuvinte, daca am face sa oscileze
\uA W ' corpul solid in jurul axei orizontale ce trece
\ \L prin O’, eliberand axa de suspensie, atunci
\C . o :
Tze\/ LS lungimea pendulului simplu sincron ar fi tot
E \L L’ = O’0. Intr-adevar, din figura 13.4 si din
\ ) formula (13.27) rezulta ca:
N J, J
2 0C=1"="% sau:  LL"="% (13.28)
% ¥ . Fig.134 ML M

ceea ce semnifica faptul ca intre L si L’ exista reciprocitate, adica ceea ce
trebuia aratat. Deoarece centrul de oscilatie O’ si de suspensie O se pot
schimba reciproc, pendulul fizic astfel construit se numeste reversibil.

La relatia (13.28) se poate ajunge si astfel: se considera figura 13.4, pentru
care se poate scrie (analog cu relatia scrisa din figura 13.3):

J.o
L,:W-'-L" (1329)

Egaland (13.27) cu (13.29) si tindnd seama L # L” se obtine relatia (13.28).
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13.5. Dinamica miscarii plan-paralele a rigidului

Asa cum s-a ardtat in cinematica, un rigid are o miscare plan-paralela daca
un plan al sau ramane tot timpul miscarii paralel cu un plan fix din spatiu. Fard a
particulariza miscarea, se considera ca planul fix x;0;y; si planul mobil xOy
(O =C) coincid (fig. 13.5).

z, 7 A Se aleg ca parametri care determind

B (dm) miscarea, coordonatele (&, n;) ale centrului
Vl/% :f\ de masa C 1n raport cu sistemul de axe fix

, pe T; si unghiul ¢ dintre axele Ox; si Ox (care
este egal cu unghiul dintre Oy, si Oy).

Cunoasterea miscarii rigidului implica deci
cunoasterea celor trei functii scalare:

& =&(r)
n, =n,(¢); (13.30)
Fig. 13.5 ¢ =0()

Torsorul fortelor exterioare (direct aplicate si de legaturd) in centrul de masa
al rigidului are expresia:

F=SFY+y Fl
T, DR Z Z Z (13.31)
DM ZM(F) ZM(F )+ZM(F’eg)

Sub actiunea fortelor exterioare corpul se deplaseaza in planul O;x;y; si se
roteste in jurul axei Cz. Pentru rezolvarea problemei se aplicd mai intai teorema
impulsului (13.3) sub forma miscarii centrului de masa, care proiectata pe axele
triedrului fix 7; conduce la trei ecuatii scalare:

ME =X, Mij, =Y, 0=2Z (13.32)

unde X, Y, Z reprezinta proiectiile rezultantei fortelor exterioare (date si de

legdtura) pe axele sistemului de referinta fix.

In continuare se aplica teorema momentului cinetic (13.4) fati de centrul
maselor K . =M, care se proiecteazi pe axele sistemului mobil obtinandu-se trei

relatii scalare. Momentul cinetic este: K. = (IFCX v.dm= JFCX (w X7, )dm, deoarece:
D

FC :xCl_+ij+ZCk’
R A
e =t = 9 tw Xr.=w Xr,,
adica: K, = (~wJC)i +(~wJ)j+(wJIO)k, (13.33)

care dupa derivare in raport cu timpul, folosind formula de derivare a unui vector
exprimat prin proiectiile sale pa axele unui sistem mobil:
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K, = I K +wxK,
dt
seobtine: K, =(~aJ< +w )i +(~asS -l )j+ @I k (13.34)

si teorema momentului cinetic conduce la sistemul:
—wJ +tw'J, =L, O

C@J - =M. 1
=M. .0 (13.35)
W =N, T

unde L, Mc si respectiv N reprezinta momentele fortelor exterioare in raport cu
cele trei axe de coordonate care au ca origine comuna centrul de masa al rigidului
C (fig.13.5).

De mentionat ca sistemul de ecuatii (13.32) si (13.35) permite atat
determinarea legii de miscare cat si a fortelor de legatura (in cazul cand acestea
exista). In cazul rigidului liber care are o miscare in planul O;x,y,, este necesar ca
rezultanta fortelor efectiv aplicate sa se gadseasca intr-un plan paralel cu planul
miscarii O;x,y,. Aceasta conditie este necesara dar nu si suficientd.

Avem deci in acest caz: Lo=0, M= 0, adica:

—wJ +w'J; =0;
(13.35)
—wJ —w'J =0,

Acesta este un sistem omogen in necunoscutele @ si @’ care are solutii

diferite de zero daca determinantul sdu este zero:

—JL L , ,
e Ry i) =

yz Xz

daca si numai daca:
J. =0, J =0, (13.36)

ceea ce este posibil numai cand planul miscarii este plan de simetrie al corpului,
sau cand axa perpendiculard pe planul miscarii si care trece prin centrul de masa,
este o axa principala §i centrala de inertie .

Conditiile (13.36) impreund cu conditia ca viteza centrului de masi v, = p,
sda fie continutd n planul de simetrie al corpului sunt conditiile necesare §i
suficiente ca rigidul s aiba o miscare libera in planul Ox,y;.

In cazul particular al placilor plane, care se deplaseazi in planul lor, se alege
planul miscarii sa coincida cu planul x,0,y;. Sistemul mobil de axe T se alege cu
originea 1n centrul de masa (O = C) si cu axele Cx si Cy sd coincidd cu axele
principale si centrale de inertie. In aceste conditii ecuatiile (13.32) si (13.35)
capata o forma simplificata devenind:

ME =X, Mij, =Y, J'¢=N., (13.37)
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Conditiile initiale pentru detreminarea constantelor de integrare sunt:

CE6)=6 n6)=n. 86)=9,
(U = _ N — s -

%l(to)_goi nl(to)_nw ¢(to)_w0

In cazul rigidului supus la legaturi, fortele de legatura introduc necunoscute

in plus. In cazul placii plane, care se studiazad cu ecuatiile (13.37), apar mai multe

necunoscute decat numarul de ecuatii si problema pare a fi nedeterminata. Pentru a

o rezolva este necesar sa se scrie unele relatii suplimentare de natura geometrica

intre parametrii miscarii, iar in cazul legaturilor cu frecare se mai ataseaza si relatii
corespunzatoare tipurilor de frecari ce apar.

t= (13.37")

Aplicatie

Un disc de greutate G si razd R se misca pe un plan inclinat cu unghiul a,
plecand din repaus (fig.13.6). Sa se detremine miscarea si fortele de legatura daca
se cunosc: U coeficientul de frecare de alunecare si s coeficientul de frecare de
rostogolire.

Rezolvare

Se alege sistemul de referinta fix 7 cu originea in O; in pozitia initiald a
centrului de masa a discului, iar axa Oz se alege in acelasi sens cu @ si cu
momentul cinetic I?C. Axa Ojx; se alege in sensul miscarii, iar O;y; se ia astfel

incat T, sa fie un triedru drept. In aceasti situatie sistemul de ecuatii de miscare
este dat de:

Ef=GEinC¥—T, (a)
g
EI'7' =Gltosa — N, (b)
g
2
GR $=TR-M, () 2
2g

sistem de trei ecuatii cu cinci necunoscute :

¢, ¢ n N TgsiM,.
Ca ecuatie suplimentara se scrie conditia

geometrica a miscarii pe planul inclinat:
n=0 sau 1j=0 (a)

care introdusa in ecuatia (b) determina reactiunea N = G cos Q.

In functie de valorile coeficientilor de frecare se deosebesc urmatoarele
doua cazuri:
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1) Cazul rostogolirii fara alunecare

In acest caz existd egalitatea geometrica intre arcul desfasurat de disc si
lungimea drumului parcurs pe planul inclinat : R ¢ = &, care derivata de doua ori

conduce la: R¢ =¢&, (e)
care inlocuita in ecuatia (a) devine:

gR(b' =Gsina —T.

g

Tinand seama ca M, = sN si eliminand pe ¢ din ecuatiile (a’) si (c) se
obtine forta de frecare:
2 [
T = —GB—sina + icos(JH
3 @ R a
care introdusa 1n ecuatia (@) conduce la:

=2 Bina -2 conalx
=— ma ——cosa const
'3 3gD R -

. : . _2g ES S B:
1 apoit la: =—2[¥ina — —cosd [ F const .
3 ap 3R] R O]

Integrand succesiv de doud ori si determinand constantele de integrare din
conditiile initiale:
. E0)=0 40)=0
£0)=0.  9(0)=0.

se obtin legile de miscare ale celor doi parametri ai migcarii:

" g cosa
t)=— na ——cosa
&) 3 gD R []

=

" a2 cosa
t)=— ma ——cosa
P(1) 3RgD R O

In acest caz se observa ci forta de frecare de alunecare 7 nu ajunge la
valoarea sa limita (7= U N) , deci T < U N, adica :

2 M s
T =—GB—Sina +—cosaB< Gceosa ,
3 2 R H :
ceea ce conduce la urmatoarea conditie asupra coeficientului de frecare:
1 S
>2—(tga +2—).
H=2(ig 2

2) Cazul rostogolirii cu alunecare
In acest caz forta de frecare, de alunecare 7' ajunge la valoarea sa limit:
I'=uN ()
si egalitatea geometrica intre arcul desfasurat de disc si lungimea drumului parcurs
pe planul inclinat nu mai este valabila, intrucat &> R ¢, iar sistemul de ecuatii in
acest caz este format din ecuatiile (a), (b), (c), (d) si (f). Introducand forta de
frecare (ecuatia 7= U N = UG cosa) in ecuatia (a) si (c) se obtin respectiv:
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c?. = g(sin a — Ucos a) = const,

2
':—ggu—i&osa = const
R RO

’ #0)=0. #0)=0
%0)=0,  9(0)=0

se determina constantele de integrare si se obtin legile de migcare independente :

t=0

2
¢ :%(Sina — Ucosq);

_gt2 QJ S
== _ a'
¢ &OS

Inlocuind § > R ¢ se obtine conditia care trebuie sa o satisfaca coeficientii
de frecare in acest caz:

sind — Hcosd SB, . IB SB
>[U—-—[Fina, adica: <—[ga +2—
2 Q’ RO SREYS SR

13.6. Dinamica rigidului cu un punct fix
13.6.1. Generalitati

Se considera un rigid cu un punct fix O (fig.13.7) care este supus actiunii

unui sistem de forte exterioare F} -, care se reduc in O la torsorul lor
T, (RO, M 0). Rigidul are in O o articulatie sferica si conform axiomei legaturilor
in O apare o reactiune R de marime si directie necunoscute.

Studiul miscarii se face alegdndu-se doud
triedre de referinta , unul fix 7; (O;x;y;z;) si
unul mobil 7 (Oxyz) solidar cu rigidul,
avand originile comune: O; = 0. Axele
triedrului mobil coincid cu axele principale
de inertie ale rigidului, in raport cu punctul
fix 0. Asa cum s-a vazut in capitolul 9,
pozitia rigidului la un moment dat poate fi
determinata prin cele trei unghiuri ale lui

Euler (¢, ¢, 0).

Fig.13.7

Deci miscarea rigidului este cunoscuta daca se cunosc functiile:

W=, ¢=¢@1), 8=106@1) (13.38)
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Determinarea ecuatiilor de miscare (13.38) precum si a componentelor
reactiunii in O: R™ (X%, Y Z%) formeazi obiectul dinamicii rigidului cu
punct fix. Se observi cd problema are sase necunoscute: , ¢, 6 X6 Y€ 7,

13.6.2. Ecuatiile de miscare
Ecuatiile lui Euler.

Pentru determinarea ecuatiilor de miscare se aplicd teorema momentului
cinetic in raport cu punctul fix: O; =0 ( K ,=M ), unde atit momentul cinetic X
cat si momentul rezultant al fortelor M, sunt calculate in raport cu punctul fix O.

Tindnd seama ca axele triedrului mobil coincid cu axele principale de
inertie, expresia momentului cinetic K, este:

K,=Jw,i+J,w j+J 0k (13.39)

unde J}, J5, J; sunt momente de inertie principale in raport cu reperul 7.

Deoarece K, este un vector raportat la triedrul mobil, derivata lui in raport

cu timpul se calculeaza conform formulei de derivare (10.9):
EOZdKOZaK0+wXEO
dt ot

i j k
K, =J0i+J,0,j+J0kHo, 0, w

z| 9

Sau:

lex szy szz

I?O :[Jlgx +(J3 _J2 pywz] l_+[J2 Ey +(J1 _J3 koz a))»] j+[‘]3 Ez +(J2 _Jl pxwy] ]; (13'40)
Expresia analitici a vectorului M, in raport cu triedrul mobil este:
M =Li+M j+Nk (13.41)

Proiectia relatiei vectoriale K, =M, pe axele sistemului mobil conduce la

urmatorul sistem de ecuatii diferentiale, numite ecuatiile lui Euler pentru rigidul
cu un punct fix:

J1£x+(J3_J2 y‘)ya)z:L
&, HJ, =T, . =M (13.42)
‘]382 +(J2 _‘]1 y‘)va')‘ =N

Intrucat forta de legaturd R este aplicatd in O, momentul ei fatd de O este
nul, deci M, este doar momentul rezultant al fortelor efectiv aplicate.
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13.6.3. Relatiile dintre vectorul viteza unghiulara si

unghiurile lui Euler

Pentru integrarea sistemului (13.42) trebuiesc gasite relatiile dintre
componentele vitezei unghiulare (w; ,&), @) si unghiurile lui Euler (¢ ¢, 6)
reprezentate 1n fig.13.8.

Unghiurile lui  Euler au
urmatoarele denumiri:

Y - unghi de precizie
0 - unghi de nutatie
¢ - unghi de rotatie proprie

si se obtin rotind convenabil
sistemul de axe mobil (Oxyz)
peste cel fix (O;,x,y;,z;) pana
se obtine o suprapunere
completa a lor.

Fig.13.8

Se procedeaza de fapt, invers si anume (fig.13.8):

1. Se roteste reperul 7; (O;, x;, y;, z;) in jurul axei Oz, cu unghiul ¥ pana ce axa
Ox; ajunge peste axa On (O = Oy), iar axa O;y; in On’; directia axei Oz,
coincide cu directia vitezei al carei scalar l-am notat cu ¢; axa On se mai
numeste si axa nodurilor.

2. Sistemul de axe Onn ’z; se roteste in jurul axei nodurilor On cu unghiul 8, pana
ce axa O;z; se suprapune peste Oz, iar On’ ajunge in On”, rotirea facandu-se
cu viteza al cdrei scalar este 6 si este orientatd dupa On;

3. Sistemul de axe abtinut anterior se roteste in jurul axei proprii Oz cu unghiul ¢
, pana ce axele On s1 On” se suprapun peste axele proprii Ox si respectiv Oy;
unghiul de rotatie fiind ¢, iar scalarul vitezei de rotatie s-a notat cu ¢ si este
orientata dupa axa Oz .

Rotatiile se fac in sens pozitiv, iar unghiurile ¢, @, 6 sunt determinate
abstractie facand de un multiplu de 27 radiani. Cunoscand vectorii vitezei
unghiulare corespunzdtoare celor trei rotatii in jurul axelor: O;z;,, On si Oz
(fig.13.8) se ajunge la vectorul vitezd unghiulard instantanee @ in functie de
unghiurile ¢, ¢, 0 si de derivatele lor.

Se mai poate scrie o prima relatie evidenta:
W=+ +0 =Pvers(O,z, J+¢vers(Oz) +Overs(On) (13.43)

In continuare, se determina relatiile dintre componentele w, ,w, @ ale
vectorului @ si unghiurile ¢, ¢, 6.
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Pentru aceasta se proiecteaza relatia (13.43 ) pe axele mobile Ox, Oy, Oz.

~Osing O YsinBcosp y

> >
o

Y sin

. ¢ . " Y sinB sin@

O Y sin@ n
(b)
@ Fig.13.9

Notand cu On’ perpendiculara dusa in planul xOy pe linia nodurilor On, se
observa ca axele Ox;, Oz si On’ sunt situate in acelasi plan, deoarece toate sunt
normale pe On, iar vectorul viteza unghiulara de precesie (de scalar )
aplicandu-se pe axa O;z; (fig.13.9.a) poate fi proiectat pe axele Oz si On’
obtinandu-se respectiv proiectiile ¢ cos@ si  Ysin@ . Componenta  sin6,
orientatd in lungul axei On’ din planul xOy , se descompune le randul ei in
componentele ¢ sinBL$in¢ (in lungul axei Ox) si ¢ sin@ os@P (in lungul axei Oy,
fig.13.9.b).

In ceea ce priveste vectorul vitezd unghiulard de nutatie 8, situat pe axa
On, din planul xOy, el poate fi proiectat pe axele Ox, Oy, obtinandu-se respectiv

proiectiile @sing si Bcosd . In sfarsit, vectorul vitezd unghiulard de rotatie
proprie @ , de scalar ¢, fiind situat pe axa Oz se proiecteazi numai pe aceastd axa.
Pe baza acestor rationamente, rezultd urmatoarele expresii ale proiectiilor @ ,w,
. pe axele sistemului mobil:

w =P sinBsin gp+Hcos ¢

W, AP sinbBcos p—Bsin @ (13.44)

w.=¢ + Pcosb

Pentru rezolvarea problemei miscarii, vor trebui considerate Tmpreuna
relatiile (13.42) si (13.44), reprezentand 1n total sase ecuatii, avand sase

necunoscute w,,w, @, Y ¢, 6.

13.6.4.Cazurile de integrabilitate ale ecuatiilor lui Euler

Sistemul de ecuatii diferentiale (13.42) nu a putut fi integrat, pentru orice
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a) Cazul Euler - Poinsot in care se considerd ci M =0 (L = M = N = 0), , adici

torsorul sistemului de forte exterioare se reduce in O numai la o rezultantd R*
(de exemplu, un rigid, supus numai actiunii greutatii sale, fiind suspendat chiar
in centrul sau de greutate.

b) Cazul Lagrange - Poinsson in care se presupun realizate conditiile: centrul de
greutate situat pe axa mobila Oz (¢ = 0, n = 0) si J; = J,, adica elipsoidul de
inertie sa fie un elipsoid de rotatie in raport cu axa Oz.

c) Cazul Sofia- Kovalevskaia, in care se presupun realizate conditiile: centrul
maselor C al rigidului se afla in planul xOy ({ =0)siJ; =J, =2 J;.

Problema miscarii rigidului cu un punct fix a fost rezolvata si in alte situatii,
dar numai pentru anumite conditii initiale. In continuare se prezinta doar primul
caz de integrabilitate a ecuatiilor lui Euler:

Cazul Euler - Poinsot
Punénd conditia L = M = N = 0 in ecuatiile lui Euler (12.42) rezulta:
J,&HJ,~J, Jw,0.=0
J,€,+J, ~J, Jw.w,=0 (13.45)
J,e.+HJ,~J, Jv.w,=0
Se vor cduta doua integrale prime, una din integralele prime se obtine
multiplicdnd prima ecuatie (13.45) cu @, , a doua cu @), iar a treia ecuatie cu Q. ,

apoi adundnd membru cu membru relatiile obtinute si reducand termenii
asemenea, rezulta:

J 0,60, +J, 0,0, +J,00,6). =0 (13.46)

care se mai scrie si sub forma:

d%(lej )W) @ )%o (13.47)
de unde rezulta integrala prima:
%(Jla)f+J26<{3+J3a)f)E=E:const. (13.48)

care arata faptul ca energia cinetica a sistemului se conserva.

A doua integrald prima se obtine daca sistemul (13.45) se multiplica astfel:
prima ecuatie cu J;w, a doud cu J,w, iar a treia cu J3@. 1 insumand membru cu
membru ecuatiile obtinute, rezulta:
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Jiww+Jww +J;ww =0 (13.49)
care se mai scrie si astfel:
1
5ar[Jfouj +I200+T 0! |20 (13.50)
de unde integrand rezulta a doua integrala prima:
Jiw +J W +J; w! =const=K (13.51)

adica momentul cinetic este constant.

K=o+ f+w) (13.52)
Asadar cele doua integrale prime sunt:
J o +J,0.+J @ =2F (13.53)
Jlw +Jw+Jw = K]
In continuare, vom schita , numai solutia matematica a sistemului (13.53).

- . - 2 . . - .o -
Daca se considera w.” cunoscut, se obtine un sistem de doud ecuatii cu doua
2 . 2 ..
nenunoscute @ si @, care au expresiile:

w’' =a;+b w (13.54)
O)yz —a,+ b’

unde cu a;, b, a, b, s-au notat niste factori constanti care depind de £, K,
si de momentele de inertie (J;, J5, J3).

Introducand relatiile (13.54) in ultima din ecuatiile lui Euler (13.45) se
obtine:

J

o +(/,-J, (e, +bw? fa,+b,0" =0 (13.55)

Se observa cd sub radical apare un polinom de gradul patru in @, care il
notdm cu P4(®,) , iar ecuatia (13.55) devine:

dw,_ J —J,
=+

* Plw
dt J

4 4

(13.56)

3

Separand variabilele si integrand ecuatia diferentiala (13.56), rezulta:
it J, J, dw,

J,=J, \/ P4(w2 )

(13.57)

Fara a intra in detalii privind rezolvarea completd data de Euler acestei
ecuatii $i nici interpretarea geometricd datd de Poinssot, mentiondm ca integrala
din (13.57) este o integrala eliptica.
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13.6.5 Calculul reactiunilor

Pentru calculul reactiunilor se aplicd teorema impulsului, adica relatia
vectoriali: H =R‘+R' (13.58)

unde: H=Mp =M(wxp), (13.59)

H, fiind un vector raportat la sistemul de axe mobil, conform
formulei (10.9) avem:

i =44, =%+wxﬁl (13.60)
dt 0Ot
adici : H=Mexp+Mwx(@xp) (13.61)

de unde, tinand seama de relatia (13.58), rezulta:
R'“=—R“+MExp+Mtwox(@xp) (13.62)

unde p este vectorul de pozitie al centrului maselor rigidului in miscarea cu
un punct fix, raportat la triedrul mobil T. (p = p,)

13.6.6. Giroscopul

Giroscopul este un corp de revolutie care se roteste cu o viteza unghiulara
foarte mare 1n jurul axei sale de simetrie.

De asemenea el este un rigid cu un punct fix O ce apartine axei de simetrie,
avand momentul de inertie in raport cu axa de simetrie, momentul de inertie
principal (notat cu J;) mult mai mare decat celelalte doud momente de inertie
principale (J; si J,) care sunt egale intre ele (J; =J, =J) corpul fiind un corp de
revolutie, (J;>>J).

a) Stabilitatea giroscopului

In continuare se va studia giroscopul centrat al carui punct de suspensie
coincide cu centrul sdu de greutate (O = C). Acest giroscop constituie o
particularizare a cazului Euler - Poinsot. Suspendarea giroscopului se realizeaza
printr-un sistem cardanic ce permite rotirea simultana a giroscopului in jurul a trei
axe perpendiculare intre ele si concurente in acelasi punct O care coincide cu
centrul de greutate C (fig.13.10). Axa de simetrie se considera ca fiind axa Oz a
triedrului mobil, solidar cu giroscopul.

Existad evident relatiile L = M = N = 0 (singura forta care actioneaza fiind
greutatea, al carei moment in raport cu O = C este nul). Fata de cazul Euler -
Poinsot (M ,= 0) se adauga conditiile J; =J, =J, deci ecuatiile lui Euler devin:

Je HJ, T Jw,w.=0
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Je,+HJ-J, Jw.w,=0 (13.63)
J,&. =0
Din ultima ecuatie (13.63) rezulta: €, =0 deci w, =const. = w,.

Cu aceasta observatie primele doud ecuatii din (13.63) devin:

Jd;;‘ (= Joo,0,=0 (13.64)
dw,

I +(J-J, Jo,0.=0 (13.65)
Elimindnd w, din acest sistem, se
obtine:

d'w, 0j-J H

“+—-—w, [w,=0 13.66

dtz |:| J O|:| X ( )
si notand :

E}@iwo §=p2 (13.67)

ecuatia de mai sus devine
d’w.
x

‘w, =0 13.68
) PR (13.68)
> o« . . <
7 a carei solutie generala este:

w, =C; cospt + C, sin pt (13.69)

(b) Inlocuind valoarea lui «, in relatia
Fig.13.10 (13.64) rezulta:
J 4w J .

w,=— H— sau w,=—-———=—\-C, psin pt+C, pcos pt 13.70
) (J;J)wo 7 ) (Js_J)wo( ypsinp 2 P p) ( )
sau: w,= i(C1 sin pt—Czcospt) (13.71)

Semnele + corespund cazurilor J; > J si respectiv J; < J.

Constantele C; si C, din relatiile (13.69) si (13.71) se determina din
conditiile initiale.

Daca giroscopul nu este perturbat, atuncilaz = 0: w,y = @,y = 0 si deci C;
= C, = 0 . Daca giroscopul este putin perturbat atunci la ¢ = 0, wy s1 W,y sunt mici
si deci C; s1 C; sunt mici. Cum @ $1 @, sunt functii de timp, marginite (datoritd
functiilor trigonometrice sin pt si cos pt ) rezultd ca aceste componente ale vitezei
unghiulare raman in timpul miscarii mici in raport cu componenta w. = @, (care
se presupune foarte mare).
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In concluzie, vectorul vitezi unghiularda @ nu deviazid mult de la pozitia
neperturbatd, ceea ce inseamna ca miscarea giroscopului este stabild. Proprietatea
de stablitate a giroscopului face ca el sa fie utilizat ca busola sau ca stabilizator al
miscarii diferitelor vehicule (vapoare, avioane, trenuri, tancuri, etc.)

b) Efectul giroscopic

Se considera un giroscop centrat in conditiile mai sus (fig.13.11). Daca se
noteaza cu J momentul de inertie In raport cu axa de rotatie Oz a triedrului mobil
si cu w viteza unghiulard (care se presupune foarte mare) a giroscopului,
momentul cinetic in raport cu O este vectorul:

K,=Jwk (13.72)
avand marimea (scalarul):
K():KOZ:J(U (1373)

Se actioneaza asupra giroscopului cu o forta
F paralela cu axa Ox (fig.13.11). Aceasta
>y fortd produce un moment M, in raport cu

punctul O, care este orientat de-a lungul
axei Oy, moment care produce o variatie a
X momentului cinetic al giroscopului si care
se presupune a fi mica astfel incat acesta
capata valoare:

Fig.13.11 K!=K +dK, (13.74)
suficient de apropiatd de cea initiala.
Suportul lui K, reprezinta noua axad de rotatie a girscopului; aceastd axa

A\

.

este inclinata fata de cea initiala Oz cu un unghi suficient de mic d{J, deoarece axa
initiald era o axa stabila de rotatie. Din teorema momentului cinetic:

dK, —
=M 13.75
il (13.75)
rezulta: dK,=M dt . (13.76)

Aceastd relatie aratd ci momentul M, este coliniar si are acelasi sens cu
variatia dK, a momentului cinetic, care exprimi deplasarea axei de rotatie a
giroscopului ca urmare a actiunii fortei F .

Prin urmare, efectul giroscopic constd in aceea cd actionand asupra unui
giroscop cu o fortd F, care produce in raport cu punctul fix momentul M,

giroscopul in loc sa execute o deplasare in sensul fortei, el isi deplaseaza axa de
rotatie pe o directie perpendicularad pe o forta si anume 1n sensul momentului A .
Conform principiului actiunii §i reactiunii, giroscopul actioneaza asupra agentului
extern perturbator cu un moment egal si de sens opus , numit cuplu giroscopic:

M =M, (13.77)
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13.7. Dinamica sistemelor de corpuri cu un grad
de libertate

Cu ajutorul teoremelor generale ale dinamicii se poate studia i miscarea
sistemelor de corpuri rigide.

Miscarea unui sistem de corpuri rigide se studiaza pentru toate corpurile
luate impreund (deoarece miscarile lor nu sunt toate independente). Fortele care
reprezintd actiunile reciproce dintre corpurile sistemului sunt considerate ca forte
interioare de interactiune si li se aplica principiul egalitatii actiunilor reciproce.

Legaturile dintre doud sau mai multe corpuri se pot realiza in diferite
moduri: reazeme simple, articulatii, culise, prinderea prin fire sau diferite
combinatii ale acestora.

Studiul sistemelor de corpuri se face separand toate corpurile si studiind
miscarea fiecarui corp cu ajutorul teoremelor generale ale dinamicii (teorema
impulsului i a momentului cinetic) care se aplica fiecarui corp in parte.

Teorema energiei se aplica in general intregului ansamblu de corpuri (ca st
pentru un sistem de puncte materiale) si serveste in general, pentru verificarea
rezultatelor obtinute prin aplicarea teoremelor generale, deoarece asa cum s-a
aratat, aceasta teorema nu conduce la o relatie independenta de celelalte relatii
date de teoremele generale.

In cazul in care miscarea sistemului de corpuri depinde de un singur
parametru (sistem cu un singur grad de libertate) pentru determinarea misarii se
recomanda sa se aplice teorema energiei cinetice pentru intregul sistem, deoarece
in general lucrul mecanic al fortelor interioare sistemului este nul (cu exceptia
fortelor si cuplurilor de frecare, in cazul in care punctele lor de aplicatie se
deplaseaza si care pot fi considerate ca forte exterioare, direct aplicate).

Astfel:

a) in cazul fortelor de frecare de alunecare (care ating valorea lor maxima atunci
cand punctele de contact ale corpurilor se deplaseaza) si in cazul cuplurilor de
frecare de rostogolire, lucrul mecanic este negativ.

b) in cazul legaturilor cu fire inextensibile, lucrul mecanic al tensiunilor din fire
este nul; firele au rolul de a transmite vitezele de la unele puncte ale unui corp
la punctele altui corp, fapt de care trebuie sa de tina seama in aplicatii.

La ecuatiile furnizate de teoremele generale se adauga
* conditiile geometrice de legatura
* ecuatiile fizice corespunzatoare ale legaturilor cu frecare.

Aplicatie

Se considera sistemul format din trei corpuri de greutati G;, G, si respectiv
G;. Corpurile sunt legate intre ele prin fire inextensibile ca in figura 13.12.

Sistemul este pus in miscare de greutatea primului corp care are la un anumit
moment deplasarea 4, , viteza v, si acceleratia a;. Ca o consecintd a legaturilor ,
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corpul al doilea va avea o miscare de rotatie, iar corpul al treilea o miscare plan-
paraleld pe planul inclinat fara alunecare (se neglijeaza frecarile in lagarul O,).

Se cere:
a) sa se studieze miscarea sistemului (legea de miscare a fiecarui corp)
b) sa se determine fortele de legatura (reactiunile si tensiunile din fire);
c) sa se determine coeficientul de alunecare minim pentru ca corpul (3) sa nu
alunece pe planul inclinat in timpul miscarii.
Rezolvare
Deoarece miscarea sistemului este determinatd de un singur parametru:
deplasarea /; a corpului (1), pentru studiul acesteia se poate folosi teorema
energiei cinetice care se aplica intregului sistem de corpuri.

\
Fig.13.12
Energia cinetica a sistemului este egald cu suma energiilor cinetice ale celor
trei corpuri, avand respectiv miscarea de: translatie , rotatie si plan-paralela:

1 1 1 1
E :E‘1 'I‘E‘2 'I‘E3 :Emlvf +§J2(U22 +§m3v32 +5J3(U32

Inlocuind momentul de inertie J> al corpului 2 si J; al corpului 3 considerate
M,R; M ,R;
omogene: J,=——2%, J =—-2
2 2
si tinand seama de analiza cinematicd din tabelul de mai jos se obtine urmatoarea
expresie a energiei cinetice:

E= %Avf

: 1 r}
unde s-a notat cu A expresia constantd: 4=— G, +G, +3G, é%
2

2g
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Corp Felul Deplasare Viteza Acceleratie
miscarii
Translatie h, v, = h a =v, =h,
2 Rotatie _nh _Y )
’ ¢2—_ W, =— W, =¢& =—
2 Rz R2
- h
3 Plan 5 hy=@¢,r, = 12 V, T, =—1, a3:ﬂr2
paraleld R, R, R,
¢3=h_3: hyr, w, = W W, =€, = arn
R3 R3R2 R3R2 R3R2

Lucrul mecanic total este dat de fortele exterioare (greutdtile G; si G; al
caror punct de aplicatie se deplaseazd) si de cuplul de frecare M,=sN (fig.13.8).

Se observa ca forta de frecare 7 da lucru mecanic nul deoarece punctul de
contact dintre roata 3 si plan nu se deplaseaza:

L., =Gh -Gh,sina-M¢,=Gh - % %3 sina + %SG3 cosa E= Bh,

2 3

. 9 v _ s
unde s-a notat cu B expresia constanta: B =G, — R—2 %3 sind + 'Y G, cosa E
2

3
Derivand expresiile lui £ si L si tindnd seama de teorema energiei:
dE = dL se obtine acceleratia:

G, T L sina +iG3 cosa
—_ RZ R3

1 rl &
%Gl +G, +3G, QE
2 R

b) Se izoleaza cele trei corpuri (figl3.8) si se scrie, pentru fiecare teorema
impulsului si a momentului cinetic , sub forma proiectiilor pe axe:

a, =

|

Pentru corpul 1:
. . Sl A
* teorema impulsului:
i al = Gl - Sl al vi
g VG,
Pentrul corpul 2:

(@)

e teorema impulsului:
0=H-S5,cos a
0= V—GQ—Sj—SgSina
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e teorema momentului cinetic:
G 2
Cforfiogp -5

g 2 R

Pentru corpul 3:

e teorema impulsului:

G
—31”—2a1 =-T-G,sina +S,
g R,

O=N-G,cosa

e teorema momentului cinetic:
G R r Fig.13.13
— DR—3—2 a, =TR, —sN

S-a obtinut astfel un sistem de sapte ecuatii cu sapte necunoscute a;, S;, S,
H, V, Nsi T, care se rezolva prin metoda substitutiei.

Se obtine:
rz% Sma+ G cosd%
a -5 %
1T 1 4

% +G, +3G, ZE
2 2
Slzglé_ﬂ% Sz:Gl—ZE‘&E‘GZRZ%
g h g gn
0
H=Szcosa=§1£E—&E~G
O n gh &
V=G, +S +8,sina = G%—ﬂ%+£sinaé‘rgé——zﬂsina%
g h n g
G

N=GSCOSG’. T= lﬁé_ﬂ%Gzﬁﬂ_C%%lnaﬁ'r—zﬂE
r2 g rz g R2 g

c¢) Pentru a determina coeficientul de alunecare minim pentru ca corpul (3)
sd nu alunece pe planul inclinat se scrie conditia:

T<T ; T<UN

de unde rezulta:

1 LG R, E % % 1, a,
u= ina+—=—
cosa G, r, g R, g
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CAPITOLUL 14
MISCARI IMPULSIVE (PERCUTANTE)

14.1. Notiuni introductive si ipoteze

In miscirile diferitelor puncte materiale, studiate in capitolele precedente, s-
a considerat cid vitezele acestora sunt functii continue de timp. In practica insi se
constata ca exista §i miscdri pentru care vitezele (si deci impulsurile) variaza
brusc, schimbandu-si atit valoarea cat si directia intr-un timp foarte scurt.

Se poate afirma ca ciocnirile sau migcarile impulsive sunt migcari mecanice
care se produc cu variatii foarte mari ale impulsurilor intr-un interval de timp
foarte scurt. Exemple de acest fel sunt: baterea unui cui, tamponarea a doua
autovehicule, lovirea unei piese cu ciocan de forja, frAnarea brusca a unui corp
care efectueazd o miscare (suprimarea unei legaturi, In general nu produce o
variatie brusca a impulsului, ci una continua si nu poate fi considerata o miscare
impulsiva).

In timpul foarte scurt cat dureaza ciocnirea, intre corpurile aflate in contact
se dezvolta forte a caror intensitate, creste la inceput foarte repede (atingand valori
foarte mari) dupa care descreste la fel de repede (fig.14.1); aceste forte sunt
numite forte percutante.

Percutia este o marime vectoriald, care exprima actiunea fortelor in timpul
cionirii percutante $i care se defineste prin relatia:

p
P=[F dt (14.1)

)
unde F este rezultanta tuturor fortelor percutante care actioneazi in

intervalul de timp cat dureaza fenomenul de ciocnire (¢, ¢”).

Pentru a determina relatia dintre percutie si variatia impulsului in timpul
ciocnirii se porneste de la relatia fundamentald a dinamicii, scrisa pentru un punct
A de masa m:

dH =ma=F  sau mc;—v:F. (14.2)
t
de unde rezulta variatia elementara a impulsului (considerand masa constanta):
mdv = Fdt (14.3)

Integrand pe intervalul (#'',#' )céat dureaza ciocnirea si tindnd seama de
relatia (14.1), se obtine expresia percutiei :
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P=mv'"-mv' (14.4)
unde V' este viteza la inceputul ciocnirii, iar v" cea corespunzatoare de la
sfarsitul ciocnirii
Notand cu H’ si H” impulsurile la momentele ¢’ i respectiv ¢ ”, relatia

(14.4) se poate scrie:
P=H"-H' (14.5)
Relatia (14.5) aratd ca percutia masoara de fapt variatia impulsului in
timpul ciocnirii.
Se defineste forta percutanta medie ca fiind o fortd de marime constanta
F , care daci ar actiona pe durata ciocnirii ar produce acelasi efect ca si percutia
P, adici:
v . 1

P= ?[th=17m (¢'-t') sau F = lﬁdt (14.6)

In figura 14.1 este prezentatd schematic variatia forfei percutante si forta
percutanta medie. Aria cuprinsd sub curba forfei percutante poate fi interpretata ca
fiind egald cu marimea percutiei. Cele doud suprafete hasurate in sensuri opuse,
din figura 14.1 au aceeasi arie. In figura 14.2 este prezentata grafic relatia (14.5) si
forta percutantd medie F, conform (14.6).

Fig.14.1 Fig.14.2

In studiul fenomenului de ciocnire se fac urmatoarele ipoteze simplificatoare:

1. timpul cat dureazad ciocnirea este foarte scurt (de ordinul fractiunilor de
secundd), astfel incat se poate considera ca in acest interval, vitezele celor doua
corpuri sunt egale;

2. in timpul ciocnirii se produc forte percutante foarte mari, care suferda variatii

rapide, de aceea se neglijeazd celelalte forte (greutatea corpurilor, fortele
exterioare, etc.);
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3. in timpul ciocnirii (datoritd duratei foarte scurte a fenomenului), se poate
considera ca toate corpurile raman pe loc;
4. pentru fortele de legatura percutante se aplica principiul actiunii i reactiunii;
5. in timpul ciocnirii se considera corpurile deformabile local (deci se renunta la
ipoteza de rigiditate).

14.2. Teoremele generale in timpul ciocnirii

14.2.1. Teorema impulsului

Conform relatiei (14.4), pentru un punct material 4; de masa m; se poate
scrie:

mv''-mv'="P. (14.7)

1

Insumand pentru toate punctele din sistem rezulta:

ymy''-ymy/=3 P (14.8)

i=1 i=1

<
ael

sau, tindnd seama de definitia impulsului unui sistem, se obtine teorema
impulsului pentru ciocniri in cazul unui sistem de puncte materiale:

H'"'-H'= ZP (14.9)
care se enuntd astfel: “in timpul ciocnirii variatia impulsului sistemului de puncte
materiale este egala cu suma percutiilor exterioare (date si de legatura)”.

Se observa faptul ca suma percutiilor interioare este nuld, percutiile
interioare fiind egale si de sens opus doud cate doua.

Deoarece:
Y m,i; = Mp
— _ dr, _d \_d o
H_Zmivi_ZmiE_E(Zmir")_E(Mﬁ)_Mb

relatia (14.8) devine:
Mp"'-Mp'=Y P, (14.10)

adica teorema impulsului pentru ciocniri sub forma miscdarii centrului de masa
pentru un sistem de puncte materiale care se enuntd astfel: “centrul de mase al
unui sistem de puncte materiale, care participa la un fenomen percutant, se
comporta ca §i un punct material de masa egala cu masa totala a sistemului, care
ar fi actionat rezultanta fortelor percutante exterioare”.

Daca asupra sistemului de puncte nu actioneaza nici o fortd percutanta
exterioard, centrul de mase al sistemului nu este afectat in miscarea sa de
fenomenul percutant la care participa punctele sistemului (de exemplu centrul de
masa a doua corpuri libere ce se ciocnesc).
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14.2.2. Teorema momentului cinetic

Daca se inmulteste vectorial relatia (14.7), la stanga, cu vectorul de pozitie
7. al punctului 4; si se Insumeaza pentru toate punctele din sistem, rezulta:

S Gxmy )= xmy)=5 [ xP) (14.11)

sau, tinand seama de definitia momentului cinetic al unui sistem de puncte
materiale, se obtine teorema momentului cinetic fata de un punct O, in cazul
ciocnirilor:

K,-K,=5 (7xP) (14.12)

care se enunta astfel: “in timpul ciocnirii, variatia momentului cinetic in raport cu
un punct O pentru un sistem de puncte materiale, este egala cu suma momentelor
percutiilor exterioare calculate in raport cu acelasi punct O .

Relatia (14.12) poate fi pusa si sub forma teoremei momentului cinetic in
miscarea sistemului fata de centrul de mase:

K. -K.=5 (7 xP) (14.13)

care se enuntd in mod corespunzator: “in timpul ciocnirii, variatia momentului
cinetic in cazul unui sistem de puncte materiale, in raport cu centrul de masa C,
este egala cu suma momentelor percutiilor exterioare calculate in raport cu
acelasi punct C.”

Observatii:

a) In timpul ciocnirii nu se poate aplica teorema energiei cinetice dE = dL,
deoarece datorita fenomenelor de deformare plastica care se produc in timpul
ciocnirii, 0 parte a energiei cinetice a sistemului se transforma in alte forme de
energie (cum ar fi de exemplu: energia calorica, de deformatie, luminoasa, etc).

b) Pentru studiul miscarii in cazul ciocnirii a doud puncte materiale sau a doua
corpuri (bile) aflate in migcare de translatie, se recomanda aplicarea teoremei
impulsului, iar pentru studiul miscarii unui rigid cu o axa fixa, aplicarea
teoremei momentului cinetic Tn raport cu axa respectiva.

14.2.3. Consideratii energetice
Scriind teorema impulsului (14.7) pentru un punct 4; :
mv"=mv'=P.

—n

care daca se inmulteste scalar cu vectorul viteza v" si se Tnsumeaza pentru toate
punctele din sistem, rezulta:
S m(v/-v, )5, =Y P& (14.14)

si deoarece are loc egalitatea evidenta:
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1 1 1
VI )T = (v )P+ ==
( i i ) i 2( i i ) 2 ! 2 !

se obtine:
1 mV"z—lZmV’z+lzm(\7’—\7”)222135" (14.15)
2 4 [ 2 A i 2 4 i i i A i i *
sau: E"-E'+E, =Y Pv/", (14.16)

unde s-a notat cu:

1 _ S PENR : e,
. ) Z m. v'> = E' energia cinetica a sistemului la momentul initial 7’

1 _ PV : ”
= > m v, =E" energia cinetica a sistemului la momentul final ¢”,
i

1 = o . : <
. Esz (v,'-v,')’ =E  energia cinetica a sistemului corespunzatoare
i

vitezelor pierdute datoritd ciocnirii, adicd energia cinetica a sistemului daca
fiecare punct al sau ar avea viteza pierduta: (v."=v." ).

In acest caz teorema energiei cinetice, adica relatia (14.16), se scrie:
Ep—(E'—E"):zE Al (14.17)

In cazul unui sistem rigid fard frecare, percutiile exterioare (reactiunile
normale de percutie) sunt perpendiculare pe vitezele dupd ciocnire: P Uv."" si
V'[P =0, deci:

E'-E"=F (14.18)
P

care reprezintd teorema lui Carnot :” in cazul sistemelor rigide fara frecare,
variatia energiei cinetice in timpul unei ciocniri , adica pierderea de energie
cinetica in cazul ciocnirii, este egald cu energia cinetica corespunzatoare
vitezelor pierdute”.

14.3. Ciocnirea centrica a doua sfere.

Studiul miscarii. Coeficientul de restituire.

Se considera doud sfere (bile) avand centrele O; si O, si masele m; si m,
care, inainte de ciocnire, se deplaseazd dupa linia centrelor, cu vitezele v, si
respectivv, , unde v, >V, (fig.14.3). Dorim sa calculam vitezele v/ si v, ale celor
doua sfere dupa ciocnire.

Aplicand teorema impulsului proiectatd pe linia centrelor si observand ca nu

intervin decat percutiile de legaturd, care sunt egale ca marime si de sens contrar

(P, =-P,) rezulta:

12 -
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H’-H =0
Sau: H =H", (14.19)
adicd impulsul sistemului se conserva:

my, +m,y, =my, +m,v,. (14.20)

m,

Pentru a obtine o relatie in plus se tine
seama de deformabilitatea celor doua corpuri. Fig.14.3

Este necesara o analiza atenta a fenomenului de ciocnire in timpul caruia se
deosebesc (fig.14.4) doua faze:

a) faza de comprimare

b) faza de destindere

Se accepta faptul ca dupa ciocnire, miscarea bilelor este tot de translatie.

“naite de ciocnire faza de comprimare faza de destindere

Fig.14.4

a) Faza de comprimare se caracterizeaza prin accea ca sferele se comprima local
si ajung la sfarsitul fazei si aiba aceeasi viteza u si deformatia maxima. In
timpul aceastei faza (care este foarte scurtd) asupra fiecarei sfere actioneaza o
percutie de legaturd notatd cu P¢ pe care poate o putem considera constanta ,
numitd percutia de comprimare (fig.14.5).

—n —n

\71 — l/_l 17 — Vl 17 . V2
faza de comprimare faza de destindere

Fig.14.5 Fig.14.6

Aplicand teorema impulsului proiectata pe linia centrelor pentru aceasta faza
(de la inceputul pana la sfarsitul fazei de comprimare), rezulta pentru cele doua
sfere ecuatiile:
mu—-myv =—P.,
: s ¢ (14.21)

mu—m,v, = P,
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care rezolvate, furnizeaza expresiile necunoscutelor:
mlvl + m2v2

y=—————== (14.22)
m, +m,

P _ mymy (v = v.) (14.23)
m, +m,

c) Faza de destindere se caracterizeaza prin aceea ca sferele se decomprima local
si isi modifica vitezele de la viteza comund u la vitezele v si respectiv v,. In
aceastd faza (care este la fel foarte scurtd) se poate considera ca percutia de
legatura este constantd (si este numitd percutie de destindere P, , actionand
asupra fiecarei sfere) (fig.14.6).

Aplicand teorema impulsului in proiectii pe linia centrelor, intre inceputul si
sfarsitul fazei de destindere, pentru cele douad sfere, rezulta ecuatiile:

my, =mu ==P, m,y, —mu =P, (14.24)
ale caror solutii sunt:

my, +m,v,

U= (14.25)
m, +m,
mm,\v, =v.

P = M (14.26)

ml + m2

Se defineste coeficientul de restituire (sau coeficientul de elesticitate la
ciocnire) raportul dintre percutia de destindere P, si de comprimare P

k=P /P. (14.27)

Introducand valorile obtinute pentru cele doud percutii (14.23) si (14.26) in
formula (14.27) se obtine expresia coeficientului de restituire:

k=(v,=v, )/(v,=v,) (14.28)

Prin urmare, se poate defini coeficientul de restituire ca fiind raportul
dintre viteza relativa — dupa ciocnire(v;—vf) si viteza relativa  inainte de

ciocnire (vl' —v;). In ceea ce priveste valorile coeficientului de restituire & sunt

posibile urmatoarele situatii:

1) k = I - ciocnirea se numeste elastica ; in acest caz P, = P si cele doua sfere
nu suferd deformatii permanente in urma ciocnirii;

2) k = 0 - ciocnirea se numeste plastica. in aceste caz sferele raiman lipite una de
cealaltd si se miscd impreund cu viteza v, =v,. (de exemplu, cAnd una din sfere

este din plumb);
3) 0 < k < I - cicnirea se numeste naturala si sferele sufera partial deformatii
permanente in urma ciocnirii. Este cazul cel mai raspandit in practica.

Sunt date In continuare cateva valori ale acestui coeficient, care
caracterizeaza din punctul de vedere elastic fenomenul de ciocnire pentru diferite
materiale: sticla-sticla: k = 15/16, otel-otel: k = 5/9, lemn-lemn: k = 1/2, argila-
argila: k = 0.
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Din cele prezentate mai sus rezultd ca pentru studiul fenomenului de
ciocnire centricd a doud sfere se folosesc relatiile (14.20) si (14.28), precizandu-se
de obicei, valoarea coeficientului de restituire k. Din cele doua ecuatii rezulta

vitezele sferelor dupa ciocnire.

vl” :vl' _ (Vl _V;X1+k)’. V; :V; + (vl _V;X1+k) (1429)
1+ 1+
m m,

2
Pentru calculul marimii percutiei totale P care actioneaza asupra fiecarei
sfere, se observa ca aceasta reprezintd suma percutiilor din fazele de comprimare
si de destindere. Utilizand relatiile (14.23), (14.26) si (14.27) rezulta:

P=P +P =P +kP. =(1+k)y —v, "2 (14.30)

m, +m,

14.4. Determinarea coeficientului de restituire

Pentru determinarea coeficientului de restituire k se poate recurge la o
experienta simpla cu doud pendule 4 si B, avand aceeasi lungime L, si masele m;
st m, (fig. 14.7). Pendulul A4 este lasat sa cadd liber din pozitia A4, care face
unghiul a cu verticala si se ciocneste cu pendulul B care initial se afla in pozitia
B, in repaus pe verticald. In urma ciocnirii pendulul se departeaza cu unghiul g
fata de verticald (pozitia OB,). .

Studiul problemei implica trei faze:

a. migcarea sferelor inainte de ciocnire

b. ciocnirea propriu-zisa
c. migcarea sferelor dupa ciocnire.

a. Miscarea inainte de ciocnire. A, N -
Sfera B fiind in repaus rezultd v, =v, =0. - &5 ——————— éz ’
Pentru a gasi viteza sferei 4 Tnainte de ciocnire Auj By
v,=v, seaplicd teorema energiei cinetice in Fig.14.7
miscarea acestei sfere din pozitia 4y in pozitia 4;:
E, -E, =L, ,,
1 AV

unde: E, =0, E, =§ml(vl) ;oL =m1gL(1—cosa) (14.31)

si rezulta: v, =./2gL(l - cosa). (14.32)
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b. Ciocnirea propriu-zisa.
Aplicand teorema impulsului proiectatd pe linia centrelor pendulelor si

observand ca intervin numai percutiile de legatura, se ajunge la concluzia ca
impulsul sistemului (de doud sfere) se conserva, adicd: H_ = H_sau:

myv, tm,v, =myv, +m,v,.

Expresia coeficientului de restituire este: k = v% — V} : (14.33)
ViV,

c. Miscarea dupa ciocnire.
Aplicand teorema energiei cinetice pentru sfera B:

EEZ _EB1 = LBIEZ’

1 .

unde: £, = 5™ (v2 )2, E, =0, L,, = ~m,gL(1 - cos B)
rezulta: v, =/2gL(1 - cos B). (14.34)
Din relatia de conservare a impulsurilor avem:

v, =y, = &v; = /2Ll - cosa) - &\/2gL(1 —cos ). (14.35)

m m

1 1

Introducand expresiile vitezelor obtinute in expresia coeficientului de

restituire se obtine:
1-cos B m inﬁ
_1:E+_z E‘fZ -1. (14.36)
l=-cosa m . a
Sll’lz

14.5. Ciocnirea a doua corpuri solide.

Se considera doua corpuri oarecare notate
cu (1) si (2), (fig.14.8) si aflate in miscare
generala, care se ciocnesc in punctul 4 (4,
si respectiv 4,). Corpurile sunt raportate la
sistemele de axe cu originea in punctele O;
si respectiv O,.

Fig.14.8 Se deosebesc doua cazuri:

a) Corpurile nu au legituri cu mediul fix (sunt libere).
Datele problemei sunt:

 distributiile de viteze ale celor doud corpuri (1) si (2), inainte de ciocnire (in
momentul ¢°), adica: v, @ si v,, @,

 coeficientul de restituire £ s1 directia U, a normalei in punctul de ciocnire, prin
cosinusii directori (14, my, ny), fatd de un sistem de axe oarecare.
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Necunoscutele problemei sunt:
e distributiile vitezelor corpurilor dupa ciocnire (in momentul #’’), adicd
v,, @, siv,, @, (echivalente cu 12 necunoscute scalare),
* percutia totald din punctul 4 de ciocnire: P, (echivalenta cu trei necunoscute
scalare).
Rezulta deci in total 15 necunoscute scalare si 13 ecuatii $1 anume:

* 12 ecuatii, rezultdnd din aplicarea teoremelor generale (a impulsului si a
momentului cinetic), pentru fiecare corp in parte, prin proiectiile pe axele
sistemului ales;

* o0 ecuatie data de relatia coeficientului de restituire sub forma (14.28), intre
componentele normale ale vitezelor punctelor de contact la ciocnire.

Celelalte doua ecuatii, necesare pentru determinarea necunoscutelor
problemei, se obtin diferit pentru urmatoarele doua cazuri:

e daci corpurile sunt perfect netede in punctul de contact 4, percutia P, are
directia normalei comune din acest punct, deci P, XU, =0, sau:

P £ P P
Py Pz:O’ sau _)L:_J’:_z’
m n

P
ZA

obtinandu-se astfel doua ecuatii scalare.

* dacd corpurile sunt aspre si nu are loc alunecarea intre ele, componentele
vitezelor punctelor de contact ale celor doua corpuri 4; si 4, din planul tangent

comun, dupd ciocnire (din momentul ¢, sunt egale: \v, | =V,

b) Corpurile au legaturi cu reperul fix

In acest caz, datoritd legaturilor lor exterioare, se micsoreaza numarul
gradelor de libertate cinematica corespunzatoare ale corpurilor. Rezulta astfel o
serie de relatii geometrice (cinematice), privind distributiile de viteze ale
corpurilor. Vor aparea in plus, un numar corespunzator de necunoscute legate de
percutiile fortelor din legaturi.

Aplicatie

O bara omogena (1), de greutate G si de lungime 2L, articulatd la unul din
capete, in punctul O, este lasatd sa cada liber (sub actiunea greutdtii) din pozitia
orizontala. Cand ajunge in pozitia verticala, se loveste de un corp (2) fixat la
distanta O4 = h < 2L. Daca coeficientul de restituire este k si se neglijeaza
frecarea din articulatie, se cere sa se determine valoarea maxima a unghiului o de
revenire a barei (figura 14.9).
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Fig.14.9

Rezolvare
Se studiaza miscarea corpului (1) in cele trei etape (figura 14.9): inainte de
ciocnire, in timpul ciocnirii §i dupa ciocnire.
1) In prima etapd (inainte de ciocnire) se determina distributia de viteze a celor
doua corpuri la momentul ¢’, cAnd incepe ciocnirea; avem astfel: v, =0, iar w,

se determind din teorema energiei cinetice aplicata corpului (1), adica:
EA _EAO = LAUA’

unde: £, =0 (VAO =0), E, =lJ (a)')z, L, ,=GLL;

Oz Ay A

2GL

deci: 1 ( =G L, =——H prin urmare: @, =
2 J

2) In etapa a doua (in timpul ciocnirii) se foloseste relatia coeficientului de

1 M f— vz - vl A v A . . .
restituire: kK =———, 1in care dacd inlocuim expresiile vitezelor:
v, —V
1 2

vi=wh, v,=0; v =-wh, v)=0,

2 1 1

o
se obtine: k =—-, adicd: ) =kw =k
w

1 Oz

3) In etapa a treia (dupd ciocnire) unghiul a se determini aplicind teorema
energiei (sub forma finitd) intre pozitiile de la momentul #’” §1 pozitia finald A,
pentru corpul (1):

unde: E, =0, E,=+J, (@, L, =-GL{-cosa)

A4, 4, ’ 4 7 0z\""1/ > A4,

E, -E, =L

si deci: %JOZ( ) GL(I—cosa)

unde inlocuind pe @ se obtine: cosa =1-k*, a= arccos(l -k’ )
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14.6. Ciocnirea unui corp solid aflat intr-o
miscare de rotatie. Centrul de percutie

Se considera un rigid de masa M (fig. 14.9) avand doua puncte fixe O; si O,
(O,0,=h) si care In miscarea sa de rotatie, suferd o ciocnire, echivalenta cu
aplicarea unei percutii P (Px PP ) intr-un punct al sdu A(x, y, z). Se considera de

asemenea un sistem de axe, Oxyz, ales solidar cu rigidul, a carui axa Oz trece prin
punctele O; si O, (axa de rotatie), iar axa Ox trece prin centrul de masa al rigidului
(OC =¢&). Sa notam cu ' viteza unghiulard a rigidului inainte de ciocnire. Ne

propunem sa determinam viteza unghiulard «" a rigidului imediat dupa ciocnire
si percutiile P (Plx,Ply,Plz) si P, (PZX,sz,PzZ) care se dezvoltd in punctele O; si O,
precum si pozitia centrului de percutie.

Pentru rezolvarea problemei se aplicad
teoremele generale: teorema impulsului si
teorema momentului cinetic, prezentate
anterior, care pentru acest caz se scriu:

_ H"-H'=P+P +P,
P " , (14.37)

Nyl

» K, -K,=FxP+FxP+FXxP,
) y unde
i 7=a=xf+yj+zl€; 771=0_01=h1/;;
iA Fig.14.9 _2:002:}12/;; W =wk

iar expresiile analitice ale percutiilor sunt:

— _ i} _ (14.38)
B=Pi+Ph j+Pk
In miscarea de rotatie impulsul si momentul cinetic se scriu:
i j k
H, = J(wxf)dm =SM(WXp)=M0 0 w=Mwéj (14.39)
) E 0 0
K,=Ki+K j+Kk=-J wi-J wj+J wk (14.40)
Expresiile (14.38) se mai scriu:
i j k
FxP=|x y z|=(yP.-zP)i+(zP,~xP)j+(xP,~yP )k (14.38")
P P P
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i J Kk
FXP=10 0 &= ~hPi+hP,_j,
B, R, F.
ik
_2 X _2 =10 0 hz = _thzy;-l-thzxj;
b, B, P,
Ecuatiile generale (14.37) devin:

0=P +F, +P,
Mé(w' - )=P +P +P (14.41)
0=P +F +P,

respectiv:
~J (W'~ )=yP —zP —hP, ~hP,
~J (@'~ )=zP. ~xP. + P, +hP, (14.41%)

J (W' - )=xP —yP,
Rezultd un sistem de sase ecuatii cu sapte necunoscute:

w',P,F, P, P, P, P,_, deciunsistem nedeterminat.

Pentru ridicarea nedeterminarii se poate considera P,,=(, ceea ce practic
corespunde unei articulatii cilindrice in punctul O,. Rezolvand acest sistem rezulta
percutiile de legaturd £, B, F_, P, si viteza unghiulard dupa ciocnire:

1z 2x° 2y
XB, —yP,
J

z

U /

W =w + (14.42)

Un interes deosebit din punct de vedere practic il reprezintd gasirea
conditiilor pentru care, aplicand rigidului cu axa fixd o percutie P, percutiile de
legatura P, (P PP ) st P, (P P PZ) sa fie nule, ceea ce ar reprezenta o

Ix? T 1y? 7 1z 2x2 7 2y° 72
masurd de protectie a articulatiilor O; si O,. Introducand in sistemul (14.41,
14.41°) aceste conditii rezulta:

Osz; Mf(w"_w!)zpy’. 0=PZ
-J (&' -w)=yP ~zP,
~J (@' - )=zP - xP, (14.43)

J (W' - )=xP —yP.

Prima si a treia ecuatie aratd ca percutia aplicatd in A4 trebuie sd aiba directia
axei Oy, adica sa fie normala la planul determinat de axa de rotatie O;0; si centrul
de masa C.

Tinand seama de aceste conditii celelalte conditii se scriu:
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Mé(w' -w')=P,;
~J (W -w)=-zP,;

v (14.44)
—J (W' -w)=0
J (W' -w)=xP
deoarece P, este diferit de zero i w" —w' # 0, din aceste conditii rezulta:
J,=0;
A )
i _J. _J. (14.45)
z | X = y zZ=—
i Mé Mé

Aceste rezultate conduc la urmatoarele concluzii:

1. suportul percutiei P, terbuie si treacd prin punctul

B J J ) .
BH—,0, —= H numit centrul de percutie
¢ Mé
(fig.14.10).

2. Axa de rotatie trebuie sa fie axa principald de

) ) J
inertie pentru punctul DH), 0, - , care este
MéE

Fig.14.10 piciorul perpendicularei dusa din punctul B pe
axa de rotatie (fig.4.10).

Aceasta proprietate rezulta din conditia J_ =0 si observatia ca momentele

centrifugale in raport cu axele DB si Dz sunt nule; conform formulei lui Steiner

avem: J,,, =J +MIEL{-OD)=J_ +ML[L& H(—A{[—x%) =0.
Aplicatie
Se da o barda omogend de masd M si de lungime L, articulatd la unul din

capete, in punctul O, asupra cireia actioneazi percutia exterioard P. Si se
determine centrul de percutie B (fig.14.11).

s . Rezolvare
4 O [ Alegand sistemul de axe Oxyz ca in fig.14.11,
L avem: 2
_ _ : _ ML _L
v C J.=J,=0s1J = 3 5—5
A A
5 In aceste conditii centrul de percutie se determina
L2 gl g—Y cu ajutorul relatiilor (14.45):
v Mr
A J
Fig.14.11 ¢ mt ¢
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CAPITOLUL 15
ELEMENTE DE MECANICA ANALITICA

15.1. Obiectul mecanicii analitice.

Coordonate generalizate. Deplasari.

In capitolele precedente s-a studiat migcarea mecanica a corpurilor folosind
principiile enuntate de Newton (din care cauza mecanica teoretica se mai nuneste
s1 mecanica newtoniana sau clasica): principiul inertiei, al actiunii fortei, al
actiunii §i reactiunii si principiul paralelogramului.

In afara acestor principii s-a mai folosit si axioma legdturilor.

Pornind de la aceste adevaruri, verificate experimental, pentru studiul
miscarii a fost construitd in mod deductiv mecanica newtoniand, un rol deosebit
avandu-l teoremele generale ale dinamicii: teorema impulsului, a momentului
cinetic $i a energiei cinetice. Caracteristic studiului echilibrului §1 miscarii
sistemelor mecanice este faptul ca se introduc fortele de legdatura, care complica
destul de mult studiul, In multe situatii aceste forte nu intereseaza, motiv pentru
care s-a incercat eliminarea lor.

Mecanica analitica isi propune sa gaseasca metode directe de determinare a
ecuatiilor de miscare, in care nu mai apar fortele de legdtura, iar sistemul de
ecuatii diferentiale obtinute astfel, sa fie scris sub o forma generald (aceeasi
oricare ar fi problema studiatd) denumitd forma canonicd. Mecanica analitica
permite un studiu sistematic al oricdrei probleme de miscare mecanicad a
sistemelor. Pentru aceasta a fost nevoie si se enunte principii noi. In cele ce
urmeaza se vor studia numai o parte din aceste principii, urmarindu-se aplicarea
rezultatelor mecanicii analitice la cateva probleme ridicate de tehnica.

Mecanica analitica studiaza indeosebi cazul legaturilor ideale (fara
frecare), ceea ce restrange intr-o oarecare masurda domeniul de aplicabilitate al
acestui studiu. In cazul in care se tine seama si de fortele de frecare, acestea se vor
considera drept forte direct aplicate. De remarcat faptul cd modul de tratare a
problemei legaturilor in mecanica analitica se deosebeste esential de cel folosit in
mecanica newtoniana.

In mecanica analitica se aduce o generalizare notiunii de coordonati, care
nu mai este legatd strict de un anumit sistem de axe de coordonate (cartezian,
cilindric, sferic, polar, etc.), definindu-se coordonatele generalizate sau
lagrangiene care se noteaza cu: q;, ¢,....,q.

De exemplu, dacd un sistem de n puncte materiale este caracterizat in
spatiul euclidian prin 3n coordonate carteziene (x;, y;, z1), (X2, Y2, Z2)sees (Xns Vir Zi)s
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in mecanica analiticd aceste coordonate sunt inlocuite prin 3z coordonatele
generalizate: q;, ¢»,....q3n-

Astfel, miscarea sistemului de » puncte materiale in spatiul cu trei
dimensiuni poate fi studiatd in acelasi mod ca miscarea unui singur punct in
spatiul 3n —dimensional al coordonatelor generalizate.

Coordonatele generalizate sunt marimi geometrice independente, cu ajutorul
carora se determina configuratia sistemului la un moment dat. Ele pot fi lungimi
sau unghiuri, fard a vreo restrictie sau precizare asupra naturii lor. Coordonatele
generalizate permit studiul miscarii intr-un spatiu n- dimensional si ofera
posibilitatea unor rationamente cu grad mai mare de generalitate, deci permit
studiul problemelor cu mai multe grade de libertate.

Corespunzator coordonatelor generalizate q;, ¢»,...,q;, se definesc vitezele
generalizate q,,q,,....,q, care pot fi viteze liniare sau unghiulare, dupa cum

coordonatele generalizate reprezintd lungimi, respectiv unghiuri, precum si
acceleratiile generalizate §,,g,, ....., §, corespunzatoare.

S-a definit /egatura in mecanica newtoniana, ca fiind o restrictie geometrica
impusa unui punct, rigid sau sistem mecanic de puncte sau rigide, de a ramane pe
o suprafatd sau o curba in spatiu; legéturile pot fi ideale (fara frecare) sau reale (cu
frecare). In cadrul acestui capitol se considerd numai cazul legdturilor ideale, care
se exprima cu ajutorul unor relatii matematice.

Legaturile ideale in mecanica analitica se clasifica astfel:
1. in functie de timp:

a) legaturi scleronome, cand timpul nu apare explicit (cazul suprafetelor sau
curbelor fixe), adica sub forma ecuatiilor:

f(x,y,Z)ZO sau f(ql,qz, ..... ,qh)ZO; (15.1)

b) legaturi reonome, cand timpul apare explicit (cazul legaturilor —
suprafetelor sau curbelor — care variazd in timp dupd o anumitd lege
independenta de fortele care actioneaza), deci de forma ecuatiilor:

f(x,y,z;t) =0 sau f(q1 /B B ,'t) =0. (15.2)
2. din punct de vedere analitic:

a) legaturi olonome, cand nu apar explicit derivatele in raport cu timpul,
adicd nu apar explicit componentele vitezelor sau /si acceleratiilor, adica de
forma:

f(x,y,z,t) = Osauf(q1 /" ,t) =0, (15.3)

b) legaturi neolonome, cand apar explicit componentele vitezelor sau (si)
acceleratiilor, deci forma:

Fey,zi 3, 2:%,5.2) = 0 sau

L (15.4)
f( RN N7 BSUO s B N ,qh;z‘):O.
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Deplasari

In mecanica analiticd se folosesc doua categorii de deplasari: reale i
virtuale:

a. prin deplasarea reala se intelege o deplasare elementara a unui punct material
(sau corp) pe suprafata sau curba care reprezintd legdtura, ce se realizeaza sub
actiunea fortelor exterioare direct aplicate. Deplasarile reale sunt compatibile
cu legaturile si se noteaza cu dr ; Intr-un sistem cartezian au componentele (dx,
dy, dz) au urmatoarea expresie analitica

dr =dxi +dy] +dzk. (15.5)

Fiind o deplasare elementara (infinitezimald), dr poate fi considerata ca
situatd in planul tangent la suprafata, sau pe tangenta la curba ce reprezinta
legatura.

b. prin deplasare virtuala se intelege orice deplasare elementara posibila a
punctului material (sau corpului) pe suprafata sau curba care reprezintd
legatura, independent de fortele exterioare. Prin urmare, deplasarea virtuald
este o deplasare fictiva (poate fi imaginata si nu are loc efectiv sub actiunea
fortelor direct aplicate) fiind posibila, sau compatibild cu legaturile si avand un
caracter geometric (deoarece timpul in acest caz este un parametru arbitrar si
constant, sau este “Inghetat”); ca si deplasarea reald, aceasta este o deplasare
elementara (infinitezimald) si prin urmare poate fi considerata ca fiind situata
in planul tangent la suprafatd sau pe tangenta la curba ce reprezinta legatura;
intr-un sistem cartezian componentele deplasarii virtuale sunt (Ox, dy, Oz)
adica:

O =0xi +Oy] +0zk. (15.6)
Din punct de vedere matematic () este tot un operator diferential, ca si d( ).

In cazul unui sistem de puncte materiale vectorul de pozitie 7 al unui punct
oarecare 4, depinde de parametrii q; ¢5......q;, $i explicit de timpul ¢ (cazul
legaturilor olonome si reonome) si se scrie:

F=7(g, 40 d,0), (15.7)
Pentru cele doua tipuri de deplasari definite anterior, avem evident:
=T g+ g+ Tdg + Tt (15.8)
dq, dq, ag, ot
577:25q1+ﬁ5q2+ .......... +i5qh. (15.9)
dq, dq, 9,

Forte de inertie.

Fie un corp de masa m, care se afla intr-o stare inertiala (repaus sau miscare
rectilinie §1 uniforma). Pentru a-i imprima o acceleratie @ este necesar ca un alt
corp (numit si agent extern) s actioneze cu o fortdi F asupra corpului studiat,
conform principiului actiunii fortei: F =ma (15.10)
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Conform principiului actiunii si reactiunii, corpul studiat actioneaza
asupra agentului extern cu o forta egala si direct opusd, numitd forta de inertie,
adica:
F'=-ma (15.11)
Deci, forta de inertie reprezinta reactiunea exercitata de corpul studiat

asupra corpului cu care vine in contact in timpul miscarii (care 11 imprima
acceleratia @ ).

Se poate afirma ca forta de inertie este o forta reala pentru agentul motor
dar nu si pentru corpul studiat (desi uneori ea se presupune aplicata corpul studiat,
aceasta nu este decat o forta fictiva).

Torsorul fortelor de inertie

Se defineste torsorul fortelor de inertie ca fiind
format din cele doud componente: rezultanta R’ si
momentul rezultant M (1,] al fortelor de inertie.

In cazul unui sistem material discret (fig.5.1)
acestea au expresiile'

R'=- @Z ﬁ:—M— =-Mp
dt dt e P
M! =- dK, _— @Zr” mvﬁ
1 dt dt [

iar pentru un sistem material continuu (rigid) :

R’ __dH, __d %J}’vdm%‘ -Ma,. = -Mp,

dt dt
— dK d
Mél == dtl = Ir dem%

15.2. Principiul lui d’Alembert

In studiul miscarii punctului material liber, este valabild relatia

fundamentala a dinamicii conform principiul actiunii fortei, al lui Newton (15.10):
ma =F (15.12)

unde: F este rezultanta fortelor direct aplicate (cunoscute) ce actioneazi asupra

punctului;

m - masa punctului;

a - acceleratia considerata in raport cu un sistem de referinta inertial.

Din (15.12) se poate scrie: F' —ma =0 (15.12°)

Relatia (15.12°) nu mai poate fi folosita in cazul punctului material supus la
legaturi, unde F = F“ + F ) aga cum se stie de la dinamica punctului material.
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Prin urmare, in dinamica punctului material supus la legaturi se poate scrie:
F@W+Fle) - g =0; adica: F“ -ma#0
Se face notatia : F = =F“) —ma =F“ +F" (15.13)
unde: Fp =@ se numeste fortd pierdutd sau vectorul lui d’Alembert,

iar vectorul (- ma) este tocmai forta de inertie .

Fiind dat un sistem de puncte materiale 4; (i = I, 2,......,n) supus actiunii
fortelor date E.(“) si supus unor legéturi geometrice, fortele pierdute (sau vectorii

lui d’Alembert) sunt:

@=F“-ma=F'+F"  (i=12...n) (15.13%)
In acelasi timp, deoarece legaturile implica existenta unor forte de legatura
E.("’g), actionand asupra punctelor 4; (i = 1, 2,.., n), conform ecuatiei

fundamentale a lui Newton, ar trebui sa avem:
m,a,=F + F "), (15.14)
unde: E(’Eg) este rezultanta fortelor de legaturd care actioneaza asupra
punctului 4;.
Inlocuind relatia (15.14) in relatia (15.13°) se obtine o primd formd a
principiului lui d’Alembert:
@ +E =0 (i=12....n) (15.15)

deci principiul lui d’Alembert se enunta astfel: “la fiecare moment 1, for,tele
pierdute @ (vectorii lui d’Alembert) echilibreaza fortele de legdturd F, les) » au
“la fiecare moment t, fortele pierdute §i fortele de legatura isi fac echilibru in
virtutea legaturilor”.

Daca se folosesc metodele generale ale mecanicii clasice si in locul
legiturilor se introduc fortele de legiturd F, () g obtine :

FO + F1 4 Fle = (15.16)

adlca principiul lui d’Alembert intr-o a doua forma echivalenta: “fortele date
F , fortele de inertie (F'" =-m.a.) presupuse aplicate punctelor materiale A;

formeaza impreund cu fortele de legatura F Vun sistem de forte in echilibru”.

Principiul lui d’Alembert sub aceasta forma, nu este un principiu nou, ci
mai curand o metodd noud cunoscutd Tn mecanica generala, sub numele de metoda
cinetostaticd. Se obsearva ca principiul lui d’Alembert reduce o problema de
dinamica la una de statica : echilibrul fiind aici (in esentd) o consecintd a
introducerii fortelor de inertie, presupuse aplicate punctelor materiale ale
sistemului. Se reaminteste faptul ca in realitate fortele de inertie nu actioneaza
asupra punctelor materiale ci asupra agentului exterior punctului sau corpului.
Este vorba deci de un echilibru fictiv.
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Daca se extinde relatia (15.16) la toate punctele sistemului, deci insumand
pentru toate punctele se obtine:

* pentru forte: ZF +ZF(“+ZF"g =0 (15.17)

. pentrumomente:ZMO(E. )+ZMO(E. )+Z]\70(]7i(leg))20 (15.17")

Aplicatie

Doua corpuri de greutdti G; si G, (G; > G) sunt legate de capetele unui fir
inextensibil care este petrecut peste un scripete fix de raza r. Neglijand frecarile si
masa scripetelui (fig.15.1.a), sd se determine folosind principiul lui d’Alembert
acceleratia cu care coboara greutatea Gj, tensiunea din fir si reactiunile din
articulatie.

Rezolvare

In fig.15.1.a sunt figurate fortele date G,, G, si fortele de legatura R, si R,
precum si fortele de inertie F’ F!".Conform principiului d’ Alembert
sistemul de forte reprezentat in figura 15.1.a este 1n echilibru. Scriind ecuatiile de
proiectii si ecuatia de momente in raport cu centrul scripetelui O de masa
neglijabila sAi intrucat :

E —Qa F" = i
2)
g g
_,_.)_(_ » AS a =a,=a
T obtinem:
* E R = 0,
:D cl Ry—Gl—G2+ia—ia:O;
i a, v g g
_ v 1 Glr—ia.r—Gzr.—%ar:O,
g g
(b)
Fig.15.1
de unde deducem: a= G =G, ——2*g; R =0, R = 466, .
G +G, G, +G,

Pentru determinarea tensiunii din fir, se izoleaza greutatea G, (fig.15.1.b),

: : . L : G : =
iar ecuatia de proiectie pe directia firului va fi: S +—a—G, =0,din care, tindnd
g
seama de expresia acceleratiei, se deduce expresia tensiunii din fir:
_2G, G,
G +G

1 2
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Izoland greutatea G, se obtine pentru S aceeasi expresie, datorita faptului ca
nu s-a tinut seama de masa scripetelui. Daca s-ar fi tinut seama si de aceastd masa,
atunci tensiunile din cele doua portiuni de fir ar fi fost diferite.

15.3. Principiul lucrului mecanic virtual

Fie un punct material 4 actionat de un sistem de forte date a caror rezultanta
este F', care este obligat sd ramana in echilibru pe o suprafata lucie (2 ) (fig.

15.2). In acest caz forta de legituri este reactiunea normali N . Dandu-se
punctului 4 o deplasare virtuala elementara o7 (compatibila cu legaturile) ea se

va gisi in planul /7 tangent la (X ) in A. Rezultd ca NOO7 si deci produsul
scalar: N &7 =0. (15.18)

Aceastd relatie exprimd proprietatea cd lucrul mecanic al reactiunii N
pentru deplasarea virtuald elementara 07 este nul; cu alte cuvinte lucrul mecanic

virtual al reactiunii normale N este nul. La aceeasi concluzie se ajunge in cazul
unui punct material obligat sa ramana pe o curba lucie sau in cazul unui rigid
supus la legaturi fara frecare.

De exemplu, n cazul unui rigid supus legaturilor de tip:

a) reazem simplu, reactiunea este normalad la
suprafata de sprijin, iar deplasarea virtuala,
fiind tangenta la aceastd suprafatd, este
normald pe reactiune;

b) articulatie, lucrul mecanic virtual al

reactiunii R este nul, deoarece deplasarile
virtuale o7 sunt nule;

c) incastrare, lucrul mecanic virtual al
reactiunii R si al momentului M sunt nule,
deoarece deplasarile cat si rotirile virtuale
sunt nule.

Revenind la relatia (15.18) si generalizand pentru n punctele materiale (sau
rigide) supuse la legaturi farad frecare si aflate in echilibru, Insumand pentru aceste
n puncte se obtine:

iﬁi.afi =0 (i=12,....n) (15.19)

si se ajunge la prima formulare a principiului lucrului mecanic virtual: “in cazul
unui sistem material supus la legaturi ideale, aflat in echilibru, lucrul mecanic
virtual al fortelor de legatura este nul ’(I).

Sa consideram in continuare un sistem de puncte materiale in echilibru, la

care rezultanta fortelor date (direct aplicate): R = Z F© = Z F si a fortelor de



334

legiturd exterioare si interioare: R = Z R) = Z R + Z R™ este nula,

adica: ZF +ZR(“”+ S R =0, (15.20)

Déandu-se sistemului deplaséri vitruale o7 (i=1,2,....,n) compatibile cu
legaturile fiecarui punct al sistemului pentru acest caz, se 0b'g1ne lucrul mecanic
virtual:

OL=Y F®7 +Y R, "'Br +5 R™ @r, = 0. (15.21)

Deoarece in baza primei formulari a principiului lucrului mecanic virtual
ZE“"” (D7, =0, legaturile fiind fara frecare si deoarece in cazul unui sistem
nedeformabil, lucrul mecanic elementar al fortelor de legatura interioare este nul:
S R™ 17, =0, rezultd: 5L = F,.0F, =0. (15.22)
si se ajunge la o a doua formulare a principiului lucrului mecanic virtual:
“conditia necesara §i suficientda ca un sistem material sa ramana in echilibru sub
actiunea unui sistem de forte date 171 (i:1,2, ..... n) este ca lucrul mecanic
virtual, corespunzator oricaror deplasari virtuale, al acestor forte sa fie nul” (1).

Acest principiu mai poate fi exprimat si sub alte forme; de exemplu:
conform definitiei produsului scalar a doi vectori

S |F|Up7| cos(F, 57)=0, (15.23)
sau in functie de proiectiile acestor vectori pe axele sistemului de coordonate
cartezian: ) (X 0x +Ydy, +25z)=0. (15.24)

Este interesant de aplicat principiul lucrului mecanic virtual pentru gasirea
legii de miscare a unui sistem material (deci care nu se afld in echilibru). Astfel,
inmultind scalar relatia (15.16) cu o7, insumand apoi si tindnd seama de faptul

ca lucrul mecanic virtual al fortelor de legatura este nul, se obtine:
S (F -ma )67 =0, sau: S (FV+F")br=Y F" 67F=0  (15.25)
adica se ajunge la a treia formulare a principiului lucrului mecanic
virtual: “lucrul mecanic virtual al fortelor pierdute este nul”(Ill).

Relatia (15.25) este de fapt o sinteza a celor doud formuldri enuntate mai sus
si se aplicd in dinamicd; de asemenea ea este extrem de generald si exprima
punctul de plecare pentru mecanica analitica.

Pentru un sistem de rigide, introducand pentru fiecare corp torsorul fortelor
de inertie, se obtine:

5L.=3{(F - ma Yo7 +[M,(F,)+M,(F" J56} =0. (15.26)

In cazul legaturilor cu frecare, se considera fortele si cuplurile de frecare,
drept forte si cupluri exterioare active. De exemplu, o forta de frecare coulombiana

se exprimd in urmdtoarea forma cunoscutd: T =-pN[v /|y
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Avantajul aplicarii principiului lucrului mecanic virtual pentru determinarea
legii de miscare a unui sistem, fatd de metoda cinetostatica, constd in aceea ca sunt
eliminate din calcule reactiunile.

Aplicatia 1.

Se considera sistemul format din barele omogene OA4 = L si AB = 2L avand
greutdtile, G si respectiv 2G. Sistemul are articulatii In punctele O si 4 si rezemare
simpld n C (fig.15.3), astfel ca OC = L. Legaturile sunt fard frecare. Se cere sa se
determine unghiul a corespunzator pozitiei de echilibru a sistemului.

Rezolvare

Fortele date sunt F; = G 51 F, = 2G
sunt aplicate in centrele de masa ale
barelor D; si D, Se considera sistemul
de axe xOy din figura, ales in planul
sistemului de bare.

Fig.15.3 Se aplicd formula (15.24) unde :
X]ZXZZO, Y]ZG, Y2:2G,
2
care devine: ZY,-(SJ’,- =Y 0y, +Y,0y, =GOy, +2Gdy, =0 (a)

Configuratia de echilibru a sistemului de bare depinde de un singur
parametru @, iar pentru calculul deplasdrilor virtuale dy, =0y, , 0y, =0y, se

exprima y; si y, in functie de acest parametru si se diferentiaza, obtinandu-se:
O L .

%Vl =¥y = ESZI’IZCY

EVZ =y,, =Lsin2a0 —Lsina (b)
Dy, = Lcos2a ba

Eﬁyz = (2L cos2a —Lcosa)@a

In acest caz relatia (a) devine:

GLcosa [da +2G(2Lcos2a - Leosa)[Ba =0 (c)
si deoarece 0a #0, rezulta:

Scos2a —2cosa = 0.

Si

Inlocuind cos2a =2cos’ a -1 se obtine ecuatia:
10cos> a =2 cosa —5 = 0,care rezolvatd ne furnizeaza solutiile O i 5.

Se observa cd la rezolvarea problemei de echilibru cu ajutorul principiului
lucrului mecanic virtual nu a fost necesara determinarea fortelor de legatura din
articulatii §i reazeme.
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Aplicatia 2

Se da sistemul format din trei corpuri de greutati G, G, si G;, legate intre
ele prin fire inextensibile (aceeasi cu aplicatia de la paragraful 13.6) ca in figura
15.4, unde sunt date elementele mecanice si geometrice corespunzatoare. Discul
(3), se rostogoleste fara alunecare pe planul inclinat cu unghiul O .

Se cere sa se stabileasca legea de miscare a sistemului.

Gz [] Rz, rz, \]2
_ ] 2)
MI /-.
Gz, Ry 5 S ’ £,
@ T O, ) -
Ml
2N T
0,2 3 . 1
F| X, ¢ b
AR M 3 | 1T
_ x
a \nN

GV
Fig.15.4.

Rezolvare

Analiza cinematicd este prezentatd in
tabelul 15.1. Discul (3), rostogolindu-
se fara sa alunece, atunci punctul / de
contact cu planul inclinat este centrul
instantaneu de rotatie, iar forta de
frecare, de alunecare 7 < uN fiind

aplicatd in / nu da lucrul mecanic
(viteza relativa dintre roata si plan in
punctul / fiind zero). @ Se  aplica
principiul lucrului mecanic virtual
sub forma (15.26):

0L =G,0h —ma,0h — M, [dp, — G,Oh,sina —m,a,0h, -

~M! B¢, - M B, =0.

(a)

Tabelul 15.1.

Corpu | Felul miscarii Deplasarea Viteza Acceleratia
[
(1) | Translatie hy v, =h, a, =v, =h,
h
) ¢2 =_1 w, = V1 £, :ﬂ
(2) | Rotatie R, R, R,
r. r. r.
hy=r¢,=—=h, V3=R_2V1 a, =—=—a,
2 2 2
(3) |Plan -paralela | ¢ _h_ n W, = £ £, = 2,
R, R,R, R,R, R,R, '

Inlocuind masele m,, m, m; cu greutdtile G;, G,, G; si fortele de inertie
F', F,' precum si cuplurile de inertie M, M cu sensurile lor date in figura 15.4,

in relatia (a), se obtine:

5L=G, b - %ia oh -

a, [Oh, — G, SinO{r—ZDBh1 —i%éal [Oh, —
g R2R2 R2 g 2

G,R;
—#ERL%% [oh, — G, cosa £
2¢ HR.R, R.R

[dh, = 0.

1
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Dand factorul comun O/ #0 se obtine o ecuatie de gradul intdi a carei
solutie este :

G, GR—Slna G, cosa

15.4. Principiul lucrului mecanic virtual in cazul

unui sistem cu mai multe grade de libertate
Fie un sistem cu 4 grade de libertate, caracterizat prin coordonatele
generalizate: ¢;, ¢»...,q, 1 actionat de n forte exterioare direct aplicate
F,F,,.....F Vectorul de pozitie al punctului 4, de aplicatie al fortei F, este:

r= Z(qvqr2 ...... 9.9, t) (15.27)

Ne propunem sa determindm conditia de echilibru a sistemului (de exemplu,

valorile fortelor pentru o anumitd pozitie de echilibru datd). Pentru aceasta se
aplica principiul lucrului mecanic virtual sub forma (15.22):

oL = ZF 57 =0
unde conform relatiei (15.27) avem:
or, -a—rd R or, 0q, +....+ﬂ6qk +. +—5 ; (15.28)
dq, Jdq, 2q, ﬁ
si prin urmare:
Lo OF or
OL=Y F l F EI—5 =0, 15.29
D) @ (1329)

iar prin inversarea ordinei de insumare rezulta:

L=y EZ e %qk =0, (15.30)

Se defineste forta generalizata prin expresia:

0, = d—r:ZEX" 0% 1y 9isy dzf% (15.31)
& 'dq, £ 2q, dq, dq,

Se observa ca forta generalizatd Q; poate sd aibd dimensiunea unei forte
daca g, are dimensiunea unei lungimi sau a unui cuplu, dacd g, este o marime
adimensionald (un unghi). Relatia (15.30) se mai scrie in functie de fortele
generalizate astfel:

oL = ;deqk =00q,+0,0q,+...+0,0q, +...+0,0q, =0. (15.32)
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Analogia formala dintre relatiile (15.32) si (15.26) justificd denumirea de
forta generalizata datd expresiei (15.31).
Daca legatura este olonomd (§i prin urmare Jgq,, 0q,,..., Og, sunt

independente), pentru ca ecuatia (15.32) sa fie posibild este necesar sa existe
simultan relatiile:

0,=0, 0,=0.,..., 0, =0. (15.33)

Fortele generalizate pot fi calculate cu ajutorul formulei (15.31) sau mai
simplu, in modul urmaitor: se considera variabild succesiv, cate o singura
coordonatd generalizata ¢, , deci Ogq, #0 si se pastreaza constante celelalte

coordonate generalizate, obtinandu-se:

(5L )qk var iabil

T 5, 15.34
. g, (15.34)
De exemplu, daca : g, Z0 si d¢q, =d¢q, =....0¢q, =0, adica:
oL)
(5L)ql variabﬂ: Q1 Bql Sl S€ Obtlne: Q1 = % .
q,

In mod analog se obtin si celelalte forte generalizate.
Relatiile O, =0 (k=1,2,3,...h) conform (15.32), reprezintd conditiile de
echilibru cautate.

Aplicatie

Se da sistemul de doua bare articulate in O (articulatie fixa) si A
(articulatie mobila) actionate de fortele P;, P,, P;, P, aplicate respectiv in punctele
Ay, Ay As A4 cain fig.15.5. Barele fac cu orizontala respectiv unghiurile a; si a;
si au lungimile O4, =L, (04, =L, /2) respectiv 4,4, =L,, (4,4, =L, /2).

Se cere sa se determine pozitia de echilibru a sistemului.

Rezolvare

Sistemul are doua grade de libertate a; si
a,, care joaca rolul coordonatelor g; §i g..

Se aleg axele ca in figura 15.5. Pentru a
determina pozitia de echilibru vom
determina fortele generalizate Q; si Q> si le
vom egala cu zero.

Sistemul fiind in planul xOy, formula
(15.31) se scrie pentru Q; astfel:

lei dxi+YQ%

"da, 'da,

Fig.15.5
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in care proiectiile pe axe ale fortelor X;, Y; sunt:
X,=0,%=-F, X,=-P, ¥, =0,
X;=0, ¥, =-F, X,=-F,Y=0,
Z,=72,=2,=72,=0
4
Deci: lez iﬁxl._'_Yiﬁyi _Rdyl_Pzdxz_PSﬁ%_Bﬁx4.
= Ja, Ja, Jda Jda Jda Ja

1 1 1 1

Coordonatele celor patru puncte in care sunt aplicate fortele sunt respectiv:

[k, =05 L, cosa, A [k, =L cosa, +05L, cosa,
1 Eyl =05 L, sinq, ’ E)/S =L sina, +0,5L, sinq,
A, %xz =L c?sal AL Hc4 =L, c?sal +L, c.osa2
[y, =L sinQ, [y, =L sina, +L,sinq,.
dyl 0x2 ay3 dx4

Calculand derivatele partiale

si inlocuind expresiile lor in

. da,’ da,’ da,

o : P
expresia lui Q; se obtine: Q, = L@—jcosal — P, cosa, + P, sina, + P, sinalél

P,
Analog se obtine: 5, Y L H——3cosa + P, sina H
g Q2 Z EX E: 2 |:| 2 2 4 2 |:|
Pozitiile de echilibru ale s1stemulu1 se obtin din ecuatiile: O0;=0 si respectiv 0,=0

P +2P

1 3 —_

15.5. Calculul reactiunilor cu ajutorul toeremei

lucrului mecanic virtual.

Pentru a se calcula o anumita reactiune a unui corp sau sistem material
supus la legaturi, se suprima legatura respectiva si se introduce reactiunea cautata.
In continuare se aplici sistemului o deplasare virtuald elementard, care si fie
compatibila cu legdturile ramase. Pentru aceastd deplasare, reactiunea in cauza si
fortele direct aplicate (date) efectueaza un lucru mecanic virtual: aplicand
principiul lucrului mecanic virtual se obtine o relatie ce contine ca necunoscuta
tocmai reactiunea pe care dorim sa o calculam.

In mod analog se pot calcula eforturile din barele unei grinzi cu zabrele:
pentru aceasta se sectioneazad bara respectiva a grinzii cu un plan imaginar, se
introduce un efort axial (de Intindere) si in continuare se aplica principiul lucrului
mecanic virtual, dand sistemului deplasari virtuale (compatibile cu legaturile
ramase).



Aplicatie
Se considera o barda AB = L, articulatd iIn 4 si simplu rezemata in B,

actionatd in punctul C de forta concentrata P , inclinatd cu unghiul a fata de axa
barei (fig.15.6). Aplicand principiul lucrului mecanic virtual, se cer fortele de

legatura din A4 si B. _
P
H A
P — x ; |
}591 C 2 B
?N

A c oy B TV

J ©
a
< L
@
A (@)
N
v A
H.
(b) S
Fig. 15.6 ©

Rezolvare

Pentru calculul reactiunilor din 4 si B (fig. 15.6,a) se izoleaza bara AB
prin suprimarea legaturilor, introducdndu-se reactiunile H, Vsi N (fig.15.6,b).

a. Pentru calculul reactiunii N se da barei o rotire virtuala 06, in jurul punctului
A (fig.15.6,¢). Deplasarile virtuale liniare dy,, dy,. ale punctelor de aplicatie ale
fortelor ce actioneaza respectiv in punctele B, C sunt legate de deplasarea 00, ,

prin relatia: Fe - % =1g(06, )= 06,
a

deoarece 06, fiind un unghi foarte mic :sind6, =86,, cosdf, =1.
Avem deci relatiile: oy, =adb, oy, =106
Lucrul mecanic virtual corespunzator acestor deplasari este nul, deci:
OL =Psina By, — Nldy, =0
sau: Psina La (06, — N [L D6 =(aPsina — NL)[D6 =0
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Cum 06, # 0, rezulta reactiunea N din anularea primului factor:
Pa
N =—sysina.
L

b. Pentru calculul reactiunii V' se da barei 4B o rotatie virtuald (elementard) 66, in
jurul punctului B (fig.15.6.d). Se obtin pentru deplasarile virtuale ale punctelor
C si A valorile: dy. =bd0,; dy,=Ld06,, iar lucrul mecanic virtual al
fortelor respective corespunzator acestor deplasari este nul:
OL =-V By, + Psina &y, =(-VL + Pbsina )36, =0

Cum 06, # 0, rezulta reactiunea /" din anularea primului factor:
Pb .
= —sind.
L

c. Pentrul calculul reactiunii H, se da o deplasare virtualda orizontala o
(fig.15.6.€). Lucrul mecanic virtual al fortelor respective corespunzator acestei
deplasari este nul: 0L = H [&x — Pcosa [bx =(H — Pcosa ) Ldx =0

de unde: H = P cos a.

Se poate aplica acelasi rationament in cazul unei bare incastrate actionatd de
o fortd exterioard, sau unui sistem de doud sau mai multe bare articulate si
rezemate.

15.6. Ecuatiile lui Lagrange de speta a doua

Cele mai reprezentative ecuatii ale mecanicii analitice sunt ecuatiile lui
Lagrange. Pentru deducerea lor se pleacad de la relatia ce reprezinta sinteza celor
doua principii prezentate anterior, adica relatia (15.25):

Z(F ma )or =0 (15.35)

Sa consideram un sistem material (de puncte sau corpuri) a carui
configuratie este definitd de 4 parametri independenti g, ¢5,.....,qj.....,g» cunoscuti

sub numele de coordonate generalizate. Vectorul de pozitie 7 al unui punct

oarecare A; al sistemului depinde de coordonatele generalizate, iar in cazul
legéturilor reonome, depinde explicit si de timpul ¢, adica:

= E(ql,qz, ..... Giree-, t) (15.36)
Deplasarea virtuald o7, se poate deci scrie astfel:
h
or, = Z(?_rqu (15.37)

Introducand (15.37) in (15.35) obtinem:

n h

5 (7 -ma)y 264, =0 (15.38)
2 = dq

k
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n h 7 7
sau: Z; 1[—Ion.—r [—Id—r dq, =0
=1 &= qu d
sau inversand ordinea de insumare:
Z EZ " a9 5, =0 (15.39)
qu ,-_ qu

Se observa ca primul termen al parantezei reprezintd fortele generalizate
care au fost definite anterior (15.31) prin:

0=SF on (k=12,....h) (15.40)
& ' dq,

Totodatda se pot efectua asupra celui de-al doilea termen al parantezei
urmatoarele transformari:

or, dv,or, _d[ _ 0Jr, _d [1or,
m.a, —=m, =—Hny, —H-myv,—
qu dt dq, dt aq, dt [Pq,

% B= d %” _oF E _av
i 1 mzvz_ . i i_ ’_mivi_
0qk dq,0dt O dr q, 2q,

pentru masele m; constante.
Pe de alta parte, din relatia (15.27) rezulta

Z O 44,07 0%y 49T 4 4 490, 490 (15.42)
dq, dt dt dql dq, dq, Ot

(15.41)

_ dr
vl

unde ¢, = % fiind vitezele generalizate.
t

Consecinta imediata a relatiei (15.42) este faptul ca:
ov. 0r

—=—" i=1,2 ..n; k=12 ..h (15.43)
d% d%

In acest caz relatia (15 41) devine:
m.a, Eldi E*m v, LA
29, 0% 2q,

WRLEW % s
dt @q, (2 dg, 2 "0

Energia cinetica E a Intregului sistem material este:

E=S %mv (15.45)

i=

(15.44)

deci expresia (15.44) insumaté pentru toate punctele materiale ale sistemului se

mai poate scrie: S ma, —-= —%E’ (15.46)
= ko qu
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In virtutea relatiilor (15.40), (15.46) si a unei schimbari de semn, relatia

(15.39) devine:
0E [
%E’dq -0, %5% =0. (15.47)

Deoarece legdtura este olonomd, in consecinta deplasdrile virtuale
&,,9q,,.....,0q, sunt independente si diferite de zero, atunci pentru ca ecuatia

(15.47) sa fie satisfacuta, este necesar ca toti coeficientii sa fie nuli, adica:

i 0? }0_E_Qk =0 (15.47)
dt 94,0 94,

sau: 4 ‘71? E—a—l_;:Qk (k=12,...h) (15.48)
dt q: [ d%

si sunt numite ecuatiile lui Lagrange de speta a doua si reprezinta un sistem de 4
ecuatii diferentiale scalare cu 4 necunoscute g, ¢, ...q, deci comod de aplicat n
diferitele probleme concrete. Fortele generalizate sunt date de (15.31) sau (15.34):

Qk F——ZEX i +Y0y’ +Z % Qk (5L)qk va)zabzl'

& 'dq, 2q, q, 0q,

Observatii:

1) Pentru studiul miscarii unui sistem de puncte materiale cu mai multe grade de
libertate, cu ajutorul sistemelor de ecuatii (15.44), este necesar sa se stabileasca
expresia energiei cinetice a Intregului sistem £ si a fortei generalizate Oy, in
functie de coordonatele generalizate, de vitezele generalizate si de timp.

2) Expresia energiei cinetice £ se determina relativ usor. Se exprima
coordonatele (x; y; z; ) ale unui punct oarecare 4; in functie de coordonatele
generalizate ¢;, ¢,.....qp; se deriveazd 1n raport cu timpul coordonatele
punctului 4; si apoi se formeaza suma:

n 1 . .
E= —m,(x,2 + 37 +z'.2)
2 1 1 1 1
=
Expresia lui £ poate fi determinata si ca suma energiilor cinetice ale fiecarui
corp din sistem tindndu-se seama de particularitatea miscarii corpului

respectiv.
3) Expresia fortei generalizate Q; se poate determina fie tinand seama de
expresia (15.31): Z EX a +K Ji +Z oz, %
= aq, q; dq,
6L)qum
sau de formula (15.34): 0 = .

0q,
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Aplicatie

Se da sistemul format din trei corpuri K;, K, Kj;, legate intre ele prin fire
inextensibile din figura 15.7 ; 1n figurd sunt trecute elementele mecanice si
geometrice ale corpurilor, precum si sensurile de miscare ale corpurilor; asa cum

se observa corpurile au urmatoarele miscari: de translatie, de rotatie si plan-
paralela.

Se cere sa se determine migcarea sistemului cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange.

Rezolvare

Problema are doud grade de
libertate si  se iau drept
coordonate generalizate
distantele q; si ¢, din fig. 15.7.
Energia cineticd a intregului
sistem este suma energiilor
cinetice ale celor trei corpuri
(cu miscarile lor particulare, iar
rotile se considera omogene):

E=E +E +E, ,unde:

1 1 1
E3 = §m3v23 +EJC3(U32 - E g q9, +ZE3R320)32
Pentru corpul K, care executd o miscare de rotatie in jurul centrului sau de
7, _ Vs 1G

1G,.,,1G

masa C,, se poate scrie: W, = Gh si vom avea: E, = 2 2. .
T g
2

2

Pentru corpul K3, , care executa o miscare plan paraleld, avem:
_ 4o v,

’ C3I3 R3 - C313

}2.2R3q.2' . adica w3:R2q'2+r2q'1
R,q, 1,4, R,R,

o
si prin urmare: E, = 1G3q'22 + 1G, LR,q, + 14, '
2 g 4¢g R
Rezulta energia totala a sistemului:
E:H1G1+1G2+1G31”22 2+3G3q2_'_1G3r2q.q.
g 4g 4gRE 4g7 2gR T

, unde v, :;—2q'1 si deci
2

Cl, =

373

2
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Derivatele ei partiale 1n raport cu g, , ¢ 1 in raport cu ¢,, ¢, sunt:

o8 _0E

dq, 0q,

oF _[G,  1G, . 1G, " H | 1G, r, .
+ + > 1 + —q,
d, He 2g 2g& 2 g R,

OE _3G,. 1G
____qz Pu—

dq, 2g 2 g R,

Pentru determinarea fortelor generalizate Q; si O, se calculeaza lucrul
mecanic virtual considerand pe rand ca variabile, coordonatele g; si respectiv ¢;:

Q — (5L)q1variabil — G15q1 - G . Q - (JLh2variabil - G3 Slna mql
- 9q, 6¢, T &g, oq,

Ecuatiile lui Lagrange (15.48) se scriu deci

1 0 r, . U
2_@11 +G +G— 3 Q2D Gl
g0 R, 0O

G . . rn. :
— + 24 H=G.sina.
2g qZ R2 ql% 3

=G, sind.

Rezolvand sistemul se obtine:

6G. —22G, sina 6G, -2 Gsina
.. .. . r
q, = ? 2 g, 4, :EgSll’la _ER_Z ? 2 g
6G, +3G, +2G, 2 2 6G, +3G, +2G, 2
R R
2 2

15.7.Ecuatiile lui Lagrange pentru cazul particular al
fortelor derivand dintr-o functie de forta.

Sa consideram cazul particular (destul de des intdlnit in problemele de
mecanica teoreticd) in care fortele F, date derivd din functia de fortd U, , adica

avem:
F =gradU, = dei + dU'j dUl/? (15.49)
dx, 0dy~ Oz
unde U; depind de coordonate si eventual de timp, adica
U =U (x, Y1, Zpyeenns Xis Vir Zigerrees Xp Vi Zns 1) (15.50)

Relatia (15.49) este echivalenta cu relatiile:

Xl—&l}’i—dlZ—dl (15.51)
ox, dy, oz,
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In acest caz forta generalizati conform (15.31) se scrie:

oz
- 797 - % +Y Yivz
Q = an ZEX an qu E:
_ U, 0x, dUl. 2y, +07U1~ 021.
Z x, 0q, 0y. dq, 0z dq,
” ‘E__@ZU
= qu qu - 0Qk

unde s-a notat ZU’ =U functia de fortad corespunzatoare intregului sistem,

(15.52)

care depinde de aceleasi coordonate ca si functiile U; si eventual de timpul ¢ :

U= U(qb q2..-.4n t) (1553)

In cazul in care forta generalizatd O deriva dintr-o functie de forta U se
obtine din relatia (15.52). Ca si in mecanica newtoniana, forta generalizata Qy se
numeste conservativd.

Tinind seama de expresiile (15.52) ale fortelor @, ecuatiile (15.48) devin:

dHOE L OF U (=1p,..h) (15.54)
di[94, 0 dq, 9,
sau:
dHE B 9 (£+v)=o0. (15.55)
dt[9q.0 9q,
Aceste ecuatii capata o forma mai simpla daca se considera functia:
L=E+U (15.56)

numitd functia lui Lagrange sau potentialul cinetic al sistemului material.

Se observda ca, in general, energia cineticd depinde de coordonatele
generalizate, vitezele generalizate si timp, iar functia de forta depinde de
coordonatele generalizate si timp:

E=E(q,.4,q,:6,9,q, 1) U=U(q,4,...q,.) (15.57)
si deci:

L=E+U=L(q,.q,, ' q, 4,4, rq, 1), (15.58)
atunci este evidenta relatia:

0—]f = d—E (15.59)

2q, 094,

si noua forma a ecuatiilor (15 55) este:

%;i 9Ly (k=12,...h) (15.60)
a9,
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Ecuatiile lui Lagrange scrise sub una din formulele (15.48), (15.54) sau
(15.60) sunt ecuatiile generale de miscare din mecanica analitica pentru un sistem
material supus la legaturi olonome.

Acestea reprezintd un sistem de /4 ecuatii diferentiale de ordinul doi, cu
necunoscute functiile g, = g, (¢), care in conditii date (care satisfac conditiile
initiale referitoare la pozitii (gi)y si la viteze (¢,),) conduc la solutii unice. De

mentionat ca problema directa a dinamicii are intodeauna solutia unica.

Aplicatie
Se considera un sistem format din trei corpuri de mase
my, my m3 $1 doud discuri de mase neglijabile (fig.15.8)
avan razele R; si R,. Sa se studieze miscarea sistemului

cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange, scrise sub forma
(15.60).

Rezolvare:

Sistemul de corpuri are doud grade de libertate
cinematicd, adica pozitia sistemului este determinata de
doi parametri independenti, reprezentati de unghiurile:
¢, s1 ¢,: q,=9,, q, =¢,, (cu conditia ca firele sa nu
alunece pe discuri). Vitezele celor trei corpuri, aflate in
miscare de translatie, sunt:

vl :R1¢1’. v2 :R1¢1 + R2¢2’. VS :Rl¢1 _R2¢2'

Energia cinetica a sistemului este:

E= E+E+E——mR¢ +— m(R¢ +R,) +— m(R¢ -R@,)

1 1
= E R12¢12 (ml + m, + m; ) + §R22¢22 (mz + ms ) + R1R1¢1¢2 (mz - m3)

Functia de forta a sistemului este:

U= _m1gR1¢1 + ng(R1¢1 + R2¢2) + m3g(R1¢1 - R2¢2)
U= gR1¢1 (_ m, +m, + m3)+ gR2¢2(m2 - m3)

Calculand derivatele partiele ale functiei lui Lagrange (L=E+U) in raport cu
¢, ¢,, ¢, ¢, siin raport cu timpul, si introducand aceste derivate in ecuatiile

lui Lagrange (15.60) se obtine urmatorul sistem de ecuatii diferentiale:
Rl(ml +tm, +m3)¢1 +R2(m2 _m3)¢2 :g(_ml +tm, +m3)

Rl (m2

_m3)¢1 +R2(m2 +m3)¢2 :g(mz _ms)

Rezolvand acest sistem, obtinem acceleratiile unghiulare

g, =€,

@, = &,, constante.
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15.8. Ecuatiile canonice ale lui Hamilton

Se reia studiul miscarii unui sistem de n puncte materiale supus unor
legaturi olonome si reonome, avand /# grade de libertate (parametrii {qk} im ) S

care este actionat de un sistem de forte conservative. Aceastd problema a fost
studiata anterior cu ajutorul ecuatiilor lui Lagrange, care se scriu sub forma:

E:—L%—-o k=12,...h) (15.61)

unde L= qu,qz, QGG e ,qh,) este functia lui Lagrange sau
potentialul cinetic al sistemului material.

In anumite probleme este mai comod si se reducd ordinul ecuatiilor
diferentiale (15.61) de la doi la unu, adicd sd se giseascad un sistem echivalent cu
cel anterior, care sa contind 2/ ecuatii diferentiale de ordinul intai, rezultat care de
datoreaza lui W.R. Hamilton.

Inmultind cele # ecuatii (15.61) respectiv cu: ¢,, g,.....¢, si insumandu-le

h d oL h oL
] — ] —— = 15.62
St %}k %;qk o (15.62)

Folosind identitatea uv' =(uv ) —u'v, derivatele fiind in raport cu timpul, se
poate scrie:

v d[dL
;qugﬁ _de% 24, %quk (169

Introducand aceasta relatie in (15.62) se obtine:

d 0L . L L
; —4q,
dt q,

o
— —q, =0 15.64
; ag. & ; g 0 (15.64)
Observand ca functia Lagrange deplnde de coordonatele generalizate, de

vitezele generalizate si (eventual) de timp, derivata totald in raport cu timpul a
acestei functii este:

dL _ ¢
—q — 15.65
dr ququ Za 4T az (13.63)
Comparand relatiile (15.64) si (15.65) constatam ca prima relatie se mai
poate scrie sub forma:

d 2 UHadL oL dL
15.66
PN SR (1566

Se defineste impulsul generalizat , corespunzator coordonatei generalizate

qx prin expresia: P, = j—L (15.67)
4

se obtine:

|IIII|

IIIIII
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oL_, (15.68)

H or

Se observa ca daca % =0, relatia (15.68) conduce la o integrald prima, adica:

h
Relatia (15.66) se mai scrie: % § p.4, —L

h
;pkc}k - L =const.

h
unde expresia: H = ;quk -L (15.69)

se numeste functia lui Hamilton. Aceastd functie are dimensiunea functiei lui
Lagrange L, respectiv a unei energii $i joaca un rol important in mecanica.

Aceasta functie este o constantd a miscarii atunci cand functia lui Lagrange
nu depinde explicit de timp. In cazul legaturilor scleronome, functia lui Hamilton
reprezintd energia mecanica totala a sistemului. Deoarece In cazul legaturilor
scleronome, energia cinetica este o forma patratica in vitezele generalizate ¢, ,
aplicand teorema lui Euler pentru functii omogene de gradul m :

Xy 2+ =mlf(x,y,2,..)
si obsevand ca: p, = 0? = 0? + dl_] = dl_? (15.70)
dq, 0q, 9q, 94,
expresia (15.69) devme

H= Zpqu L= ;pqu (E+U)=2E-(E+U)=E-U (15.71)

H=E+V

Din aceasta ultima relatie rezulta ca in cazul mentionat H reprezinta energia
mecanica totala a sistemului de puncte materiale considerat. De asemenea rezulta
si faptul ca H=const. reprezintd o integrald prima a miscarii, adica
E+V=E,=const.

In continuare se urmireste transformarea ecuatiilor lui Lagrange (15.61) din
ecuatii de ordinul doi, 1n ecuati diferentiale de ordinul intdi. Pentru aceasta se
inlocuiesc variabilele ¢, , g, (k=1,2,...h) si t, prin variabilele: q,, p, (k=1,2,...h) si

t, adica de la functia lui Lagrange L =L(ql,qz,....,qh;cjl,c]z, ..... .4, ;t) se trece la o

functie de coordonate generalizate, de impulsuri generalizate si de timp, numita
functia lui Hamilton:

H:H(ql,qz,...,qh;pl,pz,...ph,t) (15.72)
Aplicand operatorul diferential d( ) acestei functii, rezulta:
h
dH = ;‘ﬂd " Z .+ 2 4 (15.73)
(9 pk ot

Aplicand acelasi operator diferential d(') relatiei (15.69), si tinand seama de
expresia functiei L se obtine:

oL c AL 4 dezE (15.74)

dH = iq'kdpk +}Zpkdq.k _ﬁﬁqu + Za_.qu

k =104,
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Tinand seama de expresia impulsului generalizat (15.67) relatia (15.74) se

. . 0L ! oL
scrie: dH = Z—qu qudpk ﬁ_dt (15.75)
Pe de alta parte tlnand seama de (15.67), ecuatiile lui Lagrange (15.61) se scriu:
—(p ) — -o sau 2 =p., (k=12,....h) (15.76)

dq

k

Relatia (15.75) se scrie:
h . h . dL
dH = —Z p.dq, + Z q.4p, _Edt (15.77)

Comparand cele doua expresii (15.73) si (15.77) ale diferentialei dH si
tinand seama cd variabilele ¢, , p, (k=1,2,...h) sit sunt independente, rezulta:

0H _. OH _ .
azqn $=pk; (k=12,..,h) (15.78)
$i aalj ‘Z—f (15.79)

Ecuatiile (15.78) formeaza un sistem de 24 ecuatii diferentiale de ordinul
intdi, mai usor de rezolvat decat cele /4 ecuatii diferentiale de ordinul doi ale lui
Lagrange. Ecuatiile (15.78) se numesc ecuatiile canonice ale lui Hamilton.

Derivand in raport cu timpul functia lui Hamilton (15.72), se obtine:

dH " OH U oH
— — + — 15.80
bl Ja. q ; pk (15.80)
fnlocumd expresiile (15. 78) in expresm derivatei (15.80) se obtine:
dH 4 oH dH _0H
+ +— sau: —=— 15.81
ST (P ;qkpk J - a1 (15.81)
deci derivata totala si derivata partiala in raport cu timpul a functiei lui Hamilton

sunt egale.
Daca H nu depinde explicit de timp si respectiv daca L nu depinde explicit
de timp (vezi relatiile (15.78) si (15.80)), atunci:

cil—H =0, deci H=constant. (15.82)

t

In cadrul teoriei lui Hamilton, miscarea se studiazi cu ajutorul
coordonatelor generalizate si a impulsurilor generalizate, care se determind cu
ajutorul relatiilor (15.78).

Marimile q,, p, (k=1,2,...h) se numesc coordonate canonice i cu ajutorul
lor se determind starea dinamicd a unui sistem de puncte materiale. Se poate
spune cd miscarea sistemului este cunoscutd daca se cunosc coordonatele unui
punct in spatiul 2/ -dimensional, numit spatiul fazelor. In acest spatiu ¢ si p,
sunt coordonate conjugate. In cazul unui sistem cu un singur grad de libertate,
spatiul fazelor devine planul fazelor, coordonatele fiind ¢ si p.
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e « Aplicatie

y

> Se considerd o bard omogena de lungime
OA=L si greutate G, care se misca in planul
vertical, In jurul unei axe orizontale ce trece prin
capatul ei O (fig.15.9). Se cere sd se obtina ecuatia
diferentiald a miscarii folosind cele doua metode:

a. Ecuatiile lui Lagrange

b. Ecuatiile lui Hamilton

v G

Fig. 15.9 Rezolvare:

Sistemul are un singur grad de libertate, parametrul miscarii fiind unghiul
6. Deci unica coordonata generalizata fiind ¢ =6 si singura fortd exterioara

fiind greutatea barei G, care este o forta conservativa, careia ii corespunde
functia de forta :

U :%GCOSG +C :éGcosq +C

unde C este o constanta arbitrara.
Energia cinetica la un moment oarecare ¢ este:
1 1G L, L
E=—Jw -1G6L g _OL
2 2g3 6g
Deci functia lui Lagrange are expresia:
Gl GL
G’ +—cosqg+C
6g 2

Miscarea depinzand de un singur parametru, se scrie o singura ecuatie a lui
Lagrange, de tipul (15.61), pentru aceasta se calculeaza derivatele :

oL _ GL . oL _GL . d%%Gﬁ .
—=osing, —=——q; — - g
0q 2 0§ 3g dt [0q 3g

deci ecuatia lui Lagrange se scrie:

2
GL éj+@sinq=0 sau : ('j+3—gsinq =0
3g 2 2L

ecuatie cunoscuta de la pendulul fizic, studiat la paragraful 13.4.

L=E+U=

La aceeasi ecuatie se poate ajunge folosind teoria lui Hamilton. Functia lui
Hamilton se scrie conform relatiei (15.69), pentru cazul particular in care
avem o singura coordonata generalizata si un singur impuls generalizat p:

h
Hzgpkq.k —L=pg-L

unde impulsul generalizat ce scrie conform relatiei (15.67):
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oL _GL’ J

dq 3g
Daca se exprima din aceastd relatie viteza generalizata in functie de
. : . _ 3g . . . . :
impulsul generalizat: ¢ = TE psi se inlocuieste in expresia de sus a

functiei lui Hamilton, se obtine: H = 3_g2 p’- E@iz p’+ @cosq + CH
GL 2 GL 2 il

Ecuatiile canonice ale lui Hamilton (15.78): —=¢q;, —=p

3¢ . GL . _

Gsz_q; Tsmq—‘l?

unde daca se elimind impulsurile generalizate, se obtine ecuatia diferentiala
de ordinul doi a miscarii barei, pe care am obtinut-o mai sus folosind
ecuatiile lui Lagrange:

2
oL éj+@sinq20 sau : q+3—gsinq20
3g 2 2L

in acest caz devin:

15.9. Elemente de stabilitate
15.9.1. Echilibrul stabil. Teorema Lejeune-Dirichlet

Fie un sistem de n puncte materiale supus la legaturi ideale olonome, a carui
pozitie depinde de 4 parametri — coordonatele generalizate q;, ¢, ... q, — $i
actionat de forte conservative, care deriva din functia de forta U(q,, q», ... gi).

Pentru ca sistemul sa fie in echilibru, conform principiului lucrului mecanic
virtual si conform relatiei (15.56) avem:

OL=0U = ol dq, + W, Ldq, +. +—6 ZSU , =0 (15.83)

¢, dq,
Deplasarile virtuale fiind arbitrare, dln relatia (15.83) rezulta conditiile de
echilibru:

=0, =0,.... ,—=0 (15.84)

Aceste relatii reprezintd expresia matematicd a faptului ca functia U 1a
valori extreme (maxime sau minime) pentru configuratiile de echilibru ale
sistemului de puncte materiale considerat.

In continuare ne intereseazi determinarea conditiilor pentru care
configuratiile de echilibru sunt stabile. Se spune ca o configuratie de echilibru
este stabila dacd la o perturbare foarte mica a sistemului de puncte materiale aflat
in echilibru, noua configuratie nu se indeparteaza foarte mult de configuratia de
echilibru.
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Studiul stabilitatii echilibrului are la baza teorema Lejeune-Dirichlet, cu
urmatorul enunt: “daca in configuratia de echilibru a unui sistem material,
asupra caruia actioneazd un sistem de forte conservative, functia de forte U, are
un maxim, atunci echilibrul este stabil”.

Pentru demonstrarea acesteil teoreme se considera un sistem material in
echilibru si se noteaza cu ¢/, q,,...q, valorile coordonatelor generalizate date de

ecuatiile (15.84) si care corespund ecuatiilor de echilibru. Se efectueaza o
schimbare de variabile astfel Incat configuratia de echilibru sa corespunda originii
noului sistem de coordonate: ¢,=0, ¢,=0, ... ¢,=0. Intrucat functia de forte U poate
fi determinatd cu aproximatia unei constante, se alege aceastd constanta astfel
incat functia de forte sa fie nuld in origine, adicd configuratiei de echilibru fi
corespunde U(0, 0, ...0)=0, valoare ce este consideratd maxima pentru U. Rezulta
ca, intr-o vecinatate a originii, U are valori negative, respectiv energia potentiala
V=-U, are valori pozitive, iar in origine valoarea zero.

Se presupune ca sistemul este deplasat intr-o configuratie vecina arbitrara si
cd se impun punctelor sistemului, viteze arbitrare mici. In noua configuratie,
functia de forte U are valoarea U,<( si datorata variatiilor mici ale coordonatelor
s vitezelor mici imprimate, valoarea functiei de forte in modul si a energiei
cinetice sunt inferioare unor valori pozitive &, & arbitrar de mici, adica:

U,| <&, E,<Eg,. Intre configuratia initiald, caracterizatd prin Uy si E, si 0 pozitie
infinit vecina, caracterizata prin U si V' se aplica teorema energiei cinetice:

dE =dL =dU (15.85)
1 n 5 1 n 5

sau —Symv, ——SYmv, =U-U 15.86
2 £ i 2 Z i i0 0 ( )
1 n 5 Bl_ n 5 B

sau —Yymyv, =U+ myv, —U 15.87
2 ; i [Q ; i i0 0 |:| ( )

Membrul stang al expresiei (15.87) reprezinta tocmai energia cinetica totala
E a sistemului material, care este o marime pozitiva, deci si membrul drept al
egalitatii trebuie sa fie pozitiv. Paranteza din membrul drept este pozitiva, pentru
ca este suma dintre o energie cinetica pozitiva si cantitatea (-Uj) care este pozitiva
intrucat U, <0. Deoarece, dupa rationamentul de mai sus, avem:

i i0

1n
E, =Egmv2 <g,, -U,<g

1 n
rezultd ca: EZmivfo -U,<¢g +¢g,=¢ (15.88)

unde: £, + €&, = € este un numar pozitiv, arbitrar de mic.

Relatia (15.87) devine:

1 n 5
—SNSmyv =U+¢ 15.89
2Z v, ( )
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Primul membru al inegalitatii (15.89) fiind pozitiv, avem:
U+e>0 (15.90)
Daca configuratia de echilibru considerata nu ar fi stabild, atunci sistemul
material s-ar indepdrta mult de configuratia de echilibru, deci parametrii q;, g, ...
gk --- qn ar lua valori mari si implicit functia de forte U(g;, ¢, ..., g4) ar lua de
asemenea valori mari, ceea ce ar duce la U + £ <0, U fiind negativ.

oo . o : .
Dar U + & <0implica 5 Z my’ <0, ceea ce este imposibil. Deci functia de

forte U, trebuie sa fie neaparat mica, adica:
U|<n, n<e, (15.91)
unde 1 este un numar pozitiv, arbitrar de mic, mai mic decat £ care este de

asemenea un numar pozitiv, arbitrar de mic.

In concluzie, conform relatiilor (15.91), valorile coordonatelor generalizate
q:5 492 - qr ... qn trebuie sa difere foarte putin de cele din configuratia de
echilibru, deci echilibrul este stabil in conditiile teoremei Lejeune-Dirichlet
(functia de forta U trebuie sa fie maxima).

Din punct de vedere matematic, pentru ca o functie de forte U(q,, g>, ..., q1)
sd fie maxima este necesar si suficient sa fie indeplinite conditiile (15.84):

ou
0U=O, =0, . ... ,d—U=0
dq, dq, g,
si toate expresiile urmatoare sa fie pozitive:
All Al2 Alh
A A, A A
A=-4,>0,4=]" "">0 .. 4= 7% >0 (15.92)
A21 AZZ ° ° °
Ahl AhZ Ahh

2
Mnde : Aij = %
! qiaqj =40 .4,=4" ..q;,=4)

iar ¢/, q,,..., q, reprezinta solutiile sistemuluide ecuatii (15.84).
In cazul unui sistem cu un singur grad de libertate, conditiile (15.92) devin:

Wy, lzj <0 (15.93)
dq 99" [,

Pentru un sistem cu doud grade de libertate, conditiile de ehilibru stabil
(15.92) devin:

U U

dq, dq,

U U U 0°U
2 <0; 2 2 - >0;
dql l::"[; 0% 1:_‘71[:) 0Q2 1:‘71[:) qlqu l::"{:)

9,793 92=9> 92749 92=9>

O)
(15.94)
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Aplicatia 1
Se da bara AB=L omogena, de greutate G, AC=CB=L/2, rezemata de un
perete vertical si de punctul O (fig. 15.10). Se cere sa se determine pozitia de

echilibru si sa se stabileasca daca echilibrul este stabil sau instabil (distanta a>L1/2
este datd).

Rezolvare
sy B In raport cu sistemul de axe ales in fig. 15.10.,
functia de forta este:
U=-GyC+C
? O 4 1 ° WX sau: U:—GBEBinO—aBgG&C
% 2 il
£ 249 Pozitia de echilibru se determind cu conditia:
? a d_U =0
> aq ’
ou
Fig.15.10 —=—GB£ [¢os O — B=O,
06 2 cos’ 60

sau cosf =3 /2_a
L

Pentru a vedea daca echilibrul este stabil, se verifica daca este indeplinita

2 2
conditia: %% <0, adica: %% <0.
g [, 0" Ot

2 .
Astfel: al{:—GH—£Bin9—MH:GsinGB£+2aBL—H=3—LGSin9
00 0 2 U (12 2a] 2

cos’

Se observa ca pentru valori ale unghiului 0<6 sg (care convin problemei),

2
el
6 =V2a/L

ceea ce indica existenta unui echilibru instabil.

se obtine:

Aplicatia 2

Se da o placa omogena, de laturd a si greutate G;, se poate roti in plan
vertical 1n jurul unei axe orizontale ce trece prin coltul notat cu O (articulatie
cilindrica plana, fig. 15.11). De coltul 4 este prins capatul unui fir. Firul este
petrecut peste scripetele ideal B fara frecare, iar de celalalt capat al firului se
suspenda greutatea G, = N2/ 2@, .Se cunosc distantele O4A=0B=a
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Se cere sd se determine pozitiile de echilibru ale sistemului si sa se studieze
stabilitatea lor.
Rezolvare

Se noteaza unghiul JAOB =60 si atunci in raport cu
sistemul de axe ales in fig. 15.11., functa de forta este:

U=Gla£cosBT—9—EH+ G2&—2asin95+ C,
2 ] 40 U] 20

unde cu L s-a notat lungimea totala a firului (de la 4 la
greutatea G,). Singurul parametru de care depinde
echilibrul sistemului este unghiul 6, iar conditiile de
stabilitate sunt date de ecuatiile (15.93). Se calculeaza
mai intdi prima derivata a lui U in raport cu 6 si se
egaleaza cu zero:

Fig.15.11 Z_Z_G DleI\/z—_BmEB— GB—G Qagkgm_

Intrucat G, = 2/ 2G, se obtine:

sin@ —QH—COSQ =0, sau: sinBﬁ—EH}inEﬁ —EB=O
04 0 2 0 8 8

A

4 O mM 80
Solutiile ultimei ecuatii sunt: 6, = % 6, = g 0, = 3777

Derivata de ordinul al II- lea este:

U _ ¢ maﬁgos@—e@@m%mmg

00’ 2 04 O
0’U V2 .6 T
YE =Gua Elz—[% D‘ma—cosé’%—Q%
care pentru pozitiile de echilibru: 8, = % 8, = E 0, = 377-[

capata valorile:

U V2 (B 0
G = 0
E?WQ:Z 2 %(\/_ [)E>
PV _ooelRR 0,
06’ 2 EIS_ E
Ul _¢ DzEI\/—EM+—2D 0
D6 Gy 204 20
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. o . T
Prin urmare, echilibrul este stabil pentru 8, = 3

si instabil pentru 8, = g 0, = %T

15.9.2. Stabilitatea miscarii. Criteriul Routh-Hurwitz

Notiunea de stabilitate intalnitd la echilibru, a fost extinsd si la miscarea
unui sistem de puncte materiale. Astfel, migcarea sub actiunea unui sistem de forte
dat depinde de conditiile initiale. Daca la perturbatii foarte mici ale conditiilor
initiale corespund miscari ale sistemului care rdméan tot timpul in vecinatatea
miscarii neperturbate, miscarea neperturbata, este consideratd stabila, iar in caz
contrar, este consideratd nestabila. Prin anumite schimbari de variabile si
obtinerea sistemului de ecuatii ale miscarii neperturbate, se ajunge la concluzia ca
studiul stabilitatii miscarii se reduce la studiul stabilitatii echilibrului, analizata
anterior.

Problema stabilitatii miscarii este vastd, cu multe implicatii teoretice, iar
tratarea ei mai dezvoltati depiseste obiectivele prezentei lucrari. In consecinti ne
vom limita numai la unele aspecte cu caracter aplicativ.

Se considera ecuatiile de miscare ale unui sistem material sub o forma in
care timpul nu apare explicit, adica:

X =¢0.(x,x,,x,,..x,) , (i=123..n) (15.95)

Studiul stabilitatii miscarii datd de aceste ecuatii se poate reduce la studiul
stabilitatii unei configuratii de echilibru, considerata ca are loc pentru
x,=0, (i=123..n), conform ipotezelor adoptate. Dacd variabilele x, sunt
foarte mici, dezvoltdind in serie functiile ¢,(x,,x,,x,,...x, ) (atunci cand este

posibil), se pot pastra numai termenii de gradul I, atunci sistemul (15.95) se
transforma in:

X =a,x ta,x, t+..+tax (i=123..n) (15.96)

denumit si sistemul primei aproximatii.

Ecuatiile (15.96) reprezinta un sistem de ecuatii diferentiale liniare, astfel
incat solutiile pot fi de forma: x, = C.e”. Din conditia ca aceste solutii sa verifice
ecuatiile (15.96), si dupa simplificarea cu e"rezultd un sistem de n ecuatii

algebrice liniare si omogene in constantele C; (i=1/, 2, 3, ... n). Sistemul fiind
omogen, pentru ca C, # 0, trebuie ca determinantul coeficientilor si fie nul ,

adica:
all -r a12 aln
a a, —r .. a
21 22 2
A= " =0 (15.97)
anl an2 ann -r
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Acest determinant este echivalent cu o ecuatie algebrica de gradul » in
necunoscuta r, numitd ecuatie caracteristica, si anume:

ar" +ar” +.a_r +a =0 (15.98)

Daca solutiile ecuatiei (15.98) sunt reale si negative, sau sunt complex
conjugate cu partea reala negativa, atunci solutiile ecuatiilor diferentiale (15.96)
tind spre zero cand ¢ — oo, iar configuratia de echilibru este asimptotic stabila.
Daca exista o combinatie a celor doud cazuri anterioare, configuratia de echilibru
este simplu stabila. Daca numai una din radacinile ecuatiei (15.98) nu se
incadreaza in unul dintre cele doud cazuri anterioare, configuratia de echilibru
este nestabila.

Pentru aprecierea naturii radacinilor ecuatiei (15.98) se foloseste criteriul
Routh-Hurwitz care aratd ca toate radacinile ecuatiei au partea reala negativa
daca:

1. Polinomul P(r)=ayr" +ar"™ +..a_r +a, are toti coeficientii nenuli si de
acelasi semn;
2. Toti determinantii principali ai matricii :

Oa, a, 0 0 0 0 O
B a, a, a, a, 0 0 B
B a, a, a, a, a, B
%Zm—l 2m=2 a2m—3 a2m—4 a2m—5 am E
Ho o o o0 o0 0 a H
trebuie sa fie pozitivi, adica:
a, a,
A=a>0:4=" "1>0;
a3 aZ
a, a, 0 0 0
' Am _ a, a, a, a, 0 >0 (15100)
a2m—1 a2m—2 a2m—3 a2m—4 0t am

Se observa ca exista relatia de recurenta:
A =aA (15.101)

m

Daca se aplica criteriul Routh-Hurwitz unei ecuatii caracteristice de gradul
al II lea, deoarece 4 >0totdeauna, trebuie verificat ca:

a a,

=aa,—a,a,>0 si A =ad >0 (15.102)

3 a2
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Daca acelasi criteriu se aplicad unei ecuatii caracteristice de gradul trei,
atunci trebuie indeplinite conditiile:

a,

£=a,>0;4,=

G zga, —aa, >0, A =ad >0 (15.103)
a

3 a2
Aplicatie
Presupunand ca ecuatia de miscare a mangsonului regulatorului unei masini

se scrie sub forma:

mi+cx+thkx=A(w-w,)

unde: x este deplasarea mansonului regulatorului
m - masa echivalenta a sistemului,
¢ - coeficientul de rezistenta
k — constanta elasticd a arcului regulatorului;
w- viteza unghiulara instantanee a miscarii
w, - viteza unghiulara medie a miscarii
A - constanta

Pe de alta parte ecuatia miscarii regulatorului este data de:

Jw=-Bx

unde: J este momentul de inertie redus al organelor in miscare de rotatie
B - o constanta

Se cere sd se determine conditiile de stabilitate ale sistemului alcatuit din
manson si regulator.

Rezolvare
Ecuatiile diferentiale ale migcarii sunt:
mi+cx+hkx=A(w-w,) (a)
Jw=-Bx
Notand pentru migcarea perturbata:
xX=x, *tq,
st w=w, +q,
si introducandu-le in sistemul (a) se obtine un nou sistem:
mg, +cq, +kq, + kx, = Aq, )
Jq, ==B(q, *x,)
Acest sistem se rezolvd prin metoda derivarii si a elimindrii; dacd se

deriveaza prima ecuatie (b) in raport cu timpul si se elimind ¢, din a doua , se
obtine :
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mql + Cdl + kq.l = Aq.Z

e . , 4B AB (c)
mq, +cq, +k% +7Q1 +7xo =0
Ecuatia caracteristica a ecuatiei diferentiale (c) este:
mr3+cr2+kr+ATB=0 (d)

Aplicand criteriul de stabilitate Routh-Hurwitz se observa ca:
a,=m, a,=c, a’=k, a,=— (e)

Conform relatiilor (15.100), pentru ca miscarea sa fie stabild trebuie
satisfacute relatiile:

c m
A=c>0;A =|4B k:ck—mA—B>O;
— J
J
c m 0 ®
J J O J O
0 0 A8
J
Aceste conditii sunt echivalente cu:
%5 48>0 (2)
m

care reprezintd tocmai conditiile de stabilitate cautate.
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