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CUVÂNT ÎNAINTE 
 

 
Lucrarea îşi propune să fie un material util în pregătirea fundamentală a 

studenţilor din primii ani ai învăţământului superior tehnic, un material bibliografic de 
bază pentru examenul de licenţă al absolvenţilor universităţilor tehnice, pentru precum şi 
un material util inginerilor, profesorilor şi tuturor celor interesaţi în aprofundarea 
cunoştinţelor de Mecanică. Lucrarea este utilă totodată, pentru înţelegerea şi 
aprofundarea altor discipline tehnice de pregătire fundamentală cum sunt: Mecanica 
fluidelor, Rezistenţa materialelor, Mecanisme, Vibraţii mecanice, etc. 

Pentru o însuşire eficientă a cunoştinţelor teoretice prezentate, recomandăm 
rezolvarea independentă a aplicaţiilor prezentate la sfârşitul fiecărui capitol; aceste 
aplicaţii sunt reprezentative pentru fiecare capitol, fiind preluate din practica 
inginerească şi îmbunătăţite ca formă de prezentare şi  mod de rezolvare, nu prezintă un 
grad de dificultate prea ridicat şi sunt accesibile studenţilor care au parcurs deja un curs 
de Algebră şi Analiză matematică, Matematici speciale şi Geometrie Analitică şi 
Diferenţială, discipline care se predau în primii ani în facultăţile tehnice . 

În conjunctura actuală a reformei din învăţământul superior tehnic, introducerea 
sistemului de “credite transferabile”  presupune din partea studenţilor un efort mai 
susţinut în timpul semestrului; s-au introdus astfel o serie de activităţi individuale (cum 
ar fi: teme de casă, proiecte, lucrări de verificare pe parcurs, etc.) care îi permit 
studentului o pregătire constantă şi eficientă. În acest sens, considerăm că prezenta 
lucrare oferă un suport teoretic şi aplicativ valoros, tuturor studenţilor care doresc 
însuşirea şi aprofundarea cunoştinţelor de Mecanică teoretică. 

Lucrarea este o primă ediţie, având la bază un curs litografiat (referinţa 
bibiografică [6] ) precum şi notele de curs de Mecanică, predate de autori studenţilor de 
la Facultatea de Ştiinţa şi Ingineria Materialelor şi Facultatea de Inginerie Electrică a 
Universităţii Valahia Târgovişte, precum şi studenţilor de la Facultatea de Foraj - 
Extracţie a Univesităţii “Petrol-Gaze” Ploieşti.  

Suntem profund recunoscători d-lor profesori Nicolae ENESCU şi Ioan ROŞCA 
pentru răbdarea parcurgerii manuscrisului şi observaţiile făcute la recenzia ştiinţifică, 
precum şi tuturor acelora care au venit cu propuneri pentru îmbunătăţirea acestei prime 
ediţii a lucrării. 

 
 
 Târgovişte, 1999                     AUTORII 
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INTRODUCERE 
 

 
 

1. Conceptele fundamentale şi conceptele de lucru      ale 
Mecanicii newtoniene 

 La baza fenomenelor studiate în mecanică stau cele două noţiuni fundamentale: 
materia şi mişcarea. Evoluţia în timp a noţiunii de materie a fost deosebit de 
complexă. În antichitate noţiunea de materie a fost confundată cu noţiunea de 
substanţă (care este ndoar una din formele materiei), considerându-se că la baza 
diferitelor fenomene stau 4 substanţe: apa, lemnul, focul şi metalul. Chiar şi Newton 
avea o concepţie limitată despre materie, pe care o considera ca fiind totalitatea 
corpurilor fizice alcătuite din atomi (particule considerate invizibile). La noţiunea 
ştiinţifică de materie s-a ajuns în urma unor cercetări aprofundate de marii savanţi, 
care au definit materia ca o reflectare obiectivă a însuşirilor esenţiale ale obiectelor 
şi fenomenelor lumii exterioare. Materia este deci o categorie filozofică ce 
desemnează o realitate obiectivă şi existentă independent de celelalte noţiuni 
filosofice. 
 Materia are o structură duală: substanţa (materia discontinuă, discretă, 
concentrată) şi câmpul (materia difuzată în spaţiu şi continuă). În mecanica 
newtoniană a fost luat în consideraţie numai primul aspect, cel de substanţă. 
 O a doua problemă fundamentală a fost problema mişcării, care din cauza 
complexităţii ei a rămas neelucidată mii de ani. Timp de secole a dominat în ştiinţă 
concepţia lui Aristotel asupra mişcării: “un corp care se află în mişcare se opreşte 
atunci când forţa care acţionează asupra lui îşi încetează acţiunea”.  

Galileo Galilei a introdus prima dată în mecanică concepţia ştiinţifică de studiu 
a mişcării, demonstrând netemeinicia raţionamentelor aristotelice. Galilei trece de la 
prima etapă a cunoaşterii, utilizată de predecesorul său şi bazată aproape exclusiv pe 
simple observaţii, la abstractizări ale fenomenului mişcării şi apoi verificări 
experimentale - la practică. Concluziile lui Galilei au fost formulate cu o generaţie 
mai târziu de Newton, în celebrul Principiu al inerţiei. 
 Mişcarea este privită din acest moment ca o formă de existenţă a materiei, ca o 
însuşire esenţială a ei. Mişcarea, ca şi materia este veşnică, necreabilă şi 
indistructibilă, având un caracter general, absolut, iar repausul are un caracter relativ 
şi temporar. Deci, prin mişcare se înţelege orice fel de schimbare, transformare sau 
dezvoltare de natură fizică, chimică, sau fiziologică. În concluzie mişcarea a fost 
definită ca o formă de existenţă a materiei, un atribut intrinsec al materiei, care 
înglobează în sine toate schimbările şi procesele care au loc în univers, începând cu 
simpla deplasare a unui punct material şi teminând cu gândirea. Obiectul ştiinţei îl 
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constituie deci studiul general al formelor de mişcare şi al reflectării acestor mişcări 
în conştiinţa omului. 
 Mecanica studiază una din cele mai simple forme de mişcare a materiei 
cunoscute sub numele de mişcare mecanică, definită ca fiind modificarea relativă a 
poziţiei unui corp, sau a unei părţi a acestuia, în raport cu un alt corp considerat ca 
reper (sistem de referinţă). 
 Noţiunea de repaus în Mecanică este relativă (definită ca nemodificare a 
poziţiei unui corp faţă de un reper sau sistem de referinţă) şi trebuie cosiderată numai 
în raport cu un astfel  sistem de referinţă, presupus ca fix. 
 Prin reper sau sistem de referinţă se înţelege un corp care nu-şi schimbă forma 
şi dimensiunile, la care se raportează mişcarea mecanică. De obicei, în Mecanică se 
foloseşte triedrul triortogonal drept (dextrators), studiul mişcării mecanice a 
corpurilor făcându-se în raport cu acest sistem de referinţă presupus ca fix. Cum în 
natură nu există nici un reper despre care să putem afirma că este fix, pentru studiul 
mişcării interplanetare toate reperele vor fi considerate în mod necesar mobile. Dintre 
aceste repere se distinge totuşi o clasă de repere faţă de care legile mişcării se scriu 
sub o formă mai simplă şi în care principiile de bază ale mecanicii (stabilite de 
Newton) rămân invariabile. Acestea se numesc repere inerţiale. Un reper inerţial este 
deci un reper în care un corp punctiform (aflat la distanţe suficient de mari faţă alte 
corpuri, pentru a nu intra sub influenţa acestora) rămâne permanent în repaus sau în 
mişcare rectilinie şi uniformă. Orice sistem de referinţă aflat într-o mişcare de 
translaţie rectilinie şi uniformă faţă de un sistem inerţial este tot un sistem inerţial. 
 Diferenţa dintre Mecanica clasică şi mecanica relativistă constă în modul de a 
privi noţiunile fundamentale ale mecanicii (spaţiul, timpul şi masa) ca forme concrete 
de manifestare a materiei, mai exact proprietăţile atribuite lor.  

Mecanica clasică, care din punct de vedere istoric a apărut prima, consideră 
cele trei noţiuni fundamentale (spaţiul, timpul şi masa) ca fiind absolut independente 
una faţă de alta şi având următoarele proprietăţi: 

• spaţiul este infinit, tridimensional, continuu, omogen şi izotrop. Se utilizează 
spaţiul euclidian în care sunt valabile axiomele geometriei euclidiene şi principiile 
calculului diferenţial şi integral. 

• timpul este infinit, continuu, omogen,  uniform crescător şi ireversibil. 

• masa este o mărime scalară, pozitivă invariabilă, care reflectă proprietăţile 
inerţiale şi de gravitaţie ale materiei. Astfel avem: 
- masa inertă - o mărime fizică scalară pozitivă care reflectă proprietatea de 
inerţie a materiei (măsura de inerţie a unui corp în mişcare de translaţie) şi ea 
intervine în legea fundamentală a mecanicii stabilită de Newton:   amF = ; 
- masa gravifică - o mărime fizică scalară pozitivă care reflectă proprietatea 
materiei de a produce un câmp gravitaţional (de a acţiona asupra altor corpuri). 
Aceasta intervine în legea atracţiei universale, numită şi legea gravitaţiei 
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universale: 
2

21

r
mmfF = , unde F este forţa cu care se atrag reciproc două particule 

materiale de mase m1 şi m2  situate la distanţa  r  între ele. 
 În afara mărimilor fundamentale de mai sus, în Mecanică intervin frecvent o 
serie de mărimi derivate, cum ar fi: forţa, viteza, acceleraţia, impulsul, lucrul 
mecanic , etc. Forţa este definită ca fiind o mărime care măsoară interacţiunea 
mecanică dintre corpurile materiale şi are caracter vectorial. Un rigid îşi schimbă 
starea de mişcare sau de repaus în interacţiunea cu alt rigid, forţa fiind mărimea care 
caracterizează această interacţiune. 
 Mecanica relativistă priveşte noţiunile de spaţiu, timp şi masă ca formând o 
unitate indisolubilă şi interdependente. Datorită acestei ipoteze noi, se modifică 
fundamental proprietăţile noţiunilor fundamentale, astfel încât: 

- spaţiul nu mai este omogen şi izotrop. 
- timpul nu mai este omogen. 
- masa nu mai este invariabilă, depinzând de viteza cu care se mişcă corpul. 

 Aceste noi ipoteze au fost acceptate în momentul în care au apărut primele 
rezultate experimentale care contraziceau concluziile calculului teoretic al mecanicii 
clasice. Aceste rezultate experimentale se refereau la mişcările cu viteze foarte mari 
ale particulelor atomice pentru care raportul dintre viteza particulei v şi vitaza luninii 
c nu poate fi neglijat în raport cu unitatea şi pentru care trebuie aplicate principiile 
Mecanicii relativiste.  

În cazul mişcărilor cu viteze mici (pentru care raportul dintre viteza particulei v 
şi vitaza luninii c poate fi neglijat în raport cu unitatea) se pot aplica foarte bine 
principiile Mecanicii clasice, diferenţele dintre rezultatele aplicării acestor pincipii şi 
cele ale Mecanicii relativiste fiind foarte mici. 
 Cum marea majoritate a mişcărilor întâlnite în tehnică sunt caracterizate de 
viteze mici în raport cu viteza luminii (astfel încât raportul dintre viteza corpului v şi 
vitaza luninii c poate fi neglijat în raport cu unitatea), ele se pot studia foarte bine cu 
ajutorul legilor mecanicii clasice, de unde rezultă şi importanţa practică a acestor legi. 

  

2. Diviziunile Mecanicii clasice 
 În funcţie de natura corpurilor studiate, Mecanica clasică are trei mari ramuri: 
a) Mecanica teoretică (newtoniană sau generală), care studiază corpurile rigide, 

legile sau principiile universale care stau la baza echilibrului sau mişcării lor, cu 
aplicaţii ale lor la sisteme de puncte materiale şi corpuri solide rigide. 

b) Mecanica solidelor deformabile care studiază echilibrul corpurilor deformabile 
sub acţiunea forţelor, ţinând seama de proprietăţile materialelor din care sunt ele 
alcătuite (materiale elastice, plastice, vâsco-elastice etc). Acestă ramură are ca 
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subdiviziuni: Rezistenţa materialelor, Teoria elasticităţii  şi  a plasticităţii, 
Mecanica ruperii, Teoria stabilităţii elastice, etc. 

c) Mecanica fluidelor, în cadrul căreia se studiază mişcările fluidelor ideale sau 
vâscoase, compresibile sau incompresibile şi rezistenţa la înaintare pe care o opun 
aceste fluide corpurilor solide (Aeromecanica, Hidromecanica ).  

 Prima ramură care a apărut ca ramură a ştiinţelor naturale (pe baza principiilor 
enunţate de Isaac Newton) a fost Mecanica teoretică sau newtoniană, din care s-au 
dezvoltat celelalte ramuri ale Mecanicii. 
 Importanţa Mecanicii teoretice a constat în înrudirea ei cu celelalte ramuri, şi în 
faptul că apariţia şi dezvoltarea ei a impulsionat dezvoltarea tehnicii sau a unor 
capitole ale Matematicii cu care s-a aflat într-o interdependenţă continuă. Matematica 
a constituit un instrument de investigaţie de neînlocuit şi eficient pentru orice ştiinţă a 
naturii şi în special pentru Mecanică. 
 Mecanica teoretică a adoptat două modele pentru studiul corpurilor materiale. 
Aceste modele sunt:  

• punctul material se defineşte ca fiind o particulă materială cu masă finită, cu 
dimensiuni neglijabile, asimilabil deci cu un punct geometric în care este 
concentrată întreaga sa masă; 
Noţiunea de sistem discret de puncte materiale este modelul corespunzător pentru 
o mulţime finită de particule materiale de dimensiuni neglijabile, care 
interacţionează mecanic între ele şi ocupă un domeniu limitat în spaţiu; această 
mulţime de particule materiale poate fi deformabilă sau nedeformabilă; 

• continuumul material se defineşte ca fiind o mulţime infinită de particule 
materiale care interacţionează mecanic între ele cae sunt distribuite continuu într-
un domeniu sau ocupă orice volum oricât de mic al său.  
Rigidul este un caz particular de continuum material nedeformabil cu dimensiuni 
şi masă finite (pentru care distanţa dintre oricare două puncte ale sale nu se 
modifică, indiferent de acţiunile suferite din exterior). Aceast model este o 
abstractizare matematică, fiind utilizat cu succes în Mecanica teoretică, cunoscut 
fiind faptul că toate corpurile reale sunt deformabile. 

 În expunerea cursului de Mecanică teoretică, se preferă adesea împărţirea în 
următoarele trei diviziuni: 
1. Statica - studiază forţele care acţionează asupra sistemelor materiale, făcând 

abstracţie de mişcarea lor, determinându-se clasa sistemelor de forţe echivalente. 
În particular, Statica se ocupă de subclasa sistemelor de forţe care îşi fac echilibru. 

2. Cinematica - studiază mişcarea sistemelor materiale, făcând abstracţie de forţele 
care acţionează asupra lor şi de masa acestora. 

3. Dinamica - studiază mişcările sistemelor materiale în interacţiunea lor reciprocă şi 
sub acţiunea forţelor exterioare şi de legătură. 
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3. Scurt istoric al mecanicii 
 Istoria dezvoltării mecanicii este strâns legată de istoria dezvoltării societăţii 
omeneşti. Mecanica s-a dezvoltat din nevoia de a rezolva probleme pe care viaţa de 
toate zilele le-a pus oamenilor din cele mai vechi timpuri: construirea de clădiri, 
navigaţia pe ape, transportul pe uscat, etc. 
 La dezvoltarea Mecanicii au contribuit savanţi de reputaţie mondială a căror 
simplă înşiruire ar necesita mult spaţiu. De acea ne vom limita la a aminti doar  
câteva nume dintre cele mai importante.  

Se disting trei etape în istoria dezvoltării Mecanicii: 
A. Prima etapă a studiilor de mecanică a fost legată de tehnica construcţiilor masive, 

specifice antichităţii şi care a pus bazele Staticii. Cercetările cele mai importante 
din această perioadă sunt cele ale lui Aristotel (384 - 322 î.e.n.) şi Arhimede (287 
- 212 î.e.n.) privind descoperirea forţelor, a echilibrului pârghiei şi a centrului de 
greutate. Evul mediu, nu aduce nimic nou în domeniul Mecanicii. 

B. A doua etapă începe odată cu Renaşterea, caracterizată prin dezvoltarea 
comerţului (şi deci a căilor de comunicaţie pe apă şi pe uscat), când studiul 
Mecanicii ia din nou avânt. Amintim pe Leonardo da Vinci (1452 - 1519) marele 
pictor, savant şi inginer italian care a studiat frecarea corpurilor şi a enunţat 
principiul imposibilităţii mişcării perpertue (perpetuum mobile),  Nicolae  
Copernic  (1473 - 1543), astronom polonez, care a pus bazele teoriei 
heliocentrice, Johannes Kepler (1571-1630), astronom german, care a stabilit 
legile care-i poartă numele. 
Întemeietorii Mecanicii clasice rămân însă cei doi mari savanţi, italianul Galileo 
Galilei (1564 - 1642) şi englezul Isaac Newton (1642 - 1727).  
Galileo Galilei a studiat legile căderii corpurilor. El a răsturnat concepţia 
aristotelică asupra inerţiei şi a enunţat principiul inerţiei într-o formă mult mai 
clară. Tot el  a enunţat şi principiul condiţiilor iniţiale. 
Isaac Newton, a preluat tot ceea ce a fost mai valoros de la predecesorul săi şi a 
pus bazele Mecanicii clasice care-i poartă numele. El a definit cele trei principii 
fundamentale ale Mecanicii şi a descoperit legea gravitaţiei universale. 
 

C. A treia etapă a dezvoltării Mecanicii  în secolul al XX –lea a fost marcată de 
contribuţia unor mari savanţi din care amintim pe Albert Einstein (1879 - 1955) 
creatorul celebrei teorii a relativităţii care stă la baza fizicii moderne, Einstein 
aduce o analiză critică a principiilor care stau la baza Mecanicii clasice, analiză 
care a condus la apariţia Mecanicii relativiste, a Mecanicii cuantice şi Mecanicii 
statistice.  
Succese remarcabile s-au obţinut în ultima jumătate a secolului al XX -lea  prin:  
lansarea de sateliţi artificiali în jurul pământului şi ai altor planete începând din 
1957;  debarcarea primului om pe lună în 1969; lansarea de nave spaţiale de 
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observaţie interplanetară, începând din anul 1970; apariţia şi dezvoltarea 
metodelor şi tehnicilor moderne de calcul, etc. 

  
Dintre cercetătorii români care au adus contribuţii în dezvoltarea Mecanicii  

amintim:  

• Spiru Haret (1851 -1912) care a adus contribuţii în  Mecanica corpurilor cereşti; 

• Andrei Ioachimescu (1868- 1943), Ioan Ionescu (1870 - 1946), ambii profesori 
la Politehnica din Bucureşti, care au elaborat lucrări valoroase în domeniul 
Mecanicii teoretice;  

• Matematicienii de renume mondial: Dimitrie Pompei (1873 - 1954), Traian 
Lalescu (1882 - 1929), Victor Vâlcovici (1885 - 1970), Rudolf Voinaroski 
(1910-1973) , Caius Iacob (1912-1992) şi alţii, care au adus contribuţii valoroase 
şi în Mecanică. 
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CAPITOLUL 1 
NOŢIUNI DE ALGEBRĂ VECTORIALĂ 

  
 

1.1. Mărimi scalare şi vectoriale.  
Clasificarea vectorilor. 

 Cu toate că elementele de algebră vectorială sunt prezentate în cadrul cursurilor 
de Matematică, considerăm totuşi oportună, înainte de a trece la tratarea propriu-zisă 
a problemelor de Mecanică, o prezentare sumară a celor mai importante noţiuni şi 
elemente de Algebră vectorială necesare înţelegerii Mecanicii teoretice. Calculul 
vectorial este o aplicaţie matematică care a apărut prima dată în Mecanică. 

Mărimile fizice pentru a căror caracterizare completă este suficient un scalar 
(adică un număr pozitiv sau negativ) se numesc mărimi scalare (de exemplu: 
lungimea, masa,  timpul, intensitatea câmpului magnetic, temperatura, etc. 

S-a constatat că există unele mărimi fizice pentru a căror caracterizare nu este 
suficientă mărimea lor, ci şi a unor parametri care defininesc direcţia şi sensul de 
acţiune , iar în unele cazuri coordonatele punctului de aplicaţie al lor (de exemplu: 
forţa, viteza, acceleraţia, impulsul, momentul cinetic, etc). Aceste mărimi sunt numite 
vectori. Prin urmare din punct de vedere geometric, un vector AB  este caracterizat 
prin următoarele patru elemente (fig. 1.1): 

1. Punctul de aplicaţie sau originea A. 
2. Suportul său (sau direcţia), care este definită de dreapta AB. 
3. Sensul de parcurs de la A la B. 
4. Mărimea vectorului, modulul sau intensitatea sa (un număr pozitiv), în acest 

caz, lungimea segmentului AB . 
Mărimea vectorului se reprezintă prin aaAB ==  şi 
are din punct de vedere  matematică, semnificaţia 
unei norme . 
Din punct de vedere al originii vectorilor (sau 
punctului de aplicaţie)  deosebim: 

a  B 

A 
Fig.1.1 

- vectori liberi, a căror origine poate ocupa orice poziţie în spaţiu (cu păstrarea 
mărimii, direcţiei şi sensului), fără ca efectul lui să se schimbe (de exemplu: cuplul 
a doi vectori, viteza unui rigid în mişcare de translaţie, viteza unghiulară a unui 
rigid, etc); 

- vectori alunecători, a căror origine poate ocupa orice poziţie pe suportul propriu, 
cu păstrarea (direcţiei) mărimii şi sensului (de exemplu: forţa ce acţionează asupra 
unui rigid); 
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- vectori legaţi, a căror origine poate ocupa doar o singură poziţie în spaţiu (într-un 
anumit  punct, cum ar fi de exemplu forţa ce acţionează asupra unui punct, 
momentul unei forţe în raport cu un punct). 

 Noţiunea de vector echipolent cu un vector dat a  se foloseşte pentru a 
caracteriza mulţimea tuturor vectorilor liberi având suprturi paralele cu suportul lui 
a , acelaşi sens şi aceeaşi mărime cu vectorul a . 
 

     1.2. Însumarea vectorilor şi înmulţirea cu un scalar 
 Suma a doi vectori a  şi b  este prin definiţie un vector c  reprezentând 
diagonala paralelogramului construit cu ajutorul vectorilor a  şi b , vectori având 
originea comună (regula paralelogramului , fig.1.2.a.): 

  bac +=          (1.1) 
 Suma a doi vectori se obţine şi cu regula poligonului: dacă se construieşte un 
vector echipolent cu vectorul b  , având originea în vârful vectorului a , unind 
originea primului vector cu vârful ultimului vector, obţinând vectorul c (fig.1.2.b.). 

Se observă din fig.1.2, că cele două reguli, a paralelogramului şi a 
poligonului,  conduc la aceleşi rezultat. 
 
 
 
 
 
 

a

O 

ma b= ,    m>0 

Fig. 1.3 

c
cbb

aa

C C B 

O O A A 
(a) (b) Fig.1.2. 

  Adunarea vectorilor are următoarele proprietăţi: 

• comutativitate: abba +=+        (1.2) 

• asociativitate )cb(ac)ba( ++=++       (1.3) 

• înmulţirea lui a  cu un scalar m,  este prin definiţie un vector b  având mărimea 
amb =  şi care are acelaşi suport şi acelaşi sens cu vectorul a , dacă m> 0,   

respectiv acelaşi suport şi sens opus lui a  , dacă m < 0, şi (fig.1.3). 

• fiind date numerele reale m şi n, se verifică următoarele identităţi: 
  anm)am(n)an(m ⋅⋅=⋅=⋅       (1.4) 
  anama)nm( ⋅+⋅=+        (1.5) 
  )ba(mbmam +=⋅+⋅        (1.6) 
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 1.3. Versor sau vector unitate 
 Fie 0≠a  un vector liber. Se numeşte versor a lui a , un vector liber au  care 
are suportul paralel cu suportul lui a , acelaşi sens cu vectorul a  şi mărimea egală cu 
unitatea : 1== Uua .    

Avem evident: a/aaversua ==      (1.7.) 

      sau: auaa ⋅=         (1.8.) 

unde:  aa =   este modulul vectorului a . 
 

1.4.  Reprezentarea unui vector liber într-o 
             bază ortonormată 
 Se consideră un sistem de axe de coordonate triortogonal drept Oxyz şi un 
vector liber a  reprezentat prin proiecţiile sale ortogonale pe axele Ox, Oy şi Oz 
(fig.1.4.a) pe care le numim componentele scalare ale vectorului a  în sistemul de axe 
Oxyz, notate cu  (spre deosebire de componentele vectoriale ale lui zyx a,a,a a  

care sunt ja,ia yx   şi respectiv kaz ). 

Dacă i , j , k  sunt versorii axelor Ox, Oy şi Oz, în conformitate cu (1.8.) 
reprezentarea vectorului a  în baza ortonormată formată cu vectorii i , j , k  (sau 
expresia analitică a vectorului a ) se scrie: kajaiaa zyx ++=   (1.9) 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

A3z z 

A 

A2O 

A1
y O y 

x x 

k
a

k a
j

i j
iax 

ay 

az 

A’ 
a) b) 

Fig.1.4. 

Vectorii bazei fiind perpendiculari doi câte doi şi având mărimile egale cu 
unitatea, baza se numeşte ortogonală şi normată sau mai pe scurt ortonormată. 
Mărimea (norma) vectorului a  este un număr pozitiv şi se calculează cu relaţia: 

  222
zyx aaaaa ++==        (1.10) 

iar cosinuşii directori ai direcţiei vectorului a  sunt daţi de relaţiile: 
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a
acos,

a
a

cos,
a
acos zyx === γβα     (1.11) 

Vectorul a  se mai scrie şi )a,a,a(a zyx ; dacă 0=a  atunci avem: 
 .a,a,a zyx 000 ===

Dacă construim un vector r  echipolent cu vectorul a , reprezentat cu originea 
în punctul O (originea sistemului de axe) şi vârful în punctul A(x,y,z) (fig.1.4.b): 

rOA = , care se numeşte vectorul de poziţie al punctului A şi are expresia:  
kzjyixrOA ⋅+⋅+⋅==       (1.12) 

prin urmare:  .
r
zcos,

r
ycos,

r
xcos,zyxr ===++= γβα222   (1.13) 

 1.5. Paralelismul şi coplanaritatea vectorilor 
 Din cele de mai sus rezultă condiţia necesară şi suficientă de paralelism a doi 
vectori 0≠a şi 0≠b  (adică vectorii să aibă suporturile paralele): este deci să existe 
un număr λ astfel încât: ba ⋅= λ       (1.14) 
sau:  zzyyxx ba,ba,ba ⋅=⋅=⋅= λλλ      (1.15) 

deci, doi vectori b,a  sunt paraleli dacă şi numai dacă între componentele lor există 
relaţia de proporţionalitate: 

 .
b
a

b
a

b
a

z

z

y

y

x

x ==         (1.16) 

 Condiţia necesară şi suficientă de coplanaritate a trei vectori 00 ≠≠ b,a şi 
0≠c  aceasta este ca între ei să existe o relaţie de forma: 

 bac ⋅+⋅= µλ     (1.17) µb

c
b

a aλ

C 

B 

A 

Fig.1.5. 

O 

cu λ şi µ nenuli în acelaşi timp  (fig.1.5.).  
Această condiţie se deduce uşor din definiţia 
sumei a doi vectori.  

Vectorii c,b,a  se mai numesc în acest caz  
vectori liniar dependenţi. 
 

 1.6. Produsul scalar a doi vectori . Definiţie.  
Proprietăţi. Expresie analitică. 

 Fiind daţi doi vectori liberi b,a  pe care îi putem reprezenta prin vectorii 
echipolenţi aplicaţi în O (fig.1.6.), se defineşte produsul scalar al celor doi vectori 
(notat prin ba ⋅   sau prin ba ) scalarul:  ba ⋅ =ab cosθ    (1.18) 
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unde:  θ = )b,a(∠  este unghiul dintre cei doi vectori 
Din fig.1.6 şi din formula (1.18) se observă uşor că produsul scalar al 

vectorilor  b,a  mai  poate fi exprimat în funcţie de proiecţiile ortogonale ale acestor 
vectori unul pe direcţia celuilalt, sub forma:  

aprbbpraba ba ⋅=⋅=⋅   (1.19) 

θ 
∆a

O 

b

a

∆b

Fig.1.6.

Din relaţia (1.19), rezultă imediat că proiecţia unui 
vector v  pe o axă (∆) de un versor u  este un scalar 
care se poate scrie :  

uvvpr ⋅=∆      (1.20) 

 Produsul scalar are următoarele proprietăţi (relativ uşor de demonstrat): 

• comutativitate:   abba ⋅=⋅        (1.21) 

• distributivitate faţă de sumă: ( ) cabacba ⋅+⋅=+⋅     (1.22) 

• oricare ar fi scalarii m şi n avem: ( )( ) banmbnam ⋅⋅⋅=⋅⋅    (1.23) 

• produsul scalar a doi vectori identici: 22 aaaa ==⋅    (1.24) 

• produsul scalar este nul   0=⋅ba  dacă: 

 0=a  sau 0=b   sau  .ba⊥       (1.25) 

Plecând de la expresia analitică a vectorilor b,a : 

  kbjbibb,kajaiaa zyxzyx ++=++=     (1.26) 

şi ţinând seama de relaţiile vectoriale evidente: 
  01 =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ ikkjji;kkjjii    (1.27) 
 se obţine expresia analitică a produsului scalar: 
  zzyyxx babababa ++=⋅        (1.28) 

 În baza acestei relaţii se pot calcula: 

a) unghiul dintre doi vectori bsia : 

222222
zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa
bababa

ab
bacos)b,acos(

++⋅++

++
=

⋅
== θ   (1.29) 

b) unghiul dintre un vector a  şi axele de coordonate; de exemplu unghiul dintre 
vectorul a  şi axa Ox: 

.
aaa

a
a

iacos)i,acos(
zyx

x

2221 ++
=

⋅
⋅

== α     (1.30) 

Cosinusurile celor trei unghiuri formate de a  cu Ox, Oy, Oz (numite şi cosinuşi 
directori ai direcţiei a ) satisfac relaţia cunoscută din geometria analitică:  

1222 =++ γβα coscoscos        (1.31) 
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 În particular, dacă ba = , avem expresia mărimii (normei) vectorului a , adică:
  22222

zyx aaaaaaa ++===⋅ ,  

şi deci: 222
zyx aaaaa ++==        (1.32) 

 De aici rezultă expresia versorului unui vector a :     (1.33) 

k
aaa

aj
aaa

a
i

aaa
a

a
aaversu

zyx

z

zyx

y

zyx

x
a 222222222 ++

+
++

+
++

===     

sau ţinând seama de (1.30): kcosjcosicosua ⋅+⋅+⋅= γβα           (1.33’) 

 Deci condiţia de ortogonalitate (1.25) a doi vectori b,a  se exprimă analitic 
astfel:          (1.34) 0=++ zzyyxx bababa

 

1.7. Produsul vectorial a doi vectori. Definiţie.  
Proprietăţi.  Expresia analitică. 

 Fiind daţi doi vectori liberi b,a  
reprezentaţi prin vectorii echipolenţi, cu 
originea în O (fig1.7), li se ataşează un vector 
c  numit produs vectorial al lui a şi b , notat 
prin: 
 bac ×=     (1.35) 
definit ca un vector liber, având următoarele 
caracteristici: 

• mărimea:  θsinbac ⋅⋅= ,    unde : ( )b,a∠=θ     (1.36) 
se observă din fig.1.7,  că mărimea lui c  reprezintă dublul ariei triunghiului 
format de cei doi vectori b,a  aplicaţi în punctul O sau aria paralelogramului; 

Fig.1.7. 

bc

θ
a

O 

• direcţia: c  este perpendicular pe planul definit de vectorii b,a ; 
• sensul este astfel ales, încât un observator aşezat în lungul suportului lui c (în 

acelaşi sens cu sensul lui c ) să vadă rotaţia vectorului a  peste vectorul b   
efectându-se cu cel mai mic unghi θ  (θ  mai mic decât π) în sens orar  sau invers 
trigonometric, sau sensul este dat de regula şurubului drept (fig. 1.7).  

 Produsul vectorial are următoarele proprietăţi , relativ uşor de demonstrat: 
1.  necomutativitate: abba ×−=×       (1.37) 
2.  asociativitate la înmulţirea cu scalari: ( ) ( ) bamnbnam ×=×  (1.38) 
3. distributivitate faţă de sumă: ( ) cabacba ×+×=+×   (1.39) 
4. produsul vectorial este nul : 0=× ba , dacă: 

0000 ≠≠== bcuparalelesteasaubsaua    (1.40) 
Din ultima proprietate rezultă condiţia de paralelism a doi vectori nenuli. 
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          Fie vectorii b,a  exprimaţi analitic în baza versorilor k,j,i  cu ajutorul 
relaţiilor (1.26). Ţinând seama de proprietăţile evidente ale versorilor k,j,i : 

  
jki,jik,kk
ijk,ikj,jj
kij,kji,ii

−=×=×=×

−=×=×=×

−=×=×=×

0
0

0
     (1.41) 

şi de definiţia produsului vectorial, expresia analitică a produsului vectorial este:  
( ) ( ) ( )kbabajbabaibababa xyyxzxxzyzzy −+−+−=×   (1.42) 

care în  scriere formală, mai poate fi exprimat  sub forma determinantului: 

  

zyx

zyx

bbb
aaa
kji

ba =×        (1.43) 

 1.8. Produsul  mixt a trei vectori 
 Fiind daţi vectorii liberi ,c,b,a  aplicaţi în punctul O, se defineşte produsul 
mixt al celor trei vectori scalarul: c)ba( ⋅× . Ţinând seama de relaţiile (1.34), (1.42) 
şi (1.43) rezultă că produsul mixt se poate scrie formal astfel: 

  

zyx

zyx

zyx

ccc
bbb
aaa

c)ba( =⋅×       (1.44) 

 Se poate demonstra uşor următarea proprietate de permutativitate circulară: 
  ( ) ( ) ( ) bacacbcba ⋅×=⋅×=⋅×      (1.45) 
precum şi condiţia ca produsul mixt să fie nul: 
  ( ) 0=×⋅ cba   dacă şi numai dacă: acsaucbsauba  (1.46) 

 ,c,b,aadicacbasau µλ += sunt coplanari sau liniari dependenţi. 
 

 1.9. Produsul dublu vectorial a trei vectori 
 Fiind daţi vectorii c,b,a  se defineşte produsul dublu vectorial al celor trei 
vectori, vectorul: ( cbad ××= )       (1.47) 
 Folosind formulele (1.28) şi (1.43) se obţine formula de descompunere a 
produsului dublu vectorial: 

 ( ) ( ) ( )cbabcacba ⋅−⋅=××      (1.48) 
 Practic, pentru a efectua produsul dublu vectorial ( ),cba ××  nu se foloseşte 
formula (1.48) ci se procedează la efectuarea produsului vectorial ( ) dcb =×  după 
care se efectează produsul vectorial da × . 
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 1.10. Coordonatele plückeriene ale unei direcţii 
 Dându-se o direcţie ( ∆ ) caracterizată prin versorul  u  (fig 1.8), se definesc 
coordonatele plückeriene ale diecţiei ∆ , printr-o matrice ale cărei elemente sunt: 

• componentele versorului u  notate aici cu (a,b,c); deci conform relaţiei (1.33’) 
u se scrie: kcjbiau ++= , γβα cosc;cosb;cosa ===  (1.49) 

• componentele vectorului: knjmilur ++=× ; conform definiţiei se scrie: 

k)yaxb(j)xcza(i)zbyc(
cba
zyx
kji

ur −+−+−==×    (1.50) 

unde:  r este vectorul de poziţie al unui punct oarecare A de pe axa ( ∆ ) în 
raport cu originea sistemlui de axe ales:  kzjyixr ++=  

Rezultă după identificare:  
l=yc-zb;   m=za-xc;   n=xb-ya   (1.51) 
Deci coordonatele plückeriene ale direcţiei ( ∆ ) 
se scriu  sub forma matricii coloană: 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−
−

=

n
m
l
c
b
a

yazb
xcza
zbyc

c
b
a

u    (1.53) 

z 

O y 

x 

u  

k  

j  i  

Fig.1.8 

)( ∆  

A r  

dO

α

D 

Coordonatele pluckeriene ale unei direcţii au următoarele proprietăţi evidente : 
a.         (1.54) 1222 =++ cba
b. 22222222

Odsinururnml ==×=++ α        (1.55) 

unde  dO =OD, este distanţa de la punctul O  la dreapta ( ∆ ) (fig. 1.8). 
În cazul unui sistem de drepte în spaţiu ( ∆ i) i=1,2,...n se defineşte matricea 

coordonatelor plückeriene corespunzătoare sistemului având coloanele formate din 
coordonatele plückeriene ale fiecărei direcţii ( ∆ i): 

[ ]

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

n

n

n

n

n

n

n...nnn
m...mmm
l...lll
c...ccc
b...bbb
a...aaa

U

321

321

321

321

321

321

      (1.56) 

 Este evident faptul că rangul maxim al acestei matrici (6 x n) este 6.   
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CAPITOLUL  2 
STATICA PUNCTULUI MATERIAL 

 
 2.1. Noţiuni introductive 
 Punctul material, definit în capitolul introductiv, este o particulă materială ale 
cărei dimensiuni pot fi neglijate. În mecanică punctul material are masa egală cu masa 
corpului material pe care îl reprezintă. 
 Punctul material liber este un punct material care poate ocupa orice poziţie în 
spaţiu. În general poziţiile pe care le ocupă punctul material în spaţiu sunt 
determinate de forţele ce acţionează asupra lui şi sunt definite la un moment dat de 
trei parametri scalari independenţi, de obicei coordonatele carteziene ale punctului (x, 
y, z). Spunem că punctul material liber are trei grade de libertate. 
 Punctul material supus la legături, este obligat să ocupe din punct de vedere 
geometric, anumite poziţii în spaţiu: astfel dacă este obligat să rămână pe o suprafaţă, 
spunem că are două grade de libertate, dacă este obligat să rămână pe o curbă are un 
singur grad de libertate, iar dacă este obligat să rămână fix în spaţiu, nu mai are nici 
un grad de libertate. 

Din punct de vedere al tipului legăturilor punctului material, ele pot fi: 
a) legături bilaterale - când restricţia geometrică nu permite punctului să părăsească 

suprafaţa în ambele sensuri ale normalei la suprafaţă (de exemplu, o bilă între 
două suprafeţe plane paralele); 

b) legături unilaterale - când restricţia geometrică  nu permite punctului să 
părăsească suprafaţa într-un singur sens al normalei la suprafaţă (de exemplu: o 
bilă pe o suprafaţă oarecare, sau o bilă într-un semicilindru). 

 

 2.2. Reducerea forţelor aplicate punctului  
material. Principiul paralelogramului. 

 Fie un punct material O şi două forţe 21 F,F , acţionând simultan asupra acestui 
punct. (forţele 21 F,F  sunt cunoscute ca mărime, direcţie şi sens). 

Experienţa arată că în aceste condiţii, cele două 
forţe pot fi înlocuite cu una singură, numită 
forţa rezultantă:        

C B 

RF2

F1O A 

α 
β 

Fig.2.1. 

21 FFR +=     (2.1) 
Mărimea, direcţia şi sensul rezultantei sunt 
date de diagonala paralelogramului   construit   
cu  ajutorul vectorilor  celor 
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două forţe şi care sunt vectori legaţi (fig.2.1).  

Mărimea  rezultantei este dată de: αcosFFFFR 21
2

2
2

1 2++=   (2.2) 

 Poziţia rezultantei în raport cu cei doi vectori este dată de relaţiile teoremei 

sinusurilor: ( ) αββα sin
R

sin
F

sin
F

==
−

21       (2.3) 

 Extinzând această regulă pentru cazul când asupra punctului material 
acţionează mai mult de două forţe, se ajunge la o construcţie grafică, cunoscută sub 
numele de poligonul forţelor. Dacă se consideră forţele concurente nF,...,F,F,F 321  
cunoscute ca mărime, direcţie şi sens (fig.2.2.a) şi se construiesc vectorii echipolenţi 

nF,...F,F,F ′′′′ 321  (fig.2.2.b.) aplicându-se succesiv regula paralelogramului, se obţine 
vectorul R  având originea în O şi vârful în extremitatea ultimului vector echipolent 

nF ′ , vector numit rezultanta sistemului de forţe. Această rezultantă se scrie astfel: 

  ∑
=

=+++=
n

i
in FF...FFR

1
21       (2.4.) 

  
 
 
 
 
 

Observaţii 

′Fn′F3

F2

′F2
F3

R

F1

′F1

F n

O 
O 

Fig.2.2 a) b) 

• regula poligonului nu introduce restricţii în privinţa suporturilor forţelor 
concurente: acestea pot ocupa orice poziţie în spaţiu;  

• dacă forţele concurente sunt coplanare, poligonul forţelor este plan, iar dacă 
forţele concurente sunt spaţiale, poligonul forţelor este spaţial; astfel, în cazul a 
trei forţe concurente, rezultanta este dată pe diagonala paralelipipedului având ca 
muchii forţele date. 

 Alegând un sistem de axe de coordonate Oxyz şi notând cu ( ) 
proiecţiile forţei 

iii Z,Y,X

iF  pe cele trei axe: kZjYiXF iiii ++=  şi cu (X, Y, Z)  proiecţiile 
rezultantei pe aceleaşi axe: kZjYiXR ++= , avem: 

  ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑∑∑
==

++=++==
n

i
iiiiii

n

i
i kZjYiXkZjYiXFR

11
 

 Înlocuind aceste expresii în (2.4.) se obţin relaţiile de calcul a  componentelor 
rezultantei : 
 ∑∑∑ === iii ZZ;YY;XX      (2.5) 
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Aceste relaţii exprimă cunoscuta teoremă a proiecţiilor: “proiecţia rezultantei 
pe o axă este egală cu suma proiecţiilor tuturor forţelor pe acea axă”. 
a) În particular, dacă 0=R , poligonul forţelor se închide şi sistemul de forţe este în 

echilibru. 
b) Mărimea rezultantei este dată de : ,ZYXR 222 ++=    (2.6) 

iar cosinuşii  directori de:  

.
R
Zcos,

R
Ycos,

R
Xcos === γβα     (2.7) 

c) Dacă forţele concurente sunt coplanare (în planul Oxy), atunci proiecţiile pe axa 
Oz sunt nule (Z=0) şi relaţiile anterioare devin: 

  ∑ ∑ =+===
X
Ytg,YXR,YY,XX ii α22   (2.8) 

unde α este unghiul dintre rezultanta R  şi axa Ox. 
d) Pentru anumite condiţii (când numărul necunoscutelor este egal cu numărul de 

ecuaţii independente de care dispunem) se poate face descompunerea unică a 
rezultantei după mai multe direcţii concurente. 

 

2.3. Echilibrul forţelor aplicate punctului material  
 Pentru exprimarea condiţiei de repaus al unui punct  material liber, se 
foloseşte: 
• principiul inerţiei: “Un punct material liber asupra căruia nu acţionează nici o 

forţă, rămâne tot timpul în repaus sau mişcare rectilinie şi uniformă faţă de un 
reper considerat fix,  dacă iniţial se găsea în această stare”; 

• principiul acţiunii forţei cu enunţul: “Variaţia cantităţii de mişcare a unui punct 
material liber este proporţională cu forţa motoare imprimată şi  dirijată după 
direcţia de acţiune a forţei”.  

 Rezultă teorema de echilibru a punctului material liber: “Condiţia necesară şi 
suficientă ca un punct material liber, aflat iniţial în repaus, să continue să rămână în 
repaus sub acţiunea unui sistem de forţe dat, este ca acest sistem să fie în echilibru, 
adică rezultanta sa să fie egală cu zero”. 
 Într-adevăr, din principiul inerţiei şi al acţiunii forţei, pentru ca punctul 
material să continue să rămână în repaus, atunci când asupra sa acţionează un sistem 
de forţe concurente, trebuie ca sistemul să fie echivalent cu zero. În baza principiului 
paralelogramului această condiţie este îndeplinită dacă şi numai dacă există relaţia:

  0
1

== ∑
=

n

i
iFR         (2.9) 

 Proiectând această ecuaţie vectorială de echilibru pe axele sistemului de 
coordonate Oxyz se obţin condiţiile scalare de echilibru: 

 .ZZ;YY;XX iii 000 ====== ∑∑∑   (2.10) 
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 Dacă sistemul de forţe este coplanar (în planul Oxy), atunci Z=0  indiferent 
dacă forţele sunt în echilibru sau nu şi ultima condiţie 0=∑ iZ  devine o identitate, 
condiţiile de echilibru în acest caz se scriu: 
  .YY;XX ii 00 ==== ∑∑       (2.11) 

 În cazul particular când forţele sunt coliniare (de exemplu pe axa Ox), condiţia 
de echilibru devine: 

         (2.12) .XX i 0== ∑
 Problema existenţei soluţiilor (dacă ecuaţiile (2.10) sunt suficiente sau nu  
pentru rezolvarea problemei echilibrului punctului material liber) este legată de 
compatibilitatea sistemului de ecuaţii respectiv. În general, problema echilibrului 
punctului material liber are soluţie unică, dacă numărul de necunoscute este egal cu 
numărul de ecuaţii independente.  

În problemele de echilibru al punctului material liber se întâlnesc următoarele 
trei situaţii: 
a) se dau forţele care acţionează asupra punctului şi se cere să se determine poziţia 

lui; 
b) se cunoaşte poziţia punctului şi se cer forţele care acţionează asupra acestuia; 
c) se cunosc o parte din forţe şi o parte din parametrii care caracterizează poziţia 

punctului şi se cer celelalte forţe şi ceilalţi parametri ce determină poziţia lui. 
  
 
 

A p l i c a ţ i e  
 Un inel O este acţionat în plan vertical de trei forţe (greutăţile G1, G2, G3) prin 
intermediul unor fire,  trecute peste doi scripeţi A şi B fără frecare (fig. 2.3.a.). Se 
cere să se determine poziţia de echilibru a inelului. 
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Fig. 2.3 

O 

A B 
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R e z o l v a r e :  

 Se aleg ca parametri (necunoscuţi) unghiurile α şi β  pe care le fac firele cu 
direcţia orizontală şi un sistem de axe orientat convenabil în planul vertical 
(fig.2.3.b). Se izolează inelul, care se reduce la un punct material asupra căruia 
acţionează forţele: 321 F,F,F  cu: 332211 GF,GF,GF === .  

Ecuaţia vectorială de echilibru este: 0321 =++ FFF   

Problema fiind  plană se scriu două ecuaţii scalare de echilibru (ecuaţiile de 
proiecţii): 

  
00

00

321

21

=−+=

=+−=

∑
∑

GsinGsinG:)Y(
cosGcosG:)X(

i

i

βα
βα

 

Rezolvând acest sistem se obţin soluţiile: 

    
32

2
1

2
3

2
2

31

2
2

2
3

2
1

22 GG
GGGsin,

GG
GGGsin −+

=
−+

= βα . 

Pentru ca soluţiile să aibă sens trebuie să fie îndeplinită condiţia:  

2
0 πβα << ,  ,    adică:  10 << αsin    şi  10 << βsin    

şi deci: 231 GGG <−   şi   132 GGG <−      (a) 

        Soluţia geometrică este reprezentată în figura 2.3.c şi respectă condiţiile (a). 
 
 

 2.4. Punctul material supus la legături.  
       Axioma legăturilor 

 Se consideră următoarea problemă: fie un punct material A, aflat în echilibru 
pe o suprafaţă (S), acţionat de forţele active (sau efectiv aplicate) având rezultanta 

)a(R (fig.2.4.a). În acest caz relaţia (2.9) nu mai poate reprezenta o condiţie necesară 
pentru echilibru, din cauza legăturilor care exercită anumite constrângeri geometrice 
şi mecanice asupra punctului material. 
 
 
 
 
 
 

( )legR

A A 

a. 

(S) (S) 

( )R a
( )R a b. 

Fig.2.4 

Axioma 
Legăturilor 
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 Pentru a rezolva această problemă se foloseşte axioma legăturilor care 
postulează că “orice legătură geometrică poate fi întotdeauna suprimată şi înlocuită 
cu forţe corespunzătoare, numite forţe de legătură sau reacţiuni” 

În continuare vom nota rezultanta acestor forţe cu ( )legR .   
Punctul material, eliberat de legături este acţionat deci de forţele date (efectiv 

aplicate) )a(R  şi de forţele de legătură ( )legR  şi este echivalent, din punct de vedere 
geometric cu punctul material supus la legături şi din punct de vedere mecanic  cu 
punctul material  liber. 
 Pe baza acestei axiome, condiţia necesară şi suficientă pentru ca un punct 
material supus la legături să rămână în repaus, este ca suma dintre rezultanta forţelor 
direct aplicate )a(R  şi rezultanta forţelor de legătură ( )legR  să fie nulă:  

( ) ( ) 0=+ lega RR         (2.13) 
Proiectând ecuaţia vectorială (2.13) pe cele trei axe ale sistemului triortogonal 

Oxyz, condiţia necesară şi suficientă de ecilibru se scrie:   

0
0
0

=+

=+

=+

lega

lega

lega

ZZ
YY
XX

        (2.14) 

 Pe baza relaţiei (2.13) se poate trage concluzia că în cazul echilibrului punct 
material supus la legături cele două rezultante (a forţelor efectiv aplicate şi a forţelor 
de legătură) sunt egale şi direct opuse :  

)a(R =  - ( )legR                 (2.13’) 
 Din punct de vedere al tipului de legături se deosebesc: 

a. rezemarea pe o suprafaţă;  
b. rezemarea pe o curbă (unilaterală sau bilaterală);  
c. prinderea cu fire (care poate fi considerată o legătură unilaterală pe o sferă a 

cărei rază este egală cu lungimea firului ). 
      Din punct de vedere al forţelor de frecare legăturile punctului material pot fi:  
1. legături fără frecare - când suprafaţa sau curba este perfect lucioasă (legătură 

ideală), astfel încât nu apare forţa de frecare; o astfel de legătură nu există în 
realitate, deoarece o frecare foarte mică există, ea putând fi cel mult neglijată; 

2. legături cu frecare - când suprafaţa sau curba nu este perfect lucioasă (legătură 
reală, aspră), având asperităţi care se opun mişcării punctului material după o 
direcţie din planul tangent la suprafaţă, respectiv după tangenta la curbă, luând 
astfel naştere forţa de frecare. 
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2.5. Echilibrul forţelor aplicate punctului material  
supus la legături ideale (fără frecare) 

 Fie un punct material A, obligat să rămână pe o suprafaţă (S), acţionat de o 
forţă direct aplicată ( )aR  şi de o forţă de legătură ( )legR (conform axiomei legăturilor). 
În cazul echilibrului, aceste două forţe sunt egale, au acelaşi suport, aceeaşi mărime, 
dar sensuri opuse. 

Dacă se duce  în punctul A planul tangent (P)  la suprafaţă şi normala (nn’) la 
planul tangent, atunci forţa ( )aR  se descompune după cele două direcţii în două 
componente (fig.2.5.a):  

• normală a
NR  , după direcţia normalei (nn’); 

• tangenţială a
TR , după direcţia dreptei (∆) de intersecţie a planului format de 

normală şi suportul forţei ( )aR  cu planul tangent.  
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 Deci se poate scrie relaţia vectorială:      ( )aR = a
NR + a

TR . 

Fig.2.5 

( )legR  
N  

R T
a  T  

R N
a  R a  

(P) (∆) 
(S) 

(n) 

(n’) a) b) 

A 

(∆) 

(t) 

A 

(C) 

( )legR  
N  

T  

R N
a

 

R T
a  

R a  

(t’) 

În mod analog reacţiunea ( )legR se descompune după aceleaşi două direcţii în 
cele două componente: 

• reacţiunea normală N ;  
• forţa de frecare de alunecare T .    
 Deci se poate scrie relaţia vectorială:      ( )legR = N +T    .   

Componenta a
NR  tinde să îndepărteze punctul A de pe suprafaţa (S) după 

direcţia normalei şi efectul ei este anulat de reacţiunea normală N , deci în cazul 
echilibrului, aceste două forţe sunt egale şi direct opuse : N = - a

NR .   

Componenta a
TR  tinde să deplaseze punctul A pe suprafaţa (S) după o direcţie 

din planul tangent.   Se deosebesc deci două cazuri: 
a. dacă legătura este fără frecare (lucie, ideală) nu apare forţa de frecare de alunecare 

T  care se opune acestei tendinţe. În acest caz, este necesar ca componenta 
tangenţială să fie nulă: a

TR =0.  
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Prin urmare, în cazul echilibrului punctului material pe o suprafaţă fără frecare, 
rezultanta forţelor exterioare direct aplicate aR  trebuie să fie dirijată după 
normala la planul tangent în A∈(S), iar reacţiunea este o forţă N  dirijată după 
normala (nn’) la planul tangent în A∈(S). Ecuaţia vectorială de echilibru (2.13), 
în acest caz se scrie: 0=+ NR a        (2.15) 

       sau proiectată pe axe: 000 =+=+=+ z
a

y
a

x
a NZ,NY,NX   (2.16) 

b. dacă suprafaţa (S) este aspră, apare forţa de frecare de alunecare T ; pentru 
echilibrul punctului material, este necesar şi suficient ca forţele a

TR  şi T  să fie 
egale şi opuse:    T = - a

TR .    
Deci ecuaţia vectorială de echilibru (2.13) , în acest caz se scrie:  

0=+ NR a
N    ;  a

TR  + T = 0              (2.15’) 
sau proiectată pe axe conduce la trei ecuaţii scalare: 

000 =++=++=++ zz
a

yy
a

xx
a TNZ,TNY,TNX           (2.16’) 

 Problema echilibrului punctului material situat pe o curbă se pune în mod 
analog: în acest caz reacţiunea normală N  este dirijată după o direcţie (∆) cuprinsă în 
planul normal la curbă în punctul A, iar dacă apare şi forţa de frecare T , ea este 
dirijată după direcţia tangentei la curbă (tt’) (fig. 2.5.b).  Ecuaţiile vectoriale de 
echilibru păstrează aceeaşi formă ca şi în cazul legăturilor punctului pe o suprafaţă. 
 

 A p l i c a ţ i e : 
 Un punct de greutate G se găseşte în repaus pe un plan luciu, înclinat cu 
unghiul α. Să se determine forţa orizontală F  necesară menţinerii punctului material 
în repaus pe plan (fig.2.6.a). 
  
 
 
 
 
 
 R e z o l v a r e : 

x y 
α A 

α 

N

G
α 

A F = ?

α 
G

F

a) b) Fig.2.6 

axioma 
legăturilor

 Se eliberează punctul A de legături introducându-se forţa de legătură N  
(fig.2.6.b). Alegând convenabil sistemul de axe Oxy (cu originea în punctul A, axa Ox 
în direcţia planului înclinat iar axa Oy perpendiculară pe planul înclinat), ecuaţia 
vectorială de echilibru : 

 0=++ NFG ,  
proiectată pe cele două axe, va conduce la ecuaţiile scalare : 



 27

 
( )
( ) 00

00
=+−−=

=+−=

∑
∑

NsinFcosG:Y
cosFsinG:X

i

i

αα
αα

 

 Rezolvând sistemul se obţine:  

α
α

cos
GN,tgGF == . 

 

 2.6. Echilibrul punctului material supus la legături  
cu frecare. Legile frecării uscate. 

 În cazul legăturilor punctului material pe curbe sau suprafeţe aspre, s-a 
constatat experimental că nu se mai poate neglija componenta tangenţială T  a 
reacţiunii )leg(R , ca în cazul legăturilor ideale. Experienţele arată că mărimea 
componentei tangenţiale T  a forţei de legătură este limitată. 

 Pentru a pune în evidenţă forţa frecare de alunecare T , se efectuează 
următoarea experienţă simplă cu un aparat numit tribometru (fig.2.7.a), format dintr-
un un corp (asimilat cu punct material) de greutate G care este acţionat de o forţă 
orizontală F , care poate creşte continuu. 
 
 
 
 
 
 

ϕ α 

A A 

N( )legR
( )legR

FmaxF
N

T

G

TmaxF
G

G

Fig.2.7. 
a) 

b) c) 

 Se constată că până la o anumită valoare a forţei orizontale (Fmax) corpul 
rămâne pe loc. Aceasta arată că reacţiunea )leg(R  este înclinată cu un unghi α faţă de 
normală şi prin urmare, poate fi descompusă în două componente: reacţiunea normală 
N  şi forţa T  numită forţa de frecare de alunecare (fig.2.7.b). Forţa de frecare de 
alunecare acţionează în planul tangent la suprafaţa de reazem şi se opune tendinţei de 
mişcare a corpului. 

 În fig. 2.7.c., este prezentat cazul limită când forţele F  şi T  iau valori  
maxime şi unghiul α  capătă, de asemenea valoarea maximă  ϕ , numit unghi de 
frecare.  Forţa de frecare  T  poate deci varia între zero şi valoarea limită maxT . 
Conform figurii 2.7.b. se poate scrie: αtgNT ⋅=      (2.17) 

şi la limită (fig.2.7c):  ϕtgNTmax ⋅=     (2.18) 
şi deoarece ϕα ≤  se obţine : ϕtgNT ⋅≤     (2.19) 
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 Coulomb (1736 - 1806) a efectuat asemenea experienţe cu corpuri de diferite 
greutăţi, de aceeaşi natură sau de naturi diferite şi a ajuns să formuleze următoarele 
legi ale frecării uscate: 

1) Mărimea forţei de frecare de alunecare maximă maxT  este direct proporţională cu 
mărimea reacţiunii normale N; 

2) Mărimea forţei de frecare de alunecare maximă maxT  depinde de natura şi starea 
corpurilor ; 

3) Mărimea forţei de frecare de alunecare maximă maxT  nu depinde de viteza relativă 
de deplasare a celor două corpuri şi nici de mărimea suprafeţelor aflate în contact  

 Pe baza acestor legi, forţa de frecare de alunecare maximă are expresia: 

  NTmax µ=          (2.20) 

respectiv condiţia pentru echilibru se scrie: NT µ≤    (2.21) 

unde:  µ este coeficientul de frecare de alunecare, care este o mărime adimensională 
ce depinde de natura şi de starea suprafeţelor în contact. 

 Identificând relaţiile (2.18) şi (2.20) se obţine: ϕµ tg=    (2.22) 

 Coulomb a tras concluzia că forţele de frecare se datorează existenţei pe 
suprafaţele în contact ale corpurilor a unor asperităţi care se întrepătrund. Când 
corpurile se pun în mişcare relativă aceste asperităţi se strivesc, forţa de frecare de 
alunecare fiind rezultatul forţelor elementare corespunzătoare acestor striviri. 
 Dacă se introduce lubrefiant între suprafeţele în contact, forţa de frecare scade 
şi nu mai respectă legile enunţate mai sus; problema nu mai este în domeniul frecării 
uscate, ci din domeniul frecării mixte  sau hidraulice. 
 

 2.7. Aspectul geometric al frecării de alunecare 
 Se consideră un punct material A supus la legături pe o suprafaţă cu frecare 
(S), asupra căruia acţionează un sistem de forţe ce dau rezultanta aR ; prin schimbarea 
direcţiei forţelor ce acţionează asupra lui, se modifică direcţia rezultantei aR  faţă de 
normala la planul tangent P şi pentru echilibrul la limită al punctului, reacţiunea 

)leg(R , respectiv rezultanta aR  vor descrie o suprafaţă conică, numită con de frecare, 
având vârful în punctul A, cu axa după direcţia normalei la planul tangent şi unghiul 
la vârf  2ϕ  (fig.2.8.a). 

În mod analog se pune problema echilibrului punctului material supus la 
legături pe o curbă cu frecare: pentru echilibrul la limită al punctului pe o curbă cu 
frecare, reacţiunea )leg(R , respectiv rezultanta aR  vor descrie un con de frecare  cu 
vârful în punctul A, având axa după direcţia tangentei la curbă şi unghiul la vârf  (180 
o-2ϕ)  (fig.2.8.b). 
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 Interpretarea geometrică:  

• pentru realizarea condiţiei de echilibru a unui punct pe o suprafaţă cu frecare, 
trebuie ca suportul rezultantei forţelor efectiv aplicate aR , să se găsească în 
interiorul conului de frecare, sau să facă cu axa conului de frecare un unghi mai 
mic decât unghiul de frecare: α ≤ ϕ . 

• pentru realizarea condiţiei de echilibru a unui punct pe o curbă cu frecare, 
trebuie ca suportul rezultantei forţelor efectiv aplicate aR , să se găsească în 
exteriorul conului de frecare, sau să facă cu axa conului un unghi: α 90≥ o- ϕ. 

   

O b s e r v a ţ i i : 
1) Problema echilibrului punctului material supus la legături cu frecare, introduce o 

necunoscută în plus faţă de problema legăturii ideale şi anume, componenta 
tangenţială T . Pentru determinarea acestei necunoscute dispunem de o relaţie 
suplimentară şi anume, inegalitatea (2.21). Datorită acestei inegalităţi, problemele 
de frecare sunt în general nedeterminate, adică există regiuni întregi (pe o curbă 
sau pe o suprafaţă) în care este posibil echilibrul. Dacă în rezolvarea unei astfel de 
probleme, interesează numai poziţiile echilibrului la limită, atunci când: 

NTT max µ== , problema devine determinată. 

2) Dacă în cazul echilibrului punctului material pe o curbă aspră, pentru 
determinarea forţei de frecare T  este suficientă cunoaşterea unei singure 
necunoscute scalare (direcţia lui T  fiind cunoscută şi anume după direcţia 
tangentei), în cazul echilibrului punctului material pe o suprafaţă aspră este 
necesar să se cunoască două necunoscute scalare (întrucât în planul tangent 
direcţia lui T  este necunoscută,  conform fig.2.8.b). 

3) În cazul echilibrului punctului material pe o curbă, reacţiunea normală N  are o 
direcţie nedeterminată, cuprinsă în planul normal la curbă. 
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 A p l i c a ţ i e 
 Un punct material de greutate G  se află pe un plan înclinat cu unghiul α, 
coeficientul de frecare de alunecare fiind  µ (fig.2.9.a). Se cere să se determine:  

a) mărimea forţei F  paralelă cu planul înclinat, pentru ca punctul material să rămână 
în repaus ;  b)  reacţiunea legR . 

R e z o l v a r e : 
 Se studiază echilibrul punctului pentru cele două cazuri, care corespund celor 
două tendinţe la limita echilibrului: 
a) de urcare  (atunci când F  creşte atingând valoarea Fmax).  
b) de coborîre (atunci când F  scade  atingând valoarea Fmin).  
 
 
 
 
 
 
 

 
Se alege un sistem de axe convenabil, se eliberează corpul de legături, se aplică  

axioma legăturilor şi se studiază cele două cazuri de echilibru la limită ale corpului 
(fig.2.9.b şi c.). 
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1. Pentru tendinţa de urcare a punctului material pe plan, forţele corespunzătoare 
sunt reprezentate în fig.2.9.b, iar ecuaţiile de echilibru se scriu proiectând pe cele 
două axe ecuaţia vectorială de echilibru:  

0=+++ NTFG    
    Se obţin  relaţiile scalare: 

  
( )
( )

( )NT:italimlaNT
cosGN:Y

TsinGF:X

max

i

i

µµ
α
α

=≤

=−=

=−−=

∑
∑

00
00

 

    de unde rezultă:  
).cos(sinGF;cosGT;cosGN maxmax αµααµα +===  

2. Pentru tendinţa de coborâre a punctului material pe plan, forţele corespunzătoare 
sunt reprezentate în fig.2.9.c, iar ecuaţia de echilibru vectorială:          
  0=+++ NTFG ,  
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     care proiectată pe axe se scrie astfel: 

  
( )
( ) 00

00
=−=

=+−=

∑
∑

α
α

cosGN:Y
TsinGF:X

i

i  

( )NT:italimlaNT max µµ =≤  

      de unde rezultă:   
αcosGN =  ;   αµ cosGT = ;      ( )αµα cossinGFmin −=  

 Soluţia problemei este deci:   maxmin FFF ≤≤  şi înlocuind în funcţie de unghiul 
de frecare ϕµ tg=  se obţine:     

 ( ) ( )
ϕ

ϕα
ϕ

ϕα
cos

sinGF
cos

sinG +
≤≤

− . 

 Reacţiunea legR  are mărimea:   222 1 µα +⋅=+= cosNTNR leg  

şi direcţia ei face cu normala (nn’) (în cazul limită) unghiul ϕ  dat de:  N/Ttg =ϕ .     
Observaţie:  

  În cazul legăturii lucii avem µ=0  (adică ϕ=0 ) şi deci o soluţie unică: F= G sin α. 
 

 2.8. Frecarea firelor 
 O aplicaţie tehnică a echilibrului punctului material îl constituie frecarea 
firelor. Pentru rezolvarea acestei probleme se apelează la principiul egalităţii 
acţiunilor reciproce care afirmă că “acţiunile reciproce în cazul interacţiunii a două 
corpuri, sunt întotdeauna egale şi dirijate în sensuri contrare”. Forţele care 
acţionează asupra unui sistem de puncte materiale se clasifică în mod convenţional în 
forţe exterioare şi forţe interioare  sistemului: 

• Forţele exterioare reprezintă interacţiunea mecanică dintre punctele sistemului cu 
alte puncte din afara lui.  

• Forţele interioare reprezintă interacţiunea mecanică dintre punctele aparţinând 
sistemului.  

Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, forţele interioare sunt egale ca 
mărime două câte două, au acelaşi suport şi sunt dirijate în sensuri opuse. Un 
exemplu de forţe interioare, sunt forţele care iau naştere într-un fir atunci când este 
supus unor sarcini exterioare: forţele de întindere din fir (tensiunile din fir) reprezintă 
o pereche de forţe interioare care ţin legate două puncte alăturate ale firului în cazul 
unei secţiuni imaginare, deci forţe care se opun îndepărtării lor. 
 În general, conceptul de fir este utilizat pentru a reprezenta un corp având una 
din dimensiuni (lungimea) mult mai mare decât celelalte două, flexibilitate mare şi 
inextensibilitate sub acţiunea forţelor exterioare. În studiul frecării firului, se adoptă 
ipoteza de flexibilitate, inextensibilitate precum şi neglijarea greutăţii. 
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 Problemele de frecare a firelor se întâlnesc frecvent în tehnică (de exemplu la 
curelele de transmisie, frânele cu bandă, cordelinele alpiniştilor, etc.). Frecarea firelor 
se studiază atât în cazul când roata pe care este înfăşurat firul este fixă şi firul mobil,  
cât şi în cazul roţii mobile şi a firului fix . 
 În continuare se consideră un fir care vine în contact cu un disc circular, pe 
arcul A1A2 (fig.2.10) cu unghiul θ  la centru (măsurat în radiani).  

Firul este acţionat la capete, în A1 şi A2, respectiv de forţele 1F  şi 2F , care 
pentru echilibru pot fi egale sau diferite ca mărime: 

• când tendinţa de mişcare a firului este de la A1 spre A2 atunci F1 < F2 ; acest fapt 
se datorează forţelor de frecare de alunecare dintre fir şi roată (coeficientul de 
frecare de alunecare µ fiind cunoscut). 

• când tendinţa de mişcare a firului este de la A2 spre A1 atunci : F1 > F2. 

 Ca rezultat al acţiunii forţelor 1F  şi 2F  , în punctele A1 şi A2 iau naştere 
tensiunile 21 S,S  care sunt egale respectiv cu forţele 21 F,F .  

Se va studia echilibrul forţelor care acţionează pe arcul elementar ds'MM =
)

, 
căruia îi corespunde un unghi elementar la centru dϕ. La capetele elementului de arc 
ds acţionează tensiunile SdSsiS + , iar la mijloc reacţiunea normală N  şi forţa 
de frecare NTmax µ=  (fig.2.11). 

 
 
 
 
 
 
 
 

ds 

S  
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22 SF =11 SF = S dS+  
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x dϕ 

dϕ 

ϕ 
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dϕ
2

dϕ
2θ

O 
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 Elementul de fir poate fi considerat deci ca un punct material pe o suprafaţă cu 
frecare iar ecuaţiile de echilibru pentru cazul limită (când forţa de frecare este 
maximă)  sunt: 

  ( ) ( ) 0
22

0 =−−+=∑ NdcosSdcosdSS:X i µϕϕ    (2.23) 

  ( ) ( ) 0
22

0 =+−+−=∑ NdsinSdsindSS:Yi

ϕϕ    (2.24) 

 Unghiurile fiind mici (elementare) se consideră valabile aproximaţiile:  

  
22

1
2

ϕϕϕ ddsin,dcos ≈≈       (2.25) 
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şi atunci ecuaţiile (2.23) şi (2.24) se scriu: 
  0=− NdS µ         (2.26) 

  0
2
1

=+− ϕϕ dSdSdN        (2.27) 

    Neglijând termenul ϕdSd
2
1  în raport cu ceilalţi termeni din relaţia (2.27), rezultă:

  00 =−=− ϕµ SdN;NdS      (2.28) 
care conduce la  ecuaţia diferenţială cu variabile separabile: 

  0=− ϕµd
S

dS         (2.29) 

pe care integrând-o în intervalul corespunzător fiecărei variabile avem: 

  ∫∫ =
θ

ϕµ
0

2

1

d
S

dSS

S

        (2.30) 

sau:  µθµθ e
S
S

sau
S
S

ln ==
1

2

1

2      (2.31) 

 Rezultă astfel formula lui Euler pentru frecarea firelor, pentru cazul limită: 
           (2.32) µθeSS max 12 =

sau pentru echilibru în general: µθeSS 12 ≤      (2.33) 
Dacă F1 > F2 atunci se schimbă sensul tendinţei de mişcare a firului pe discul 

fix (de la A2 spre A1)  şi în mod asemănător se obţine: 
          (2.34) µθ−= eSS min 12

sau pentru echilibru în general:       (2.35) µθ−≥ eSS 12

 Deci, condiţia finală de echilibru este: 
          (2.36) µθµθ eSSeS 121 ≤≤−

sau: µθµθ e
S
Se ≤≤−

1

2         (2.37) 

 
A p l i c a ţ i e 
Se consideră sistemul format dintr-un fir înfăşurat pe un cilindru fix acţionat la 

capete de greutăţile P şi Q (fig. 2.12.a.); se cunosc coeficientul de frecare al firului pe 
cilindru µ şi unghiurile: ππθπα n/,/ 224 +== .  

Se cere să se determine tensiunile din fir şi numărul n de înfăşurări ale firului 
pe cilindru, pentru ca sistemul să rămână în repaus în poziţia din figură. 

R e z o l v a r e : 
 Se secţionează firul orizontal introducându-se tensiunea (S1). Avem astfel de 
rezolvat două probleme:  
a) echilibrul firului pe cilindru, acţionat de forţele P şi S1 ;   
b)  echilibrul punctului A acţionat de sistemului de forţe S1, S2  şi  Q (fig.2.12.b.). 
 În funcţie de tendinţa de mişcare , se deosebesc două cazuri: 
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1. Pentru tendinţa de deplasare  în jos a greutăţii P , condiţia de echilibru pentru 
forţele din firul înfăşurat pe cilindru, se scrie:  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≤
π

π
µ n

eSP
2

2
1         (a) 

 Ecuaţiile de echilibru pentru forţele care acţionează în A sunt: 

  
( )

( ) 0
4

0

0
4

0

2

21

=+−=

=+−=

∑

∑
π

π

sinSQY

;cosSSX

i

i

     (b) 

 Din sistemul (b) se obţin tensiunile din fir :  

QS
2

2
2 =    şi    .QS =1

în care caz formula (a) conduce la : 

  ,n
Q
Pln;e

Q
P;QeP

nn

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≤≤≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

ππµ
π

π
µπ

π
µ

2
2

2
2

2
2   (c) 

iar numărul de înfăşurări este:  
4
1

2
1

−≥
Q
Plnn

πµ
     (d) 

2. Pentru tendinţa de deplasare  în sus a greutăţii P, condiţia de echilibru pentru 
forţele din firul înfăşurat  pe cilindru se scrie:  

PeS
n

≤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− π

π
µ 2

2
1         (e) 

în care caz formula (a) conduce la : 

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−≥≥≥

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

ππµ
π

π
µπ

π
µ

n
Q
Pln;e

Q
P;QeP

nn

2
2

2
2

2
2   (f) 

deci numărul de înfăşurări în acest al doilea caz este:   

4
1

2
1

+≥
Q
Plnn

πµ
        (g) 
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C A P I T O L U L  3 
STUDIUL  SISTEMELOR  DE  FORŢE 

APLICATE  SOLIDULUI  RIGID 
 
 

 3.1. Caracterul forţelor aplicate unui solid rigid 
 S-a arătat în capitolul 2, că forţele aplicate unui punct material se reprezintă 
prin vectori legaţi, aplicaţi acelui punct material. Vom arăta acum că forţele aplicate 
solidului rigid se reprezintă prin vectori alunecători. În acest capitol,  noţiunile de 
forţe sau vectori, sunt sinonime. 
 Aşa cum s-a arătat în capitolul anterior, prin corp solid rigid (solid 
nedeformabil) se înţelege un continuum material nedeformabil (distanţa dintre două 
puncte oarecare ale sale nu se modifică oricare ar fi forţele aplicate acestuia sau 
oricare ar fi mişcarea sa). Corpul solid rigid este o abstracţie matematică.              În 
realitate, toate corpurile reale din natură sunt deformabile.  În Mecanica teoretică 
corpurile se consideră (cu o bună aproximaţie) ca fiind nedeformabile. 
 În Statica rigidului se admite următorul principiu de natură experimentală, 
numit şi principiul rigidităţii: “dacă asupra unui corp rigid acţionează două forţe 1F  
şi 2F  având acelaşi suport, mărimile egale ca dar sensurile opuse,  ele îşi fac 
echilibru şi deci, pot fi suprimate fără a se schimba starea de mişcare sau de repaus 
a corpului” (fig.3.1). Aceast principiu este şi prima operaţie elementară de 
echivalenţă. O consecinţă imediată a acestui principiu este următoarea:  forţele care 
acţionează asupra unui corp solid rigid se reprezintă prin vectori alunecători. 

Pentru un  corp deformabil principiul rigidităţii nu este adevărat.  
 

 
 
 
 
 
 
 

FF2F2

F ′

F
F1F1
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A1

A 
A1

A2

A2

Fig.3.2. b. a. Fig.3.1. 

 Într-adevăr, fie un corp solid asupra căruia acţionează forţa F  aplicată în 
punctul A (fig.3.2). Dacă în punctul B, aparţinând suportului forţei F , aplicăm două 
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forţe F ′  şi F  având sensuri opuse şi dacă aceste forţe au acelaşi suport        şi 
aceeaşi mărime cu forţa F  aplicată în A, atunci conform principiului enunţat 
anterior, starea rigidului nu se schimbă.  

Conform aceluiaşi principiu, forţele F ′  şi F , având acelaşi suport, fiind egale 
ca mărime şi de sens opus, pot fi suprimate. Astfel, asupra solidul acţionează numai 
forţa F  aplicată în B, forţă obţinută prin alunecarea lui  F  pe suportul său din A în  
B (fig.3.2.) 
 În capitolul privind teoremele generale ale mecanicii se va vedea că această 
teoremă este o consecinţă directă a teoremelor generale şi a ipotezei de rigiditate a 
corpului solid. 
  

3.2. Teoria momentelor. Proprietăţi. 
 3.2.1. Momentul unei forţe în raport cu un punct 

(P)

)F(M 0

F
r

α 
90o A d 

C 

Fig. 3.3

O 

 Fie un vector legat (forţă) F , aplicat în 
punctul A al unui rigid şi un punct O în spaţiu 
(fig.3.3.). Se numeşte moment al vectorului F  
faţă de punctul O şi se notează cu simbolul 

)F(M O  sau OM , produsul vectorial dintre 
vectorul de poziţie  r  (care uneşte polul O cu 
punctul A de aplicaţie al vectorului forţă F )  
şi vectorul forţă F , adică: 

 FOA)F(M O ×=    (3.1) 

Pe baza definiţiei produsului vectorial a doi vectori se poate afirma că: 
• )F(M O  este un vector legat de O, adică este aplicat în punctul faţă de care se 

calculează; 
• )F(M O  este perpendicular pe planul determinat de suportul vectorului  F  şi 

punctul O; 
• Sensul lui )F(M O  coincide cu sensul în care înaintează un şurub drept când 

acţionează în lungul direcţiei lui )F(M O  şi se roteşte în sensul indicat de vectorul 
F  (aşa numita regulă a şurubului sau a burghiului drept); 

• Mărimea vectorului lui )F(M O  este dată de: 

dFsinFOAFOA)F(M O ⋅=⋅⋅=×= α     (3.2) 

unde:  ( ),F,OA∠=α  iar d este distanţa de la punctul O la suportul lui F . 

Dimensiunea momentului unei forţe în raport cu un punct, în Sistemul 
Internaţional de unităţi este:  [ ] mN)F(M ⋅=0 . 
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 Dacă O este originea axelor de coordonate, notând cu (x, y, z) coordonatele 
punctului A şi cu (X, Y, Z) componentele forţei F  (proiecţiile ei pe aceste axe), 
expresia analitică a momentului este: 

  
ZYX
zyx
kji

FOA)F(M =×=0 ,      (3.3) 

şi dacă se notează : kNjMiL)F(M ++=0 ,  atunci componentele lui  )F(M O  sunt 
date de: yXxYN;xZzXM;zYyZL −=−=−=    (3.4) 
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Momentul unei forţe F faţă de un punct O are următoarele proprietăţi: 
1) )F(M O  rămâne invariant dacă vectorul F  alunecă pe suportul său (dacă F  este 

deci considerat vector alunecător). Într-adevăr, deplasând punctul de aplicaţie al 
lui F  din A în A′ (fig.3.5),  avem: 

    ( ) )F(MFOAFAAFOAFAAOAFAO)F(M OO =×=×′+×=×′+=×′=′  

     deoarece AA ′  şi F  fiind coliniari: 0=×′ FAA . 
2) )F(M O =0  în următoarele două cazuri: a) dacă 0=F ; b) dacă suportul lui 

0≠F  trece prin polul O. Într-adevăr, dacă polul O se află pe suportul vectorului 
F , vectorii OA  şi F  sunt paraleli şi produsul lor vectorial este nul. Sau altfel, 
mărimea lui  )F(M O este egală cu ,dF ⋅  unde d  este distanţa de la punctul O la 
suportul (∆) al lui F . Deci )F(M O  dacă F =0 sau dacă d=0. 

3) Doi vectori situaţi pe acelaşi suport, având mărimi egale şi sensuri opuse, au în 
raport cu acelaşi punct O, momentele corespunzătoare opuse. Într-adevăr, 
considerând F  în A şi F ′  în ′A , unde FF −=′ (fig.3.5), conform definiţiei avem:    
 FOA)F(M O ×=            
 FAAFOAF)AAOA(FAO)F(M O ′×′+′×=′×′+=′×′=′  

şi  FF −=′ ;  deoarece  : 
⇒=×′ 0FAA      ).F(MFOA)F(OA)F(M OO −=×−=−×=′  



 38

 3.2.2. Momentul unei forţe în raport cu o axă 
 Fie un vector forţă F  aplicat în punctul A şi o axă (∆) oarecare a cărei 
orientare este definită  prin versorul ei δ  (fig.3.6). Se defineşte momentul vectorului 
F  în raport cu axa (∆) (notat cu )F(M ∆ sau ), proiecţia pe această axă a 
momentului forţei 

∆M
F calculat faţă de un punct oarecare O aparţinând axei (∆). 

 
 
 
 
 
 
 
 
    
 Notând cu O punctul ales pe axă (fig.3.6), conform definiţiei, vom avea: 
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)F(M ∆

δ

 ( ).FOA)F(M)F(M)F(Mpr)F(M OOO ×⋅=⋅=⋅== δδδ∆∆     (3.5) 

 Deoarece )F(M ∆  reprezintă produsul mixt al vectorilor F,OA şi δ  el se mai 
poate scrie şi sub forma ( )δ∆ ,F,OA)F(M =  şi este un scalar. 

 Să arătăm că )F(M ∆ nu depinde de poziţia punctului O  pe axa (∆).   

Pentru aceasta vom recalcula )F(M ∆′  alegând un alt punct O′  pe axa (∆) (fig.3.7) : 

 
( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )FOAFOOFOAFOO

FOAOOFAO)F(M)F(M 'O

×⋅+×′⋅=×+×′⋅=

=×+′⋅=×′⋅=⋅=′

δδδ

δδδ∆  

Deoarece vectorii δ  şi OO′  sunt coliniari, avem:  
( ) 0=×′⋅ FOOδ  şi rezultă prin urmare:  

( ) ).F(MFOA)F(M ∆∆ δ =×⋅=′  
 Fie un sistem cartezian de axe de coordonate Oxyz, punctul A de coordonate 
(x, y, z) şi vector de poziţie: kzjyixr ++= , forţa kZjYiXF ++=  şi axa (∆)  de 
versor kcjbia ++=δ . În aceste condiţii valoarea momentului )F(M ∆  poate fi 
calculată cu ajutorul determinantului: 

( )

( ) ).yXxY(c)xZzX(bzYyZa)F(M

ZYX
zyx
cba

Fr)F(M

−+−+−=

=×⋅=

∆

∆ δ
   (3.6) 
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 Dacă axa (∆)  coincide cu axa Ox, i≡δ  şi deci a = 1, b = c = 0 , se obţine 
momentul forţei F  faţă de axa Ox: LzYyZ)F(M Ox =−=  

Analog se calculează momentul forţei F  faţă de axa Oy, respectiv Oz: 

 NyXxY)F(M;MxZzX)F(M OzOy =−==−=    (3.7) 

 O b s e r v a ţ i e : 
 În aplicaţiile tehnice apare frecvent noţiunea de moment al unei forţe în raport 
cu un punct, din planul determinat de punct şi forţă. Aceast moment se exprimă sub 
forma unui scalar şi reprezintă de fapt momentul forţei în raport cu o axă 
perpendiculară pe planul determinat de punct şi forţă ce trece prin punctul respectiv.  
Dacă, de exemplu, forţa F  se găseşte în planul Oxy atunci momentul forţei în raport 
cu punctul O este de fapt momentul forţei în raport cu axa Oz: 

 yXxYN)F(M)F(M OzO −===       (3.8) 

 Semnul momentului este pozitiv, dacă forţa are tendinţa să rotească corpul în 
raport cu punctul O în sens trigonometric (axa Ox peste Oy) şi  negativ dacă forţa are 
tendinţa să rotească corpul în raport cu punctul O în sens invers trigonometric.  
Se pot evidenţia următoarele proprietăţi  al momentului forţei în raport cu o axă : 
1) Momentul unei forţe în raport cu o axă coplanară cu suportul forţei, este nul. 

Într-adevăr, dacă suportul vectorului F  şi axa (∆) sunt coplanare, atunci vectorii 
F,OA şi δ   sunt coplanari şi deci produsul lor mixt este nul. De menţionat că 

această situaţie are loc în cazurile în care suportul lui  F  şi axa (∆) sunt 
concurente, paralele sau se confundă. 

2) Momentul unei forţe în raport cu o axă nu se schimbă dacă forţa alunecă pe 
suportul ei, păstrându-şi sensul şi mărimea (intensitatea). Această proprietate se 
poate demonstra imediat folosind prima proprietate din paragraful 3.2.1.  

Într-adevăr, deoarece : )F(M)F(M OO ′=   

avem :  )F(M)F(Mdeci),F(M)F(M 'OO ∆∆δδ ′=⋅=⋅ . 

3) Două forţe situate pe acelaşi suport, având mărimi egale şi sensuri opuse, au faţă 
de aceeaşi axă, momente egale şi de semne contrare. Această proprietate se poate 
demonstra imediat folosind cea de a treia proprietate  din paragraful 3.2.1. Într-
adevăr, deoarece: )F(M)F(M,FF OO −=′−=′ , rezultă: 

      ).F(M)F(Msau)F(M)F(M OO ∆∆δδ −=′⋅−=′⋅  

4) Valoarea absolută a momentului unei forţe în raport cu o axă este egală cu 
produsul dintre mărimea forţei, lungimea perpendicularei comune dintre suportul 
forţei şi axă şi sinusul  unghiului format de axă şi direcţia forţei.  
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Pentru demonstraţie se calculează )F(M ∆  prin procedee geometrice. Fie planul 
(π) în care se află suportul (D) al vectorului F  şi punctul O, iar dreapta (∆) ce 
trece prin punctul O nu aparţine acestui plan. Se duce din O perpendiculara 
comună AO ′  dintre (∆) şi suportul (D) al forţei F  (fig.3.8). Lunecând forţa F  pe 
suportul ei cu originea din A  în A′  (operaţie care nu schimbă valoarea 
momentului), atunci )F(M O  va avea următoarea mărime:  

dF)F(M O ⋅=         (3.9) 

unde  cu d  s-a notat lungimea perpendicularei comune AO ′ . 

Notând cu β unghiul ascuţit dintre 
vectorul moment )F(M 0  şi axa (∆), 
atunci conform definiţiei: 

β

β

∆

∆

cosdFFMsau

cos)F(M)F(M

⋅⋅=

⋅= 0
 (3.10) 

Pentru a pune în evidenţă unghiul α 
format de axa (∆) cu direcţia forţei F , se 
duce prin punctul O o dreaptă  ( )D′  
paralelă cu suportul (D)  al forţei F .   

  Din figura 3.8 se observă că dreapta ( )D′  şi axa (∆) sunt perpendiculare în O 
pe segmentul AO ′ (prin construcţie), iar vectorul )F(M O  este perpendicular pe 

AO ′  în acelaşi punct O, deoarece acest segment este cuprins în planul determinat 
de punctul O şi F . Deoarece suportul lui )F(M O  şi dreptele (∆) şi (D )′  sunt 
perpendiculare pe dreapta AO ′ =d, sunt coplanare toate trei, prin urmare unghiurile 
α şi β sunt coplanare şi adiacente. Deoarece, prin definiţie, )F(M O  este 
perpendicular pe suportul lui F , deci şi pe ( )D′ , vom avea:   

 απβπβα −==+
22

sau        (3.11) 

şi deci αβ sincos = , iar relaţia (3.10) capătă forma: 

  α∆ sindF)F(M ⋅=        (3.12) 

care exprimă tocmai proprietatea enunţată mai sus. 
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α

Fig.3.8 

)'D(

 Pentru determinarea semnului momentului )F(M ∆  se aplică regula şurubului 
drept. Astfel, semnul lui )F(M ∆  va fi pozitiv dacă  şurubul drept (aşezat dealungul 
axei (∆) şi rotit în sensul indicat de vectorul forţă) înaintează în raport cu sensul axei 
(∆) dat de versorul δ ; semnul lui )F(M ∆  va fi negativ dacă  şurubul drept (aşezat 
dealungul axei (∆) şi rotit în sensul indicat de vectorul forţă) înaintează în sens invers 
faţă de sensul versorului δ . 
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A p l i c a ţ i e  
 Se consideră un paralelipiped  dreptunghic CBAOOABC ′′′′  având laturile: 

OA=a, OC=3a şi =2a, acţionat de forţele OO ′ 321 F,F,F  având suporturile 
determinate respectiv de dreptele BO,CB,BA ′′′′  (fig.3.9).  

 Se cere să se calculeze următoarele  z 
′C  ′O  

F3  ′B  

′A
F1  

F2  O C y 

B A 
x Fig. 3.9 

momente: 

).F(M),F(M),F(M
);F(M),F(M),F(M

OzOyOx

OOO

111

321  

 
R e z o l v a r e : 

 Se consideră sistemul de axe cu 
 originea în O şi axele ca în figura 3.9. 

Se scriu, mai întâi, expresiile analitice ale vectorilor forţă daţi: 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+

+
=

′
′

=′= kjF
aa
kajaF

BA
BAFBAversFF

13
2

13
3

23
23

1221111
 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

+−

+−
=

′
′

=′= kiF
aa
kaiaF

CB
CBFCBversFF

5
2

5
1

2
2

2222222
 

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

+

+
=

′′
′

=′′= jiF
aa
jaiaF

BO
BOFBOversFF

10
3

10
1

3
3

3223333
 

Momentele  forţelor faţă de punctul O sunt: 

( )kj
aF

FF

a
kji

FOA)F(M O 32
13

13
2

13
30

00 1

11

11 +−==×=  

( )kjiaF

FF

aa
kji

FOB)F(M O 326
5

5
20

5
1

03 2

2
2

22 −−=

−

=×=  
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( )ji
aF

FF
a

kji
FOO)F(M O −−==×′= 3

10
2

0
10

3
10

200 3

33

33  

 Ţinând seama de expresia lui )F(M O 1  se deduce : 

 
13

3
13

2
0 1

1
1

11

aF
)F(M;

aF
)F(M;)F(M OzOyOx =−==  

          Observaţie  
        Aceleaşi valori se obţin ţinând seama că momentul unei forţe în raport cu  o axă 
se scrie: 

 ( )11101 FOAi)F(Mi)F(Mpr)F(M OOxOx ×⋅=⋅==  

 ( )1111 FOAj)F(Mj)F(Mpr)F(M OOOyOy ×⋅=⋅==  

 ( )1111 FOAk)F(Mk)F(Mpr)F(M OOOzOz ×⋅=⋅==  

  

3.2.2. Teoremele lui Varignon 
 Fie un sistem de  n  forţe iF  (i=1,2,...,n)   concurente într-un punct A şi fie O 
un punct oarecare în spaţiu (fig.3.10). Scriind momentele tuturor forţelor iF în raport 
cu punctul O avem: 

F1

R

F iA 

O 

2F 3F

nF
Fig.3.10 

 

nnO

O

O

FOA)F(M

...

...

...
FOA)F(M

FOA)F(M

×=

×=

×=

22

11

  (3.13) 

şi adunând aceste relaţii membru  
cu membru, obţinem:  

nnOOO FOA...FOAFOA)F(M...)F(M)F(M ×++×+×=+++ 2121 . 
Folosind apoi proprietatea de distributivitate a produsului vectorial, vectorul 

OA  se poate scoate factor comun la stânga şi avem: 

  ( ) ∑∑
==

×=+++×=
n

i
nn

n

i
iO FOAF...FFOA)F(M

1
21

1
, 

dar : RF
n

i
i =∑

=1
 este rezultanta sistemului de forţe dat  
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deci teoremele lui Varignon se pot scrie sub următoarele două forme: 

a.  )R(M)F(MsauROA)F(M O

n

i
iO

n

i
iO =×= ∑∑

== 11
     (3.14) 

cu enunţul: suma momentelor a n forţe concurente în raport cu un punct O, este 
egală cu momentul rezultantei forţelor calculat în raport cu acelaşi punct. 
Dacă punctul O se află pe o dreaptă (∆) de versor δ , se obţine: 

b.    )R(M)F(M
n

i
i ∆∆ =∑

=1
          (3.15) 

cu enunţul: suma momentelor a n forţe concurente în raport cu o axă este 
egală cu  momentul rezultantei forţelor luat în raport cu aceeaşi axă. 
 

3.3.   Torsorul unui sistem de forţe 
 3.3.1.   Rezultanta generală şi momentul rezultant 
 Fie  iF  (i=1,2,...,n)   un sistem de forţe reprezentând n vectori legaţi, aplicaţi în 
punctele Ai sau un sistem de n vectori alunecători pe suporturile lor care trec 
respectiv prin aceste puncte (fig.3.11). Cu ajutorul operaţiilor algebrice cu vectori 
putem defini următoarele elemente: 

F2

F1

 

Fi  

Fn

A2A1

O 
Ai

An

Fig.3.11 

1. Rezultanta generală OR  a sistemului  în 
punctul O, reprezentată de un vector, aplicat în 
punctul O, dat de relaţia: 

 ∑
=

=
n

i
iO FR

1
    (3.16) 

2. Momentul rezultant OM  al sistemului în 
punctul O, reprezentat de suma momentelor 
vectorilor  iF  (i=1,2,...,n)  faţă de punctul O, 

adică: ∑
=

×=
n

i
iiO FOAM

1
   (3.17) 

 Vectorul OR  este un vector liber (şi va fi notat în continuare cu R , deoarece 
rezultatul operaţiei (3.16) nu depinde de punctul O), deci pentru orice punct din 
spaţiu se obţine un vector echipolent. R  este numit primul  invariant al sistemului de 
vectori. 

Dimpotrivă, vectorul OM  aşa cum rezultă din relaţia (3.17), depinde de punctul 
de reducere O, deci este un vector legat de punctul O  numit pol, la fel ca şi vectorul 
moment al forţei iF  din paragraful anterior. 

 Se numeşte torsor al sistemului de vectori forţe iF  (i=1,2,...,n) calculat în 
punctul O, sistemul format din rezultanta generală şi din momentul rezultant, 
determinate în acest punct: )M,R(: Oτ  
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3.3.2. Proprietăţi ale torsorului 
 Dacă notăm cu (S) sistemul de vectori iF  (i=1,2,...,n) şi torsorul său în punctul 
O prin τ(S), avem următoarele proprietăţi: 
1. Torsorul unui sistem (S) nu se modifică  dacă vectorii alunecă pe suporturile lor. 

2. Fie λ un scalar şi (λS)  sistemul de vectori legaţi sau alunecători  λ iF .  

Avem: )S()S( τλλτ ⋅=         (3.18) 

deoarece rezultanta generală a lui (λS) este )R( 0λ , iar momentul rezultant în O 
este 0Mλ .În particular dacă λ=-1:          

)S()S( ττ −=−         (3.19) 

3. Fie  un alt sistem de vectori legaţi sau alunecători )S( ′ )p,...,,j(Fj 21=′  şi )S( ′τ  
torsorul său )S( ′τ : )M,R( OO ′′ . Să notăm prin )SS( ′+  sistemul ji FF + , i=1,2,..n; 
j=1,2,3,...p,  format  din reuniunea sistemelor (S)  şi )S( ′ . Avem:   
  )S()S()SS( ′+=′+ τττ       (3.20) 
adică rezultanta generală a sistemului )SS( ′+  este suma rezultatelor        
generale, )RR( OO ′+   iar momentul rezultant al sistemului  este  suma 
momentelor rezultante ale celor  două sisteme:  

)SS( ′+
)MM( OO ′+   

4. În general, oricare ar fi scalarii λ1 şi λ2 avem: 
  )S()S()SS( ′+=′+ τλτλλλτ 2121      (3.21) 
5. Dacă notăm cu (X, Y, Z) proiecţiile pe axele sistemului Oxyz ale lui OR  iar cu (Xi, 

Yi, Zi) proiecţiile  forţelor iF  (i=1,2,...,n) pe axe, avem evident relaţiile:  

      (3.22) .ZZ,YY,XX
n

i
i

n

i
i

n

i
i ∑∑∑

===

===
111

Dacă notăm prin (Li,Mi, Ni) proiecţiile pe axe ale momentului lui iF  faţă de O şi 
prin  (xi, yi, zi) , coordonatele punctului Ai de aplicaţie al vectorului iF  , atunci 
proiecţiile lui  OM  pe axele sistemului Oxyz sunt date de : 

    ( ),YzZyLL
n

i
iiii

n

i
i ∑∑

==

−==
11

( ),ZxXzMM
n

i
iiii

n

i
i ∑∑

==

−==
11

( .XyYxNN
n

i
iiii

n

i
i ∑∑

==

−==
11

)       (3.23) 

3.3.3. Variaţia momentului rezultant la schimbarea  
          polului de reducere. Proprietăţi. 

 Se consideră sistemul de forţe iF  (i=1,2,...,n) aplicate în punctele Ai şi un punct 
O pentru care torsorul sistemului dat este: 
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

×=

=

∑

∑

=

=

n

i
iiO

n

i
iO

O

FOAM

FR
:

1

1τ   (3.24) 

Considerând un al doilea punct (pol) O′ , 
torsorul de reducere în acest punct este  : 

      
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

×′=

==

∑

∑

=

=

n

i
ii'O

n

i
iO'O

'O

FAOM

FRR
:

1

1τ           (3.25) 

 

F2  

F1  

′O
Fi

Fn  

A1 Ai

A2

AnO 

Fig.3.12 

Vectorii O'O R,R  pot fi consideraţi vectori liberi. 

 Ţinând seama că (fig.3.12) : ii OAOOAO +′=′ , avem: 

  
( )

Oi

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
iii

n

i
i'O

MROOFOAFOO

FOAFOOFOAOOM

+×′=×+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛×′=

=×+×′=×+′=

∑∑

∑ ∑∑

==

− ==

11

1 11  

deci: ROOMM O'O ×′+=        (3.26) 
 Această relaţie importantă este numită formula de schimbare a momentului la 
schimbarea polului de reducere. Deci torsorul se schimbă odată cu schimbarea 
polului din O în O  conform relaţiei: ′

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

×′+=

=∑
=

ROOMM

;FR
:

O'O

n

i
i

'O 1τ       (3.27) 

 Coordonatele punctului O  în raport cu un sistem de axe de coordonate Oxyz,  
fiind (x,y,z), , atunci: 

′
O′ kzjyix'OO ++=   sau  kzjyixOO −−−=′   şi deci avem: 

 ( ) ( ) ( ) .kyXxYjxZzXizYyZ
ZYX
zyx
kji

ROO +−++−++−=−−−=×′  

Folosind notaţiile şi formula (3.26) proiecţiile pe axele sistemului ale lui 'OM  
se vor scrie: 

yXxYNN,xZzXMM,zYyZLL +−=′+−=′+−=′   (3.28) 

 Din formula (3.26) rezultă următoarele proprietăţi: 

a) Dacă 00 == OM,R  atunci şi 'OM =0,  oricare ar fi polul lui .  O′
Deci, dacă într-un punct torsorul este nul, el este nul în orice punct . O′
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b) Dacă ,R 0=  rezultă că O'O MM = . Deci, pentru sistemele pentru care rezultanta 
generală este nulă, momentul rezultant este considerat ca un vector liber, el fiind 
primul invariant la schimbarea polului (este acelaşi în orice punct din spaţiu) 

c) Dacă 0≠R  înmulţind scalar relaţia (3.26) cu O'O RR =  se obţine: 

  OO'O'O MRMR ⋅=⋅        (3.29) 

    deoarece produsul mixt ( ) 0=×′⋅ ROOR .  

Deci expresia ZNYMXLMR O ++=⋅ = constant       (3.30) 

este al doilea  invariant al sistemului de vectori )n,...,,i(Fi 21=  la schimbarea 
polului (are aceeaşi valoare oricare ar fi polul în care se consideră torsorul 
sistemului). Expresia scalară (3.30) se mai numeşte trinomul invariant. 

d) Ca o consecinţă a relaţiei (3.29) rezultă următoarea proprietate: dacă ,RO 0≠  
proiecţia momentului rezultant pe direcţia vectorului rezultant este aceeaşi în 
orice punct din spaţiu (este invariant faţă de schimbarea polului O,  fig.3.13.a) . 
Într-adevăr, avem : 

  ( ) αcosMRM,RcosMRMR OOOO ⋅⋅=⋅⋅=⋅  

  ( ) βcosMRM,RcosMRMR 'O'O'O'O ⋅⋅=⋅=⋅  

şi deoarece ,R 0≠ relaţia (3.29) conduce la o relaţie care exprimă proprietatea de 
mai sus:  βα cosMcosM 'OO =   sau   'ORR MprMpr =0    (3.31) 

        Dacă se notează cu MR valoarea comună a acestor proiecţii, putem scrie: 

  
R

RM
R
RMRversMMprM O

OOORR

⋅
=⋅=⋅==    (3.32) 

sau: .
ZYX
NZMYLXM R 222 ++

++
=        (3.32’) 

 Din relaţiile (3.30) şi (3.32’) se deduce că trinomul invariant şi proiecţia 
momentului rezultant pe direcţia rezultantei nu sunt două mărimi invariante 
independente.  Rezultă că la reducerea unui sistem de vectori forţe într-un punct,  
există doar doi invarianţi OMRsiR ⋅  sau RMsiR , unde: RversMM RR ⋅= . 

 

 3.3.4. Torsor minimal. Axa centrală a sistemului de forţe 
 Precizăm că prin operaţia de “reducere a unui sistem de vectori” vom înţelege 
înlocuirea lui cu un sistem echivalent mai simplu, calculat într-un punct, sistem 
format dintr-o rezultantă şi un moment rezultant. 
 Făcând reducerea unui sistem de vectori forţe, în diferite puncte din spaţiu, se 
constată că torsorul de reducere este diferit datorită momentului rezultant 'OM , care 
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moment depinde de punctul de reducere O. Se poate descompune momentul rezultant 
în două componente:  

a) RM  după direcţia rezultantei R ;  

b) NM  într-un plan normal pe direcţia rezultantei  (fig.3.13).  

Deci se poate scrie relaţia:  NRO MMM +=      (3.33) 

Întrucât conform (3.32) componenta RM  este un invariant, rezultă că 
modificările momentului OM  se produc doar prin variaţia componentei NM  , care 
poate lua orice valoare, în funcţie de punctul de reducere, şi orice poziţie într-un plan 
normal pe R .  Din consideraţii geometrice şi din ecuaţia (3.33), rezultă că proiecţia 
pe direcţia rezultantei R  a momentului PM   reprezintă valoarea minimă pe care o 
poate lua momentul  PM  atunci când se modifică poziţia punctului de reducere P. 
Deci momentul minim este:  

 RversMMversMMM RRRRmin ⋅=⋅==     (3.34) 

  
 
 
 
 
     
 

Torsorul alcătuit din R  şi minM  se numeşte torsor minimal: 

  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅
⋅

=⋅=

= ∑
=

R
R

R
MR

RversMM

;FR

O
Rmin

n

i
i

min

1

τ      (3.35) 

 În cazul  torsorului minimal, rezultanta R  şi momentul minM  sunt coliniari. 

 Locul geometric al punctelor P în care făcând reducerea se obţine torsorul 
minimal se numeşte axă centrală.  

Sau altfel spus, presupunând 0≠R , mulţimea punctelor P din spaţiu pentru 
care rezultanta generală şi momentul rezultant sunt coliniari este o dreaptă numită 
axa centrală a sistemului. Într-adevăr dacă P(x,y,z) este un punct aparţinând axei 
centrale, conform relaţiei (3.26), momentul în acest punct se scrie: 

M 0

'OM

R

β

O 

M 0

M N

R
M R

α 

O 

Fig.3.13 (b) 

α 
O’ 

R

(a) 
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( ) ( ) ( )kyXxYNjxZzXMizYyZLM

ZYX
zyx
kji

kNjMiLROPMM

P

OP

+−++−++−=

−++=×−=
  (3.36) 

 Din condiţia de coliniaritate a vectorilor PMsiR  care se scrie: RM P λ=   şi  
ţinând seama că:  kZjYiXR ++=  , atunci aceasta este echivalentă cu o relaţie de 
proporţionalitate între proiecţiile pe axe ale celor doi vectori şi deci se scrie: 

  
Z

yXxYN
Y

xZzXM
X

zYyZL +−
=

+−
=

+−    (3.37) 

Relaţiile (3.37)  reprezintă ecuaţiile axei centrale a sistemului de vectori 
alunecători sub formă implicită, şi este o dreaptă în spaţiu.  

Ecuaţia axei centrale se mai poate scrie sub formă parametrică. Astfel dacă se 
înmulţeşte relaţia (3.36) vectorial la stânga cu R  şi se ţine seama că cei doi vectori 

PMsiR  sunt paraleli pe axa centrală (adică: 0=× PMR ) obţinem: 

R)OPR(OP)RR(MR)ROP(RMRMR OOP ⋅+⋅−×=××−×=×=0
 Împărţind această ultimă relaţie cu R2, şi notând ( ) 2R/OPR ⋅=λ  se obţine 
ecuaţia axei centrale sub formă vectorială:   

R
R

MR
OP O λ+

×
=

2
       (3.38) 

Ecuaţiile parametrice se obţin prin identificarea celor doi membri ai ecuaţiei (3.38): 

Z
R

YLXMz;Y
R

XNZLy;X
R

ZMYNx λλλ +
−

=+
−

=+
−

=
222

  (3.38’) 

 

 A p l i c a ţ i e : 
 Se consideră paralelipipedul dreptunghic de laturi OA=OC=2a, OB=4a,  
asupra căruia acţionează forţele având modulele: ,PF 21 =  F2=F4=3P,  F3=P   
(fig.3.14).  Se cere: 

a) să se determine torsorul de reducere în punctele O şi B; 
b) să se verifice invarianţa trinomului ( BO MRMR ⋅=⋅ ); 
c) să se calculeze torsorul minimal; 
d) să se scrie axa centrală a sistemului de forţe, sub cele două forme. 

 R e z o l v a r e : 
      Se consideră sistemul de axe cu originea în O (fig.3.14) şi se exprimă analitic 
forţele : 



 49

.jP
a
jaPF

FG
FGFFGversFFversFF

)ki(P
aa
akaiPF

DE
DEFDEversFFversFF

3
16
43

44
222

22

22222

221

11111

==

===

+−=
+
+−

=

===

 

 iP
a
iaP

OA
OAFOAversFFversFF 3

4
2

233333 =====  

z 
F4

E
C

F2

G F1 y 
F 

O 

F3

B 

x 
A D

Fig.3.14 

 jP
a
jaP

FC
FCFFCversFFversFF 3

16
43

244444 −=
−

====  

Se calculează rezultanta, componentele  şi modulul ei: 
PRsiPZ;YXkPFFFFR ====⇒=+++= 04321  

Deci, rezultanta are mărimea P şi este paralelă cu Oz. 
 Se calculează momentul fiecărei forţe faţă de punctul O: 

  )kji(aP
PP

aa
kji

FOD)F(M O 222
0

04211 +−=
−

=×=  

  )ki(aP
P

aa
kji

FOF)F(M O +−==×= 6
030

20222 ;    03 =)F(MO  

  iaP
P

aa
kji

FOF)F(M O 6
030

24044 =
−

=×=  

 Momentul rezultant în punctul O va fi: 

 aPN,aPM,aPL)kji(aP)F(MM
n

i
iOO 1024522

1
=−==⇒+−== ∑

=

 

iar momentul rezultant în B va fi:   
kPajPaROBMM OB 102 +−=×−=  

 a) Rezultă cele două torsoare: 
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⎩
⎨
⎧

+−=

=

kPajPaiPaM
kPR

:
O

O 1024
τ   

⎩
⎨
⎧

+−=

=

kPajPaM
kPR

:
B

B 102
τ  

 b) Trinomul invariant este: 
  aPZNYMXLMR 2

0 10=++=⋅  

  aPZNYMXLMR BBBB
210=++=⋅  

 Deci: kPak
P

aPRvers
R
MR

MM O
Rmin 1010 2

=⋅=⋅
⋅

==  

c) Torsorul minimal va fi:   
⎩
⎨
⎧

=

=

kPaM
kPR

:
min

min 10
τ  

d) Ecuaţia axei centrale sub  prima formă (conform 3.37) : 

Z
yXxYN

Y
xZzXM

X
zYyZL +−

=
+−

=
+−  

se scrie:  
P

PaPxPaPyPa 0010
0

02
0

04 +−
=

+−−
=

+− ;      

Rezultă: x=2a,  y=4a, Rz∈ , adică axa centrală este o dreaptă paralelă cu Oz 
care trece prin punctul  din planul Oxy: D (2a,4a,0) .  

Ecuaţia axei centrale sub forma parametrică (conform 3.38’)  

;Z
R

YLXMz;Y
R

XNZLy;X
R

ZMYNx λλλ +
−

=+
−

=+
−

=
222

 

se scrie:       ;Pz;
P
aPy;

P
aPx λλλ =⋅+=⋅+= 0402

2

2

2

2

 

adică aceeaşi ecuaţie:     Rz;ay;ax ∈== 42 . 
 

3.3.5. Operaţii elementare de echivalenţă 
 Se numesc operaţii elementare de echivalenţă următoarele operaţii aplicate 
sistemelor de vectori alunecători  (forţe): 

1) schimbarea punctului de aplicaţie al unui vector pe suportul său 
(lunecarea); 

2) adăugarea (adjuncţiunea) sau suprimarea a doi vectori egali ca mărime 
dar de sens opus, situaţi pe acelaşi suport; 

3) compunerea a doi vectori concurenţi într-un punct A, după regula 
paralelogramului; 

4) descompunerea unui vector aplicat într-un punct A în mai mulţi vectori 
concurenţi . 
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 Se observă că aceste operaţii efectuate asupra unui sistem de vectori (S) nu 
modifică torsorul. Invarianţii torsorului prin aceste operaţii rezultă din definiţia 
momentului şi din teoremele lui Varignon. Se mai observă că operaţia (1) este de fapt 
o consecinţă a operaţiei (2). 
  

 3.4.  Reducerea sistemelor de vectori 
 3.4.1. Echivalenţa a două sisteme de vectori 
 
 Fie sistemele de vectori legaţi sau alunecători (S) şi (S’). Prin definiţie aceste 
sisteme sunt echivalente dacă şi numai dacă ele au acelaşi torsor într-un punct dat 
O   şi vom scrie:  

(S) ∼  (S’)         (3.39) 

 Din paragraful 3.3.3. se poate arăta că dacă două sisteme de vectori (S1) şi (S2) 
au acelaşi torsor într-un punct O, ele vor avea acelaşi torsor în orice alt punct O’din 
spaţiu. Într-adevăr, dacă (S1) şi (S2) sunt cele două sisteme de vectori considerate, 
egalitatea ( ) ( )21 RR = va avea loc în toate punctele spaţiului, vectorul rezultant fiind 
un vector liber, iar momentele rezultante ale celor două sisteme sunt:          

 ( ) ( ) ( )111 ROOMM O'O ×′+=  ;  

( ) ( ) ( )222 ROOMM O'O ×′+= . 

 Deoarece prin ipoteză există egalitatea: 
( ) ( )21

OO MM = , rezultă că ( ) ( )21
'O'O MM = . 

 Fie sistemele (S1), (S2)  şi (S3). Avem următoarele proprietăţi evidente, care 
caracterizează o relaţie de echivalenţă: 

 1) (S1) ∼  (S1), (reflexibilitate); 

 2) dacă (S1) ∼  (S2), atunci  (S2) ∼  (S1), (simetrie); 

 3) dacă  (S1) ∼  (S2) şi  (S2) ∼  (S3) atunci   (S1) ∼  (S3),  (tranzitivitate). 

 Din constatările de la paragraful 3.3.5, rezultă următoarea teoremă: “Prin 
aplicarea operaţiilor elementare de echivalenţă, un sistem de vectori (S1) se 
transformă într-un sistem echivalent (S2)”. Reciproca acestei teoreme va fi dată la 
paragraful (3.4.6).  

Mai întâi este necesar să se demonstreze câteva teoreme (leme) ajutătoare. 
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3.4.2. Reducerea unui sistem de vectori (S) prin operaţii 
elementare de echivalenţă, la un sistem format din trei 
vectori aplicaţi în trei puncte necoliniare 

 Fie un sistem de vectori (S)  format din vectorii (forţele) iF  aplicaţi în 
punctele Ai    (i=1,2,..,n). Să considerăm punctele O1, O2, O3 alese arbitrar (cu singura 
restricţie de a nu fi situate pe aceeaşi dreaptă şi punctul Ai să nu fie în acelaşi plan cu 
punctele O1, O2, O3).  

Cu ajutorul dreptelor AiO1,  AiO2,  AiO3 se defineşte un triedru cu vârful în Ai 
(fig.3.15.a).  Putem întotdeauna să descompunem pe iF  după cele trei direcţii (AiO1, 
AiO2, AiO3) în trei vectori ( ) ( ) ( )321

iii F,F,F  concurenţi în Ai  (numite în continuare 
componentele ( ) ( ) ( )321

iii F,F,F ), ca în  fig.3.15.a. Putem scrie deci :  
)(

i
)(

i
)(

ii FFFF 321 ++=        (3.40) 

 Aplicând operaţiile elementare de echivalenţă (făcând să lunece cei trei vectori 
pe suporturile lor, ca în fig.3.15.a), aceste trei componente se aplică în punctele O1, 
O2, O3  astfel:  )(

iF 1  în O1,   )(
iF 2  în O2  şi  respectiv   )(

iF 3  în O3. 

Se procedează în mod analog şi cu ceilalţi vectori iF  (fig.3.15.b). Se compun 
apoi toţi vectorii concurenţi în punctul Oi , i=1,2,3 (operaţia elementară 3), 
obţinându-se vectorii: 1φ  aplicat în O1 , 2φ  aplicat în O2 şi respectiv 3φ  aplicat în O3 
(fig.3.15.c).  Avem deci: 

 ( )∑
=

==
n

i

j
ij ).,,j(,F

1
321φ        (3.41) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

Prin urmare, prin operaţii elementare de echivalenţă s-a trecut de la sistemul 
(S) la sistemul de vectori aplicaţi respectiv în O1, O2, O3 : { 1φ , 2φ , 3φ }  (fig.3.15.c). 
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3.4.3. Reducerea unui sistem de vectori (S) prin operaţii 
elementare de echivalenţă, la un sistem format din doi 
vectori, dintre care unul este aplicat într-un punct 
arbitrar 

 Folosind teorema precedentă, să presupunem că un sistem de vectori 
alunecători  s-a redus la trei vectori jφ  (j=1, 2, 3) aplicaţi în punctele O1, O2, O3 
necoliniare. Planul (P2) definit de O1 şi suportul 2φ  intersectează  în general planul 
(P3) definit de O1 şi de suportul lui 3φ , după o dreaptă (∆) care trece prin O1 
(fig.3.16). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Vom alege un punct O’ arbitrar pe axa (∆) şi distinct de O1. Putem 
descompune vectorul 2φ  după doi vectori 22 φφ ′′′,  aplicaţi în O2 şi având suporturile 
O1O2 şi O’O2 care sunt situate în acelaşi plan (P2) ca şi vectorul 2φ . La fel, putem 
descompune vectorul 3φ  în doi vectori 33 φφ ′′′, , având respectiv suporturile O1O3 şi 
O’O3, care sunt situate în planul (P3) la fel ca vectorul 3φ . 

 Avem evident:        

333222 φφφφφφ ′′+′=′′+′= ,       (3.42) 

Vectorii 32 φφ ′′,  pot să alunece pe suporturile lor, astfel încât să fie aplicaţi în O1. 
Vectorii  32 φφ ′′′′,  pot să alunece pe suporturile lor, astfel încât să fie aplicaţi în O’.  

Compunând apoi vectorii 321 φφφ ′′,,  aplicaţi în O1 şi apoi vectorii 32 φφ ′′′′,  
aplicaţi în O’, obţinem prin operaţii  elementare de echivalenţă vectorii 21 V,V  aplicaţi 
respectiv în O1 şi O’:  

3223211 φφφφφ ′′+′′=′+′+= V,V      (3.43) 

φ1  

3'φ
′′φ2  

′′φ3′′φ2

φ3  φ2  ′φ2  
′φ3  

O1 

O3 
O2 

O’ 

(P3) (P2) 

(∆) 

′′φ3  

2'φ  

Fig.3.16. 
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 Dacă planele (P2) şi (P3) coincid, atunci vectorii φ φ2 3,  se află în planul O1, 
O2, O3. În acest caz, punctul O’ se alege arbitrar în acest plan, cu condiţia să fie 
diferit de O1, O2, O3. 
 

3.4.4.Cuplul de  vectori 
Se numeşte cuplu de vectori un 
sistem format din doi vectori 21 F,F  
aşezaţi pe suporturi paralele şi 
diferite (D1)  şi (D2) , egali ca 
mărime, opuşi ca sens (fig.3.17),  
astfel încât: 

021 =+ FF    (3.44) 
 Din condiţia (3.44) rezultă că rezultanta generală a unui cuplu este egală cu 
zero. Prin urmare, conform proprietăţii b) demonstrate în paragraful (3.3.3), rezultă 
că momentul rezultant al cuplului de vectori este acelaşi în orice  punct din spaţiu. El 
se defineşte ca un vector  liber M  numit  momentul cuplului.  
Pentru determinarea cuplului M  putem lua ca pol chiar punctul A1: 

  221 FAAM ×=         (3.45) 

 Prin urmare M  este perpendicular pe planul definit de suporturile celor două 
forţe (D1), (D2) şi are mărimea dF ⋅1 , unde d este distanţa dintre suporturile forţelor  
(D1),  (D2) şi mai este  numit şi“ braţul cuplului “. Sensul cuplului M  este acela, 
pentru care un observator aşezat pe suportul său în A1, vede rotaţia indicată de 2F  în 
sens trigonometric (dat de regula şurubului drept). 
 Momentul cuplului este nul în următoarele două cazuri:  

a) dacă 021 == FF  

b) dacă d = 0 ;  vectorii pot fi suprimaţi prin opreraţia a doua de echivalenţă. 
  

3.4.5. Sisteme echivalente cu zero 
 Prin definiţie, un sistem de vectori (S) legaţi sau alunecători este echivalent cu 
zero şi vom scrie:  (S) ∼  (0)   (3.46)  dacă torsorul său într-un punct oarecare  O este 
nul adică : 000 === )S(sauM,R OO τ      (3.47) 

 În paragraful 3.3.3. s-a arătat că dacă torsorul unui sistem de vectori este nul 
într-un punct O, el este nul în orice punct din spaţiu. 
 Teoremă: “un sistem (S) echivalent cu zero poate fi suprimat prin operaţii 
elementare de echivalenţă”. 

M 0  

F2  
F1  A2 

O 

A1 d D1 D2 

Fig.3.17. 
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 Demonstraţia este imediată. S-a arătat anterior că sistemul (S) poate fi redus  la 
un sistem echivalent format din doi vectori 21 F,F  aplicaţi în punctele O1, O2 ; dacă 
presupunem că acest sistem este echivalent cu zero, adică 00 == OO M,R , din 
relaţia: 021 =+= FFR  rezultă 21 FF −= , deci vectorii  trebuie să formeze un cuplu 
având mărimea: dFM O ⋅= 1 ; dar întrucât 0=OM  (adică 0=OM ) rezultă că 
distanţa dintre suporturile vectorilor trebuie să fie d=0, adică vectorii 21 F,F  se află 
pe acelaşi suport, fiind egali şi de sens contrar,  deci ei pot fi efectiv suprimaţi prin 
operaţii elementare de echivalenţă. 
 

 3.4.6. Teorema reductibilităţii sistemelor echivalente 
 Dacă două sisteme de vectori legaţi sau alunecători (S) şi (S’) sunt 
echivalente, se poate trece de la un sistem la celălalt prin operaţii elementare de 
echivalenţă. 
 Această teoremă este reciproca teoremei enunţate în paragraful 3.4.1. S-a văzut 
acolo că prin operaţiile elementare de echivalenţă se poate trece de la un sistem (S) la 
un sistem echivalent (S’). Teorema enunţată mai sus ne arată că nu există sisteme (S’)  
echivalente cu (S), altele decât cele care se obţin din (S)  prin operaţii elementare de 
echivalenţă. 

 Demonstraţie: Prin ipoteză (S) ∼  (S’), adică luând torsorul în punctul O:  
( ) ( )'SS ττ =  . Să considerăm acum sistemul (S); prin operaţii elementare de 

echivalenţă, adăugând vectorii care compun sistemele (-S’)  şi  (S’), se ajunge la 
sistemul: ( ) ( ) ( )'S'SS +−+ ,  care ese echivalent cu (S).   Dar din ipoteză: 

 ( ) ( ) ( )S'SS τττ −=−=′−     deci: ( ) ( )[ ] ( ) ( ) 0=′−+=′−+ SSSS τττ  

Prin urmare, sistemul (S) + (-S’) este echivalent cu zero, deci poate fi suprimat 
efectiv prin operaţii elementare de echivalenţă. În felul acesta, prin operaţii 
elementare de echivalenţă: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )SSSSS ′→′+′−+→  se ajunge de la (S) la (S’). 

 

 3.4.7. Cazurile de reducere a unui sistem de vectori  
  alunecători 

 În baza teoremei de echivalenţă (de la paragraful 3.4.1.), reducerea unui sistem 
de vectori alunecători înseamnă înlocuirea acestuia cu cel mai simplu sistem, care 
este format dintr-un vector R  şi un vector moment rezultant OM  şi care este 
echivalent cu sistemul dat. Se disting următoarele cazuri de reducere: 
Cazul  I.  00 == OM,R ; adică torsorul de reducere este nul. 

Sistemul este în echilibru şi este echivalent cu orice sistem în echilibru (în 
particular şi cu un un “sistem” fără nici un vector). Un astfel de sistem se numeşte 
echivalent cu zero. 
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Cazul  II. 00 =≠ OM,R ;  
Sistemul este echivalent cu un vector unic aplicat în O (fig.3.18). Torsorul de 
reducere constă doar în rezultanta R . 

Cazul  III. 00 ≠= OM,R ;  

În acest caz sistemul de vectori alunecători este echivalent cu un cuplu 
(fig.3.19.a.), adică un sistem alcătuit din doi vectori ( F,F − ) paraleli, egali ca 
mărime, opuşi şi acţionând pe suporturi diferite situate într-un plan normal pe 
vectorul 0M . Distanţa d  între suporturi, se alege astfel încât:  OMdF =⋅ , iar 
sensurile vectorilor F,F −  se aleg astfel încât să fie respectată, pentru sensul lui 

OM , regula şurubului drept (fig.3.19.b.). 

 
 
 
 
 
 
 
 

Cazul  IV. 00 0 ≠≠ M,R ; în acest caz, cel mai general, se disting două situaţii,  

în funcţie de valoarea trinomului invariant 0MR ⋅ : 

a) 00 =⋅ MR ;  deci cei doi vectori 0M,R  sunt perpendiculari (fig.3.20.a). Pentru a 
determina un sistem echivalent mai simplu, se introduc vectorii ( R,R − ) în 
punctul O’ din planul (P)  normal pe 0M  care trece prin O şi în care se află  
rezultanta R  (fig.3.20.b). 
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Distanţa dintre suporturile care trec prin O şi O’ se alege astfel încât 
R/Md 0= , deci vectorii R  din O şi - R  din O’ alcătuiesc un cuplu de moment 

0M− , care anulează momentul 0M  al torsorului.  
În acest caz sistemul dat este echivalent cu un vector unic R  (fig.3.20.c), 
suportul lui fiind chiar axa centrală a sistemului, deoarece în lungul acestei axe 
momentul are valoarea minimă,  care în acest caz este zero ).M( R 0=  Se observă 
că al II-lea caz este de fapt un caz particular al acestui caz. 

b) 00 ≠⋅ MR ; adică cei doi vectori fac între ei un unghi α π≠
2

 (fig.3.21.a) şi avem 

).M( R 0≠  Rezultă că sistemul de vectori alunecători dat este echivalent cu un 
vector rezultantă R  situat pe axa centrală şi cu un cuplu format din vectorii 
( F,F − ), situaţi într-un plan normal pe axa centrală a sistemului de vectori dat 
(fig.3.21.c). Sensurile celor doi vectori ( F,F − ) ai acestui cuplu, se alege astfel 
încât să fie respectată regula şurubului drept (fig.3.21.b) iar distanţa d  între 
suporturile lor se alege astfel încât să fie respectată relaţia dFM R ⋅= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.5. Reducerea unor sisteme particulare de vectori 
3.5.1 Sisteme de vectori coplanari 

 Un sistem de vectori se numeşte coplanar dacă toţi vectorii sistemului sunt 
conţinuţi în  acelaşi plan (P). 

Conform acestei definiţii se observă că vectorul R  se află în planul (P) iar 
vectorul OM  este perpendicular pe acest plan (punctul O se află în planul P) 
(fig.3.22.), deoarece momentul fiecărui vector iF  (i=1,2,...,n)  este normal pe planul 
(P), deci:  

kNM;jYiXR O =+=      (3.48) 

axa central\ 

M R  

− F  

F  Rmin MM =  

M M Rm in =  

M 0  

α π≠
2

 

M 0  

R  R  
R  

R  

O 

α 

O 

d 
(P) 

Fig.3.21. 

(b) (c) (a) 

NM  



 58 

  
 
 
 
 
 
 
  
 

 Întrucât în acest caz, vectorii R  şi OM  sunt ortogonali, rezultă 0=⋅ OMR  şi 
deci 0=minM . Pentru un sistem de vectori alunecători şi coplanari, în cazul general 

000 =⋅⇒≠≠ OO MRM,R , dar în particular acesta se poate reduce la unul din 
următoarele trei cazuri: 

1) ⇒== 00 OM,R sistemul este echivalent cu zero; 
2) ⇒≠= 00 OM,R  sistemul se reduce la un cuplu; 
3) 0≠R sistemul se reduce la un vector unic pe axa centrală ; pentru cazul în 

care  suportul său trece prin O, conduce la 0=OM , iar pentru cazul în care 
suportul său nu trece prin O rezultă 0≠OM . 

 Pentru determinarea ecuaţiei axei centrale să considerăm un sistem cartezian 
de axe Oxy conţinut în planul (P). În acest caz vectorii iF  au proiecţiile nule pe axa 
Oz  (Zi=0 ,  Z=0 ) şi momentele nule faţă de axele Ox şi Oy (L=0, M=0) iar relaţia 
(3.37) a axei centrale, conduce la ecuaţiile:      

 
O

yXxYN
Y
zX

X
zY +−=−=       (3.49) 

sau  ( ) 0022 ==+ zunde,zYX  (evident), 

  yXxYNsauyXxYN −==+− 0      (3.50) 

 Axa centrală se găseşte în planul Oxy al vectorilor iF , iar ecuaţia: 
yXxYMN −== 0 , ne indică faptul că momentul rezultant în raport cu axa Oz este 

acelaşi cu momentul rezultant în raport cu punctul O, adică momentul rezultant al 
vectorilor din planul Oxy are direcţia axei Oz. 

Metodă grafică de reducere a unui sistem de vectori 
coplanari (poligonul funicular) 

 Se presupune că sistemul este compus din vectorii (forţele) 321 F,F,F  
(fig.3.24.a). Se porneşte de la poligonul forţelor dat în fig. 3.24.b, obţinându-se 
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rezultanta R  ca mărime, direcţie şi sens. Dacă se cunoaşte şi suportul ei, rezultanta 
R  este determinată complet. Pentru o găsi suportul se efectuează construcţia din 
figura 3.24. a şi b, procedându-se astfel: 

• se alege un punct O arbitrar numit pol, în planul forţelor şi se uneşte acest punct 
cu extremităţile A1, A2, A3, A4 ale forţelor (vectorilor). Se obţin razele polare r1, 
r2, r3, r4; 

• se duc paralele la aceste raze  (fig.3.24.a) limitându-le la suporturile celor trei 
vectori; 

• se prelungesc laturile extreme ale poligonului funicular astfel obţinut (adică 
razele r1 şi r4), şi se obţine punctul A care se află chiar pe suportul lui R . 

• prin punctul A se duce o paralelă la vectorul R  din poligonul forţelor obţinându-
se astfel suportul rezultantei; R  este un vector alunecător pe acest suport. 

Această construcţie se justifică astfel: 

• razele vectoare r1 şi r2 pot fi considerate două componente ale vectorului 1F ; în 
mod analog r2 şi r3 pentru 2F  şi r3 şi r4 pentru 3F ; descopunând fiecare din 
vectorii 321 F,F,F  după direcţiile laturilor poligonului funicular, putem înlocui 
cei trei vectori ai sistemului cu componentele (vectorii) acţionând în lungul 
laturilor poligonului funicular. 

• se observă  că vectorii care acţionează pe laturile intermediare r2 şi r3 se reduc, 
fiind egali şi de sens opus, rămânând doar vectorii de pe laturile extreme,  deci 
sistemul s-a redus la doi vectori situaţi pe laturile extreme şi rezultanta sistemului 
va trece evident prin punctul A de intersecţie a acestor laturi. Se observă că 
vectorii de pe laturile extreme 41 OA,OA  au aceeaşi rezultantă R  ca şi vectorii 

321 F,F,F  verificarea se face cu ajutorul fig. 3.24.b. 
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 3.5.2. Reducerea unui sistem de vectori paraleli. 
           Centrul vectorilor paraleli 
 Fie iF  un sistem (S) de n forţe reprezentate de vectorii paraleli aplicaţi în 
punctele Ai (i=1, 2, ...,n). Să notăm cu u versorul direcţiei comune vectorilor iF  
(fig.3.25). În acest caz se poate scrie: uFF ii ⋅=      (3.51) 

unde Fi  este mărimea algebrică a lui iF , adică proiecţia lui pe direcţia lui u  (deci Fi  

poate fi un scalar pozitiv sau negativ după cum vectorul iF  are acelaşi sens sau sens 
contrar cu u ; a nu se confunda cu valoarea sau mărimea absolută a vectorului 

iF ).Vectorul rezultant al sistemului va fi:  uFFRR
n

i
i

n

i
iO 


=== ∑∑

== 11
  (3.52) 

 Din formula (3.52) rezultă că 
vectorul rezultant are aceeaşi direcţie ca 
şi vectorii sistemului, iar mărimea lui R  
se obţine prin însumarea mărimilor 
vectorilor. Momentul rezultant al 
sistemului este dat de: 

 
uFrFrM
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    (3.53) 

 Se observă din această relaţie că  OM  este perpendicular vectorului u  şi deci 
vectorului R , adică şi în cazul vectorilor paraleli avem trinomul invariant nul: 

0=⋅ OMR . 

 Prin urmare şi aici - ca şi în cazul vectorilor coplanari - se deosebesc 
următoarele trei cazuri de reducere: 

1) 00 == OM,R ,  sistem echivalent cu zero; 

2) 00 ≠= OM,R ,  sistem echivalent cu un cuplu; 

3) 0≠R  , sistem echivalent cu un vector unic aplicat pe axa centrală, vector care 
trece prin punctul O când 0=OM  şi nu trece prin O când 00 ≠M . 

 Pentru determinarea axei centrale se foloseşte proprietatea că trinomul 
invariant este nul 0=⋅ OMR  şi se ţine seama că valoarea minimă a momentului este 
zero. Deci, în acest caz, axa centrală este locul geometric al punctelor unde 
momentul este nul. 
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 Fie P un punct curent pe axa centrală; conform relaţiei (3.26) avem: 

  0=×−= ROPMM OP        (3.54) 

 Scriind că kzjyixrOP ++==  şi ţinând seama de (3.52) şi (3.53), relaţia 
(3.54) devine: 
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 Produsul vectorial (3.55) fiind nul, rezultă că cei doi vectori sunt coliniari şi 
prin urmare între aceşti vectori există relaţia: 
  ( )∑ ∑ =− ,urFrF iii λ     unde λ   este un scalar, 

deci, vectorul de poziţie al punctului curent de pe axa centrală rOP =        are 

expresia:    
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 Dacă se notează cu : 
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iF

k λ   şi  
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F
rFρ ,  

se obţine ecuaţia vectorială a axei centrale sub forma:   
 ,ukr += ρ           (3.57) 

unde, atunci când k  variază, punctul P descrie o dreaptă (D) care trece printr-un 
punct fix C care are vectorul de poziţie ρ  (care nu depinde de orientarea u  a 
vectorilor paraleli).  Ecuaţia (3.57) este ecuaţia vectorială a unei drepte paralelă cu u  
(fig.3.26), ce trece printr-un punct fix C  numit centrul vectorilor paraleli (forţelor 
paralele). Vectorul de poziţie al acestui punct este: 
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Coordonatele centrului vectorilor paraleli C (ξ, η, ζ ) sunt date de relaţiile: 
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 Proprietăţi ale centrului vectorilor paraleli: 
a) deoarece ρ  nu depinde de u , se poate schimba direcţia tuturor vectorilor cu 

acelaşi unghi şi axa centrală va trece tot prin C. 

b) se poate multiplica mărimea tuturor vectorilor cu un scalar pozitiv λ şi centrul 
vectorilor paraleli rămâne acelaşi.  Într-adevăr, presupunând prin absurd că s-ar 
schimba mărimea tuturor vectorilor cu  λ, avem: 
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c) centrul C al vectorilor paraleli nu depinde de originea sistemului de referinţă ales 
(este un element intrinsec al sistemului de vectori). 

Pentru demonstraţie se admite, prin absurd, că folosind polul O’ se găseşte ca 
centru a vectorilor paraleli punctul C’ şi deci ρ′=′′CO  (fig.3.27).  

Avem evident relaţiile:       
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unde: CCOO ′++′=′ ρρ      
 Pe de altă parte, deoarece : OOrr ii ′+=′ , avem:  
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 Comparând relaţiile (3.59) şi (3.60) obţinute pentru ρ′  se deduce că 0=′CC , 
deci punctele C şi C’ coincid. Adică centrul vectorilor paraleli nu depinde de 
sistemul de referinţă. 

 A p l i c a ţ i e : 
 Dacă se consideră două forţe paralele aplicate astfel: 1F  în A1 (x1, y1, z1) şi 2F  
în A2 (x2, y2, z2), se obţine centrul C( , , )ξ η ζ  al acestor forţe, aplicând formulele 
(3.58’):  
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      Deci, punctul C împarte segmentul A1A2 în raportul 21 CA/CA=λ  şi se găseşte 
în interiorul segmentului A1A2 când forţele au acelaşi sens şi în afara lui când sunt de 
sens opus. 
 

3.6. Metode matriciale pentru reducerea unui sistem de  
      vectori alunecători. 
Pe lângă metodele vectoriale, analitice şi grafice pentru studiul sistemelor de 

vectori, prezentate mai sus, în prezent se utilizează şi metode matriciale, care s-au 
dezvoltat datorită progresului în domeniul tehnicii de calcul. Aceste metode se 
bazează pe matricea coordonatelor pluckeriene prezentă în paragraful 1.10: dându-se 
o direcţie (∆ ) caracterizată prin versorul  u  s-a definit din matricea coloană : 
{ } { } Tnmlcbau =  .  

Astfel cu ajutorul acestor coordonate se pot determina: 

• torsorul de reducere al unei forţe în raport cu punctul O, Oτ  care se scrie sub 
forma matricială: 
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• torsorul de reducere al unui sistem de forţe )n...,i(,Fi 1=  şi de cupluri 
)p,...j(,C j 1=  în punctul O:  Oτ  care se scrie sub forma matricială astfel: 
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unde cu )n,m,l,c,b,a( iiiiii   s-au notat coordonatele pluckeriene ale forţei iF ,  
iar cu )n,m,l( j

*
j

*
j

*  s-au notat cosinuşii directori ai cuplului jC . 
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A p l i c a ţ i e  
Se consideră un paralelipiped  dreptunghic CBAOOABC ′′′′  având laturile: 

OA=a, OC=3a şi OO ′ =2a, acţionat de forţele 321 F,F,F  având suporturile determinate 
respectiv de dreptele BO,CB,BA ′′′′  şi de cuplurile 321 C,C,C , având suporturile 
determinate respectiv de dreptele :  'CB,OC,'AA ′′′  (fig.3.28). 

 
Se cunosc mărimile acestor  forţe şi 
cupluri: 

10513 321 PF,PF,PF ===

aPC,aPC,aPC 32 321 === .    

Se cere, folosind metoda matricială, să 
se calculeze torsorul de reducere al 
sistemului de forţe şi cupluri în punctul 
O. 

  
R e z o l v a r e : 

 Se determină mai întâi, coordonatele punctelor C,B,A,O,C,B,A,O ′′′′   

punctul O A B C O’ A’ B’ C’ 

X 0 a a 0 0 a a 0 

Y 0 0 3a 3a 0 0 3a 3a 

Z 0 0 0 0 2a 2a 2a 2a 

Se determină apoi lungimile şi cosinuşii directori ai dreptelor-suport ale 
forţelor (coordonatele plukeriene notate cu: a,b,c), momentele versorilor 
corespunzători forţelor (coordonatele plukeriene notate cu: l,m,n ), şi respectiv 
cosinuşii directori ai dreptelor-suport ale cuplurilor (coordonatele plukeriene notate 
cu l*, m*, n*). 

Torsorul Oτ  de reducere a forţelor şi cuplurilor în punctul O, conform (3.62) se 
scrie sub forma matricială astfel: 
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C A P I T O L U L  4 
CENTRUL MASELOR  

 CENTRUL DE GREUTATE  
 
 

 4.1. Greutatea corpurilor. Centrul de greutate.  
Centrul maselor. 

 Experienţele efectuate arată că la suprafaţa pământului există un câmp 
gravitaţional, care se manifestă prin aceea că un corp de masă m este acţionat de o 
forţă verticală proporţională cu masa şi orientată în jos: 

  gmG =          (4.1) 

 S-a constatat că intensitatea câmpului gravitaţional terestru g este variabilă cu 
latitudinea şi altitudinea. Însă pentru variaţii mici ale latitudinii şi altitudinii, 
mărimea intensităţii câmpului gravitaţional g poate fi considerată constantă. În ţara 
noastră se consideră pentru intensitatea g ovaloare medie: g=9,81 m/s2.  

S-a constatat de asemenea că acceleraţia gravitaţională g  este aproximativ 
dirijată către centrul pământului (după direcţia razei), abaterea maximă faţă de 
direcţia razei fiind de cca. 6 minute. 
 Considerând un sistem discret de puncte materiale Ai de mase mi, atunci 
greutăţile lor gmG ii =  (i=1, 2,...,n) pot fi considerate aproximativ ca un sistem de 
forţe paralele, deci lor li se aplică rezultatele obţinute în paragraful 3.5.2. Greutatea 
acestui sistem (rezultanta forţelor) este:  
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unde : ∑
=

=
n

i
imM

1
 este masa întregului  sistem. 

Pentru sistemul discret de puncte materiale Ai de mase mi şi vectori de poziţie 
ir , în raport cu originea O a unui sistem de axe, suportul rezultantei G  a forţelor de 

greutate iG ,  trece prin centrul vectorilor paraleli (punctul C , fig.4.1), care mai este 
numit centrul de greutate al sistemului; acest punct are vectorul de poziţie (conform 

3.58) dat de : 
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1ρ         (4.4) 
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sau 
∑
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ceea ce arată că centrul de greutate este un 
element geometric al sistemului de puncte 
materiale, o caracteristică intrinsecă a 
sistemului, ce ilustrează modul de distribuţie a 
maselor în spaţiu şi nu depinde de intensitatea 
câmpului gravitaţional, fapt care justifică şi 
denumirea de centrul maselor. 

 Centrul maselor poate fi definit faţă de un sistem de referinţă fix sau mobil, 
indiferent dacă sistemul de puncte materiale se găseşte sau nu în câmp gravitaţional, 
prin vectorul de poziţie ρ  dat de formula (4.5). Deci această noţiune are sens şi 
pentru corpurile care nu sunt situate la suprafaţa Pământului. 
 

 4.2. Momente statice 
 Proiecţiile pe axe ale vectorului de poziţie al centrului de masă ρ  ne 
furnizează coordonatele  acestuia notate cu ( ),, ζηξ : 
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 Expresiile ∑∑∑ iiiiii zm,ym,xm  se numesc momente statice ale sistemului 
faţă de planele de coordonate yOz,  zOx  şi  respectiv  xOy. 
 În general, se poate defini momentul static al unui sistem de puncte materiale 
în raport cu un plan (P), ca suma produselor dintre masele punctelor materiale care 
alcătuiesc sistemul şi distanţele corespunzătoare ale acestora, până la planul (P).  

De exemplu, suma ,xm ii∑  reprezintă momentul static al sistemului de puncte 
de mase mi în raport cu planul yOz, deoarece abscisele xi reprezintă distanţele de la 
punctele Ai până la acest plan. Distanţele sunt considerate pozitive dacă punctele se 
află în semispaţiul dat de sensul axei Ox şi negative când se află în celălalt 
semispaţiu. Momentele statice dau posibilitatea de a aprecia modul de distribuire a 
maselor sistemului de puncte materiale în raport cu un plan. 
 Din formulele (4.5) şi (4.6) se deduce:  

ρMrm ii =∑          (4.7) 

şi: ζηξ Mzm,Mym,Mxm iiiiii === ∑∑∑ .     (4.8) 

 Aceste relaţii permit formularea teoremei generale a momentelor statice: 
“Momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan este egal 
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cu produsul dintre masa întregului sistem şi distanţa de la centrul de masă al 
sistemului la acel plan”. 
 Rezultă din această teoremă că pentru calculul momentelor statice al unui 
sistem de puncte materiale, acesta poate fi redus la un punct material în care se 
consideră concentrată întreaga masă a sistemului, situat în centrul de masă al 
sistemului. 
 O consecinţă a teoremei momentelor statice este următoarea lemă: “dacă 
momentul static al unui sistem de puncte materiale în raport cu un plan este nul, 
centrul de greutate al sistemului se găseşte în acel plan”. 
 În cazul unui sistem de puncte materiale situate într-un plan (de exemplu în 
planul xOy ) sumele ∑∑ iiii xm,ym , pot fi considerate ca momente statice în raport 
cu axele Ox şi respectiv Oy din planul xOy, iar teorema momentelor statice se 
modifică corespunzător. 
 

 4.3. Proprietăţile centrului maselor 
 1. Dacă un sistem de puncte materiale are un plan, o axă sau un centru de 
simetrie, centrul maselor se află în acel plan, pe acea axă sau în acel centru. 
 Pentru demonstraţie, să presupunem că sistemul de puncte materiale are un 
plan de simetrie şi acesta este planul xOy  (fig.4.2). Fie două puncte simetrice faţă de 
acest plan:  Ai(xi, yi, zi) de  masă mi şi )z,y,x(A iiii ′′′′  de masă )mm(m iii =′′ ; în această 
situaţie există relaţiile: iiiiii zz,yy,xx −=′=′=′  şi un punct Bj situat în planul xOy 
de masă mj şi coordonatele 000 =≠≠ jjj z,y,x . 

 Folosind ultima relaţie (4.8) şi grupând 
termenii sumelor după poziţia punctelor faţă 
de planul de simetrie avem: 
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+′+
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=
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jjiiii

mmm
zmzmzm

ζ  

şi deoarece : 
,zm,zmzm jjiiii 0=−=′′ ∑∑∑   

rezultă 0=ζ , ceea ce justifică proprietatea 
enunţată. 

Pentru centrul maselor aparţinând axei de simetrie Oz, se obţine 00 == ηξ ,  
iar dacă centrul maselor este un centru de simetrie, atunci el devine 0=== ζηξ . 

2. Dacă un sistem de puncte materiale (S) se compune dintr-un număr p de 
subsisteme: (S1), (S2),...,(Sp) de mase: M1, M2, ..., Mp şi centre de masă           (C1, 
C2,...,Cp) cunoscute, atunci poziţia centrului de masă al sistemului se poate 
determina cu relaţia: 
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unde: iρ  sunt vectorii de poziţie ai centrelor maselor subsist. Ci  (i=1, 2, ...,p)  

 Într-adevăr, pentru subsistemele (S1), (S2), ...,(Sp)  rezultă relaţiile: 
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 Apoi, pentru sistemul (S), vectorul de poziţie ρ  este dat de: 
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ceea ce demonstrează proprietatea enunţată. 
 3. Dacă un sistem de puncte materiale (S) considerat ca rezultând dintr-un 
sistem (S1) din care a fost eliminat un subsistem (S2) pentru care se  cunosc masele 
M1 , M2 şi centrele de masă C1 , C2 corespunzătoare, atunci vectorul de poziţie al 
centrului de masă C al sistemului (S) se determină cu relaţia: 

  
21

2211

MM
MM

−
−= ρρρ         (4.10) 

 Demonstraţia este analoagă celei de la punctul  precedent. 
 Referitor la sistemele (S1) şi (S2) avem: 

∑
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∑
∑
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m
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2

2

2ρ sau:  m r Mi i
S( )

,
1

1 1∑ = ρ    m r Mi i
S( )

,
2

2 2∑ = ρ  

iar pentru sistemul (S): 
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∑∑∑
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 sau: ( ) ( )

( ) ( )
21

2211

21

21

MM
MM

mm

rmrm

S
i

S
i

S
ii

S
ii

−
−=

−

−
=

∑∑
∑∑ ρρρ ,   ceea ce trebuia demonstrat. 

 Formulele (4.9) şi (4.10) sunt importante pentru calculul centrelor de masă ale 
corpurilor omogene compuse. Un astfel de exemplu este prezentat la sfârşitul 
capitolului. 
 

 4.4. Centrul maselor pentru corpuri omogene 
 Un corp material omogen poate fi considerat ca un sistem format dintr-o 
infinitate de puncte materiale. În Mecanică se foloseşte conceptul de mediu continuu  
sau continuu material. În baza acestui concept se consideră că nu există în interiorul 
corpului nici un volum, oricât de mic, care să nu fie “umplut” de materie.  

Să considerăm un volum elementar de materie ∆Vi (foarte mic) şi să notăm cu 
∆mi masa sa şi centrul de masă situat în punctul geometric Ci , având vectorul de 
poziţie ir . Vectorul de poziţie al centrului de masă al corpului conform (4.5) este: 

  
∑
∑=

i

ii

m
mr

∆
∆ρ         (4.11) 

 Trecând la limită, adică făcând pe 00 →→ ii m,V ∆∆  şi ∞→n  (numărul 
volumelor elementare  tinde către infinit) ,  sumele de mai sus devin integrale pe 
domeniul (D) ocupat de corp, adică:  

( )
∑ ∫→

D
ii dmrmr∆   şi  

( )
∑ ∫→ dmm

D
i∆  

şi prin urmare (4.11) devine: ( )

( )
dm

dmr

D

D

∫

∫
=ρ       (4.12) 

 Coordonatele centrului de masă C( ζηξ ,, ) vor fi în acest caz date de : 

  ( )

( )

( )

( )

( )

( )
dm

zdm
,

dm

ydm
,

dm

xdm

D

D

D

D

D

D

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=== ζηξ      (4.13) 

unde r  şi (x, y, z)  reprezintă vectorul de poziţie, respectiv coordonatele unui 
punct oarecare al unui element de masă dm luat în calcul, iar expresiile 

( ) ( ) ( )
∫∫∫
DDD

zdm,ydm,xdm   reprezintă tocmai momentele statice ale corpului în 

raport cu planele yOz, xOz, xOy. 
 Notând cu 

( )
dmM

D
∫=  , masa corpului, se deduce: ∫ = ρMdmr   (4.14) 

şi teorema momentelor statice pentru cazul continuului material: 
  

( ) ( ) ( )
ζηξ Mzdm,Mydm,Mxdm

DDD

=== ∫∫∫     (4.15) 
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 4.5. Masa specifică. Corpuri omogene.  
       Centre de greutate geometrice. 

 Pentru studiul centrului de greutate al corpurilor reale se introduce noţiunea de 
densitate medie sau masă specifică medie a volumului elementar ∆V de masă ∆m:   

  
V
m

med ∆
∆µ =          (4.16) 

Masa specifică (sau densitatea) a corpului într-un punct oarecare este dată de 
limita raportului (4.16), adică:  

dv
dm

v
mlim

vV ==
→ ∆
∆µ

∆ 0
       (4.17) 

 Cunoscând legea de variaţie a masei specifice µ=µ(x,y,z) din interiorul 
corpului (care are întotdeauna o valoare finită şi pozitivă) se poate calcula masa sa cu 
ajutorul relaţiei:  

( ) ( )
∫∫ ==
V

V
D

dVdmM µ         (4.18) 

 În cazul în care densitatea µV are aceeaşi valoare pentru întreg volumul ocupat 
(în toate punctele), spunem că acel corp este omogen (de exemplu: un corp executat 
din acelaşi material este omogen). În cazul unui corp omogen, vectorul de poziţie al 
centrului său de greutate este dat de expresia: 

  ( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )
dV

dVr

dV

dVr

dV

dVr

dm

dmr

V

V

V

V

V

V

D

D

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫
====

µ

µ

µ

µ
ρ     (4.19) 

iar coordonatele sale sunt date de relaţiile: 

  ( )

( )

( )

( )

( )

( )
dV

zdV
,

dV

ydV
,

dV

xdV

V

V

V

V

V

V

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=== ζηξ      (4.20) 

Se deosebesc următoarele cazuri particulare:  
A. Dacă corpul are una din dimensiuni (grosimea) mult mai mică în raport cu 

celelalte două, corpul respectiv se numeşte placă, iar densitatea se numeşte 
densitate superficială (de suprafaţă)  
Densitatea  superficială  într-un punct, este în acest caz: 

  
dA
dm

A
mlim

AA ==
→ ∆
∆µ

∆ 0
       (4.21) 

unde dA este aria unui element de placă, iar masa plăcii este determinată cu 
ajutorul formulei: 

( )
∫=
A

AdAM µ .      (4.22) 
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 În cazul plăcii omogene (µA=constant), avem: 

  ( )

( )
dA

dAr

A

A

∫

∫
=ρ  sau: ( )

( )

( )

( )

( )

( )
dA

zdA
,

dA

ydA
,

dA

xdA

A

A

A

A

A

A

∫

∫

∫

∫

∫

∫
=== ζηξ .  (4.23) 

B. În cazul în care corpul are una din dimensiuni (lungimea), mult mai mare în raport 
cu celelalte două, corpul respectiv se numeşte bară (sau după caz fir ), iar 
densitatea se numeşte densitate liniară sau masa specifică liniară: 

 
ds
dm

s
mlim

sl ==
→ ∆
∆µ

∆ 0
        (4.24) 

unde ds este lungimea unui element de bară, iar masa barei:  
( )
∫=
l

ldsM µ .

 Dacă barele sunt omogene (µl=constant) se obţin expresiile pentru vectorul de 
poziţie şi coordonatele centrului de greutate al barelor:  

( )

( )
ds

dsr

l

l

∫

∫
=ρ   sau:  ( )

( )

( )

( )

( )

[ ]

ξ η ζ= = =
∫

∫

∫

∫

∫

∫

rds

ds

yds

ds

zds

ds
l

l

l

l

l

l

, ,   (4.25) 

 Analizând formulele (4.19), (4.23) şi (4.25) - ca relaţii scalare corespunzătoare 
- valabile respectiv pentru corpuri, plăci şi bare omogene, se observă că în ele nu 
intervine masa corpului, ci volume, arii şi lungimi, deci elemente geometrice. Astfel 
se ajunge la noţiunea de centru de greutate geometric. 
 

 A p l i c a ţ i i  
 1) Bara omogenă dreaptă.  
          Mijlocul barei  fiind centru de simetrie, va fi în acelaşi timp şi centrul de 
greutate al barei. 

 2) Bara omogenă curbă în formă de arc de cerc (fig.4.3)  

       Notăm unghiul la centru al arcului 2α şi raza barei circulare cu R, se alege axa 
Ox să coincidă cu bisectoarea unghiului, iar axa Oy în planul arcului. Bara fiind 
plană, avem: 0=ζ . Axa Ox fiind axă de simetrie, avem: η=0. 

Pentru determinarea abscisei OC=ξ  se aplică formula: ( )

( )
ds

xds

l

l

∫

∫
=ξ  

unde (fig.4.3) pentru elementul de arc:    θRdds = ,    x=OP’=Rcosθ . 
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Rezultă aşadar:  

α
αξ

θ

θθ

θ

θθ
ξ α

α

α

α
α

α

α

α

sinR

d

dcosR

Rd

RdcosR

=⇒

=
⋅

=
∫

∫

∫

∫

−

−

−

−

 

În particular relaţia de mai sus devine  

 - pentru sfertul de cerc: ,R,
π

ξπα 22
4

==   

 - iar  pentru arcul semicircular: 
π

ξπα R, 2
2

== . 

 

 3. Placă plană omogenă dreptunghiulară.  
 Punctul de intersecţie a diagonalelor este centrul de simetrie al plăcii 
dreptunghiulare, deci acesta este şi centrul de greutate. 
 

 4. Placa plană omogenă triunghiulară. 
  Se consideră triunghiul oarecare PQR (fig.4.4). Dacă se descompune 
triunghiul în fâşii elementare paralele cu o latură (de exemplu PQ) care se asimilează 
cu bare, atunci se poate arăta că locul geometric al centrelor de greutate al acestor 
bare îl constituie mediana R’R a triunghiului. Repetând operaţia aceasta faţă de 
celelalte laturi, se obţin medianele PP’ şi QQ’.  

Centrul de greutate al triunghiului se găseşte prin urmare, în punctul C de 
intersecţie a medianelor, adică la două treimi din înălţime (2h/3) faţă de vârful 
triunghiului, respectiv la o treime (h/3) faţă de bază. 

Din geometria analitică se ştie că dacă se 
cunosc coordonatele vârfurilor triunghiului: P, 
Q şi R atunci coordonatele centrului de masă C  
sunt: 

  

3

3
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θ
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5. Placa plană omogenă în forma unui sector de cerc 

 Notăm unghiul la centru cu 2α şi raza cu R (fig.4.5).  
 Alegem ca axă Ox bisectoarea unghiului, care este şi axă de simetrie. Se alege 
Oy în planul figurii, deci 0=ζ  şi 0=η . În aceste condiţii pentru determinarea lui 
C( 00,,ξ ) se foloseşte formula: 

 ( )

( )
dA

xdA

A

A

∫

∫
=ξ ,            unde folosind coordonatele polare (ρ,θ) cu:  

 x=ρ cosθ; ),R(siny αθαρθρ ≤≤−≤≤= 0 ; θρρ dddxdydA ==  
 Se obţine: 
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α
α

θρρ

θθρρ

θρρ

θρρθρ
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3
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R
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⋅
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∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

−

−

     

Cazuri particulare: 

 a) pentru sfertul de cerc:   ,ROC,
π

ξπα
3

24
4

===  

 b) pentru placa semicirculară: .ROC,
π

ξπα
3
4

2
===  

 c) pentru placa circulară:    .OC, 02 === ξπα  

 6. Plăci plane omogene compuse 

 Se consideră problema determinării centrului de greutate al plăcii plane 
omogene din figura 4.6. formată dintr-un dreptunghi ADFC (AD=CF=4a;  
AC=DF=2a) din care se taie triunghiul dreptunghic ABC (AB=a, AC =2a) şi se 
adaugă sfertul de cerc DEF (cu raza R=DE=DF=2a).  Se alege sistemul de axe cu 
originea în A iar axele Ox după AE, iar Oy după AC (fig.4.6.). 
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Calculul centrului de greutate C(ξ η, ) se face cu ajutorul formulelor: 
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         unde ariile sunt: 22
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şi prin urmare: A=A1-A2+A3=7a2+πa2, avem: 
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7. Cadre spaţiale omogene compuse 

 Se cere să se determine centrul de greutate  al cadrului spaţial format din 
barele omogene sudate şi dispuse în raport cu un sistem de axe Oxyz, ca în figura 
4.7. Se cunosc razele sferturilor de cerc şi lungimile barelor (toate egale cu a). 

Rezolvare:   
Pentru arcele de cerc poziţia centrului de masă 
se calculează conform formulor cunoscute: 

πππ

π
2222

4

4
443

aaCO,asin
OC ===  

Centrele de greutate ale figurilor elementare şi 
lungimile acestora vor fi: 

;a,,a,aC;a,,a,aC =




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



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a)(a,)(a,aC π
π
π

π
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
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
 −−

!  

Pentru determinarea lui C (ξ,η,ζ) aplică formulele:  

O4 

C4 

C3 

C1 
C2 

Fig. 4.7 
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Şi se obţin valorile:  .a
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1
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5
+
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+
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π
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π
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π
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Metoda a IIa:  Se completează  tabelul: 
Corp 
nr. 

Forma 

corpului 
li xi yi zi lixi liyi lizi 

1 bara 
dreaptă 

a a
2

 a 0 a2

2
 a2 0 

2 bara 
dreaptă 

a a a
2

 0 a2 a2

2
 0 

3 bara 
circulară 

πa
2

 
2a
π

 0 2a
π

 a2 0 a2 

4 bara 
circulară 

πa
2

 0 a( )π
π
− 2  a( )π

π
− 2  0 a2 2

2
( )π −  a2 2

2
( )π −  

Σ  a(2+π) − − − 5
2

2a  ( )π +2
2

2a  πa2

2
 

   Alicând formulele:   
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=

=

=

= === ,  

se obţine poziţia centrului de masă:    
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π
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8. Corpuri omogene compuse 

A. Figura 4.8 reprezintă un nit, care este format dintr-o semisferă de diametru 
D=2R=40mm şi un cilindru de lungime L=50mm şi diametrul d=2r =22mm.  

Se cere să se determine poziţia centrului de greutate al nitului C ( 0,0,ζ). 
 Rezolvare:  
Pentru sistemul de axe Oxyz considerat în fig. 4.8,  ambele centrele de greutate 
se află pe axa Oz. 
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Semisfera : DRz
16
3

8
3

1 == ,   
12

3

1

DV π=  

 Cilindrul :  LdLrV,Lz
42

2
2

22

ππ ==−= .   

 Centrul de greutate al nitului se calculează cu 
ajutorul formulei: 

21

2211

VV
zVzV

+
+=ς  

 

Înlocuind rezultă:             
)LdD(
)LdD(

LdD

LdLDD

23

224

23

23

316
83

412

4216
3

12
+
−=

+

−⋅
=

ππ

ππ

ς   

       Înlocuind valorile numerice pentru D, d şi L se obţine  

ζ ≈- 0,977 ⇒  ζ≈ − 1cm 
 

B. Se consideră un corp tridimensional omogen format  dintr−o semisferă şi un con 
ca în fig 4.9. Se cunoaşte R , raza comună a semisferei şi  conului. 
Se cere înălţimea h a conului astfel încât centrul de greutate C al piesei compuse 
să se afle în originea sistemului de axe ( OC ≡ ) 

      Rezolvare: 
Conul şi semisfera au centrele de greutate C1 şi C2 pe 

axa OZ : Rz,hz
8
3

4 21 −==  

iar volumele sunt respectiv: 

3
2

2
1 3

2
3

RV;hRV ππ ==  

prin urmare: 

Rh
Rh

VV
zVzV

2
3

4
1 22

21

2211

+
−⋅=

+
+=ζ  

 

 Impunând condiţia: OC ≡ ,    adică   ζ = 0  

 rezultă: h2 − 3 R2 = 0  

adică:     h = R 3 . 
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C A P I T O L U L  5 

S T A T I C A    R I G I D U L U I 
 
 
 

 5.1. Condiţiile de echilibru pentru rigidul liber 
 Rigidul liber este un corp care poate ocupa orice poziţie în spaţiu, poziţia lui  
depinzând numai de forţele care acţionează asupra lui. 

În capitolul 3, s-a arătat la primul caz de reducere, că dacă rezultanta generală 
şi momentul rezultant al unui sistem de vectori (forţe) sunt nule: 0=R , 0=OM , 
atunci sistemul este echivalent cu zero.  

Aceasta este o condiţie  suficientă pentru echilibru.  
Analizând celelalte cazuri de reducere a sistemelor de vectori, se constată că 

nu există alte cazuri pentru care sistemul să fie echivalent cu zero; înseamnă că 
0=R ,  0=OM  este şi o condiţie necesară de echilibru a unui sistem de forţe.  

Teoremă: “Dacă asupra unui solid rigid liber, care se află în repaus, 
acţionează un sistem de forţe , condiţia necesară şi suficientă pentru ca rigidul să 
rămână în repaus este ca sistemul să fie echivalent cu zero” : 

0=R ,   0=OM         (5.1) 
 Ţinând seama că: 

  ∑∑∑
===

=×==
n

i
iO

n

i
iiO

n

i
i )F(MFrM,FR

111
    (5.2) 

condiţiile (5.1) devin: 
  ∑ ∑ == 00 )F(M,F iOi       (5.3) 
sau în proiecţii pe axele sistemului de axe Oxyz: 
  000 ====== ∑∑∑ iii ZZ;YY;XX    (5.4) 
  000 ====== ∑∑∑ iii NN;MM;LL     (5.5) 
 Echilibrul unui rigid asupra căruia acţionează un sistem de forţe, este 
condiţionat deci de şase ecuaţii scalare: trei ecuaţii de proiecţii ale forţelor pe axele 
de coordonate şi trei ecuaţii de momente în raport cu axele sistemului de coordonate. 
 În conformitate cu teoria sistemelor liniare de ecuaţii din Algebră, în general 
sistemul de ecuaţii (5.4) şi (5.5) este compatibil dacă conţine maxim şase 
necunoscute şi dacă sunt îndeplinite condiţiile cerute de teorema lui Rouche.  

În cazul unor sisteme particulare de forţe, numărul ecuaţiilor scalare de 
echilibru se reduc, astfel:  
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a) în cazul unui sistem de forţe coplanare care acţionează asupra rigidului (de 
exemplu în Oxy) se reduc la un sistem trei ecuaţii scalare de echilibru distincte: 

000 ====== ∑∑∑ iii NN,YY,XX ,    i=1, 2, ..., n (5.6)  
întrucât celelalte ecuaţii ale sistemului devin identităţi (Z=0, L=0, M=0); 

b) în cazul unui sistem de forţe paralele care acţionează asupra rigidului (de 
exemplu, axa Ox) se reduc la un sistem trei ecuaţii scalare de echilibru distincte: 

000 ====== ∑∑∑ iii NN,MM,XX ,    i=1, 2, ..., n (5.7)  
întrucât celelalte ecuaţii ale sistemului devin identităţi (Y=0,  Z=0, L=0); 

c) în cazul unui sistem de forţe paralele şi coplanare care acţionează asupra 
rigidului (de exemplu, axa Ox şi planul Oxy) se reduc la un sistem două ecuaţii 
scalare de echilibru distincte: 

00 ==== ∑∑ ii NN,XX ,      i=1, 2, ..., n  (5.8)  
întrucât celelalte ecuaţii ale sistemului devin identităţi (Y=0,  Z=0,  L=0, M=0); 

d) în cazul unui sistem de forţe concurente, trei dintre ecuaţiile sistemului devin 
identităţi (de exemplu, alegând originea  sistemului  de axe în punctul de 
concurenţă al forţelor rezultă: L=0,  M=0,  N=0 ) rămânând numai trei ecuaţii 
scalare de echilibru distincte: 

 000 ====== ∑∑∑ iii ZZ,YY,XX  i=1, 2, ..., n  (5.9) 
      Se observă că acestea sunt condiţiile de echilibru ale punctului material liber. 
e) În cazul unui sistem de cupluri, ecuaţiile de proiecţii ale forţelor devin identităţi 

(X=0, Y=0, Z=0 ) rămânând numai trei ecuaţii scalare de echilibru distincte:
 000 ====== ∑∑∑ iii NN,MM,LL     (5.10) 

 Pentru a vedea în ce măsură aceste ecuaţii conduc la soluţionarea problemei 
echilibrului rigidului liber, este necesar să se determine numărul gradelor de 
libertate ale unui rigid liber. Se ştie că pentru a determina poziţia unui corp în spaţiu 
este necesar să se cunoască coordonatele a trei puncte necoliniare ale sale: A1(x1, y1, 
z1),  A2(x2, y2, z2),   A3(x3, y3, z3).  

Aceste nouă coordonate (sau parametri) nu sunt independente, deoarece 
distanţele dintre cele trei puncte rămân constante, în cazul solidului nedeformabil, 
adică există relaţiile:  

.const)zz()yy()xx(AAd

.const)zz()yy()xx(AAd

.const)zz()yy()xx(AAd

=−+−+−==

=−+−+−==

=−+−+−==

2
13

2
13

2
13313

2
23

2
23

2
23322

2
12

2
12

2
12211

  (5.11) 

 Deoarece între cei nouă parametri scalari (x1, x2, x3; y1, y2, y3; z1, z2, z3 ) există 
trei relaţii de legătură, rezultă că sunt independenţi doar şase parametri. 

În concluzie, un rigid liber în spaţiu are şase grade de libertate.  Aceste grade 
de libertate corespund de exemplu, posibilităţilor rigidului de a efectua independent 
trei translaţii în lungul axelor Ox, Oy, Oz  şi trei rotaţii în jurul aceloraşi axe. 
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 Pentru a determina poziţia unui corp în plan este necesar să se cunoască 
poziţia a două puncte ale sale: A1(x1,y1), A2(x2, y2). Aceşti patru parametri nu sunt 
independenţi, deoarece distanţa dintre cele două puncte rămâne constantă, adică între 
cei patru parametri există relaţia: 

.const)yy()xx(AA =−+−= 2
12

2
1221   

Deci rigidul liber în plan are trei grade de libertate. Acestea corespund de 
exemplu, posibilităţilor rigidului de a efectua independent două deplasări în lungul 
axelor de coordonate Ox şi Oy şi o rotaţie în jurul axei Oz. 
 Problemele echilibrului rigidului liber sunt: 
a) Se dau forţele care acţionează asupra rigidului şi se cere poziţia de echilibru (în 

general problema este static determinată); 
b) Se dă poziţia de echilibru şi se cer forţele pentru echilibru. Problema este static 

determinată numai dacă numărul ecuaţiilor este egal cu numărul necunoscutelor. 
  

 5.2.  Rigidul supus la legături fără frecare 
 5.2.1. Generalităţi. Condiţiile de echilibru 
 Rigidul supus la legături este un corp căruia i se impune cel puţin o restricţie 
geometrică (de exemplu un punct al rigidului este obligat să rămână pe o suprafaţă, 
pe o curbă sau într-un punct fix în spaţiu).  

În cazul solidului rigid supus la legături problemele de echilibru sunt mai 
complicate decât în cazul punctului material; ca şi în cazul punctului material se 
aplică axioma legăturilor:  

“legăturile se înlocuiesc cu forţe şi momente  de legătură, numite reacţiuni “.  
Aplicând această axiomă, rigidul poate fi privit ca un rigid liber sub acţiunea 

forţelor direct aplicate (în general cunoscute) şi a reacţiunilor  (necunoscute). 
Fie corpul (C1) supus la forţele direct aplicate Fi (i=1, 2, ...,n), având  o 

legătură cu corpul (C2); ne propunem să studiem echilibrul acestui corp (C1) 
(fig.5.2.a).  

Se consideră  punctul O ca punct teoretic de contact al celor două corpuri. 
Conform axiomei legăturilor, prin înlăturarea corpului (C2) se suprimă legătura 
corpului (C1) cu (C2) înlocuindu-se cu forţe şi cupluri de legătură (fig.5.2.b). 

Se notează cu: 
• ( ))a(

O
)a(

O
)a(

O M,R:τ      torsorul de reducere în O al forţelor exterioare date;  

• ( ))leg(
O

)leg(
O

)leg(
O M,R:τ  torsorul de reducere în punctul O a forţelor de legătură. 

  Condiţia de echilibru se exprimă prin relaţiile vectoriale: 
  00 =+=+ )leg(

O
)a(

O
)leg()a( MM,RR      (5.11) 
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care, în cazul general, conduc la şase ecuaţii scalare de echilibru de forma ecuaţiilor 
(5.4) şi (5.5): 

Xa + Xleg= 0,   Ya +Yleg = 0,     Za + Zleg = 0        (5.12) 
  La + Lleg = 0,   Ma + Mleg = 0,  Na + Nleg = 0      (5.12’) 
iar dacă forţele se află în planul xOy se obţin trei ecuaţii scalare, respectiv: 
  Xa + Xleg = 0,  Ya +Yleg = 0,  Na + Nleg = 0    (5.13) 
 Relaţiile (5.11) se mai scriu: 
  )leg(

O
)a(

O
)leg()a( MM,RR −=−=      (5.14) 

 Aceste relaţii exprimă faptul că forţele de legătură care îndeplinesc condiţiile 
de echilibru (5.14) au acelaşi torsor şi anume, cel opus torsorului forţelor efectiv 
aplicate solidului rigid. Prin introducerea legăturilor se micşorează numărul gradelor 
de libertate ale rigidului. 
 Legăturile ideale (fără frecare) ale rigidului sunt: reazemul simplu, articulaţia 
(cilindrică, sferică), încastrarea şi prinderea cu fire.  

În studiul legăturilor rigidului se deosebesc două aspecte :  
• aspectul geometric, legat de numărul gradelor de libertate (adică a posibilităţilor 

de mişcare independente care îi sunt răpite rigidului datorită legăturii)  
• aspectul mecanic, legat de elementele mecanice cu care se înlocuiesc legăturile 

(forţele şi momentele pe care le introduce legătura sau reacţiunile). 

  
Observaţie 
O forţă aplicată rigidului are ca efect mişcarea de translaţie în lungul 

suportului ei, iar un cuplu are ca efect mişcarea de rotaţie în jurul unei axe coliniare 
cu suportul său. În consecinţă, prin suprimarea unei legături care permitea o 
translaţie în lungul unei direcţii se introduce o forţă, iar prin suprimarea unei legături 
ce permitea o rotaţie în lungul unei direcţii se introduce un cuplu. 
  

F i  
F2  

F1  F n

( )legR  ( )legM 0  

( )aM 0  

(C1) (C1) 

O 

(C2) (C2) 

(a) (b) Fig.5.2 

( )aR  
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5.2.2. Reazemul simplu 
 Un rigid are o legătură de tip reazem simplu (sau mobil) într-un punct al său, 
dacă acest punct este obligat să rămână tot timpul pe o suprafaţă (∑)  (fig.5.3.a.) sau 
pe o curbă dată (C). Se face ipoteza că suprafaţele sau curbele sunt lucii, fixe şi 
suficient de rezistente, astfel încât acestea să nu se deformeze oricât de mari ar fi 
forţele care acţionează asupra rigidului. 
 Din punct de vedere geometric reazemul simplu micşorează numărul gradelor 
de libertate al rigidului cu o unitate; deci un rigid având o legătură de tip reazem 
simplu are cinci grade de libertate. 
 Am văzut în capitolul 2, că în cazul unui punct material obligat să rămână pe o 
suprafaţă lucie, reacţiunea este normală la suprafaţă. Acest rezultat se poate extinde 
şi în cazul rigidului: din punct de vedere mecanic un reazem simplu pe o suprafaţă 
lucie poate fi înlocuit cu o reacţiune N  normală la suprafaţa de sprijin (∑) 
(fig.5.3.a). 

  
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
Observaţii: 

1. Dacă rezemarea rigidului se face într-un punct singular al suprafeţei (unghiular 
sau vârf, fig.5.3.b) atunci suportul reacţiunii este determinat de normala la 
suprafaţa corpului (∑1). 

2. Dacă există mai multe reazeme simple ale rigidului, atunci din punct de vedere 
mecanic  fiecare dintre acestea se înlocuieşte cu câte o reacţiune normală în 
punctul considerat pe suprafaţa de reazem respectivă (fig. 5.4). 

3. În cazul când rigidul are mai multe reazeme simple, se poate considera din punct 
de vedere geometric, că fiecare reazem micşorează numărul gradelor de libertate 
cu câte o unitate.  

În general, pentru a imobiliza un rigid va trebui să fie rezemat în şase puncte ale 
sale. Dacă el are un număr mai mare decât şase reazeme simple, problema devine 
static nedeterminată, iar dacă are mai puţin de şase reazeme simple, atunci 
echilibrul nu este posibil decât pentru anumite sisteme particulare de forţe. 

(C1) 

N  

A 

)( Σ  

n 

n (C1) 

)( 2Σ  )( 1Σ  

(C2) 

(C2) 

N  

N−  

Fig.5.3 
a. b. 

A 
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Se menţionează însă că există cazuri când un rigid rezemat în şase punct ale 
sale, nu este totuşi complet imobilizat. Astfel, de exemplu, dacă cele şase suporturi 
întâlnesc aceeaşi dreaptă (fig.5.5.a) sau sunt paralele cu acelaşi plan (fig.5.5.b), 
rigidul nu este complet imobilizat; în aceste cazuri este evidentă libertatea de mişcare 
a rigidului: astfel, în primul caz acesta se poate roti în jurul dreptei pe care o 
întâlnesc suporturile forţelor, iar în al doilea caz acesta se poate translata pe direcţia 
normalei la planul forţelor. 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

 
De asemenea în cazul unei plăci la care suporturile sunt concurente (fig.5.5.c), 

aceasta se poate roti în jurul punctului de concurenţă sau în cazulcand suporturile 
sunt paralele între ele (fig.5.4.d), acesta se poate translata pe direcţia normală la 
suporturile reacţiunii. 

5.2.3. Articulaţia  
 Un rigid este articulat într-un punct al său dacă acest punct este imobilizat 
(fix). Articulaţia poate fi: plană (cilindrică), atunci când rigidul este supus acţiunii 
unui  sistem  de  forţe coplanare (fig.5.6.a) sau  spaţială  (sferică) (fig.5.6.b). 
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a. Articulaţia sferică 

Un  rigid  cu  o  legătură  de  tip 
articulaţie sferică (cu un punct 
fix) are trei grade de libertate. 

 
 Din punct de vedere geometric articulaţia sferică reduce numărul gradelor de 
libertate cu trei unităţi, iar din punct de vedere mecanic poate fi înlocuită cu o 
reacţiune )leg(R  de mărime şi direcţie necunoscute (fig.5.7.a), sau cu trei necunoscute 
scalare, proiecţiile după direcţiile axelor sistemului cartezian Oxyz Xleg, Yleg, Zleg 
(fig.5.7.b). Deci articulaţia sferică este echivalentă din punct de vedere mecanic, cu 
trei reazeme simple, situate în acelaşi punct, ale căror reacţiuni nu sunt toate 
coplanare. 
 
 
 
 
 
 
 
 

b. Articulaţia cilindrică (plană) 
Este un caz particular al articulaţiei sferice, când asupra rigidului acţionează 

un sistem de forţe coplanare situate într-un plan perpendicular pe axa articulaţiei. 
Din punct de vedere geometric, articulaţia plană reduce numărul gradelor de 

libertate ale rigidului cu două unităţi; deci din cele trei grade de libertate în plan, 
rigidului îi mai rămâne unul singur. Din punct de vedere mecanic această legătură se 
înlocuieşte cu o reacţiune )leg(R  de mărime şi direcţie necunoscute, sau cu două 
necunoscute scalare, proiecţiile după Ox şi Oy: Xleg=H, Yleg=V (fig.5.7.c).  

În figura 5.8 sunt date două exemple de bare cu articulaţii şi rezeme simple şi 
forţele de legătură corespunzătoare. 
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c. Articulaţia cilindrică spaţială 
Dacă un rigid acţionat de un sistem de forţe în spaţiu are o axă fixă, spunem că 

are o legătură de tip articulaţie cilindrică spaţială  şi  un singur grad de libertate.  
Din punct de vedere geometric articulaţia cilindrică 

spaţială reduce numărul gradelor de libertate cu cinci 
unităţi, deci rigidul mai are un singur grad de 
libertate (ca şi în cazul articulaţiei plane).  
Din punct de vedere mecanic articulaţia sferică poate 
fi înlocuită cu trei necunoscute scalare (Xleg, Yleg, Zleg) 
(adică proiecţiile reacţiunii )leg(R după direcţiile 
axelor sistemului cartezian Oxyz, şi două momente 
de legătură (Mleg, Nleg) (fig.5.9). 
 

5.2.4. Încastrarea (legătura rigidă) 
 Încastrarea este legătura prin care rigidul este complet fixat (înţepenit) de un 
alt corp fix. Din definţie rezultă că, din punct de vedere geometric, această legătură îi 
răpeşte rigidului toate cele şase grade de libertate. 

Din punct de vedere mecanic, încastrarea poate fi înlocuită cu trei forţe de 
legătură (Xleg, Yleg, Zleg adică proiecţiile reacţiunii )leg(R  după direcţiile axelor 
sistemului cartezian Oxyz) şi trei momente de legătură (Lleg, Mleg , Nleg, adică 
proiecţiile reacţiunii )leg(M după direcţiile axelor sistemului cartezian Oxyz,        fig. 
5.10); aceste reacţiuni corespund celor şase posibilităţi de mişcare anulate, deci  în 
spaţiu  încastrarea introduce şase necunoscute scalare (fig.5.10.a). 

Dacă rigidul este acţionat de un sistem coplanar de forţe (de exemplu în planul 
vertical xOy) încastrarea va introduce trei necunoscute scalare: H, V  şi  Mi  
(fig.5.10.b). 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Pentru a studia forţele şi momentele de legătură pe care le introduce o 

încastrare, se consideră că în zona de contact acţionează forţele locale elementare de 
legătură Fj

(leg) (j=1,2,...,m) , care reprezintă acţiunea pe care o exercită corpul (C2) 
asupra corpului (C1) (fig.5.11.a). 
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Torsorul de reducere ai acestor forţe locale elementare de legătură în punctul 
teoretic de contact O, (centrul de greutate al secţiunii de încastrare) este: 

  






×=

=

∑
∑

)leg(
jj

)leg(
O

)leg(
j

)leg(

)leg(

FrM

,FR
:τ      (5.15) 

unde jr  este vectorul de poziţie al forţei de legătură  )leg(
jF . 

Torsorul de reducere al forţelor exterioare )a(
iF  i=1,2,...,n, (fig.5.11.b)  este: 





×=
=

∑
∑

)a(
ii

)a(
O

)a(
i

)a(
)a(

FrM
,FR

:τ      (5.16) 

unde ir  este vectorul de poziţie al forţei exterioare )a(
iF . 

 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
  

5.2.5. Legătura cu fire (prinderea cu fire) 
 Prinderea cu fire este echivalentă cu o rezemare unilaterală pe o sferă având 
raza egală cu lungimea firului (ca în cazul legăturii punctului material pe o suprafaţă. 
Deci această legătură se înlocuieşte cu o forţă având direcţia în lungul firului (în 
punctul în care care acesta se secţionează cu un plan imaginar) şi sensul ales, astfel 
încât aceasta să întindă porţiunea din fir legată de rigid (întrucât firul este flexibil şi 
inextensibil, nu poate prelua decât solicitări de întindere), forţă de întindere numită 
tensiune în fir  (SA sau SB în fig.5.12) 
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Pentru  studiul echilibrului rigidului prins cu fire, se introduc mai întâi 
tensiunile din fire şi apoi se studiază echilibrul rigidului ca şi cum acesta ar fi liber. 
În tabelul următor sunt prezentate în rezumat legăturile rigidului, cu simbolurile 
respective şi elementele mecanice cu care se înlocuiesc. 
  În tabelul de mai jos sunt prezentate principalele tipuri de legături ale rigidului:  

Legătura  Simbol Cu ce se înlocuişte Nr. necunoscute 
Reazemul simplu   

 
  

1 
 
 

Articulaţia  

cilindrică 
plană 

  
 
 

 
2 

  
spaţială 
(sferică) 

 

  
 
 

 
3 

 
 

Încastrarea  

 
 

Plană 
 

  
 
 
 

 
3 
 

  
Spaţială 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
6 

 
Prinderea cu fire 

   
 

 
1 

  
 

 A p l i c a ţ i a  1 
Să se calculeze reacţiunile 
din grinda articulată în 
punctul A şi rezemată în B 
din  fig.5.13.a, acţionată de 
forţele F (concentrată) şi p 
(uniform distribuită), 
cunsocute. 
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R e z o l v a r e : 
 După eliberarea grinzii de legături (axioma legăturilor) se introduc în 
articulaţia A forţele de legătură V şi H şi în reazemul B reacţiunea normală N, iar 
sarcina uniform distribuită p (daN/m) pe lungimea 2a, se înlocuieşte cu o forţă 
echivalentă concentrată   Fech =2ap , aplicată într-un punct la distanţa 2a de capătul 
A (centrul forţelor paralele). Alegând sistemul de axe xOy cu originea O în capătul A 
(fig.5.13.b), cele trei ecuaţii de echilibru se scriu: 

  
085220

020
00

=⋅−⋅+⋅−=
=−+−=

=−=

∑
∑
∑

asinFaNaap:M
sinFNapV:Y

cosFH:X

A

i

i

α
α

α
 

 Rezultă reacţiunile: 

  )apsinF(V);apsinF(N;cosFH 613
5
148

5
1 −α−=+α=α=  

 Se observă că sensul lui V  poate fi: 
• cel indicat în desen, dacă:   apsinF 613 <α   

• de sens contrar , dacă:   apsinF 613 >α . 
 
 
 

A p l i c a ţ i a  2 
Să se calculeze reacţiunile grinzii 
încastrată în A şi supusă la forţele 
exterioare reprezentate în figura 
5.14. 

 
R e z o l v a r e : 

Se aleg axele de coordonate ca în 
figură şi se eliberează grinda de 
legătura din A (încastrare) 
introducându-se forţele şi cuplul 
de legătură corespunzătoare: H, V, 
Mi. Se înlocuieşte sarcina uniform 
distribuită p printr-o forţă 
echivalentă Fech=3ap (în centrul 
forţelor paralele) care se află la 
distanţa 3a/2 de punctul A 
(fig.5.14.b).  
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În aceste condiţii, cele trei ecuaţii de echilibru sunt: 

 
07256045130

0260430
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0
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iA

i
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de unde se obţin forţele şi cuplul de legătură: 
  pa),(M;ap)(V;apH i

23105213252 +=+==  
  

A p l i c a ţ i a  3  
Se consideră grinda AB=4a, de greutate uniform distribuită p, articulată în A şi 

menţinută în poziţie orizontală de greutatea G, prin intermediul unui fir (fig.5.15). 
Firul este petrecut peste scripetele C (fără a se lua în considerare eventualele frecări) 
şi face cu orizontala unghiul α=300. Să se determine forţele de legătură din 
articulaţia A şi mărimea greutăţii G necesară menţinerii grinzii în echilibru în poziţie 
orizontală. 

 
R e z o l v a r e : 

 Se procedează ca şi în problemele anterioare, scriind ecuaţiile de echilibru 
pentru bara supusă la forţe din fig.5.15.b. Se înlocuieşte forţa uniform distribuită p 
prin forţa echivalentă Fech=4ap   care se află la distanţa 2a de punctul A, iar în B 
forţa  F = G, înclinată cu unghiul α=300. Ecuaţiile de echilibru se scriu: 
 
 
 

- H + Fcos 300=0 
  V - 4ap + Fsin300=0 

  -4ap⋅2a + Fsin300⋅4a=0 
 

Rezolvând sistemul de 
ecuaţii se obţin valorile 
necunoscutelor: 
F=G=4ap,   
H= ap32 ,  

 V=2ap.  
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 5.3.     Rigidul supus la legături cu frecare 
 5.3.1.  Aspectul general al frecărilor 
 Se consideră un corp rigid (C1) care are un reazem simplu într-un punct O 
(punctul teoretic de contact) pe corpul (C2). În realitate corpul considerat se 
deformează sub acţiunea forţelor exterioare (efectiv aplicate) )a(

iF , astfel încât 
contactul se realizează pe o mică suprafaţă (fig.5.16.a). În fiecare punct al suprafeţei 
se dezvoltă câte o reacţiune de mărime şi direcţie necunoscute, pe care o notăm cu 

)leg(
jF  (j=1, 2, ..., m). 

 Fie punctul teoretic de contact O, punctul în care ar fi avut loc contactul celor 
două corpuri dacă ele nu s-ar fi deformat. Reducând sistemele de forţe )a(

iF  (i=1, 2, 
..., n) şi )leg(

jF  (j=1, 2, ..., m)  în punctul O (fig.5.16.b), condiţiile de echilibru 
vectoriale date de formulele (5.11), sunt: 

 00 =+=+ )leg(
O

)a(
O

)leg()a( MM;RR      (5.16) 
 Se descompun vectorii celor doi torsori (al forţelor aplicate şi de legătură, care 
la echilibru sunt egali şi opuşi) după normala (On) la planul tangent în O şi după cate 
o direcţie din acest plan (Ot1, Ot2) (fig.5.17) şi se obţin relaţiile vectoriale: 

  






=+

=+





=+
=+

0

0

0
0

rt

pn

t

n

MM

MM
TR
NR

      (5.17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 În baza teoremei de echivalenţă a sistemelor de vectori, rezultă că sistemul de 
forţe aplicate )a(

iF  (i=1, 2, ..., n) este echivalent cu două forţe tn R,R   şi două 
cupluri de moment tn M,M  aplicate în O, iar sistemul de forţe de legătură )leg(

jF  
(j=1, 2, ..., m) este echivalent cu două forţe T,N  şi două cupluri de momente 

rp M,M  aplicate în O (fig.5.17). 

 

)leg(
jF  

Aj 

Ai 

O 
(C2) 

)leg(R  

Fi
a( )  
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(a) Fig.5.16 
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R a( )  
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OM  
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)a(F2  

)a(
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Efectele acestor componente sunt: 
• Forţa nR  tinde să deplaseze corpul în direcţia normală la suprafaţa de contact, 

deplasarea fiind împiedicată de reacţiunea normală N . 
• Forţa TR  tinde să deplaseze corpul în planul tangent la suprafaţa de sprijin după o 

axă din planul tangent (t1). Această deplasare poartă numele de alunecare  şi este 
împiedicată de reacţiunea T  numită forţă de frecare de alunecare. 

• Cuplul de moment nM  are tendinţa de a roti corpul în jurul normalei la suprafaţa 
de contact, rotire care se numeşte pivotare şi este împiedicată de cuplul pM  , 
numit cuplu de frecare de pivotare. 

• Cuplul de moment TM  are tendinţa de a roti corpul în jurul unei axe din planul 
tangent la suprafaţa de contact (t2), rotire care poartă numele de rostogolire şi este 
împiedicată de cuplul rM , numit cuplu de frecare de rostogolire. 

 Reiese de aici complexitatea fenomenelor de frecare în cazul solidului rigid. 
Se analizează în continuare aceste aspecte. 

 
 

 5.3.2. Frecarea de alunecare 
 Acest tip de frecare se produce în cazul când torsorul de reducere al forţelor 
exterioare (aplicate) este alcătuit numai din forţa: 
   )M(RRR )a(

tn
)a( 0=+= . 

Conform principiului acţiunii şi reacţiunii apare reacţiunea TNR )leg( += . În 
cazul echilibrului cu frecare reacţiunea )leg(R  este înclinată cu unghiul α, faţă de 
normala (On), iar la limită este înclinată cu unghiul ϕ , numit unghi de frecare de 
alunecare (fig.5.18).  

)leg(R

O 

R a( )  

)a(
OM

)leg(
OM  

Fig.5.17 
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T

N

pM

nM
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 Avem evident relaţiile: 
  ϕα tgNT;tgNT max ==  

Dacă se notează µ=tgϕ,  unde µ  se numeşte coeficient de frecare de 
alunecare, se obţine: 
  NT µ≤   (pentru echilibru în general)   (5.18) 

  NTmax µ=   (pentru echilibru la limită) 

 Legile frecării uscate (Coulomb) studiate în cazul echilibrului punctului 
material pe o suprafaţă cu frecare, rămân valabile şi în acest caz. Aspectul geometric 
al frecării are aceeaşi expresie. 
 Rotind suportul reacţiunii )leg(R  se obţine conul de frecare, care are ca axă 
normala comună (On), iar unghiul de vârf 2ϕ.  Corpul (C1) rămâne în echilibru când 
reacţiunea )leg(R  respectiv )a(R , sunt în interiorul conului de frecare sau la limită pe 
pânza acestuia. Forţa de frecare T  acţionează în planul tangent comun, fiind 
perpendiculară pe reacţiunea N  şi se opune tendinţei de mişcare. Echilibrul se 
studiază cu ajutorul relaţiilor:  

00 0 ==+ )a()leg()a( M,RR   

şi condiţia fizică: NT µ≤ . 
  

A p l i c a ţ i e . Problema scării. 
 O bară A1A2 de greutate G  şi de lungime 2L, omogenă, situată într-un plan 
vertical, se reazemă cu extremitatea A1 pe un plan orizontal şi cu extremitatea A2 pe 
planul vertical (fig. 5.19). 

 Să  se determine unghiul α de înclinare a barei cu orizontala, pentru poziţia de 
echilibru ştiind că coeficienţii de frecare de alunecare sunt respectiv µ1 şi µ2. 

N  

T  

)leg(R  

α 

ϕ )leg(
maxR  

Tmax  

N  

T  

(C2) 
O 

(P) 

α 

)leg(
limR  

R n  R a( )

R T

n (C1) 

ϕ 

t1 

(a) (b) 

Fig.5.18. 
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 R e z o l v a r e  
 Se aleg axele sistemului de coordonate ca în figura 5.19. şi se introduc în 
punctele A1, A2 reacţiunile normale 21 N,N  şi forţele de frecare de alunecare  21 T,T . 
Condiţiile de echilibru sunt date de ecuaţiile de echilibru sunt date de ecuaţiile de 
echilibru şi relaţiile fizice: 

          
0220

00
00

22

211

121

1
=−−=

=−+=
=−=

∑
∑
∑

ααα cosLTsinLNcosGL:FM
GTN:Y

TN:X

iA

 

 
Condiţiile fizice ale frecării sunt 

222111 NT,NT µµ ≤≤ . 
 Din primele trei ecuaţii avem: 

α

α

tgNGT

,NT

,tgNGN

22

21

21

2

2

−=

=

+=

 

 
care introduse în ultimele două inegalităţi conduc la: 

.NtgNG,tgNGN 222212 22
µααµ ≤−





 +≤  

 care se mai scriu sub forma: 

  ( ) ( ) .NtgG;GNtg 22121 22
1 αµµαµ +≤≤−  

 Înmulţind ultima inegalitate cu µ1 şi adunând-o cu cea dinaintea ei obţinem: 
  ( ) 221211 N)tg(Ntg αµµαµ +≤−  

de unde rezultă:  

.tg
1

21

2
1

µ
µµα −≥   

 Dacă notăm α0 = αmin unghiul definit prin relaţia: 
1

21
0 2
1

µ
µµα −=tg   

putem avea următoarele trei cazuri: 
• α  > α0 pentru echilibru,  
• α  < α0 pentru ieşirea din echilibru, 
• α  = α0  pentru echilibru la limită. 
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T2  

N 2  
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Fig.5.19. 
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 5.3.3. Frecarea de rostogolire 
 Se consideră un rigid (C1) simplu rezemat pe un rigid fix (C2) şi se studiază 
echilibrul lui (C1) în cazul existenţei frecării de rostogolire. Din analiza făcută în 
paragraful 5.3.1, în acest caz torsorul forţelor exterioare date, calculat în punctul 
teoretic de contact O este : 
  t

)a(
Otn

)a()a(
O MM,RRR: =+=τ  

iar torsorul forţelor de legătură, în acelaşi punct, forţe ce apar în zona de contact, 
este: 
  .MM,TNR: r

)leg(
O

)leg()leg(
O =+=τ  

 Aşa cum s-a arătat, frecarea de rostogolire se manifestă printr-un cuplu rM  
care se opune cuplului forţelor exterioare tM , care tinde să producă rostogolirea 
corpului (C1) peste corpul (C2) în jurul unei axe din planul tangent comun. Deci 
condiţiile de echilibru sunt: 
  rt

)leg()a( MM;RR ≤=+ 0  

 Frecarea de rostogolire se întâlneşte frecvent în aplicaţiile tehnice (de 
exemplu, în cazul roţilor de autovehicule, lagărelor şi rulmenţilor, etc). 
 Pentru analiza fenomenului frecării de rostogolire se consideră o roată 
acţionată de greutatea proprie  G  şi forţa de tracţiune F (fig.5.20). 

Considerând mai întâi, că se realizează un contact punctual între roată şi calea 
de rulare (planul orizontal) şi scriind ecuaţiile de echilibru (fig.5.18.a): 
  F - T = 0,         N - G = 0,        - F ⋅ R = 0 
se obţine că F = 0, ceea ce contrazice realitatea (experienţa). 

În realitate, din cauza deformabilităţii celor două corpuri, contactul dintre 
roată şi calea de rulare se face pe o mică suprafaţă (fig.5.20.b), pe care apar 
reacţiunile normale elementare iN   şi forţele de frecare elementare tangenţiale iT   
(de frecare de alunecare). Aceste forţe se  înlocuiesc prin rezultantele lor T,N   (fig. 
5.20.c) cu observaţia că suportul lui N  acţionează la distanţa e (nunită 
excentricitate) faţă de punctul teoretic de contact O. Suportul lui T  poate fi 
considerat cu o bună aproximaţie, că trece prin punctul teoretic de contact O. 

Dacă în punctul teoretic de contact O se introduc două forţe egale cu mărimea 
şi direct opuse: N,N − (fig.5.20.d), se observă că forţele de legătură sunt 
echivalente cu forţele: T,N  aplicate în O (ca şi când nu ar exista deformaţii locale) 
precum şi un cuplu de frecare de rotogolire:  Mr = N ⋅ e   (fig.5.20.e). 

Numim coeficient de frecare de rostogolire (şi se notează cu s), distanţa 
maximă  e  cu care este deplasată reacţiunea normală N  faţă de punctul teoretic de 
contact O (paralelă cu ea însăşi), astfel încât rigidul să nu se rostogolească, deci: 
 maxes = . 
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Întrucât (Mr)max = N ⋅ emax = N ⋅ s  ,  rezultă că pentru echilibru este necesar să 
avem:  NsM r ⋅≤          (5.19) 

În cazul existenţei frecării de rostogolire, această condiţie se adaugă ecuaţiilor 
de echilibru. 
 Dimensiunea coeficientului de frecare de rostogolire s  este  cea a unei 
lungimi şi depinde de raza roţii şi de natura materialelor, iar cuplul de frecare de 
rostogolire Mr este totdeauna opus ca sens tendinţei de rostogolire a corpului. 
 În funcţie de valorile pe care le poate lua forţa de frecare de alunecare T şi 
cuplul de frecare de rostogolire Mr,  se deosebesc următoarele patru situaţii: 
 a) NT,NsM r µ<< ,   corpul rămâne în repaus; 

 b) NT,NsM r µ<= ,   corpul se rostogoleşte fără să alunece; 

 c) NT,NsM r µ=< ,   corpul alunecă fără  să se rostogolească; 

 d) NT,NsM r µ== ,  corpul alunecă şi se rostogoleşte în acelaşi timp. 

  
A p l i c a ţ i e .  Problema roţilor 

 Să se studieze echilibrul unei roţi pe un plan înclinat cu unghiul α, cunoscând 
raza roţii R , greutatea G şi coeficienţii de frecare de alunecare µ şi de rostogolire s. 
Se tratează pe rând, cazul roţii trase şi al roţii motoare. 
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 a) Roata trasă   
Se consideră că asupra roţii acţionează o forţă F  paralelă cu planul înclinat în 

sensul de urcare pe plan (sensul axei Ox, fig.5.21). Înlăturând  legătura şi 
introducând (conform axiomei legăturilor) în punctul teoretic de contact A, forţa de 
frecare T , reacţiunea normală N  şi cuplul de frecare de rostogolire rM , condiţiile 
de echilibru se scriu: 

)b(NsM
)a(NT

MsinGRRF:)F(M
cosGN:Y

TsinGF:X

r

riA

i

i

⋅≤
≤

=++⋅−=
=−=

=−−=

∑
∑
∑

µ
α

α
α

00
00

00

 

 Din primele trei ecuaţii avem: 
  T   = F - G sinα 
  N   = G cosα 
  Mr  = R (F - G sinα) 

care, introduse în ultimele două inegalităţi, conduc la : 

  
)'b(cosGs)sinGF(R
)'a(cosGsinGF

αα
αµα

≤−
≤−

 

Deci forţa minimă F  pentru ca roata să nu alunece şi nici să nu se 
rostogolească este : 

( ) 




 +≤+≤ αααµα cos

R
ssinGFsicossinGF  

        Dacă admitem valabilă inegalitatea: 

)cos
R
s(sinG)cos(sinG αααµα +>+    

care este echivalentă cu :  R/s>µ ,  rezultă că dacă sunt  îndeplinite condiţiile: 
1.  R/s>µ , la ieşirea din echilibru roata mai întâi se rostogoleşte, când: 

  F > 




 += αα cos

R
ssinGFmin ; 

2. R/s<µ , la ieşirea din echilibru roata mai întâi alunecă, când F depăşeşte forţa 
minimă: ( )αµα cossinGFmin += ; 

3.  
R
s=µ , la ieşirea din echilibru roata va aluneca şi se va rostogoli în acelaşi 

timp, când  ( ) 




 +=+=> αααµα cos

R
ssinGcossinGF;FF minmin . 
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b) Roata motoare  
Se consideră că asupra roţii acţionează o forţă rezistentă F  paralelă cu planul 

înclinat, în sens invers tendinţei de mişcare (care este în sensul axei Ox , fig.5.22) şi 
cuplul motor mM  care tinde să urce roata pe planul înclinat. Înlăturând  legătura 
(conform axiomei legăturilor) şi introducând  în punctul teoretic de contact A, forţa 
de frecare T , reacţiunea normală N  şi cuplul de frecare de rostogolire rM , 
condiţiile de echilibru se scriu: 

 

.sNM
,NT

MMsinGRRF
cosGN

sinGFT

r

mr

≤
≤

=−++⋅
=−

=−−

µ
α

α
α

0
0

0

 

 Din primele trei ecuaţii deducem: 

 
).sinGF(RMM

,sinGN
,sinGFT

mr α
α

α

+−=
=

+=
 

care introduse în ultimele două inegalităţi, se obţine: 

 
αα

αµα
cossG)sinGF(RM

,cosGsinGF

m ≤+−
≤+

 

adică condiţiile pentru echilibrul roţii motoare:  

),cos
R
s(sinRGRFM

),sincos(GF

m αα

ααµ

+⋅+⋅≤

−≤
 

Acestea reprezintă condiţiile ca roata să nu alunece şi să nu se rostogolească 
în acelaşi timp, în tendinţa de urcare a ei pe planul înclinat. 
 Presupunând prima condiţie îndeplinită şi admiţând că cuplul motor Mm creşte, 
roata motoare se va pune în mişcare rostogolindu-se fără să alunece.  

Dacă însă prima condiţie nu este îndeplinită, roata motoare se va pune în 
mişcare alunecând şi rostogolindu-se în acelaşi timp (spunem că roata “patinează”). 

 
 
 

 5.3.4. Frecarea în articulaţii şi lagăre 
 Să considerăm un caz important întâlnit în tehnică şi anume frecarea în 
articulaţii şi lagăre. Se studiază numai frecarea uscată (introducerea lubrifianţilor 
schimbă esenţial datele şi rezultatele problemei). Să considerăm cazul unui lagăr cu 
joc, contactul având loc într-un punct teoretic de contact A (fig.5.23).  
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Torsorul forţelor exterioare în O (pe axa 
arborelui) este alcătuit din 0M,F . 
 Vectorul 0M  este dirijat după axa 
arborelui şi are tendinţa de a imprima 
arborelui o mişcare de rotaţie. 
Acţiunii momentului 0M  i se opune 
momentul de frecare din lagăr fM . În 
punctul A are loc, de fapt, un fenomen 
de frecare de alunecare şi unul de 
rostogolire. 
 

  
Torsorul forţelor de legătură este format din reacţiunea normală N , forţa de 

frecare de alunecare T  şi momentul de frecare de rostogolire rM . Notând cu r  raza 
fusului, se pot scrie condiţiile pentru echilibru: 

  

sNM
,NT

sinrFMM
cosFN
sinFT

r

r

≤
≤

=+−
=−

=−

µ
α

α
α

0
0

0

0        (5.20) 

 Din primele trei ecuaţii avem: 
  ααα sinrFMM,cosFN,sinFT r −=== 0  

care introduse în cele două inecuaţii conduc la condiţiile de echilibru: 

  
)cos

r
s(sinFM

,tg

r αα

µα

+≤

≤

0

       (5.21) 

 În cazul echilibrului la limită avem: ϕµα tgtg == . 
Pe de altă parte, pentru o bună funcţionare a maşinilor se urmăreşte ca frecarea 

în lagăre să fie mică, adică ϕµ tg=  să aibă valori cât mai mici; deci α fiind mic, se 
pot face aproximaţiile: µϕϕαϕα ≈==≈= tgsinsin;coscos 1 . 

Deci rezultă:  




 +⋅≤

r
srFM µ0  

 Notând  cu : 
r
s+=′ µµ  coeficientul de frecare în lagăr, se obţine : 

  FrM ⋅⋅′≤ µ0         (5.22) 
 Conform principiului acţiunii şi reacţiunii: 

0MM f −=         şi      )leg()a( FFF −==      (5.23) 
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unde: ( ) 2222 VHY)X(F legleg)leg( +=+= ,   în articulaţiile cilindrice, 

 ( ) ( ) ( )222 leglegleg)leg( ZYXF ++= ,    în articulaţiile sferice: 

astfel că expresia momentului (cuplului) de frecare în lagăr se mai scrie: 

 22 VHrM f +′≤ µ    (în plan)    (5.24) 

 ( ) ( ) ( )222 leglegleg
f ZYXrM ++′≤ µ  (în spaţiu)    (5.24’) 

  
Observaţie: 

 În cazul unui lagăr strâns, în fiecare punct de contact între fus şi lagăr apare o 
reacţiune normală elementară iN  şi o reacţiune tangenţială elementară iT   (forţă de 
frecare). Momentul de frecare în lagăr este în acest caz: 

  
rFM

rF
F
NNrrNrTM

f

i
iiif

µ′=

⇒µ=µ=µ== ∑ ∑ ∑∑  

 Pentru echilibru va trebui ca momentul motor Mo să îndeplinească condiţia : 
rFM o µ′≤          (5.25) 

unde coeficientul de frecare are în acest caz expresia: 

µµ
F
Ni∑=′         (5.26) 

Relaţia dintre µ′  şi µ  depinde de legea de variaţie a reacţiunilor Ni  în lungul 
zonei de contact. 

 
  

A p l i c a ţ i e.  Troliul cu frecare 
 Se consideră un troliu de raze R1, R2 şi greutate G, al cărui fus (lagăr) are raza 
r, coeficientul de frecare  din lagăr fiind ′µ . Troliul este acţionat de greutatea P  şi 
forţa Q (fig.5.24). Se cer valorile forţei Q  pentru care troliul se află în repaus.  
  

R e z o l v a r e : 
Se izolează troliul şi se tratează problema pentru Qmax , ceea ce impune ca 

sensul lui Mf  să fie cel din figura 5.22. Ecuaţiile de echilibru sunt: 
 H = 0     (a) 
 V - G - P - Q = 0   (b) 
 Mf + P ⋅ R2 – Q ⋅ R1=0  (c) 
şi relaţia fizică a frecării (5.25) pentru cazul limită:  rVVHrM f µµ ′=+′= 22  
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unde introducând pe V din (c): 
)QPG(rM f ++′= µ   (d) 

Egalând expresiile lui Mf din (c) şi (d) se 
obţine: 

rR
)PG(rPRQmax µ

µ
′−

+′+=
1

2 . 

Schimbând sensul momentului de frecare din 
lagăr Mf (semnul coeficientului de frecare ′µ ), 
se obţine valoarea minimă a forţei Q : 

rR
)PG(rPRQmin µ

µ
′+

+′−=
1

2 . 

 

           Deci, soluţia problemei este:  
rR

)PG(rPR
µ

µ
′+

+′−

1

2 ≤Q ≤
rR

)PG(rPR
µ

µ
′−

+′+

1

2 . 

  
 

5.3.5. Frecarea de pivotare 
 Se consideră problema echilibrului unui corp când torsorul forţelor efectiv 
aplicate în punctul teoretic de contact O are componentele: 
  n

)a(
n

)a()a( MM,RR: == 00τ       (5.27) 
iar torsorul forţelor de legătură, în acelaşi punct are componentele: 
  p

)leg()leg()leg( MM,NR: == 00τ      (5.28) 

 Pentru echilibru este necesar ca să fie satisfăcute relaţiile: 
  00 =+=+ p

)a()a( MM;NR      (5.29) 

 Fenomenul frecării de pivotare constă în apariţia în punctele de contact Ai a 
unor reacţiuni elementare iN  şi a unor forţe tangenţiale elementare de frecare iT  
(Ti=µNi) care produc momentul de pivotare pM , ce se opune momentului forţelor 
aplicate OM .     

Se consideră pivotul are razele r1, r2, greutatea G  şi moment aplicat OM  
(fig.5.25). Se presupune că coeficientul de frecare de alunecare între arbore şi lagăr 
µ, este constant pe întreaga suprafaţă de rezemare a arborelui şi presiunea de contact 
dintre arbore şi lagăr este distribuită uniform pe suprafaţa de contact:   

  
)rr(

G
A
Gp

2
1

2
2 −

==
π

        (5.30) 

Elementul de suprafaţă (arie) se scrie: 
θρρ dddA ⋅⋅=         (5.31) 

V  

H  

M f
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O 
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Fig.5.24 
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iar forţa normală elementară corespunzătoare 
elementului de arie dA este: 

θρρ
π

dd
)rr(

GpdAdN ⋅⋅
−

==
2
1

2
2

; 

Forţa de frecare de alunecare elementară maximă 
corespunzătoare, tangentă la cercul de rază ρ este: 

θρρ
π

µµ dd
)rr(

GdNdT ⋅⋅
−

=⋅=
2
1

2
2

 (5.32) 

Momentul elementar de frecare produs de forţa dT  
faţă de  axa de rotaţie, într-un punct de coordonate 
( )θρ ,  şi în raport cu O, la limita echilibrului, este: 

θρρ
π

µρ dd
)rr(

GdTdM p ⋅⋅
−

=⋅= 2
2
1

2
2

, 

iar momentul total în cazul echilibrului la limită se 
numeşte momentul de pivotare pM  el opunandu-se 
momentului exterior OM  (fig.5.25):  

∫ ∫∫ ⋅
−

==
)D( )D(

pp dd
)rr(

GdMM θρρ
π

µ 2
2
1

2
2

 

unde:  .,rr πθρ 2021 ≤≤≤≤  
 
Rezolvând integrala pentru cazul particular al suprafeţei (de coroană circulară) 

avem: 

( )
G

rr
rrM

dd
rr

GM

p

r

r
p

⋅
−
−⋅⋅=

⋅⋅
−

= ∫ ∫

2
1

2
2

3
1

3
2

2

0

2
2
1

2
2

3
2

2

1

µ

θρρ
π

µ π

     (5.33) 

Notând cu v   coeficientul de frecare de pivotare:   
2
1

2
2

3
1

3
2

3
2

rr
rrv

−
−= µ   (5.34) 

Deoarece  G = N,  se obţine în cazul limită:  NvM p =      (5.35) 

În cazul arborelui plin (r1 = 0,  r2 = R)  se obţine:  

NRM p µ
3
2=         (5.36) 

Identificând (5.35) şi (5.36) se obţine: Rv µ
3
2=     (5.37) 
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C A P I T O L U L  6 
STATICA  SISTEMELOR 

DE  PUNCTE  MATERIALE  ŞI  A 
SISTEMELOR  DE  CORPURI 

 
 6.1. Sisteme mecanice de puncte materiale.  

Forţe interioare şi exterioare. 
 Fie un sistem de puncte materiale A1 , A2 , ... , Ai, ... An (fig.6.1.a). Dacă aceste 
puncte interacţionează mecanic (se atrag sau se resping), atunci acestea formează un 
sistem mecanic de puncte materiale. Poziţiile acestor puncte sunt definite de vectorii 
de poziţie ni r...,r...,r,r 21 , în raport cu originea O  a unui sistem de axe.   
 Un sistem de n puncte materiale libere în spaţiu, are 3n grade de libertate 
(întrucât pentru determinarea poziţiei unui punct este necesară cunoaşterea celor trei 
coordonate ale sale sau a vectorului de poziţie faţă de sistemul de referinţă dat). 
 În cazul sistemelor de puncte materiale supuse la legături, aceste legături se 
pot exprima printr-un număr de relaţii scalare independente între coordonatele 
punctelor. Dacă m este numărul acestor relaţii, atunci numărul de parametri 
independenţi care caracterizează poziţia sistemului  de puncte materiale, este :  

  N = 3n - m         (6.1) 
sau altfel spus, numărul gradelor de libertate se micşorează cu numărul relaţiilor 
independente corespunzătoare legăturilor. 
 Forţele care acţionează asupra sistemului de puncte materiale se clasifică 
convenţional  în: forţe interioare şi forţe exterioare. 
a) Forţele interioare reprezintă interacţiunea mecanică dintre punctele sistemului şi 

sunt egale ca mărime două câte două, au acelaşi suport şi sunt dirijate în sensuri 
opuse (conform principiului acţiunii şi reacţiunii).   
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Dacă notăm cu ijF  forţa ce reprezintă acţiunea mecanică a punctului Aj asupra 
punctului Ai aplicată în Ai, iar jiF  forţa ce reprezintă acţiunea mecanică a 
punctului Ai asupra punctului Aj, aplicată în Aj (fig.6.1.a), atunci conform 
principiului acţiunii şi reacţiunii avem relaţia evidentă: 

 jiij FF −=          (6.2) 

     sau: )ji;n,...,,j,i(FF jiij ≠==+ 210      (6.3) 

Ţinând seama de relaţia (6.2), momentul unei perechi de forţe interioare care 
reprezintă interacţiunea mecanică dintre punctele materiale Ai  şi  Aj este nul: 
 0=×=×−=−×+×=×+× ijijijjiijjijijijiji FAAF)rr()F(rFrFrFr      (6.4) 

unde ijij F,AA  sunt vectori coliniari, iar ji r,r  sunt vectorii de poziţie ai 
punctelor Ai, Aj  în raport cu punctul fix O (fig.6.1.b), i = 1, 2, ..., n;   i ≠ j.    De 
subliniat faptul că forţele jiij F,F  acţionează asupra a două puncte materiale 
diferite şi deci efectul lor nu se anulează. 

b) Forţele exterioare sistemului (A) sunt toate celelalte forţe care acţionează asupra 
punctelor sistemului (A)  şi le vom nota cu un singur indice, care indică punctul 
material asupra căruia acestea acţionează (de exemplu, forţa iF  este aplicată 
punctului Ai); aceste forţe pot fi : 
• forţe active (direct aplicate)  
• forţe de legătură exterioare sistemului de puncte materiale. 

 

 6.2. Echilibrul sistemelor de puncte  
 Prin definţie, un sistem de puncte materiale (A) este în echilibru, dacă fiecare 
punct al sistemului se află în echilibru şi reciproc.  Condiţia ca un punct Ai din 
sistem să fie în echilibru, este ca rezultanta forţelor care acţionează asupra lui să fie 
nulă, adică:  

021 =++++ iniii F...FFF        (6.5) 

sau:  0
1

=+ ∑
=

n

j
iji FF         (6.6) 

 Rezultă că sistemul de puncte materiale  va fi în echilibru dacă: 

  0
1

=+ ∑
=

n

j
iji FF , pentru i=1, 2, ... , n;   i ≠ j.    (6.7) 

 Cu privire la echilibrul sistemelor de puncte, se pot deosebi două categorii de 
probleme: 
a) fiind date poziţiile punctelor care formează sistemul de puncte materiale în 

echilibru, se cere să se determine forţele care acţionează acest sistem. 
b) fiind date forţele care acţionează sistemul de puncte materiale,  se cere să se 

determine poziţia de echilibru a acestui sistem. 



 103 

 Condiţiile (6.7) sunt echivalente cu 3n ecuaţii scalare. În cazul echilibrului 
sistemelor de puncte materiale supuse la legături, numărul parametrilor geometrici 
este egal cu 3n - m (legăturile introduc m  relaţii scalare independente). Urmează că 
din cele 3n  ecuaţii de echilibru, numai 3n - m  vor servi la determinarea poziţiei 
sistemului; celelalte m ecuaţii se vor utiliza pentru determinarea forţelor de legătură. 
Faţă de problemele menţionate, aceasta este o problemă mixtă, deoarece trebuie să se 
determine atât poziţia sistemului de puncte cât şi forţele de legătură respective. Nu 
întotdeauna sistemul (6.7) este compatibil şi determinat. 
  

6.3.  Echilibrul sistemelor de rigide 
 Un corp rigid poate fi considerat ca un sistem nedeformabil de puncte 
materiale. Datorită rigidităţii sistemului, distanţa dintre două puncte oarecare rămâne 
tot timpul constantă. 
 Un sistem de corpuri rigide Ci (i = 1, 2, ... , n) poate fi considerat ca un sistem 
de puncte materiale format din subsisteme rigide sau nedeformabile (fiecare 
subsistem corespunde unuia dintre corpurile rigide Ci). 
 Forţele care acţionează asupra sistemului de corpuri pot fi: forţe interioare, 
reprezentând interacţiunea mecanică dintre punctele diferitelor corpuri Ci şi forţe 
exterioare sistemului de corpuri. Forţele interioare vor satisface, bineînţeles, relaţiile 
(6.3) şi (6.4). Pe baza acestor observaţii, tot ceea ce s-a spus în paragrafele 6.1 şi 6.2 
despre sistemele de puncte materiale în echilibru,  se poate extinde şi la sisteme de 
corpuri rigide.  

Sistemul de ecuaţii (6.7) reprezintă deci relaţiile teoremei izolării corpurilor, 
care se enunţă astfel: “ Dacă un sistem de corpuri (liber sau supus la legături) se 
află în echilibru, atunci fiecare corp al sistemului, considerat ca un subsistem rigid, 
se află de asemenea în echilibru”. 

 

 6.4. Teorema solidificării. 
  Teorema echilibrului părţilor 

 Aplicarea ecuaţiilor (6.7) în aplicaţiile practice, întâmpină unele dificultăţi din 
cauza forţelor interioare care sunt necunoscute. De aceea este preferabil să se 
folosească ecuaţii de echilibru în care nu apar aceste forţe interioare. 
 Însumând cele n  ecuaţii (6.7) membru cu membru avem: 

  0
111

=+ ∑∑∑
===

n

j
ij

n

i

n

i
i FF          (6.8) 

 Înmulţind vectorial relaţiile (6.7) cu vectorii de poziţie ir  şi însumând pentru 
toate punctele sistemului avem:  

 0
111

=×+× ∑∑∑
===

ij

n

j
i

n

i
i

n

i
i FrFr       (6.9) 
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 Pe de altă parte însumând relaţiile (6.3) şi (6.4) pentru toate punctele din 
sistem avem: 

00
1111

=×= ∑∑∑∑
====

ij

n

j
i

n

i

n

j
ij

n

i
Fr;F      (6.10) 

care, introduse în relaţiile (6.8) şi (6.9) conduc la ecuaţiile: 

  00
11

=×= ∑∑
==

i

n

i
i

n

i
i Fr;F       (6.11) 

Aceste relaţii reprezintă expresia teoremei solidificării pentru sisteme de 
puncte materiale: “dacă un sistem de puncte materiale, libere sau supuse la 
legături, se află în echilibru sub acţiunea unor forţe direct aplicate, el poate fi 
considerat ca un sistem rigid (sau nedeformabil) de puncte materiale “ 

Deoarece relaţiile (6.11) reprezintă condiţiile de echilibru şi pentru un sistem 
de rigide (ca un caz particular de sisteme materiale, format din subsisteme 
nedeformabile) se poate da următorul enunţ al teoremei solidificării pentru sisteme 
de corpuri: “dacă un sistem de corpuri rigide, liber sau supus la legături exterioare, 
se află în echilibru sub acţiunea unor forţe direct aplicate, el poate fi considerat ca 
un sistem rigid (sau nedeformabil) de corpuri, păstrându-se legăturile exterioare 
iniţiale”. 

 O b s e r v a ţ i i 
a) Ecuaţiile (6.11) sunt valabile pentru un sistem material oarecare (de puncte 

materiale sau corpuri); 
b) Pentru un sistem material nedeformabil, ecuaţiie (6.11) reprezintă o condiţie 

necesară şi suficientă, deoarece ele coincid cu ecuaţiile de echilibru ale rigidului; 
c) Pentru un sistem material deformabil, ecuaţiile (6.11) reprezintă condiţii necesare 

dar nu şi suficiente aşa cum rezultă din următorul exemplu: 
Se consideră un sistem format din două bare 
articulate în punctul O (OA şi OB), forţele 
exterioare F,F −  aplicate în A şi respectiv în 
B şi având ca suport dreapta AB;  se observă 
că deşi vectorul rezultantei şi vectorul moment 
rezultant sunt zero, totuşi sistemul nu este în 
echilibru.  
 

Dacă se consideră numai o parte din ecuaţiile (6.7) şi anume, cele care exprimă 
condiţiile de echilibru pentru un subsistem izolat de puncte materiale (sau corpuri 
rigide), aceste ecuaţii sunt satisfăcute dacă întregul sistem (6.7) este satisfăcut.  

Această constatare exprimă aşa numita teoremă a echilibrului părţilor : “dacă 
un sistem de puncte materiale, libere sau cu legături, se află în echilibru sub 
acţiunea unor forţe aplicate, atunci o parte a lui considerată ca subsistem rigid, va fi 
de asemenea în echilibru sub acţiunea forţelor corespunzătoare acelei părţi”. 

F  F−  

O 

B A Fig.6.2 
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 Prin urmare, presupunând că sistemul iniţial se află în echilibru, se poate 
studia echilibrul anumitor subsisteme alese convenabil şi nu neapărat echilibrul 
fiecărui subsistem în parte. Această teoremă este de obicei folosită pentru 
determinarea mai rapidă a unor necunoscute, sau pentru verificări. 
 În concluzie o problemă de statica sistemelor de corpuri poate fi rezolvată: 
• izolând corpurile (aplicând metoda izolării corpurilor)  şi scriind ecuaţiile de 

echilibru pentru fiecare corp în parte; 
• aplicând teorema solidificării şi teorema echilibrului părţilor simultan, scriind 

pentru fiecare caz ecuaţiile de echilibru corespunzătoare. 
 

 A p l i c a ţ i a   1 
 Se consideră sistemul format din două bare (grinzi) orizontale AC şi CE 
aşezate pe două reazeme, o articulaţie şi legate  între ele  prin articulaţia C. Forţele 
aplicate şi elementele geometrice ale barelor sunt date în figura 6.3.a:  F1=16ap, 
sarcina uniform distribuită 3p.  Se cere să se calculeze reacţinile din articulaţia A şi 
reazemele simple B şi D, precum şi forţele de legătură interioare din articulaţia C. Se 
neglijează greutăţile barelor. 
 Rezolvare: 

Se aplică metoda izolării corpurilor: se descompune sistemul în două corpuri, 
pentru fiecare dintre ele introducându-se forţele aplicate şi de legătură (fig.6.3.b,c). 
Se înlocuieşte sarcina uniform distribuită 3p cu o forţă echivalentă Fech=24aP 
Conform metodei izolării corpurilor,  se studiază echilibrul fiecărei bare. 
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Bara 1  (AC): 
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∑
∑
∑
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  Bara 2 (CE): 
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H:X
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 Rezultă şase ecuaţii cu şase necunoscute: HA, VA, NB, HC, VC, ND.  
Rezolvând acest sistem se obţin valorile:  

 HA = 0,   VA = 5ap,    NB = 19ap,    HC = 0,    VC = 8ap,    ND =16ap. 
  

O b s e r v a ţ i i 
a) Dacă la introducerea forţelor de legătură, acestea ar fi avut sensul invers celui din 

figura 6.3.b,c  atunci ar fi rezultat aceleaşi valori dar cu semnul minus; deoarece 
au rezultat pozitive, rezultă  că sensul lor coincide cu cel ales; 

b) Dacă se cere determinarea reacţiunilor din A, B, D şi nu a forţelor de legătură din 
C, atunci pentru rezolvarea problemei este mai comod să se aplice teorema 
solidificării şi teorema echilibrului părţilor: În acest caz se consideră sistemul de 
două bare ca un rigid  (fix în C), se înlocuiesc legăturile din A, B, D cu forţele de 
legătură corespunzătoare (fig.6.4.a) şi se scriu cele trei ecuaţii de echilibru pentru 
rigid (fig 6.4.a): 
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 Se mai scrie  o relaţie de momente faţă de C  pentru fig.6.4.b: 
 064240 =⋅+⋅−=∑ aNaap:)F(M DiCz  

Dispunem astfel de patru ecuaţii cu patru necunoscute , care rezolvat conduce 
la aceleaşi valori: HA = 0,  VA = 5ap,   NB= 19ap,   HC = 0,    ND =16ap. 
  

A p l i c a ţ i a   2 : Frâna cu bandă 
 Se consideră un sistem format dintr-o roată (troliu), o pârghie AB şi o bandă 
ca în figura 6.5.a, care trebuie să oprească greutatea G  din coborârea ei pe verticală. 
Unghiul de înfăşurare pe roată (troliu) este θ =180o= π rad,  iar coeficientul de 
frecare între troliu şi bandă este dat (µ).  Se neglijează frecările în articulaţia A şi 
lagărul O al troliului precum şi greutatea lui. Se cer: a) Tensiunile în bandă ;    b) 
Forţa minimă de frânare a troliului;  c) Reacţiunile din A şi O. 
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R e z o l v a r e : 
 Se studiază echilibrul fiecărui corp separat (prin metoda izolării corpurilor), 
înlocuindu-se legăturile cu forţe de legătură (fig.6.5.b.c) şi scriind relaţiile de 
echilibru respective.  
 

Pentru troliu (fig.6.5.b)  avem ecuaţiile: 
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La aceste ecuaţii se adaugă relaţia lui Euler pentru frecarea firelor, ţinând 

seama de tendinţa de mişcare a roţii datorită greutăţii G: µπeSS ⋅= 12   
 Rezultă tensiunile din fir:  

( ) ( )11 21 −
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−
= µπ

µπ

µπ eR
rGeS;

eR
rGS  

şi reacţiunile în O:        
210 SSGV,H OO −−== . 

Pentru bara AB (fig. 6.5.c)  avem  ecuaţiile: 
HA = 0;   VA - S2  + F = 0; -S2 a + (a + b) F = 0 

de unde rezultă forţa minimă de frecare:  
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 6.5. Sisteme din bare articulate (grinzi cu zăbrele) 
 6.5.1. Generalităţi. Ipoteze simplificatoare. 
 Una dintre aplicaţiile echilibrului sistemelor de corpuri des întâlnită în practică 
o reprezintă sistemele de bare articulate: acestea se întâlnesc în construcţia podurilor 
metalice, a podurilor rulante, a macaralelor, a stâlpilor metalici de susţinere a 
cablurilor electrice, a fermelor de susţinere a acoperişurilor clădirilor, a schelelor de 
foraj, etc. 

Un sistem de bare articulate (grindă cu zăbrele) este format dintr-un număr de 
bare rectilinii şi rigide, legate între ele prin articulaţii sferice, pentru care se fac 
următoarele ipoteze de lucru: 
• barele sunt rectilinii (drepte), iar secţiunea lor are dimensiuni neglijabile faţă de 

lungimea lor; 
• prinderea barelor se face la capete prin articulaţii ideale (fără frecare) ; 
• sistemul de bare este nedeformabil; 
• forţele exterioare (date şi de legătură) acţionează asupra sistemului numai în 

capetele barelor , în articulaţii (numite noduri); 
• greutatea barelor se neglijează în raport cu forţele exterioare. 
 În aceste condiţii, forţele care acţionează în bare (eforturile) sunt numai de tip 
axial. Dacă toate barele se află în acelaşi plan, spunem că avem un sistem plan de 
bare articulate (cu articulaţii plane), în celelalt caz avem un sistem spaţial de bare 
articulate (cu articulaţii sferice). 

Sistemele de bare articulate pot fi static determinate sau static nedeterminate. 
 Barele grinzii cu zăbrele sunt supuse la eforturi pozitive (de întindere), când 
acestea  tind să lungescă bara iar sensul este cel corespunzător din fig.6.6.a (iese din 
nod), sau sunt supuse la eforturi negative (de compresiune), când acestea tind să 
scurteze bara iar sensul efortului este cel corespunzător din fig.6.6.b (intră din nod). 
   
 
 
 

 
 
 
Se poate arăta că trei bare articulate la capetele lor formează o construcţie 

nedeformabilă în plan. Prin urmare, dacă grinda cu zăbrele este formată din 
triunghiuri, sistemul este nedeformabil. Examinând modul de formare al unei grinzi 
cu zăbrele plane (fig.6.7.a) se constată că plecând de la primul triunghi, format din 
trei bare şi trei noduri, se poate obţine o nouă grindă cu zăbrele static determinată 
prin adăugarea unui nou triunghi , adică două bare şi un nod. 
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Deci, pentru fiecare nod în plus se introduc câte două bare. Dacă se notează cu 
n numărul nodurilor şi cu b numărul barelor, condiţia necesară (dar nu şi suficientă) 
ca un sistem plan de bare articulate să fie static determinat este:  

b = 3 + 2 (n - 3)   sau:  b = 2n - 3     (6.12) 
relaţie care exprimă şi condiţia ca grinda cu zăbrele plană să fie nedeformabilă. 
  
 
 
 
 
 
 

Pentru sisteme formate din bare articulate în spaţiu, şase bare articulate la 
capete formează o construcţie nedeformabilă, adică muchiile unui tetraedru 
(fig.6.7.b). Prin urmare, dacă grinda cu zăbrele este formată din astfel de tetraedre, 
sistemul este nedeformabil. Examinând modul de formare al grinzii cu zăbrele 
spaţiale (fig.6.7.b) se constată că plecând de la primul tetraedru, format din 6 bare şi 
patru noduri, se poate obţine o nouă grindă cu zăbrele, dacă se adaugă trei bare şi un 
nod.  Deci condiţia necesară (dar nu şi suficientă) ca un sistem spaţial de bare 
articulate să fie static determinat, este:  

b = 6 + 3 (n – 4) sau:  b = 3n – 6     (6.13) 
 Existenţa inegalităţilor b > 2n - 3 , respectiv b > 3n - 6 indică faptul că avem 
sisteme static nedeterminate  în plan, respectiv în spaţiu.  

În cele ce urmează se vor rezolva aplicaţii de sisteme static determinate 
articulate plane  (nodurile se găsesc în acelaşi plan cu forţe aplicate). 
 Legăturile sistemelor de bare articulate plane pot fi un rezem simplu şi o 
articulaţie, deci reacţiunile cu care se înlocuiesc aceste legături sunt reprezentate de 
maximum trei necunoscute (prima categorie de necunoscute), iar pentru calculul lor 
se aplică teorema solidificării (considerând grinda cu zăbrele ca un singur corp rigid 
acţionat de forţele exterioare, date şi de legătură).  

O a doua categorie de necunoscute în cazul problemelor de grinzi cu zăbrele o 
constituie eforturile din bare, care sunt forţe interioare ale sistemului şi se determină 
prin diferite metode specifice cum ar fi: metoda izolării nodurilor, metoda 
secţiunilor (Ritter) metoda grafică Cremona şi metoda matricială. 

 

    6.5.2. Metoda izolării nodurilor 
 Aceasta este o metodă analitică şi se bazează pe metoda izolării corpurilor sau 
pe teorema echilibrului părţilor, considerând  ca “parte” a sistemului câte un nod, 
care fiind izolat, poate fi considerat ca un punct material acţionat de forţe concentrate 
situate în planul grinzii plane (care sunt eforturile din bare şi forţele exterioare date 
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şi de legătură). Pentru echilibrul unui astfel de nod se scriu două ecuaţii de proiecţii 
pe axe. Dacă ecuaţiile corespunzătoare nodului au numai două necunoscute, ele pot 
fi determinate direct şi se poate trece la următorul nod cu două necunoscute. 
Rezolvarea este deci din aproape în aproape. 
 Dacă nu există nici un nod cu numai două necunoscute, se aplică mai întâi 
teorema solidificării determinându-se reacţiunile, după care se scriu ecuaţiile pentru 
acele noduri cu maximum două necunoscute. Dacă procedând astfel, nu se găsesc 
noduri cu numai două necunoscute, sistemul de bare este static nedeterminat şi se 
rezolvă cu ajutorul metodelor specifice din Rezistenţa materialelor. 
 De menţionat că în această metodă se face ipoteza că toate eforturile din bare 
sunt pozitive (sau de întindere, adică ies din nod). Dacă eforturile care se obţin din 
calcule sunt pozitive, atunci ele sunt într-adevăr eforturi de întindere, iar dacă  
rezultă negative, sunt eforturi de compresiune. 
 

 6.5.3. Metoda secţiunilor  (Ritter). 
 Metoda anterioară permite determinarea eforturilor în toate barele, din aproape 
în aproape, trecând de la un nod la altul. Dacă ne interesează efortul într-o singură 
bară (sau într-un număr de bare), se foloseşte metoda secţiunilor (care permite 
determinarea acestui efort scriind o singură ecuaţie) care corespunde teoremei 
echilibrului părţilor  prezentată anterior. Se procedează astfel: 
• se secţionează grinda cu zăbrele complet cu un plan imaginar, plan ce  

secţionează şi bara al cărei efort ne interesează, introducându-se în secţiunile 
corespunzătoare ale barelor secţionate, eforturile necunoscute; 

• conform teoremei echilibrului părţilor, fiecare parte a grinzii astfel obţinută este 
în echilibru sub acţiunea forţelor date, a forţelor de legătură şi a forţelor interioare 
(a eforturilor ce reprezintă acţiunea reciprocă a celor două părţi). 

Pentru determinarea unui efort necunoscut se scrie ecuaţia de momente faţă de 
punctul de intersecţie al suporturilor celorlalte două eforturi necunoscute.  Dacă cele 
două eforturi (care nu interesează) sunt paralele, pentru determinarea celui de-al 
treilea efort necunoscut, se foloseşte ecuaţia de proiecţii după direcţia 
perpendicularei comune la cele două eforturi. 

În general, înainte de aplicarea acestei metode se determină reacţiunile 
exterioare, alicând teorema solidificării. 

 

 6.5.4. Metoda grafică Cremona 
 Acestă metodă reprezintă corespondentul grafic al metodei izolării nodurilor  
şi constă în reprezentarea grafică, pentru fiecare nod (considerându-se succesiv 
nodurile cu numai două necunoscute) a ecuaţiilor vectoriale de echilibru. Se 
porneşte de la observaţia că, pentru ca un sistem de forţe concurente să fie în 
echilibru, este necesar şi suficient ca poligonul forţelor să se închidă. Aplicarea 
metodei necesită de obicei, determinarea prealabilă a reacţiunilor. 
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 Pentru calculul eforturilor din bare, se începe cu nodul în care concură cel 
mult două eforturi necunoscute. Se construieşte poligonul forţelor pentru un astfel de 
nod, figurând la scară forţele exterioare cunoscute (direct aplicate şi de legătură), 
care se desenează parcurgând nodul într-un anumit sens, de exemplu în sens orar. În 
acest caz este necesar ca şirul de forţe cunoscute să nu fie întrerupt de cele 
necunoscute. Astfel ultimele laturi ale poligonului forţelor corespund tocmai celor 
două eforturi în bare necunoscute.  

Pentru determinarea lor, respectând acelaşi sens de parcurgere, se duc paralele 
la cele două bare prin primul şi ultimul punct al poligonului forţelor cunoscute. Din 
intersecţia celor două drepte, rezultă la scară eforturile căutate (ca mărime şi sens).  

Dacă eforturile ies din nod, ele sunt eforturi de întindere, în caz contrar de 
compresiune (şi se desenează cu o linie dublă). Se procedează astfel cu fiecare nod, 
de la primul la până la ultimul (care poate servi ca ecuaţie de verificare). 
 Epura Cremona constă în alipirea acestor poligoane după laturile comune, 
construite separat pentru fiecare nod. În acest fel, deoarece s-a aplicat principiul 
acţiunii şi al reacţiunii, pentru fiecare pereche de eforturi corespunzătoare unei bare,  
laturile care reprezintă eforturile din bare sunt parcurse în ambele sensuri. Laturile 
celorlalte forţe exterioare (date şi de legătură) sunt parcurse o singură dată. 
 Adesea, la construcţia epurei Cremona se foloseşte notaţia Bow. Planul în care 
se găseşte grinda cu zăbrele este împărţit în domenii limitate de forţele exterioare şi 
barele grinzii (eforturile din bare). Fiecărui domeniu i se atribuie o literă sau un 
număr. În acest fel, fiecare forţă (interioară sau exterioară) este notată cu literele sau 
numerele domeniilor adiacente. De menţionat că datorită dezvoltării tehnicilor de 
calcul, a calculatoarelor electronice, importanţa metodelor grafice este mai mult de 
natură istorică şi didactică. 
 

6.5.5. Metoda matricială pentru calculul grinzilor cu  
  zăbrele 

 Această metodă este o metodă modernă ce se pretează calculului numeric şi 
utilizării unor programe de calculator, care permite, pe baza datelor de intrare 
corespunzătoare, rezolvarea oricărei probleme de aceast tip.  

De fapt metoda matricială pentru grinzi cu zăbrele este o transcriere sub formă 
matricială a ecuaţiilor metodei izolării nodurilor: 

[ ]{ } [ ]{ } 0=+ PRTU        (6.14) 
unde:  [ ]U este matricea pătrată a cosinuşilor directori ai barelor sistemului ; 

{ }T - matricea coloană a necunoscutelor (eforturilor din bare) 
[ ]R - matricea a cosinuşilor directori ai direcţiilor forţelor exterioare ; 
{ }P - matricea coloană a forţelor exterioare 

  Pentru determinarea eforturilor din barele sistemului, nu este necesar să se 
cunoască forţele de legătură cu mediul fix. Se alege un sistem global de axe de 
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coordonate, faţă de care se determină cosinuşii directori (elementele matricilor de 
mai sus). Pentru fiecare bară se alege un sens pozitiv (de exemplu BA → ) pentru 
care se determină cosinuşii directori conform relaţiilor: 

 

22

22

22

)zz()zz(
zzcosc

)yy()xx(
yycosb

)yy()xx(
xxcosa

ABAB

AB

ABAB

AB

ABAB

AB

−+−
−==

−+−
−==

−+−
−==

γ

β

α

    (6.15) 

 Pentru efortul care iese din nodul A, în matricea [ ]U se completează cosinusul 
director cu a, în timp ce pentru efortul corespunzător care iese din nodul B, în 
matricea [ ]U  se completează cosinusul director respectiv cu –a (conform principiului 
acţiunii şi reacţiunii) (fig. 6.8). Cosinuşii directori ai direcţiilor forţelor exterioare se 
determină direct dacă se cunosc unghiurile forţelor respective cu axele sistemului 
global de coordonate ales. 

Matricile [ ]U şi [ ]R  au acelaşi număr de linii , 
egal cu numărul de necunoscute (eforturi din 
barele grinzii) şi care corespund nodurilor şi 
direcţiilor care nu conţin forţele de legătură cu 
exteriorul. Acestea se determină separat (dacă 
este cazul) aplicand teorema solidificării.  
 
 

Rezolvarea ecuaţiei matriciale (6.14) este sarcina calculatorului şi se face după 
inversarea matricii [ ]U  şi înmulţirea acestei ecuaţii, la stânga, cu matricea inversă, 
[ ]U -1 , obţinându-se:   

{ } [ ] [ ]{ }PRUT 1−−=         (6.16) 

 
 

A p l i c a ţ i e 
 Se consideră grinda cu zăbrele din figura 6.9,  legată de mediul fix printr-o 
articulaţie în punctul B şi o rezemare simplă în A, iar în D şi E fiind aplicate forţele 
exterioare 2F, respectiv F .  

Se cere să se determine: 
a) forţele de legătură din A şi B (folosind teorema solidificării); 
b) eforturile din toate barele grinzii cu zăbrele (folosind metoda izolării nodurilor); 
c) eforturile numai din barele BC, BE şi A (folosind metoda secţiunilor, Ritter) 
d) eforturile din toate barele grinzii cu zăbrele (folosind metoda matricială); 
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  R e z o l v a r e :   
a) Aplicând teorema solidificării şi scriind cele trei ecuaţii de echilibru pentru 
sistemul rigid din fig.6.9. 
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 de unde rezultă reacţiunile:  
    N = H = 5F,       

V = 3F. 
 b) Pentru determinarea eforturilor din toate barele se aplică metoda izolării 
nodurilor. Se observă mai întâi, că problema este static determinată deoarece se 
respectă condiţia:  b = 2 n– 3 (numărul nodurilor n = 5  şi numărul barelor b = 7) . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vom folosi reacţiunile determinate anterior şi vom nota nodurile cu cifre 
(fig.6.10), începând rezolvarea cu nodul 1 în ordinea indicată în figură şi terminând 
cu nodul 5.Scriind cele două ecuaţii de proiecţii pe axe ( )∑∑ == 00 ii Y,X  pentru 
fiecare nod avem respectiv: 
 Pentru nodul 1   (fig.6.10.b): 
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  Rezultă: FS 2213 −=    (compresiune);  FS 212 =   (întindere) 
 Pentru nodul 2 (fig.6.10.c): 
    00200 2325212523 ==+−=+= S,FSsauSS,S  
  Rezultă: FS,S 20 2523 ==  (întindere) 
 Pentru nodul 3 (fig.6.10.d): 

           0
2
2

2
20

2
2

2
2

313235343135 =−++⋅=−⋅⋅− FSSS;SSS  

Înlocuind eforturile determinate anterior, rezultă:  
FS 2335 =  (întindere);  FS 534 −=  (compresiune) 

 Pentru nodul 4   (fig.6.10.e): 
    05505 43 =−=+ FF;SF     (verificare) 
 Pentru nodul 5   (fig.6.10.f): 

Întrucât au fost determinate toate eforturile, se obţin două relaţii de verificare:

  0
2
223030

2
22325 =−+=++− FF;FFF  

 c) Pentru determinarea eforturilor S25, S35, S34 prin metoda secţiunilor, se taie 
barele menţionate (fig.6.11.a) şi se introduc în secţiunile respective eforturi ca în fig. 
6.11.b.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Se studiază echilibrul părţii din stânga, scriindu-se ecuaţiile după cum urmează: 
- pentru determinarea efortului S52=S25 se scrie ecuaţia de momente a forţelor 

corpului din stânga (sau din dreapta) faţă de nodul 3 în care se întâlnesc eforturile 
S53 şi S43: 

 ∑ =⋅−⋅−⋅= 0350 523 aSaFaF:)F(M i  
de unde  rezultă: S52=2F   (întindere). 

 În mod analog, pentru determinarea efortului S43=S34 se scrie ecuaţia de 
momente faţă de nodul 5 în care se întâlnesc eforturile S53 şi S52: 

Fig. 6.11 
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 ∑ =⋅+⋅= 050 435 aSaF:FM i ,   
de unde rezultă: S43=-5F   (compresiune). 

 Pentru calculul lui S53 se scrie ecuaţia de proiecţii pe direcţie verticală (Oy) 
care este perpendiculară pe barele 3-4  şi 5-2: 

 ∑ =⋅−= 0
2
230 53SF:Yi  

de unde rezultă: FS 2353 =     (întindere). 
 Se observă că rezultatele obţinute prin cele două metode (a secţiunilor şi a 
izolării nodurilor) sunt identice. 
 

e) Metoda matricială pentru calculul eforturilor din grindă 
Se alege sistemul de coordonate cu originea în punctul A şi axa Ox să coincidă 

cu bara 4-3, ca în fig. 6.12.  
 

Se aleg sensurile de parcurgere ale 
barelor sistemului (de regulă de la nodul 
având numărul mai mic spre cel având 
numărul mai mare). Se notează 
eforturile din bare cu S1, S2, ... S7 , ca în 
figură, toate alegându-se pozitive (ies 
din noduri). 
Dacă sensul efortului dintr-un nod 
coincide cu sensul ales de parcurgere al 
barei, atunci cosinusul director se ia cu 
semnul plus, iar în caz contrar cu minus. 

 
Se calculează cu ajutorul relaţiilor 6.15 cosinuşii directori ai acestor direcţii şi 

se trec în tabelul următor (cu O s-a notat originea şi cu V vârful  barei orientate): 
 

punctul O punctul V Bara Efortul 
xO yO xV yV 

lungimea 
barei 

a b 

C-B S1 a a 0 a a -1 0 
D-C S2 2a a a a a -1 0 
D-E S3 2a a a 0 2 a - 2 / 2 - 2 / 2 
C-E S4 a a a 0 a 0 -1 
E-B S5 a 0 0 a 2 a - 2 / 2 2 / 2 
E-A S6 a 0 0 0 a -1 0 
A-B S7 0 0 0 a a 0 1 

 Cosinuşii directori ai direcţiilor forţelor exterioare sunt : 

Fig. 6.12 
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- pentru forţa F1=2F (din punctul D): a=0,  b=-1 
- pentru forţa F2=F (din punctul E):   a=0,  b=-1 
Cu ajutorul acestor valori se  construiesc matricile: 

    [ ]





























−−
−
−−

−
−

=

002212200
012202200
00002200
00002210
0001000
0000011
1000000
7654321

//
//

/
/

E
E
D
D
C
C
A

U

SSSSSSS

y

x

y

x

y

x

y

;  [ ]





























−

−
=

01
00
10

00
00
00
00

21

y

x

y

x

y

x

y

E
E
D
D
C
C
A

R

FF

 

 Ecuaţia matricială (6.14) se scrie: 
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Rezolvând această ecuaţie matricială se obţin aceleaşi valori pentru 
eforturile din barele corespunzătoare ale sistemului cu cele obţinute prin 
metodele clasice de mai sus: 
S1=2F;  S2=2F;   S3 =-2 2 F;   S4=0;   S5=3 2 F;   S6=-5F;   S7=0. 

 

6.6. Scripetele. Sisteme de scripeţi. 
 Scripetele este un sistem tehnic alcătuit dintr-un disc (circular) prevăzut la 
periferie cu un şanţ, peste care se înfăşoară un cablu (sau lanţ). Axul scripetelui este 
fixat într-o furcă prevăzută cu un cârlig. Dacă axul este fix, spunem că scripetele este 
fix, iar dacă axul este mobil, scripete mobil. 

 6.6.1. Scripetele fix  
 Pe periferia discului de rază R, pe şanţul de ghidaj  se înfăşoară un cablu la ale 
cărui capete acţionează forţa rezistentă Q (greutatea de ridicat) şi forţa motoare P 
(forţa aplicată pentru ridicarea lui Q) (fig.6.13.a). Se cere să se determine forţa 
motoare P. 
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Scriind ecuaţia de momente faţă 
de axul scripetelui, neglijând 
frecările şi rigiditatea firului, 
avem: -P ⋅ R +Q ⋅ R = 0   
 şi rezultă:  P = Q  (6.17) 
Acest scripete are dezavantajul că 
forţa  motoare P trebuie să fie cel 
puţin egală cu forţa rezistentă Q. 
Cu ajutorul scripetelui fix se 
schimbă doar sensul efortului 
depus pentru ridicarea greutăţii, 
ceea ce în unele cazuri poate 
prezenta un mare avantaj. 

 6.6.2. Scripetele mobil   
 Pe axul discului de rază R acţionează forţa rezistentă Q, iar pe şanţul de ghidaj 
se înfăşoară un cablu care are un capăt fixat iar la celălalt acţionează forţa motoare P 
(forţa utilă pentru ridicarea greută 
ţii Q, forţa rezistentă) (fig.6.13.b). 

În acest caz, din ecuaţia de momente în raport cu axa scripetelui :  
P ⋅ R - S ⋅ R = 0    conduce la  S = P, 

iar ecuaţia de proiecţie pe verticală: S + P + Q = 0   conduce la :   
  P=0,5 Q          (6.18) 
 Scripetele mobil permite deci ridicarea unei greutăţi date Q, folosind o forţă 
motoare P  de două ori mai mică. 
 

 6.6.3. Rigiditatea firelor de scripeţi 
 În unele aplicaţii tehnice ale scripeţilor se renunţă la ipoteza de flexibilitate 
perfectă a firului , luându-se în considerare şi rigiditatea lor. 

 Să considerăm pentru 
început un scripete fix peste 
care este petrecut un fir 
(fig.6.14.a). Din cauza 
rigidităţii firului, acesta nu 
poate trece brusc de la forma 
dreaptă la cea curbă atunci 
când se înfăşoară sau invers, 
de la forma curbă la forma 
dreaptă, atunci când se 
desfăşoară de pe scripete, fără 
a opune o anumită rezistenţă, 

(a) 
Fig.6.13 (b) 
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aşa cum se observă în figura 6.14, suportul forţei rezistente Q se depărtează de axa 
scripetelui, iar suportul forţei P se apropie de axa scripetelui. 
     Ecuaţia de momente faţă de O (dacă se neglijează frecarea în lagăr) se scrie: 

( ) ( ) 012 =−−+ εε RPRQ    adică:    Q
R
RP

1

2

ε
ε

−
+=            (6.19) 

ceea ce înseamnă că în cazul scripetelui   fix,   din   cauza rigidităţii firului este 
necesară o forţă motoare P  mai mare decât cea rezistentă Q 
 Dacă se ţine seama şi de frecările existente în lagăr, caracterizate de forţa de 
frecare de alunecare T  şi de momentul de frecare de rostogolire rM , care pot fi 
înlocuite prin cuplul de frecare din articulaţie fM  (la limită acesta are valoarea 

,NrM f µ′=  unde µ′  este coeficientul de frecare în lagăr, r - raza fusului şi N 
reacţiunea din lagăr), atunci ecuaţia de momente se scrie: 

 ( ) ( ) ,NrRPRQ 012 =′+−−+ µεε      (6.20) 
iar din ecuaţia de proiecţii pe verticală : N - Q - P = 0     din care se obţine: 

N = Q + P       

rezultă: Q
rR
rRP

µε
µε

′−−
′++=

1

2         (6.21) 

Notând cu: 
rR
rRh

µε
µε

′−−
′++=

1

2   

coeficientul de rigiditate şi frecare al scripetelui (evident h>1), relaţia (6.21) 
devine:  

P = h ⋅ Q         (6.22) 
Din relaţia (6.22) rezultă  că P > Q, iar pentru cazul particular al firului perfect 

flexibil şi neglijând frecarea din articulaţie  rezultă h = 1, adică relaţia (6.17) :  
P = Q.          (6.22’) 

 Formule analoage se deduc şi pentru cazul scripetelui mobil (fig.6.14.b); 
considerând numai ipoteza rigidităţii firului,  ecuaţiile de proiecţii a forţelor pe 
direcţie verticală (Oy) şi de momente faţă de punctul O,  se scriu: 
   ( ) ( ) 00 12 =−−+=−+ εε RPRS;QPS    (6.23) 

de unde rezultă:  

S
R
RP;PQS

1

2

ε
ε

−
+=−=     

notând cu: )R/()R(h 12 εε −+= , coeficientul de rigiditate al firului,  
rezultă:  )h/(hQP 1+=         (6.24) 
Este evident faptul că în acest caz rezultă  P < Q, iar dacă firul este perfect 

flexibil şi se neglijează frecarea din articulaţie (h = 1) rezultă P = 0,5 Q. 
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 6.6.4. Sistemul de scripeţi macara – geamblac  
 (palanul simplu) 

 Sistemul de scripeţi macara-geamblac (fig.6.15) şi palanul simplu (fig.6.16), 
sunt două sisteme asemănătoare, ele conducând la aceeaşi relaţie între forţa motoare 
P şi forţa rezistentă Q.  

Sistemul de scripeţi macara-geamblac este frecvent utilizat în instalaţiile de 
foraj, el stând la baza realizării dispozitivelor mecanice amplificatoare cu un raport 
mare între forţa rezistentă Q  (care reprezintă de exemplu greutatea garniturii de 
prăjini) şi forţa motoare P  (care este forţa de tracţiune a troliului).  Acest sistem este 
alcătuit din două mufle (grupe de scripeţi) : o muflă fixă (geamblacul) formată din  
(n+1) scripeţi ficşi (dintre care un scripete mort) şi o muflă mobilă  formată din (n)  
scripeţi mobili (fig.6.15). 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Aplicând relaţia (6.22) pentru fiecare scripete se obţin respectiv relaţiile: 
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     (6.26) 
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 Introducând relaţiile (6.26) în (6.25) se obţine: 

  




 ++++=

−122

1111 nh
...

hhh
PQ       (6.27) 

 unde paranteza este suma unei progresii geometrice cu raţia 1/h  (h > 1): 

 ( ) 12

22

122 1
1

11

111111
−− −

−=
−

−
=++++= n

nn

nn hh
h

h

h
h

...
hh

σ  

 deci: 
)h(h

hPQ n

n

1
1

2

2

−
−=     (6.28)

 sau, forţa motoare P  funcţie de Q  este : 

1
1

2

2

−
−= n

n

h
)h(hQP     (6.29) 

Dacă se neglijează frecările şi rigiditatea firelor (se 
face h să tindă la 1) şi aplicând teorema lui l’ 
Hospital se obţine expresia forţei motoare P în 
funcţie de forţa rezistentă şi de numărul scripeţilor 
mobili  n: 
 n/QP 2=     (6.29’) 
Palanul simplu (fig. 6.16) se deosebeşte de sistemul 
macara-geamblac prin aceea că nu mai are scripetele 
mort, iar capătul cablului este legat de mufla fixă şi 
nu de pământ. Relaţia dintre forţa motoare P şi cea 

rezistentă Q are aceeaşi formă:  
1
1

2

2

−
−= n

n

h
)h(hQP . 

   
 

6.6.5. Palanul exponenţial 
 Acest sistem de scripeţi este alcătuit dintr-un scripete fix şi n scripeţi mobili 
legaţi prin n cabluri ca în fig.6.17.  

Dacă se izolează fiecare scripete mobil (prin secţionarea firelor)  se scriu 
relaţiile de echilibru: 

• pentru scripeţii mobili, folosind relaţia (6.24): 
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    (6.30)  

• pentru scripetele fix, folosind relaţia (6.22):   
nShP ⋅=   

Înlocuind  în ultima relaţie pe Sn  obţinut prin relaţiile (6.30) se obţine: 

 ( ) Q
h
hP n

n

1

1

+
=

+

        (6.31) 

Dacă se neglijează frecările şi rigiditatea firelor (se face h să tindă spre 1) se 
obţine expresia forţei motoare P  în funcţie de forţa rezistentă  Q  şi de numărul 
scripeţilor mobili  n : n/QP 2=        (6.31’) 
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6.6.6. Scripetele diferenţial 
 Acest sistem de scripeţi se mai numeşte şi macara diferenţială, şi este compus 
dintr-un troliu şi un scripete mobil având raza O1A= (R+r)/2, peste care este trecut 
un cablu (lanţ) continuu (fig.6.18). Neglijând frecările şi rigiditatea firului şi izolând 
scripetele mobil (prin secţionarea firelor) se scrie pentru acest caz, următoarea relaţie 
de echilibru:     

 S = 0,5 Q   
şi următoarea relaţie de momente faţă de O2: 

0=⋅−⋅+⋅ RSrSRP        
unde înlocuind valoarea lui S se obţine: 

Q
R

rRP
2
−=      (6.32) 

 Prin  alegerea  convenabilă  a  razelor  troliului  
R  şi  r  (făcând diferenţa  R - r  suficient de mică)  este   
posibil a se învinge forţe rezistente Q   foarte  mari ,  
folosind forţe motoare P  relativ mici. 

 
 
 
6.7. Statica firului 

 6.7.1. Generalităţi 
Conceptul de fir presupune următoarele ipoteze:  

• are o dimensiune (lungimea) mult mai mare decât celelalte două ; 
• este inextensibil, flexibil (poate lua orice formă fără a opune rezistenţă);  
• poate fi întins, este torsionabil  şi nu poate prelua sarcini de compresiune  sau 

încovoiere;  
        Exemple de fire: cabluri, lanţuri, curele de transmisie, conductoare electrice, etc. 

Principalele probleme ale staticii firelor sunt:  
1. stabilirea formei de echilibru a acestora sub acţiunea unor sarcini exterioare; 
2. determinarea eforturilor interioare dintr-o secţiune oarecare a firului, sub 

acţiunea unor sarcini exterioare. 
În ipotezele de flexibilitate şi torsionabilitate a firului, se poate afirma că în 

orice secţiune a firului, torsorul de reducere este rezultatul unor sarcini exterioare 
uniform distribuite sau concentrate (care acţionează separat  sau simultan asupra 
firului) . 
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6.7.2. Ecuaţiile generale de echilibru ale firelor 
Se consideră o porţiune de fir AB solicitată de o forţă distribuită de intensitate 

p  (această forţă distribuită liniar poate fi de exemplu: greutatea specifică a firului 
material, a zăpezii sau chiciurei de pe conductoarele electrice) (fig.6.19). 

În general, p  este funcţie de coordonata 
curbilinie s, adică:   

( ).spp =  
Dacă se face o secţiune imaginară în 
punctul M al firului, atunci pentru a 
restabili echilibrul firului, se introduc 
forţele interioare: S  care acţionează în 
secţiunea din stânga şi S−  care 
acţionează în secţiunea din dreapta 
(numite şi tensiuni din fir)  (fig. 6.19).  
Se studiază în continuare echilibrul unui 
arc  de lungime elementară 'MMs

!
=∆  

la ale cărui extremităţi M şi M’ 
acţionează respectiv forţele de legătură 
(tensiunile din fir, fig. 6.19): 

( )sS−  şi ( ).ssS ∆+  
Rezultanta forţelor exterioare care acţionează pe arcul elementar  ,sp ∆⋅  

acţionează la mijlocul distanţei între M şi M’, iar ecuaţiile de echilibru se scriu: 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 





=⋅×′′+×−=

=+++−=

∑
∑

00

00

spM'MsS'MM:)F(M

spssSsS:F

i'M

i

∆

∆∆
   (6.33) 

Împărţind ecuaţiile (6.33) cu  ∆s şi făcând la limită 0→s∆ , avem respectiv: 
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Avem: ( ) ,'MMverslim
s

'MM
'MM
'MMlim

s
'MMlim

M'MM'Ms
ττ

∆∆∆
−=⋅−=⋅=⋅=

→→→
11

0
  

întrucât vectorul 
s

'MM
∆

 la limită când 0→s∆ , tinde către un vector unitate tangent 

la curbă, adică versorul τ  al tangentei la curbă în punctul M.  

Întrucât 0
0
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, sistemul de ecuaţii vectoriale (6.33’) devine: 
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0=+ p
ds
Sd ;   0=× Sτ      (6.34) 

 Întrucât , în general 0≠S , din a doua relaţie (6.34) se deduce că tensiunea S  
şi versorul τ sunt coliniare, sau S  este tangentă la fir, adică a doua relaţie (6.34) este 
echivalentă cu : τSS =          (6.35) 

unde cu S = S(s) s-a notat scalarul tensiunii S , care este totdeauna pozitiv, 
firele nefiind supuse la compresiune.  
Cu ajutorul primei ecuaţii (6.34) şi a ecuaţiei (6.35) se rezolvă orice problemă 

a firelor. 
 

6.7.3. Ecuaţiile de echilibru ale firelor în coordonate  
 carteziene 

 Se consideră un fir având forma curbei BA
!

 raportată la sistemul de axe 
carteziene Oxyz (fig.6.20). Se pot scrie expresile analitice ale vectorilor S,,r τ   
astfel: 

( ) ( ) ( ) ( )kszjsyisxsrr ++==       (6.36) 

k
ds
dzj

ds
dyi

ds
dx

ds
rd

s
rlim

s
++===

→ ∆
∆τ

∆ 0
    (6.37) 

kSjSiSS zyx ++=       (6.38) 

unde: γβα cos
ds
dz,cos

ds
dy,cos

ds
dx ===      sunt 

cosinusurile directoare ale tangentei τ  la curbă (fir) 
în raport cu sistemul de referinţă ales. 
  

Ecuaţia vectorială (6.35) se scrie în proiecţie pe axele de coordonate astfel:            

ds
dzSS,

ds
dySS,

ds
dxSS zyx ===       (6.39) 

iar ecuaţia vectorială (6.34), ţinând seama de relaţia (6.35), capătă forma vectorială:

 ( ) 0=+ pS
ds
d τ         (6.40) 

care proiectată pe axele de coordonate carteziene se scrie: 

000 =+




=+





=+







zyx p
ds
dzS

ds
d;p

ds
dyS

ds
d;p

ds
dxS

ds
d   (6.41) 

 
Acesta este un sistem de trei ecuaţii diferenţiale cu patru funcţii necunoscute x 

= x(s),  y =y(s),  z = z(s)  şi S = S(s)  definind forma de echilibru a firului şi respectiv 
tensiunea din fir.  
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Întrucât între cosinusurile directoare există relaţia cunoscută: 

,
ds
dz

ds
dy

ds
dx 1

222

=




+





+





       (6.42) 

această ecuaţie împreună cu sistemul (6.41), formează un sistem de patru ecuaţii 
diferenţiale cu patru funcţii necunoscute. Prin integrarea acestui sistem, apar 
constantele de integrare care se determină din condiţiile la limită  (adică 
coordonatele extremităţilor  A şi B ale firului, lungimea firului, sau tensiunile la 
extremităţile  A şi B). 

6.7.4. Ecuaţiile de echilibru ale firului în coordonate  
   naturale  

 Versorii celor trei axe ortogonale ale 
sistemului de coordonate naturale (Frenet) care se 
consideră în acest caz (fig.6.21) sunt:  
• versorul tangentei τ , considerat pozitiv în sensul 

de creştere al arcului MAs
!

= ;  
• versorul normalei principale v , considerat 

pozitiv dacă este orientat spre centrul de curbură;  
• versorul binormalei β  are sensul pozitiv astfel 

încât sistemul de versori în ordinea ( )βτ ,v,  cu 
originea în M să formeze un triedru ortogonal 
drept, adică: v×=τβ  

Ecuaţia vectorială de echilibru (6.40) se mai scrie: 

0=++ p
ds
dS

ds
dS ττ        (6.43) 

Ţinând seama de prima formulă a lui Frenet :     

v
ds
d

ρ
τ 1= ,                  (6.43’) 

în care ρ  este raza de curbură în punctul M a curbei Γ , şi proiectând forţa 
distribuită p   după direcţiile triedrului Frenet ecuaţia (6.43) se poate scrie: 

 01 =++++ βντ
ρ

τ βτ pppvS
ds
dS

v     (6.44) 

ecuaţie vectorială care după cele trei axe Frenet, este echivalentă cu trei ecuaţii 

scalare:  0010 ==+⋅=+ βτ ρ
p,pS,p

ds
dS

v    (6.45) 

Acestea reprezintă ecuaţiile diferenţiale generale de echilibru ale firului în 
sistemul de coordonate Frenet. Se observă că sarcina distribuită p  se află în planul 
oscuator al curbei, determinat de versorii ( ).v,τ  

s 

O 

A 

Fig. 6.21 

τ  

β  

v  

M 

r  

B 
Γ  
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Cazuri particulare  
a) Dacă forţa distribuită este nulă ( ,p 0=  sau 0=== βγτ ppp ) atunci sistemul 

(6.45) devine:  .Ssi
ds
dS 00 ==

ρ
     (6.46) 

Presupunând că S ≠ 0, aceste ecuaţii conduc la relaţiile: 
∞→= ρ;ttanconsS        (6.47) 

adică tensiunea este constantă, iar forma de echilibru a curbei (firului) este o linie 
dreaptă, ceea ce corespunde cazului de la legăturile cu fire ale punctelor materiale 
sau rigidelor. 

b) Dacă 0≠p  şi frecarea este nulă ( )0=τp  atunci sistemul (6.45) devine: 

.constS
ds
dS =⇒= 0        (6.48) 

deci tensiunea din fir este constantă atunci când nu există frecare între fir şi 
corpurile în contact (de exemplu tensiunile din cele două ramuri ale firului, din 
cazul scripetelui) . 

c) Dacă 0≠p şi frecarea nu este nulă ( )0≠τp  atunci cu Np;Np v −=−= µτ  
şi sistemul (6.45) devine:  

00 =−=− NS;N
ds
dS

ρ
µ        (6.49) 

adică se obţin tocmai ecuaţiile diferenţiale (2.28) de la frecarea firelor.  
 

6.7.5. Ecuaţiile de echilibru ale firului omogen greu.  
 Lănţişorul. 

Se consideră firul suspendat în punctele A şi 
B, acţionat exclusiv de greutatea proprie, 
tensiunea p , uniform distribuită pe unitatea de 
lungime. 
Se alege sistemul de axe Oxyz  astfel  încât 
planul Oxy să fie vertical (fig.6.22) şi deci : 

px = 0,   py = - p,      pz = 0  
iar ecuaţiile de echilibru (6.41) devin: 
 

000 =




=−





=







ds
dzS

ds
d,p

ds
dyS

ds
d,

ds
dxS

ds
d   (6.49’) 

Integrând prima ecuaţie avem: 

  
dx
dsHS:sau);ttancons(H

ds
dxS ===     (6.50) 

p

x 

y 

z 

O 

B 
A 

Fig. 6.22 
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unde S este componenta orizontală a tensiunii. 
Introducând (6.50) în ecuaţia a treia  din (6.41’) se obţine: 

00 =




=







dx
dz

ds
dHsau,

dx
dzH

ds
d  

Intergrând  de două ori această ultimă ecuaţie se obţine:  

211 CxCzsiC
dx
dz +==  

Punând condiţiile la limită  în A: x=0, z=0  şi  în B: x=L (arbitrar), z=0  se 
obţine C1=C2=0, adică z=0, ceea ce arată că firul se află în planul vertical Oxy.  

În continuare se studiază firul omogen greu în planul Oxy, urmărindu-se găsirea 
ecuaţiei curbei specifice numită lănţişor.  Introducând (6.50) în ecuaţia a doua  din 
(6.41) se obţine: 

H
p

dx
dy

ds
dsau,p

dx
dyH

ds
d =





=





     (6.51) 

Notând  y
dx
dy ′= ecuaţia (6.51) devine:

H
p

ds
yd =
′

    (6.51’) 

unde dxydydxds 222 1 ′+=+= .  

Prin urmare ecuaţia (6.51’) devine: 

 
H
p

y
y:sau,

H
p

ydx
yd =

′+
′′

=
′+

′
22 11

   (6.52) 

Făcând notaţia ushy =′          (6.53) 
se obţine: uchuy ⋅′=′′  
unde ush    şi uch  sunt fucţiile hiperbolice cunoscute:  

22

uuuu eeuch,eeush
−− +=−= , 

iar ecuaţia (6.52) devine: 
H
pu =′       (6.54) 

Integrând această ecuaţie diferenţială avem: 






 +=′+= 11 Cx

H
pshy;Cx

H
pu     (6.55) 

Integrând din nou această ultimă ecuaţie avem: 

21 CCx
H
pch

p
Hy +





 +=       (6.56) 

Notând   H/p = a  , mărime ce are dimensiunea unei lungimi, rezultă ecuaţia 
unei curbe specifice, care se numeşte  lănţişor  şi care reprezintă forma  de echilibru 
a unui fir omogen greu: 
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21 CC
a
xchay +





 +⋅=        (6.57) 

 Raportând curba la un sistem particular de axe (fig. 6.23), axa Oy fiind 
considerată ca axă de simetrie, curba având vârful în y=a, şi punând condiţiile la 
limită în punctul M0: 

 
0

0

==′

==

dx
dyy

ay;x
   (6.58) 

se obţine C1=C2=0, iar relaţia (6.57) 
devine: 

a
xchay ⋅=     (6.59) 

care este ecuaţia lănţişorului de 
parametru a. 

Pentru a determina tensiunea din fir S se foloseşte relaţia (6.50):  

dx
dsHS = , în care se înlocuieşte: dxyds 21 ′+=   şi 

a
xshy =′ , obţinându-se: 

a
xchH

a
xshHyH

dx
dsHS ⋅=+=′+== 22 11     

Notând:  pyS:rezulta
a
xcha

a
HS =⋅⋅=     (6.60) 

Lungimea unui arc de lănţişor măsurată de la vârful M0 la un punct oarecare M 
de abscisă x este: 

dx
a
xchdx

a
xshdxydss

xxxx

∫∫∫∫ =+=′+==
0

2

0

2

00
11  

adică: 
a
xshas ⋅=          (6.61) 

Lungimea totală a unui arc de lănţişor este: 

a
xshaL ⋅= 2         (6.62) 

 

6.7.6  Frecarea firelor 
 Se consideră un disc circular fix, de rază R, pe care se află înfăşurat cu frecare 
un fir )( 0≠µ . Contactul se realizează pe arcul A1A2 (fig. 6.24) având unghiul la 
centru θ , măsurat în radiani. Firul este acţionat la capete în A1 şi A2, respectiv de 
forţele 21 S,S  (dacă tensiunile din fire respectă inegalitatea 21 SS < , tendinţa de 
deplasare este de la  A1 spre A2).  

Fig. 6.23 

A B 

y=a 

M0 p 
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Se cere să se determine S2min pentru ca firul să alunece pe disc.  
Pentru rezolvarea problemei se folosesc 

ecuaţiile (6.49) deduse pentru acest caz:  

00 =−
ρ

=µ− NS;N
ds
dS   (6.63) 

Acest sistem conduce la ecuaţia diferenţială: 

;S
ds
dS 0=

ρ
µ−     (6.63’) 

Întrucât  θ= Rdds   ecuaţia diferenţială  (6.63)  
se mai poate scrie: 

θµ=⇒µ=
θ

d
S

dSS
d
dS    (6.64) 

Integrând această ecuaţie rezultă: 

 µα=−⇒θµ= ∫∫
α

1
0

2

2

1

SlnSlnd
S

dSS

S
     (6.65) 

sau:  µα=⇒µα= e
S
S

S
Sln

1

2

1

2      (6.66) 

 Relaţia (6.66) este cunoscută ca formula lui Euler pentru frecarea firelor şi ea 
a mai fost obţinută şi pe altă cale la capitolul  2:  

µα= eSS max 12  

 Din (6.66) se observă că: S2>S1 şi depinde de coeficientul de frecare şi unghiul 
de îmfăşurare al firului pe disc. 
 
 

Aplicaţie:   
Sistemul de frânare cu bandă 

  Se dă sistemul de frânare din fig. 6.25, unde se cunosc:  G, a, b, r, R şi µ 
coeficientul de frecare al firului pe disc. Se neglijează greutăţile discului şi ale 
pârghiei de acţionare.    
 Se cere:  forţa minimă Fmin. pentru frânarea discului. 

 
Rezolvare:  

 Aplicand metoda izolării corpurilor, se introduc forţele de legătură 
corespunzătoare şi se scriu ecuaţiile de echilibru pentru fiecare corp (fig. 6.25): 
!"Corpul 1: Ecuaţia de momente faţă de punctul O1: 

∑ =⋅−⋅+⋅= 00 211 RSrGRS:M O  

Fig. 6.24 

S1 S2 

A2 

N T 

α 
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Relaţia lui Euler pentru frecarea firelor se scrie:     
µπ

≤ 4
3

12 eSS  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
!"Corpul 2: Ecuaţia de momente faţă de punctul O2: 

00 102 =⋅−⋅=Σ aFbS:M   

 Din ultima ecuaţie  avem :   S1 = F
b
a ,  

care introdusă în primele două ecuaţii  se obţine: 

  















⋅≤

+=

=⋅−⋅+⋅

µπ
4

3

2

2

2 0

eF
b
aS

;G
R
rF

b
aS

RSrGRF
b
a

 

 Înlocuind se obţine: 
14

3

−
⋅⋅≥

µπ

e

G
a
b

R
rF             

sau:  
14

3

−
⋅⋅=

µπ

e

G
a
b

R
rFmin  

 

 

Fig. 6.25 
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CAPITOLUL 7 
CINEMATICA PUNCTULUI MATERIAL 

   
 

 7.1. Generalităţi 
 Cinematica studiază mişcările mecanice ale punctelor materiale, sistemelor de 
puncte, corpurilor solide sau ale sistemelor de corpuri, fără a lua în considerare masa 
acestora, forţele şi cuplurile care acţionează asupra lor. 
 În cinematică se folosesc noţiunile fundamentale de spaţiu şi timp şi se face 
ipoteza că spaţiul este absolut, euclidian şi tridimensional, timpul este absolut, 
continuu, unidimensional, independent de spaţiu şi de orice altă mărime. 
 Noţiunea de mişcare este relativă, întrucât se raportează la un sistem de 
referinţă (reper) care în general nu este fix, dar care poate fi presupus în mod 
convenţional, fix. În cazul reperelor mobile, mişcarea se numeşte relativă iar în 
ipoteza că sistemul de referinţă este fix, mişcarea se numeşte absolută.  

Dacă nu se fac precizări suplimentare, mişcările care se vor studia în 
continuare sunt considerate mişcări absolute. Reperul fix se mai numeşte şi  
preferenţial, deoarece din infinitatea de repere din Univers la care se poate raporta 
mişcarea unui sistem material, se alege sau se impune unul fix prin însăşi natura 
problemei.  
 Mişcarea unui punct material faţă de un reper fix este definită atunci când se 
poate  determina poziţia punctului la orice moment t. În general, poziţia punctului 
este cunoscută dacă se cunoaşte vectorul său de poziţie r , faţă de originea O a 
sistemului (reperului) considerat fix, ca o funcţie vectorială de timp: 
  ( ).trr=          (7.1) 
 Funcţia vectorială (7.1) în cazul problemelor studiate, trebuie să fie continuă, 
uniformă (deoarece punctul material nu poate ocupa simultan două poziţii în spaţiu), 
finită ca mărime şi derivabilă de cel puţin două ori. 
 
 7.2. Traiectorie, viteză şi acceleraţie. 
 Elementele care caracterizează din punct de vedere cinematic mişcarea unui 
punct material sunt: traiectoria, viteza şi acceleraţia. 
 7.2.1. Traiectoria unui punct în mişcare 

Traiectoria este locul geometric al poziţiilor succesive ale punctului material 
în spaţiu, sau al poziţiilor succesive ale vârfului vectorului de poziţie ( )trAO = .  

Notând cu k,j,i  versorii axelor sistemului de coordonate cartezian avem 
(conform fig. 7.1):  ( ) ( ) ( ) ( ) ,ktzjtyitxtrr ++==      (7.2) 
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sau ecuaţiile scalare echivalente (numite şi ecuaţiile parametrice ale traiectoriei): 
  x = x (t),  y = y (t),  z = z (t)      (7.3) 
din care, prin eliminarea parametrului t se obţin ecuaţiile explicite ale traiectoriei.  

În coordonate cilindrice, cele trei funcţii scalare 
sunt: raza polară ρ , unghiul polar θ şi cota z, date 
sub forma:   

)t(zz
)t(
)t(

=
=
=
θθ
ρρ

      (7.4) 

În general, dacă se dau coordonatele q1, q2 şi q3 (care 
determină biunivoc poziţia punctului), cunoaşterea 
vectorului de poziţie ( )trr= , echivalează cu 
cunoaşterea funcţiilor scalare q1, q2  şi  q3,  adică 
ecuaţiile parametrice ale traiectoriei: 

q1 = q1(t),   
q2 = q2(t),      (7.5) 
q3 = q3(t)   

 În unele probleme de cinematică se dă traiectoria punctului (C). Dacă aceasta 
este o curbă continuă, rectificabilă (având în orice punct o tangentă unică), mişcarea 
punctului material poate fi definită printr-o singură ecuaţie scalară, în felul următor: 
dacă se alege pe curbă un punct de origine A0 (fig. 7.2), poziţia  punctului la un 
moment dat pe curbă (A ), poate fi definită prin valoarea s  a arcului  A0 A. Pentru ca 
să existe o corespondenţă biunivocă între arcul s şi poziţia punctului A, este necesar 
să se stabilească şi un sens pozitiv de măsurare a arcelor pe traiectorie;  odată făcută 
această convenţie, mişcarea mobilului este complet definită dacă se cunoaşte legea 
de variaţie a arcului s în funcţie de timpul t : s = s (t)              ( 7.6 ) 
 Ecuaţia (7.6) se numeşte ecuaţia sau legea orară a mişcării. 
 

7.2.2. Viteza unui punct în mişcare 
Două mobile pot parcurge aceeaşi 

traiectorie dar cu viteze diferite, fapt 
pentru care traiectoria nu este singura 
caracteristică cinematică.  Să 
considerăm pe traiectoria unui punct (pe 
curba C) două poziţii vecine A şi A1 , 
corespunzătoare momentelor t0 =t  şi  t1 
= t + ∆t  (fig. 7.3). 
În acest caz avem creşterea sau variaţia 
vectorului de poziţie r(t): 

s 

 A0 

 A 
 (C) 

 Fig. 7.2 

( )r t  

 A 

 O 

 z 

 y  x 

 (C) 

j  
k  

i  

 Fig. 7.1 

)tt(r ∆+

 A0 

 A1 

 Fig. 7.3 

 A 

 (C) 
)t(r

r∆

v
mv

1v
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( ) ( ) rtrttrAOAOAA ∆∆ =−+=−= 11  

iar mărimea 
t

)AA(arc
∆

1 , măsoară “iuţeala”  cu care punctul material parcurge arcul 

AA1.  Se defineşte viteza medie mv  , raportul: 

t
rvm ∆

∆=          (7.7)  

Se defineşte viteza instantanee la momentul t  limita când 0→t∆  a raportului 
(7.7):   

,r
dt
rd

t
rlimv

notatie

t
!===

→ ∆
∆

∆ 0
       (7.8) 

Deci viteza unui punct la momentul t  este  derivata în raport cu timpul a 
vectorului de poziţie r . În continuare se determină elementele caracteristice ale 
vectorului viteză instantanee notat cu r! . Din relaţia (7.8) deducem: 

  ,s
dt
ds

t
slim

s
r

lim
r
rlim

t
rlimvr

tttt
!! ⋅=⋅=⋅⋅===

→→→→
ττ

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆∆∆∆ 0000
  (7.9) 

deoarece: τ
∆
∆

∆
=

→ r
rlim

t 0
,    .s

dt
ds

t
slim,

s
r

lim
tt

!===
→→ ∆

∆
∆
∆

∆∆ 00
1    (7.10) 

 Relaţia (7.9) este expresia analitică a vitezei sub forma intrisecă  şi exprimă 
faptul că viteza este orientată totdeauna după tangenta la curbă  în punctul respectiv 
iar valoarea scalară a ei, este derivata în raport cu timpul a legii orare a mişcării: 
 vs,sv =⋅= !! τ          (7.11) 
 Ecuaţia dimensională a vitezei este:  [ ] 1−= TLv    (7.12) 
         Unitatea de măsură în Sistemul Internaţional este m/s  sau  ms-1. 
 
 7.2.3. Acceleraţia unui punct în mişcare  
 Considerând două poziţii învecinate ale punctului material, A la momentul t  şi 
A1 la momentul ttt ∆+=1 , vitezele corespunzătoare celor două poziţii vor fi )t(v şi 
respectiv, ( ) ( )ttvtv ∆+=1  şi sunt orientate după tangentele în A şi A1 la traiectorie 
(fig. 7.4.). Diferenţa vectorială a celor două viteze (fig. 7.4) )tt(v)t(vv ∆∆ +−= , 
reprezintă variaţia vectorială a vitezei în intervalul de timp ∆t. 

Raportul: 
t
vam ∆

∆=   (7.13) 

defineşte acceleraţia medie a punctului în 
intervalul de timp ∆t. 
Acceleraţia instantanee la momentul t, a 
punctului material este limita când 0→t∆ a 
raportului (7.13): 

v∆   

am  

 A1 
 (C) 

 A a

( )1tv  

( )tv  ( )1tv  

Fig.7.4 
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 .rv
dt
vd

t
vlima

t
!!! ====

→ ∆
∆

∆ 0
       (7.14) 

 Din examinarea orientării la limită, a vectorului v∆  (şi deci şi a vectorului ma ) 
se poate trage concluzia că acceleraţia instantanee este situată în planul oscular al 
curbei în punctul A şi că este orientată spre partea concavă a curbei. 
 Ecuaţia de dimensiuni a acceleraţiei este: [ ] 2−= LTa    (7.15) 
Unitatea de măsură a acceleraţiei în Sistemul Internaţional este: m/s2 sau  ms-2. 
 

7.2.4. Viteza şi acceleraţia unghiulară 
 În unele cazuri se poate preciza poziţia unui punct pe traiectorie cu ajutorul 
unui unghi θ , ca de exemplu în mişcarea circulară (fig. 7.5). Raportându-ne la o axă 
fixă se obţine unghiul razei vectoare ca o funcţie de timp: 

  )t(θθ =         (7.16) 
 Dacă A şi A1  sunt două  poziţii succesive ale unui punct pe cercul cu centrul 

în O (fig. 7.5) , viteza unghiulară medie este dată de raportul:
tm ∆
θ∆ω =  (7.17) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Viteza unghiulară instantanee este limita când 0→t∆ a raportului (7.17): 

θθ
∆
θ∆ω

∆
!===

→ dt
d

t
lim

t 0
       (7.18) 

 unde variaţia unghiului (fig. 7.5) este: )t()tt( θ∆θθ∆ −+=  
 Acceleraţia unghiulară se defineşte analog cu acceleraţia liniară (7.14): 

.
dt
d

t
lim

t
θωω

∆
ω∆ε

∆
!!! ====

→0
      (7.19) 

Ecuaţiile de dimensiuni ale vitezei şi  acceleraţiei unghiulare sunt: 
  [ ] [ ] 21 −− == T;T εω        (7.20) 
iar unităţile de măsură pentru viteza şi acceleraţia unghiulară în Sistemul 
Internaţional sunt  rad/s (s-1), respectiv: rad/s2 (s-2). 
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7.2.5. Viteza şi acceleraţia areolară 
 Sunt cazuri când este necesară definirea unei mărimi care caracterizează 
variaţia ariei cuprinsă între două raze vectoare şi arcul de traiectorie parcurs de un 
punct A (fig. 7.6). Pentru un interval mic de timp t∆ , se aproximează aria 
triunghiului curbiliniu OAA1 cu aria triunghiului OAA1 corespunzător: 

rrA ∆∆ ⋅=
2
1         (7.21) 

unde: )AA(arcs,rsr 1=== ∆θ∆∆∆ deci  avem:    θ∆∆ 2

2
1 rA =   

 Viteza areolară  medie este deci:  
t

r
t
A

m ∆
θ∆

∆
∆Ω 2

2
1==    (7.22)  

Prin urmare viteza areolară instantanee se scrie:   

θ
∆
θ∆

∆
∆Ω

∆∆
!22

00 2
1

2
1 r

t
rlim

t
Alim

tt
===

→→
     (7.23) 

Acceleraţia areolară este derivata în raport cu timpul a vitezei areolare:  

)r(
dt
d θΩ !! 2

2
1=         (7.24) 

 

7.3. Studiul mişcării punctului material în diferite 
 sisteme de coordonate 

 7.3.1. Mişcarea în sistemul cartezian 
 Fie un reper cartezian Oxyz, o curbă (C) şi un punct A(x,y,z) pe această curbă, 
având vectorul de poziţie r  (fig.7.7) dat de relaţia:  

kzjyixr ++=  unde x=x(t), y=y(t), z=z(t)  sunt funcţii de timp.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 Deci:  x=x(t),  y=y(t), z=z(t) reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei. 
 Reperul fiind considerat fix, derivatele versorilor axelor sunt nule:  
  0=== kji !!! ,  
deci viteza punctului A faţă de reperul dat are expresia:     
  kzjyixrv !!!! ++==        (7.25) 
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Dacă notăm cu vx, vy şi vz proiecţiile vitezei v  pe axele reperului dat rezultă: 
  zv,yv,xv zyx !!! ===       (7.26) 

 iar mărimea (modulul) vitezei este dat de: 
222222 zyxvvvv zyx !!! ++=++=      (7.27) 

Unghiurile pe care le face  v   cu axele sistemului de coordonate sunt: 

;
v
z)k,vcos(;

v
y)j,vcos(;

v
x)i,vcos( !!! ===   (7.28) 

Acceleraţia punctului A faţă de reperul dat are expresia: 
  kzjyixrva !!!!!!!!! ++===        (7.29) 
şi dacă notăm cu ax, ay şi az proiecţiile acceleraţiei a  pe axele reperului dat rezultă:
  za,ya,xa zyx !!!!!! ===       (7.30) 

iar mărimea acceleraţiei este:   222222 zyxaaaa zyx !!!!!! ++=++=   (7.31) 

Unghiurile pe care le face suportul lui a cu axele reperului dat sunt: 

;
a
z)k,acos(;

a
y)j,acos(;

a
x)i,acos( !!!!!! ===   (7.31’) 

Dacă punctul material se mişcă în planul Oxy (fig. 7.8), atunci vectorul de 
poziţie, viteza şi acceleraţia devin:  jyixr += ; 

x
y)i,v(tg;yxv;yv,xv;jyixrv yx !

!
!!!!!!! =+===+== 22

x
y)i,a(tg;yxa;ya,xa;jyixra yx !!

!!
!!!!!!!!!!!!!! =+===+== 22 . 

7.3.2. Mişcarea în sistemul de coordonate cilindrice 
 În sistemul de coordonate cilindrice poziţia punctului A1 (fig. 7.9.a) este 
definită de vectorul de poziţie r , care este determinat de coordonatele θ (unghiul 
polar), ρ  (raza polară) şi z (cota). Cunoaşterea mişcării punctului se reduce la 
cunoaşterea funcţiilor: )t(ρρ = , θ = θ(t)  şi  z = z(t) , care reprezintă de fapt 
ecuaţiile parametrice ale traiectoriei.  
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 Direcţiile pe care se proiectează vectorul de poziţie r  în acest caz, sunt: 

a) direcţia razei polare OA’, caracterizată prin versorul ρu ; 

b) direcţia normală pe raza polară din planul xOy, caracterizată prin versorul θu ; 
c) direcţia axei Oz, caracterizată prin versorul k . 

Vectorul de poziţie r  se scrie deci: 

kzukzr ⋅+⋅=+= ρρρ       (7.35) 

Se observă că versorul k  este constant (deci 0=k! ) şi ceilalţi doi versori ρu şi 

θu  sunt mobili. Proiectând ρu şi θu  pe axele sistemului fix de versori j,i  (ca în 
fig.7.9.b) se obţine : 

  
jcosisinu

jsinicosu
⋅+⋅−=

⋅+⋅=

θθ
θθ

θ

ρ        (7.36) 

Prin derivare în raport cu timpul, avem: 

  
ρθ

θρ

θθθθθ

θθθθθ

ujsinicosu

ujcosisinu

⋅−=⋅⋅−⋅⋅−=

⋅=⋅⋅+⋅⋅−=
!!!

!!!!
     (7.37) 

Conform definiţiei şi ţinând seama de (7.37), viteza punctului A se scrie: 
  kzuukzuurv !!!!!!! ++=++== θρρρ θρρρρ     (7.38) 

Acceleraţia punctului A se obţine derivând expresia (7.38): 
  kzuuuuurva !!!!!!!!!!!!!!! +++++=== θθθρρ θρθρθρρρ   (7.39) 

unde ţinând seama de (7.37) şi ordonând termenii se obţine expresia 
acceleraţiei: 

  ( ) ( ) .kzuua !!!!!!!!! +++−= θρ θρθρθρρ 22      (7.39’) 

 Din ecuaţiile (7.38) şi (7.39’) se pot scrie componentele vitezei şi acceleraţiei 
în coordonate cilindrice: 
  ,zv,v,v z !!! === θρρ θρ      (7.40) 

  za,a,a z !!!!!!!!! =+=−= θρθρθρρ θρ 22     (7.41) 

precum şi mărimile vitezei şi acceleraţiei în coordonate cilindrice:  

  2222 zv !!! ++= θρρ        (7.42) 

  ( ) ( ) 2222 2 za !!!!!!!!! +++−= θρθρθρρ      (7.43) 

 În cazul mişcării punctului material în planul coordonatelor polare ρ  şi θ se 
impun condiţiile: z = 0,  vz = 0,  az = 0   ,       rezultă:   

θρρ θρ
!! == v,v           (7.44) 

  θρθρθρρ θρ
!!!!!!! 22 +=−= a,a      (7.45) 
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 7.3.3. Mişcarea în sistemul de coordonate natural  
 Se ştie că triedrul natural (sau Frenet) este un sistem triortogonal mobil, cu 
originea în punctul A (fig. 7.10) având ca axe: 
• tangenta la curba orientată pozitiv în sensul de creştere a arcului s ( de la A0 la A) 

al cărui  versor se notează cu ;τ   
• normala principală (normala din planul osculator al curbei) orientată pozitiv spre 

centrul de  curbură al cărei versor se notează cu υ ;  
• binormala (normala perpendiculară pe planul format de versorii υτ si  sau 

planul osculator)  al cărei versor β   se alege astfel încât versorii ,,, βυτ  (luaţi 
în această ordine)  să formeze un  triedru drept. 

  
 
 
 
 
 
 
 

 
Să presupunem că traiectoria este dată  prin ecuaţia vectorială: 

  ( )srr =          (7.46) 
unde s este arcul de curbă, măsurat de la un anumit punct A0 al curbei, 
considerat ca punct de origine a arcelor şi într-un anumit sens.  
În aceste condiţii mişcarea este definită printr-o singură funcţie scalară numită 

ecuaţia orară a mişcării:  s = s(t)       (7.47) 
 Pentru determinarea componentelor vitezei şi acceleraţiei pe axele triedrului 
Frenet se folosesc ecuaţiile (7.46) şi (7.47) şi alte două relaţii cunoscute din 
geometria diferenţială:  

υ
ρ

ττ 1==
ds
d;

ds
rd        (7.48) 

unde ρ   este raza de curbură a traiectoriei în punctul considerat. 
 În baza relaţiilor (7.48) şi a definiţiei vitezei avem: 

  τs
dt
ds

ds
rd

dt
rdrv !! ====        (7.49) 

adică, componentele vitezei pe axele triedrului Frenet sunt: 
  .v,v,vsv 00 ==== βυτ !      (7.50) 

ceea ce conduce la concluzia că viteza este dirijată după tangenta la curbă, fapt 
cunoscut de la paragraful 7.2.2, iar scalarul ei este sv != . 

Fig. 7.11 
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 Acceleraţia se obţine derivând expresia vitezei: 

 ( ) τττ !!!!!! sss
dt
dva +===  

unde, înlocuind derivata versorului tangentei, conform formulelor (7.48): 

  υ
ρ

υ
ρ

τττ ss
dt
ds

ds
d

dt
d !

!! ==⋅== 1       (7.51) 

expresia acceleraţiei devine: 

  υ
ρ

τυ
ρ

τ
22 vvssa +=+= !

!
!!       (7.52) 

 Componentele acceleaţiei sunt deci (fig.7.11): 

  .a,vsa,vsa 0
22

===== βυτ ρρ
!

!!!     (7.53) 

iar modulul acceleraţiei este:  
2

2

4
22 vvaaa !+=+=

ρυτ        (7.54) 

        Deci acceleraţia este conţinută în planul osculator al traiectoriei în punctul M.  
        Componenta aτ se numeşte acceleraţie tangenţială, iar componenta aν, 
acceleraţie normală sau acceleraţie centripetă (fiind totdeauna îndreptată spre 
centrul de curbură sau spre partea concavă a traiectoriei). În consecinţă vectorul 
acceleraţie a  va fi îndreptat totdeauna spre partea concavă a traiectoriei. 
 Observaţii: 
1) Dacă într-un interval de timp aτ = 0, atunci v = ct. şi mişcarea este uniformă. 
2) Dacă aτ  şi v au acelaşi semn, viteza creşte în valoare absolută şi mişcarea se 

numeşte accelerată şi dacă aτ şi v au semne opuse, mişcarea se numeşte 
întârziată. 

3) Dacă aτ = constant, mişcarea se numeşte uniform variată, ea fiind uniform 
accelerată, dacă 0>⋅ vaτ  şi uniform întârziată dacă 0<⋅ vaτ . 

4) Avem aν = 0  atunci când 01 =ρ/  (exceptând cazul v = 0 ), adică în punctele de 
inflexiune ale traiectoriei sau când traiectoria este o linie dreaptă. 

5) Avem 0=a   dacă aτ = 0 şi aν = 0; dar aν =0 conduce la 01 =ρ/  adică mişcarea 
este rectilinie şi uniformă când .a 0=  

 
7.3.4. Calculul razei de curbură a traiectoriei din  

  considerente  cinematice 
 Expresia razei de curbură a treiectoriei se poate obţine ţinând seama că 
acceleraţia se poate scrie în două moduri: 

   ,vvasauzyxa 2
2

4
222 !!!!!!! +=++=

ρ
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unde:   2222 zyxv !!! ++=  
Egalând cele două expresii se obţine raza de curbură din considerente cinematice: 

  ( )
( ) ( ) ( )[ ] .

xyyxzxxzyzzy
zyx

/

/

21222

23222

!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!

−+−+−
++=ρ     (7.55) 

 Un alt mod de a determina raza de curbură: 
s-a arătat că:   

.aaa,vv τυτ τυ ⋅+⋅==   
 Înmulţind vectorial cele două expresii, avem: 

  β
ρ

βττυττυτ υτυτυ

3vva)(va)(va)aa(vav ==×+×=+×=×  

Deci: 
av

vsauvav
×

==×
33

ρ
ρ

    unde, înlocuind în membrul drept 

expresiile vitezei şi acceleraţiei, se obţine aceeaşi relaţie (7.55) a razei de curbură.  
 

 7.4. Mişcări particulare ale punctului material 
 Pentru a studia unele mişcări particulare ale punctului material, facem 
precizarea că prin condiţii iniţiale la un moment dat t = t0 se înţelege poziţia şi  
viteza la momentul t0 :  ( ) 00 rtr =  , respectiv:    ( ) ( ) .vtrtv 000 == !   
 
 7.4.1. Mişcarea rectilinie uniformă 

Se numeşte mişcare rectilinie uniformă mişcarea punctului a cărui traiectorie 
este o linie dreaptă şi viteza este constantă. Se alege sistemul de referinţă cartezian 
astfel încât axa Ox să coincidă cu linia pe care are loc mişcarea (fig.7.12). Prin 
urmare, datele problemei sunt:  
  vx = constant = C1,  y = 0,  z = 0            (7.56) 

Dar  xCx !== 1v  şi integrând avem: 
 21 CtCx +=          (7.57) 
Constantele de integrare C1 şi C2  se determină din condiţiile iniţiale:  

 pentru : t = t0 = 0     avem        x(0) = x0,   v(0) = v0    (7.58) 
de unde rezultă v0 = C1  şi x0 = C2  şi  deci (7.57) devine:  

  x =  x0  + v0t         (7.59) 
 relaţia (7.59) reprezintă ecuaţia mişcării rectilinie uniformă.  
   
 
 
   A0 

 y  x 

 x0 

 x 

 A  O Fig. 7.12  0v   v  
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  7.4.2. Mişcarea rectilinie uniform variată  
Un punct material are o mişcare rectilinie uniform variată dacă se deplasează 

pe o linie dreaptă şi mărimea acceleraţiei sale este constantă. Se alege sistemul de 
referinţă caretezian astfel încât axa Ox să coincidă cu linia pe care are loc mişcarea 
(fig.7.12). Prin urmare, datele problemei sunt:  
  ax = a = constant,   y = 0,   z = 0     (7.60) 

Cum xax !!= , rezultă  ax =!!   şi integrând succesiv avem: 

  .CtCtax,Ctax 21
2

1 2
1 ++=+=!     (7.61) 

 Condiţiile iniţiale ale mişcării sunt: 
 pentru  

( ) ( ) ( ) .vxv,xx:t 00 0000 ==== !     (7.62) 
care introduse în (7.61) se obţine: C1 = v0    şi   C2 = x0  (7.63) 
În acest caz relaţiile (7.61) conduc la:  

• legea mişcării: 00
2

2
1 xtvtax ++=      (7.64) 

• legea vitezei:  0vatv +=         (7.65) 
 
În unele aplicaţii este util să se exprime viteza  v  a punctului în funcţie de 

abscisa x. Eliminând timpul t din relaţiile (7.64) şi (7.65) se obţine: 

  0
0

0

2

00

2
1 x

a
vvv

a
vvax,

a
vvt +−+




 −=−=  

iar după efectuarea calculelor se obţine:  
a

vvxx
2

2
0

2

0

−+=     (7.66) 

de unde rezultă formula lui Galilei: ( )0
2
0 2 xxavv −+=    (7.67) 

 Dacă mobilul pleacă din origine, fără viteza iniţială (x0 = 0, v0 = 0) ecuaţiile 
(7.66) şi (7.67) devin: 

 
a

vx
2

2

=          (7.68) 

  xav 2=          (7.69) 
Ultima relaţie este cunoscută şi sub numele de formula lui Toricelli. 

  Mişcările uniform variate pot fi: 
• uniform accelerate, dacă 0>⋅ vaτ   
• uniform întârziate dacă 0<⋅ vaτ . 
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 7.4.3. Mişcarea circulară uniformă  
Se numeşte mişcare circulară uniformă mişcarea a cărei traiectorie este un 

cerc şi viteza punctului este constantă ca mărime. 
 Se presupunem că punctul se găseşte la momentul iniţial în A0 , iar la un 
moment dat t se află în A (fig. 7.13). Mişcarea fiind uniformă, arcul A0A şi unghiul θ   
descris de raza OA = R   cresc proporţional cu timpul t,   deci:    

θ = ωt         (7.70) 
 Viteza şi acceleraţia mişcării se determină calculând proiecţiile pe axele 

triedrului Frenet. Ecuaţia orară fiind: tR)t(R)AA(arc)t(s ωθ =⋅== 0  conform 
paragrafului 7.3.3. se obţin relaţiile: 

  
2

222

0 ωω
ρ

ωθ

τ

τ

R
R

Rsa;sva

RRsvv

v ======

====
!

!!!

!!

    (7.71) 

 Se observă (din fig. 7.13) că în această mişcare acceleraţia a  are direcţia 
normalei la cerc (razei). 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 În practică, de obicei se dă numărul de rotaţii pe minut sau turaţia n  (rot/min). 
În acest caz viteza unghiulară ω se calculează ţinând seama că într-un minut unghiul 
descris de raza OA este de 2πn, deci într- o secundă raza OA va descrie unghiul: 

 
3060

2 nn ππω ==         (7.72)  

 7.4.4. Mişcarea circulară neuniformă  
În această mişcare unghiul θ = θ (t) este o funcţie neliniară oarecare, de timp. 

Din definiţia vitezei şi a acceleraţiei unghiulare avem:  
θωεθω !!!! === ,         (7.73) 

iar ecuaţia orară a mişcării (fig. 7.14):        
s = s (t) = arc (A0A) = R θ (t)      (7.74) 
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 În acest caz, componentele vitezei şi ale accceleraţiei sunt: 

  
2

222

ωω
ρ

εωθ

ωθ

τ

τ

R
R

Rsa;RRRsva

,RRsvv

v ========

====
!

!!!!!!

!!

   (7.75) 

Mărimea acceleraţiei este deci: 

  424222 ωεωωτ +=+=+== RRaaaa v !    (7.76) 
şi unghiul dintre vectorul acceleraţiei şi raza OA este: 

  22 ω
ε

ω
ωϕ

υ

τ === !

a
atg .       (7.77) 

 În figura 7.14 s-au desenat vectorii asiv  în mişcarea circulară neuniformă.
 Aceleaşi expresii pentru viteză şi acceleraţie se deduc folosind sistemul de 
coordonate cartezian, unde se consideră:  

x = R cos θ; y = R sinθ  şi se introduc în relaţiile (7.27) şi (7.31). 
  

7.4.5. Mişcarea pe o cicloidă 
  Se studiază mişcarea unui punct M de pe periferia unei roţi de rază R, care se 
rostogoleşte fără să alunece pe un plan orizontal, roata fiind situată într-un plan 
vertical xOy, iar centrul roţii se deplasează uniform cu viteza v0 (fig. 7.15) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

Condiţia de rostogolire fără alunecare se exprimă prin egalitatea dintre distanţa 
OA şi arcul AM: OA = arc (AM).    

Deoarece: OA = v0 t   şi   arc (AM)= R θ,    rezultă:v0 t = R θ  sau:  tt
R
v ωθ == 0  

Coordonatele punctului M  în funcţie de unghiul θ  sunt:  
x = OM1 = OA - M1A = arc AM - A1M = Rθ - Rsinθ = R (θ - sin θ) 

 y = M1M = A1A = AC - A1C = R - R cos θ = R (1 - cos θ). 
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 Din geometria analitică se ştie că acestea sunt  ecuaţiile parametrice ale  
cicloidei. Înlocuind  θ =ωt   se obţine: 
  x =R (ωt- sinωt); y = R (1- cosωt). 
 Componentele vitezei în acest caz sunt: 

 ( ) tsinRyv;tcosRxv yx ωωωω ==−== !! 1    (7.79) 

iar componentele acceleraţiei sunt:  
 .tcosRya;tsinRxa yx ωωωω 22 ==== !!!!    (7.80) 

Din relaţiile de mai sus rezultă câteva proprietăţi interesante ale vectorilor .asiv   

Deoarece: 
( )

( ) .jtsinRitcosRjyixv
jtcosRitsinRj)yy(i)xx(AM

M

AMAM

⋅+⋅−=+=
⋅−+⋅−=−+−=

ωωωω
ωω

1
1

!!
 

Făcând produsul scalar al celor doi vectori se obţine: 
  ( ) ( ) 011 22 =−+−−=⋅ tsintcosRtcostsinRvAM M ωωωωωω  

Apoi, calculând modulele celor doi vectori: 

 ( ) ( ) ,tsintcosRtsinRtcosRvM ωωωωωωω 22222222 11 +−=+−=  

 ( ) ( ) ,tsintcosRtcosRtsinRAM ωωωω 222222 11 +−=−+=  

rezultă deci  : .AMvM ω=        (7.81)  

 
Analog avem:  

    
MCjtcosRitsinRa

jtcosRitsinRj)yy(i)xx(MC MCMC

⋅=⋅+⋅=

⋅+⋅=−+−=
222 ωωωωω

ωω
 

avem deci:  CMa 2ω=         (7.82) 

 
Proprietăţi:  

• Vectorul Mv  este perpendicular tot timpul pe AM  şi proporţional cu acesta, 
factorul de proporţionalitate fiind ω; 

• Vectorii a  şi CM  sunt coliniari, deci proiecţiile lor sunt proporţionale, factorul 
de proporţionalitate fiind ω2. 

 Aceste proprietăţi arată că: 
• în ceea ce priveşte vitezele, un punct de pe periferia roţii se comportă ca şi cum 

s-ar roti uniform cu viteza unghiulară ω în jurul punctului A (numit şi centrul 
instantaneu al vitezelor); 

• în ceea ce priveşte acceleraţiile, un punct de pe periferia roţii se comportă ca şi 
cum s-ar roti în jurul punctului C(numit  şi centrul instantaneu al acceleraţiilor). 
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7.4.6. Mişcarea uniformă pe o elice 
Se consideră un punct material care se deplasează uniform pe o elice de pas p, 

situată pe un cilindru de rază R (fig. 7.16.a). Desfăşurând cilindrul se observă că dacă 
mişcarea este uniformă, arcul de elice A0A creşte proporţional cu timpul, atunci arcul 
de cerc A0A1 şi unghiul )OAA( 10∠=θ , cresc proporţional cu timpul.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dacă se notează: θ =  ωt,    atunci: x = R cos ωt;   y = R sin ωt. 
Cota z = A1A  se determină din asemănarea celor două triunghiuri din fig. 

7.16.b, adică: 
R
tR

p
z

π
ω

2
=   sau  tpz

π
ω

2
=  

Prin urmare, ecuaţiile parametrice ale elicei circulare sunt: 

  .tpz;tsinRy;tcosRx
π
ωωω

2
===     (7.83) 

iar  proiecţiile vitezei pe axe sunt: 

  
π
ωωωωω

2
pzv,tcosRyv,tsinRxv zyx ====−== !!!  

de unde rezultă mărimea  vitezei: 2

2
2

4π
ω pRv +=  .   (7.84) 

 Proiecţiile acceleraţiei pe axe sunt: 
  .za,tsinRya,tcosRxa zyx 022 ==−==−== !!!!!! ωωωω  

de unde rezultă mărimea  vitezei acceleraţiei : 2ωRa =    (7.85) 
  

Observaţie  
Pe baza acestor rezultate se poate calcula raza de curbură a elicei.  
Într-adevăr, deoarece mişcarea pe elice este uniformă, acceleraţia se reduce la 

o componentă normală. Dacă: ρ/vaa v
2==  şi ţinând seama de expresiile (7.84) şi 

(7.85)  găsite pentru a  şi v , rezultă: 

2
2

2
22

4 ω
ρ

π
ω

R

pR
=






 +

   de unde rezultă:  .
R

pR 2

2

4π
ρ +=      (7.86) 
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Aplicaţie 
Se dă   mecanismul  bielă-manivelă  din figura 7.17 , unde se cunosc: 

 ( ) tt;/MB,AB,rOA 03 ωϕϕ ===== ""       Se cer: 
• ecuaţiile parametrice şi ecuaţia explicită a curbei deschisă de punctul M în timpul 

mişcării mecanismului 
• componentele vitezei şi acceleraţiei punctului la momentul t  . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare :  
 Se notează cu α  unghiul OBA şi  avem :  

α=′=α+ϕ=′= sinMMy;cossinrMOx MM 32
3 "
"  

 Din teorema sinusurilor scrisă în triunghiul OAB avem: 

 ( ) ϕαϕα
αϕ

2
2

2

0 1
90

cosrcos;cosrsin
sin

r
sin

l
""

−==⇒=
−

 

 Prin urmare pentru punctul M , avem ecuaţiile parametrice :  

 ϕϕϕ cosry;cosrsinrx
33

2 222 =−+= "  

Eliminând parametrul ϕ  (din a doua ecuaţie) rezultă 
r
ycos 3=ϕ  şi se obţine 

ecuaţia explicită a traiectoriei punctului M :  

  2222 9
3
29 yyrx −+−= "  

 Componentele vitezei după cele două axe sunt: 

ϕω
ϕ

ϕϕω sinry;
cosr

sinrcosrx 02220 3
1

3
21 −=











−
+= !

"
!  

Componentele acceleraţiei după cele două axe sunt: 

ϕω

ϕ
ϕϕϕϕω

cosry

;
)cosr(

sinr)cosr(cosrsinrx

2
0

3222

22222
2
0

3
1

224
6

−=












−
−−⋅+−=

!!

"

"
!!

 

y A 

ϕ M 

O 

B 
x 

A’ M’ 

r 
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Fig. 7.17 
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CAPITOLUL   8 
DINAMICA PUNCTULUI  MATERIAL 

 

 8.1. Generalităţi 
 Dinamica punctului material studiază mişcarea acestuia,  ţinându-se seama de 
masa lui şi forţele care acţionează asupra lui. Problemele fundamentale ale dinamicii 
punctului material sunt: 
a) cunoscând forţele care acţionează asupra punctului şi condiţiile iniţiale (poziţia şi 

viteza la momentul iniţial) se determină mişcarea lui; 
b) cunoscând mişcarea punctului material (legea de mişcare) se determină forţele 

care acţionează asupra lui (pentru a-i imprima această mişcare). 
Datorită unor condiţii impuse de practică, se mai întâlnesc şi probleme mixte, 

în care cunoscând anumite forţe şi anumite elemente ale mişcării, se cere să se 
determine celelalte forţe şi elemente ale mişcării. 
 

8.2. Mărimi mecanice fundamentale şi derivate.  
Sisteme de unităţi de măsură. Dimensiuni.  

 Pentru a studia variaţia unei mărimi mecanice oarecare, este necesară 
compararea acesteia cu o mărime invariantă şi de aceeaşi natură. Această mărime se 
numeşte  mărime etalon. 
 Prin  operaţia de măsurare se înţelege aşadar, compararea a unei mărimi M 
dintr-o clasă oarecare, cu o mărime etalon U  din aceeaşi clasă, căreia i s-a atribuit în 
mod convenţional valoarea unu (aceasta se mai numeşte unitate de măsură sau 
etalon). Rezultatul măsurării este un număr n care arată de câte ori mărimea M  este 
mai mare decât mărimea etalon U: 
  U/Mn =                (8.1) 
 Numărul n care se obţine astfel este un număr abstract şi se numeşte valoare 
numerică a mărimii M. Mărimea fizică M se exprimă deci sub forma unui produs 
dintre valoarea numerică n şi unitatea de măsură U, adică:  
  M = n U.         (8.2) 
 Din definiţia operaţiei de măsurare, rezultă că pentru a măsura mărimile 
fizice, ar trebui să avem tot atâtea unităţi de măsură diferite, câte mărimi fizice avem. 
În realitate însă, mărimile fizice sunt legate între ele prin legi şi definiţii, care 
simplifică problema alegerii unităţilor etalon.  

Mărimile fizice alese ca etalon se numesc mărimi fundamentale, iar unităţile 
de măsură corespunzătoare - unităţi fundamentale. Celelalte mărimi fizice, deduse 
din mărimile fundamentale pe baza legilor fizice şi definiţiilor, se numesc mărimi 
derivate, iar unităţile respective, unităţi derivate. 
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 În mecanică sunt întâlnite frecvent două sisteme de unităţi de măsură: 
a) sistemul fizic, cu mărimile fundamentale: lungimea (l), timpul (t) şi masa (m); 
b) sistemul tehnic, cu mărimile fundamentale: lungimea (l), timpul (t) şi forţa (F).  

Dimensiunile mărimilor fundamentale ale sistemului fizic sunt notate cu: 
  [ ] [ ] [ ] .Mm,Tt,Ll ===          (8.3) 
 În ţara noastră s-a introdus Sistemul Internaţional de măsuri şi unităţi (SI) care 
are (în mecanică) trei unităţi fundamentale: metrul (m) pentru lungime, kilogramul 
(kg) pentru masă şi secunda (s) pentru timp şi o unitate suplimentară, radianul (rad) 
pentru unghiuri plane. Conform ultimelor definiţii adoptate la Conferinţele 
internaţionale de măsuri şi greutăţi: 
• metrul  este definit ca lungimea egală cu 1 650 763,73 lungimi de undă în vid ale 

radiaţiei care corespunde tranziţiei între nivelele  2p10 şi 5d5 ale atomului de 
Kripton 86 (adoptat la a IX-a Conferinţă generală de măsuri şi greutăţi din 1960, 
rezoluţia 6); 

• kilogramul  este masa prototipului internaţional de platină iridiată (adoptat în anul 
1889 la a III-a Conferinţă generală de măsuri şi greutăţi) păstrat la Sevres în 
Franţa; 

• secunda este durata de 9 192 631 770 perioade ale radiaţiei corespunzătoare 
tranziţiei între cele două nivele hiperfine ale stării fundamentale ale atomului de 
Cesiu 133. (adoptată la a XIII-a Conferinţă generală de măsuri şi greutăţi din 
1967, rezoluţia 1). 

  
Principalele unităţi derivate folosite în mecanică, sunt: 

• unitatea de forţă este newtonul (N) şi reprezintă forţa care imprimă unei mase de 
1 kg o acceleraţie de 1 m/s2: 1N= 1 Kg m s-2 ;  
Legătura dintre kilogramul forţă şi newton se stabileşte din expresia forţei de 
greutate:   G = mg,    1 kgf =1 kg . 9,81 m/s2 = 9,81 N; 

• unitatea de lucru mecanic este joule-ul  (J), care reprezintă lucrul mecanic 
efectuat de o forţă de 1 N ce se deplasează cu 1 m pe propriul său suport:  
 J = 1 Kg m2 s-2; 

• unitatea pentru putere este watt-ul (W), care reprezintă un lucru mecanic de 1J  
efectuat într-o secundă:   1 W = 1 Kg m2 s-3; 

Unităţile derivate se pot exprima prin relaţii matematice simple cu ajutorul 
unităţilor fundamentale. O asemenea relaţie se numeşte ecuaţie de dimensiuni a 
mărimii respective.   
 Ecuaţia de dimensiuni a unei mărimi derivate D are următoarea formă în 
Sistemul Internaţional (SI):           

[D] = Lα  Mβ  Tγ        (8.4) 
unde α, β, γ pot fi numere întregi, fracţionare, pozitive, negative sau chiar 

nule.  
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De exemplu:-aria        :   [A]    =  L2 
   -viteza    :    [v]    =  LT-1 
   -acceleraţia:   [a]     = LT-2 

   -forţa      :    [F]    = MLT-2 
   -lucrul mecanic  :  [Lm]  = ML2T-2 
 Prin urmare, dacă o mărime oarecare A este definită prin relaţia A = B . C, iar 
ecuaţiile de dimensiuni ale mărimilor B  şi C sunt: 
  [ ] [ ] 222111 γβαγβα TMLC;TMLB ==   
atunci ecuaţia de dimensiuni ale mărimii A va fi: 

 [ ] 212121 γγββαα +++= TMLA        (8.5) 
în mod analog, dacă o mărime oarecare A este definită prin relaţia A=B / C  avem: 
  [ ] 212121 γγββαα −−−= TMLA        (8.6) 
 Legile fizicii exprimă în general, egalităţi între mărimile fizice. Orice egalitate 
între două mărimi fizice are sens numai atunci când dimensiunile termenilor din 
egalitate sunt aceleaşi. Egalitatea din punct de vedere al dimensiunilor, constituie 
omogenitatea relaţiei din punct de vedere mecanic, care exprimă faptul că dacă între 
mai multe mărimi există o relaţie de forma:   

∑
=

=
1i

iAA          (8.7) 

atunci trebuie ca atât A cât şi toţi termenii Ai (i = 1,2,.....n) să aibă aceeaşi ecuaţie 
dimensională, adică: [ ] [ ] [ ] [ ] .A....AAA n==== 21      (8.8) 
 
 

 8.3. Principiul fundamental al dinamicii 
 În afara principiilor enunţate anterior (principiul inerţiei sau Legea I a 
Mecanicii,  principiul acţiunii şi reacţiunii sau Legea a III-a a Mecanicii, şi 
principiul paralelogramului) se admite în Mecanică şi principiul fundamental al 
dinamicii (sau Legea a II-a) sau principiul independenţei acţiunii forţelor.  

Acest principiu a fost menţionat de Galilei şi formulat prima dată de Newton 
astfel: ’’acceleraţia unui corp este proporţională cu forţa motoare aplicată şi este 
îndreptată în direcţia şi sensul după care acţionează forţa’’.  

Newton a numit acest principiu Legea a II a Mecanicii, la baza acestuia stând 
o serie de determinări experimentale. În comentariul acestei legi, Newton arată că 
dacă o forţă dată produce o acceleraţie a, o forţă dublă va produce o acceleraţie 2a  şi 
aşa mai departe, indiferent dacă cea de-a doua forţă este aplicată, ’’laolaltă şi 
deodată’’ sau ’’treptat şi succesiv’’. 
 Pornind de la această observaţie, Newton a introdus noţiunea de masă, ca 
raportul dintre mărimea forţei F  şi cea a acceleraţiei a  imprimată corpului de forţa 
F , adică .ma/F =   
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Ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie sub forma: 
  rmFsauamF !!==       (8.9) 

sau sub forma: ( ).vm
dt
dF =       (8.9’) 

 Newton a mai constat că dacă asupra unui corp care se mişcă cu acceleraţia a  
se aplică o forţă ,amF 11 =  acceleraţia a  se va aduna algebric cu acceleraţia 1a ,  în 
cazul în care direcţiile celor două acceleraţii coincid; în cazul în care direcţiile lor 
sunt diferite, acceleraţiile se compun geometric. 

Comentariul principiului al doilea cuprinde astfel şi principiul paralelogra-
mului forţelor: "când asupra unui punct material acţionează simultan două forţe 
având direcţii diferite, efectul este acelaşi ca în cazul când asupra punctului ar 
acţiona o singură forţă (numită rezultantă) care are mărimea, direcţia şi sensul date 
de diagonala paralelogramului având drept laturi forţele considerate".  

Acest comentariu este cunoscut su numele de corolarul I al lui Newton, dar de 
fapt el reprezintă un principiu. 
 Pentru enunţarea legilor Mecanicii de mai sus, Newton a folosit următoarele 
ipoteze simplificatoare:  

a) noţiunea de corp material reprezintă de fapt punctul material ; 
b) mişcarea se raportează la un sistem de referinţă presupus fix. 

 În ecuaţia (8.9), masa m apare ca un coeficient invariabil, ataşat particulei 
materiale şi caracterizează cantitatea de materie conţinută de ea. Pentru o forţă dată 
F , cu cât masa este mai mare cu atât accceleraţia, sau abaterea de la mişcarea 
rectilinie şi uniformă a particulei, este mai mică. Masa m caracterizează deci 
proprietatea de inerţie a particulei materiale.  

Masa corpurilor de la suprafaţa Pământului se determină cu ajutorul balanţei, 
iar pentru corpurile cereşti, ea se determină ţinând seama de ecuaţia (8.9) şi de 
principiul atracţiei universale. 
 În general forţa F  se determină experimental indirect, şi anume prin 
determiarea acceleraţiei (de exemplu forţa de greutate, prin măsurarea acceleraţiei g 
în cazul căderii libere a unui corp). De cele mai multe ori însă, forţa F  se va adopta 
din consideraţii teoretice, urmând ca după analiza modelului mecanic construit astfel, 
să se determine exact, prin compararea rezultatelor teoretice cu cele obţinute 
experimental. 
 În dinamică se admite că forţa F , depinde explicit de vectorul de poziţie r , 
de vectorul viteză rv !=  şi de timpul t, adică: 

 ( ).t,v,rFF =         (8.10) 
 În particular dacă forţa F  nu depinde de toţi parametrii ( )t,v,r , în funcţie de 
natura fenomenului  ea are următoarele expresii particulare: 
  gmGF ==    - forţa de greutate,   (8.11) 
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 rkF −=     - forţa elastică,    (8.12) 

 r
r

mMf
r
r

r
mMfF

32
−=⋅−=  - forţa atracţiei universale,  (8.13) 

 vCrCRF −=−== !   - forţa de rezistenţă a aerului,  (8.14) 

 ( )
v
vvRF ϕ−==    - forţa de rezistenţă, în general.  (8.15) 

unde : k, f  şi C   sunt  constante. 
 

8.4. Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării punctului  
material liber şi integrarea lor. 

 Ecuaţia diferenţială a mişcării, scrisă sub formă vectorială (8.9), ţinând seama 
de (8.10), este:  
  ( )t,r,rFrm !!! =         (8.16) 

unde F  este rezultanta tuturor forţelor aplicate punctului material. 
Proiectând această ecuaţie pe un sistem de axe ales, se obţin trei ecuaţii 

scalare, astfel: 
a) în sistemul cartezian: m  ax = X   Xxm =!!  
    m  ay = Y    sau Yym =!!    (8.17) 
    m  az = Z   Zzm =!!  
b) în sistemul Frenet: τττ FvmFam == !  

    vvv FvmsauFam ==
ρ

2

   (8.18) 

    βββ FFam == 0  

c) în sistemul cilindric: ( ) ρρρ θ FrrmFam =−= 2!!!  

    ( ) θθθ θθ FrrmsauFam =+= !!!! 2    (8.19) 
    m  az  = Fz      zFzm =!!  
d)  în sistemul polar (în plan): 

    
( )

( ) θθθ

ρρρ

θθ

θ

FrrmFam

FrrmsauFam

=+=

=−=
!!!!

!!!

2

2

  (8.20) 

 În general integrarea ecuaţiilor diferenţiale ale mişcării se face în acelaşi mod 
pentru toate sistemele de coordonate folosite. În continuare vom integra numai 
sistemul de ecuaţii diferenţiale în coordonatele carteziene (8.17). Aceasta reprezintă 
rezolvarea primei probleme a dinamicii: când se cunosc forţele care acţionează 
asupra punctului material (ca natură, suport, sens şi mărime) şi se cere să se 
stabilească mişcarea punctului material. 
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Sistemul de ecuaţii diferenţiale  ale mişcării în coordonate carteziene se scrie 
astfel: 

  
( )
( )
( ).t;z,y,x;z,y,xZzm

t;z,y,x;z,y,xYym
t;z,y,x;z,y,xXxm

!!!!!

!!!!!

!!!!!

=
=
=

       (8.21) 

 Acest sistem reprezintă un sistem de trei ecuaţii diferenţiale de ordinul doi, 
necunoscutele fiind :  

x = x (t);    y = y (t) ;    z = z (t)       (8.22)  
Pentru a determina complet mişcarea, trebuie să fie cunoscute condiţiile iniţiale: 

• poziţia iniţială Mo (xo, yo, zo) a punctului prin vectorul de poziţie oo rOM = , 

• viteza sa iniţială la momentul t=t0, ( ) 00 vtr =!  sau în  proiecţii  pe axe: 
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) z

y

x

vtzztz
vtysiyty
vtxxtx

0000

0000

0000

==
==
==

!

!

!

      (8.23) 

unde:  x0, y0, z0     sunt coordonatele poziţiei iniţiale M0,  
 v0x, v0y, v0z sunt proiecţiile pe axe ale vitezei iniţiale ov . 

 În teoria ecuaţiilor diferenţiale sunt date teoreme de existenţă şi unicitate a 
soluţiilor. Integralele generale (soluţia generală) ale sistemului (8.21) sunt de forma: 

 x = x (t; C1, ..., C6) 
  y = y (t; C1, ..., C6)        (8.24) 
  z = z (t; C1, ..., C6) 

unde Ci (i=1,2,...,6) sunt constante arbitrare de integrare, care se determină cu 
ajutorul condiţiilor iniţiale (8.23).  

Derivând în raport cu timpul ecuaţiile (8.24) se obţin vitezele: 

  
( )
( )
( ).C,...,C,C,tzzv

,C,...,C,C,tyyv
,C,...,C,C,txxv

z

y

x

621

621

621

!!

!!

!!

==
==
==

       (8.25) 

Introducând condiţiile iniţiale (8.23) în ecuaţiile (8.24) şi (8.25) se obţin relaţiile: 

  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ).C,...,C,C,tzv,C,...,C,C,tzz

,C,...,C,C,tyv,C,...,C,C,tyy
,C,...,C,C,txv,C,...,C,C,txx

z

y

x

6210062100

6210062100

6210062100

!

!

!

==
==

==

   (8.26) 

care reprezintă un sistem de şase ecuaţii cu şase necunoscute: constantele de 
integrare C1, ...C6, ;  

Rezolvând se obţin C1 ,..., C6    în funcţie de condiţiile iniţiale date: 
  C1 = C1 (t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z) 
  C2 = C2 (t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z)      
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  ....................................................      (8.27) 
  C6 = C6 (t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z) 
care introduse în soluţia generală (8.24) se obţine soluţia particulară căutată: 
  x = x (t, t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z) 
  y = y (t, t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z)      (8.28) 
  z = z (t, t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, v0z) 

Acestea reprezintă ecuaţiile parametrice ale traiectoriei punctului material. 
Eliminând parametrul t  din aceste ecuaţii se obţin ecuaţiile implicite ale 

traiectoriei: F(x,y,z) = 0;    G(x,y,z) = 0      (8.29) 
 Dacă se introduc relaţiile (8.27) în (8.25) se obţin expresiile vitezelor în 
funcţie de timpul t şi de condiţiile iniţiale (8.23): 

  
( )
( )
( )zyx

zyx

zyx

v,v,v,z,y,x,t,tzz
v,v,v,z,y,x,t,tyy
v,v,v,z,y,x,t,txx

0000000

0000000

0000000

!!

!!

!!

=
=
=

 

 În cazul mişcării punctului material într-un plan (de exemplu xOy) procedând 
analog, se obţine soluţia particulară sub formă parametrică: 
  x = x (t, t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, )      (8.30) 
  y = y (t, t0, x0, y0, z0, v0x, v0y, ) 

În cazul celei de-a doua probleme a dinamicii (problema inversă), când se 
cunoaşte legea de mişcare, adică relaţia vectorială a traiectoriei: 

( )trr =          (8.31) 
şi se cere forţa F  care produce această mişcare, se derivează de două ori relaţia 
vectorială (8.31) şi se introduce rezultatul obţinut în ecuaţia fundamentală a 
dinamicii, obţinându-se:  ( ) rmt,v,rFF !!==  
 

 8.5.  Mişcarea punctului material greu în câmp  
gravitaţional neglijând rezistenţa aerului. 

 Un exemplu de mişcare a unui punct matarial liber este mişcarea unui corp de 
greutate G şi dimensiuni neglijabile, lansat la suprafaţa Pământului dintr-un punct O, 
cu viteza iniţială ov  a cărei direcţie face cu planul orizontal unghiul α. 

În cazul vitezelor mici, când traiectoria efectuată se află într-un domeniu 
restrâns (atât ca suprafaţă cât şi ca altitudine, comparativ cu dimensiunile globului 
pământesc) se poate neglija rezistenţa aerului şi variaţia greutăţii punctului material 
ca intensitate (cu altitudinea) şi ca direcţie, deci singura forţă care acţionează este 
greutatea G , constantă ca mărime şi direcţie. Alegând sistemul de axe de coordonate 
cartezian Oxyz, cu planul Oxy  vertical, astfel încât să conţină atât viteza  ov  cât şi 
greutatea G  a corpului, ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie: 
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 gmGF ==          (8.32) 
Considerând punctul material la un moment t oarecare, situat în M pe 

traiectoria sa (fig. 8.1) şi ţinând seama de (8.32), ecuaţia fundamentală a dinamicii se 
scrie:  .grsaugmrm == !!!!       (8.33) 
care proiectată pe cele trei axe conduce la : 
  00 =−== z,gy,x !!!!!!       (8.34) 
 Integrând succcesiv sistemul de ecuaţii diferenţiale (8.34) în raport cu timpul, 
se obţine soluţia generală: 

  
6352

2

41

321

2
CtCz,CtCtgy,CtCx

Cz,Cgty,Cx

+=++−=+=

=+−== !!!

   (8.35) 

Condiţiile iniţiale  poziţia şi viteza la momentul t = 0) sunt: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0000
000000

00000

000

======
======

zv,sinvyv,cosvxv
zz,yy,xx

zyx !!! αα
  (8.36) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Introducând condiţiile (8.36) în soluţiile generale (8.35) se obţine sistemul: 

 
32010

651

00
0000000
C,Csinv,Ccosv

C,C,C
=+==

+=++=+=
αα

   (8.37) 

care rezolvat conduce la următoarele constante de integrare: 
 C1 = v0 cosα,       C2 = v0 sinα,        C3 = C4 = C5 = C6 = 0  (8.38) 
 Introducând valorile (8.38) în (8.35) se obţine soluţia particulară căutată: 

 ( ) ( ) 0
2 0

2

0 =+−== z,tsinvgty,tcosvx αα    (8.39) 

 Ecuaţia z = 0 arată că traiectoria descrisă de punctul material este situată în 
planul vertical (Oxy) care conţine vectorul 0v . În continuare interesează numai 
primele două ecuaţii din (8.39).  

 M 

 B 

 A 

 B1 

 O 

 α 

Bv y 

 z 

 x  α 

oA vv =

Mv

m g  
ov

Fig. 8.1 

Nv
 N 
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Eliminând timpul din ecuaţiile (8.39) se găseşte ecuaţia traietoriei sub formă 

explicită: .tgxx
cosv
gy α

α
⋅+−= 2

22
02

      (8.40) 

ecuaţie ce reprezintă o parabolă cu axa de simetrie verticală (fig. 8.1). 
 În continuare, se obţin diferite elemente caracteristice ale acestei mişcări: 
• distanţa OA dintre punctul de lansare O şi punctul A unde traiectoria întâlneşte 

din nou axa Ox, numită bătaie  şi care se obţine făcând y = 0   în ecuaţia (8.40): 

  .
g

sinvOA α22
0=           (8.41) 

Se observă modul cum depinde bătaia de viteza iniţială v0 şi de unghiul α: de 
exemplu, dacă v0 este constantă, OA devine maximă pentru (sin 2α)maxim , adică 

pentru sin 2α = 1, sau α = 45 0, adică:    ( ) .
g
vOA max

2
0=    (8.42) 

• înălţimea maximă atinsă de mobil, care se obţine din condiţia: 

 02
2 22

0

=+−= α
α

tgx
cosv
g

dx
dy  

      de unde se deduce abscisa punctului B de înălţime maximă: 

  .
g

sinvxB 2
22

0 α=          (8.43) 

      Se mai observă că ,OAOBxB 211
==  datorită proprietăţilor de simetrie ale 

parabolei. Ordonata punctului B (sau înălţimea maximă)  se obţine înlocuind (8.43) 

în (8.40): .
g

sinvBBymax 2

22
0

1

α==        (8.44) 

 Evident, înălţimea maximă depinde de viteza v0 şi de unghiul α, ca şi bătaia, 
atingând valoarea maximă (la acelaşi v0) pentru sin α = 1, adică α = 900, adică 

pentru lansarea pe verticală, când se obţine: ( ) .
g

vBB max 2

2
0

1 =    (8.45) 

 Din relaţia (8.39) se deduc, prin derivare, relaţiile: 
  .z,sinvgty;cosvx 000 =+−== !!! αα     (8.46) 
deci:   

ygvzyxv 22
0

222 −=++= !!!      (8.47) 

 Expresia (8.47) arată că în două puncte M  şi N  de aceeaşi înălţime y viteza 
este aceeaşi ca mărime (vM = vN) (fig.8.1). În ceea ce priveşte direcţiile celor două 
viteze, vectorii vM şi vN sunt egal înclinaţi faţă de axa Ox (αM = αN), datorită 
proprietăţilor de simetrie a punctelor M şi N faţă de verticala punctului de înălţime 
maximă. 
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8.6. Mişcarea punctului material greu când se ţine 
seama de rezistenţa aerului. 

 Rezultatele obţinute la problema precedentă (în ipoteza unui punct material 
care se mişcă la suprafaţa Pământului, fără rezistenţa aerului) sunt aproximative, 
deoarece rezistenţa pe care o opune aerul  în timpul mişcării influenţează mult 
mişcarea lui. 
 În general, la mişcarea punctului material în mediu rezistent (care poate fi 
aerul, apa sau alt lichid sau fluid) asupra lui acţionează o forţă rezistentă  care are 
aceeaşi direcţie cu cea a vitezei şi sens contrar acesteia.  

       Notând cu R  forţa rezistentă, cu v  viteza şi cu ,
v
v=τ  versorul vitezei, avem:

  ( ) ( ) τ⋅−=⋅−= vfv/vvfR       (8.48) 

 În general funcţia de viteză f(v), din forţa de rezistenţă a aerului are expresia:  
  ( ) .vmkvf n=         (8.49) 
 Valorile exponentului  n  se determină experimental şi depind de valoarea 
vitezei (de exemplu la viteze mari n  creşte). De exemplu: 

• pentru ( ) ,vkvf
s
mv 11 =⇒<         

• pentru ( ) 2
22501 vkvf

s
mv

s
m =⇒<< .       

Valorile coeficientului  k  depind şi de forma (aerodinamică a) corpului.  
În acest caz, ecuaţiile diferenţiale ale mişcării devin neliniare şi se integrează 

destul de anevoios, folosindu-se de obicei metode aproximative. 
 

    8.6.1.Mişcarea punctului material aruncat vertical în aer  
 Se consideră mişcarea ascendentă a unui punct material de masă m aruncat pe 
verticală în sus cu viteza iniţialăv0 (fig. 8.2). Se admite că viteza este suficient de 
mică, încât să se poată lua conform (8.50) pentru forţa de rezistenţă a aerului 
expresia: vmkR −=     (8.50) 
 Se alege axa Ox în sensul mişcării, cu  originea   
în  poziţia  iniţială  (fig.8.2). 
 Ecuaţia diferenţială a mişcării se scrie : 

xmkgmxm !!! −−=  
sau după simplificarea cu m: 
  .gxkx −=+ !!!    (8.51) 
 Pentru ecuaţia omogenă 0=+ xkx !!! , 
se încercă  o soluţie  de  forma: x = C ert   şi se obţine  

 x 

 x 

 h 

0v  

vmkR −=  

 M 

 O 

v  

mg

 Fig.8.2 

 A 
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ecuaţia caracteristică: 02 =+ rkr ,   cu rădăcinile: kr,r −== 21 0  
Soluţia generală a ecuaţiei omogene se scrie astfel: 

,eCCeCeCx tktrtr
om

−+=+= 2121
21      (8.52) 

O soluţie particulară a ecuaţiei neomogene (8.51) este: 
  k/gtxp −=          (8.53) 

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale neomogene (8.51) se scrie deci sub 

forma:  t
k
geCCxxx tk

pom −+=+= −
21       (8.54) 

 Derivând în raport cu timpul relaţia (8.54) se obţine legea vitezei: 

  .
k
gekCx tk −−= −

2!         (8.55) 

 Dacă se introduc condiţiile iniţiale pentru ( ) ( ) 00000 vx,x:t === ! ,  (8.56) 
în relaţiile (8.54) şi (8.55),  se obţin constantele de integrare C1 şi C2: 

  2
0

22
0

1 k
vkgC,

k
kvgC +−=+= . 

Legea de mişcare în acest caz este: 

  ( ) ;t
k
ge

k
vkg)t(x tk −−+= −12

0       (8.57) 

iar legea vitezei se scrie:   ;
k
ge

k
vkg)t(v tk −+= −0    (8.57’) 

 Punând condiţia din punctul A, corespunzătoare înălţimii maxime xmax = h 
unde viteza se anulează,  din expresia vitezei rezultă timpul tA scurs de la lansare 

până la oprire : .
g
kvgln

k
t

k
ge

k
vkg

A
tAk 00 10 +=⇒−+= −   (8.58) 

Înlocuind tA în legea de mişcare (8.57) rezultă înălţimea maximă: 

  
g

vkgln
k
g

k
vhxmax

0
2

0 +−==       (8.59) 

 Mişcarea descendentă se studiază analog. Viteza cu care punctul atinge solul 
este evident mai mică decât viteza iniţială v0 .  
 

 8.6.2. Mişcarea punctului material aruncat oblic în aer. 
 Se consideră punctul material de masă m, aruncat oblic cu viteza 0v  înclinată 
cu unghiul α  faţă de orizontală (fig. 8.3). 

Alegând convenabil sistemul de axe de coordonate cartezian Oxyz, cu planul 
Oxy vertical, astfel încât să conţină viteza 0v  şi greutatea G  a corpului, singurele 
forţe ce acţionează asupra punctului material sunt greutatea G  şi forţa de rezistenţă a 
aerului R . Ecuaţia fundamentală a dinamicii se scrie: RFrm +=!!  
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Admiţând că viteza este suficient de mică, atunci conform (8.50),  se poate lua 
pentru forţa de rezistenţă a aerului: vmkR −=  şi descompunând R  în componentele 
sale după axele de coordonate:  

0=−=−= zyx R;ykmR;xkmR !!       (8.60) 

atunci ecuaţiile diferenţiale ale mişcării în proiecţie pe cele trei axe sunt: 

 
00

0

==
−=+−−=

=+−=

zzm
gykysaumgymkym

xkxxmkxm

!!!!

!!!!!!

!!!!!!

     (8.61) 

 Ecuaţia caracteristică corespunzătoare primelor două ecuaţii omogene 
reprezentate de (8.61) este r2 + kr = 0    având soluţiile:    r1 = 0   şi   r2 = -k . 

Ţinând seama de rezultatele obţinute în paragraful anterior, soluţiile generale 
ale ecuaţiilor (8.61), adică ecuaţiile parametrice ale traiectoriei, sunt: 

 tCCz;t
k
geCCy;eCCx tktk

654321 +=−+=+= −−    (8.62) 

prin derivare rezultă vitezele 

642 Cz;
k
gekCy;ekCx tktk =−−=−= −− !!!     (8.62’) 

Condiţiile iniţiale (poziţia şi viteza punctului  pentru  t=0) sunt : 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .z.sinvy,cosvx

zyx
0000
000000

00 ===
===

!!! αα
   (8.63) 

şi dacă se introduc în ecuaţiile (8.62) şi ( 8.62’) se obţin constantele de integrare:

 
0652

0
4

2
0

3
0

2
0

1

==+−=

+=−==

CC,
k

sinkvgC

,
k

sinkvgC,
k

cosvC,
k

cosvC

α

ααα

 

Ecuaţiile (8.62) devin: 

 M 

 B 

 A 

E 

 O 

 α 

 y 

 z 

 x 
 α 

ov  

R  

m g  

ov  

Fig. 8.3 

D

 Traiectoria în vid 

 Traiectoria in aer 

Cv  

 C 

β  

Mv  

 θ  

 F 
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( )

( )















=

−−
α+

=

−
α

=

−

−

0

1

1

2
0

0

z

;t
k
ge

k
sinvkg

y

;e
k

cosv
x

tk

tk

     (8.64) 

Acestea sunt ecuaţiile parametrice ale mişcării punctului material greu 
aruncat oblic în aer. Se observă că traiectoria punctului este cuprinsă în planul Oxy, 
determinat de viteza iniţială 0v , greutatea G  şi forţa de rezistenţă a aerului R . 
Eliminând timpul din primele două ecuaţii (8.64) se obţine ecuaţia traiectoriei sub 
formă explicită: 

.
cosv

xkln
k
g

cosvk
xgtgxy 





−++⋅=

αα
α

00

1      (8.65) 

Se observă că curba traiectoriei admite o asimptotă verticală a cărei ecuaţie se 
deduce când ∞→t  în ecuaţiile parametrice (8.64):   

.
k

cosvxx F

α0==   

Prin derivarea relaţiilor (8.64) se deduc componentele vitezei:  

00

0

=−+=

=

−

−

z;
k
ge

k
sinvkgy

;ecosvx

tk

tk

!!

!

α
α

      (8.66) 

 Punând condiţia 0=y! , se găseşte punctul de înălţime maximă D al 
traiectoriei.  

Deci timpul necesar deplasării din O în D este: 

 .
g

sinvkgln
k

tD

α01 +=         (8.67) 

 Înlocuind în expresia (8.64) se obţine: 
• înălţimea maximă a traiectoriei: 

 
g

sinvkgln
k
g

k
sinvyy o

Dmax

αα +−==
2

0      (8.68) 

• abscisa corespunzătoare este : 

( ) .
sinvkg

sinv
sinvkg
cossinvxx ED α

α
α
αα

0

2
0

0

2
0

2
2

+
=

+
==      (8.69) 
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8.7. Dinamica punctului material supus la legături 
 Aşa cum am văzut în capitolul 2, un punct material aflat în echilibru este supus 
la legături dacă i se impun anumite restricţii geometrice.  În cazul dinamicii, 
existenţa legăturilor obligă punctul material să rămână tot timpul mişcării lui pe o 
curbă f(x,y,z)=0, g(x,y,z)=0,  sau pe o suprafaţă h(x,y,z)=0. Punctul material supus 
legăturilor pierde din numărul gradelor de libertate cinematică pe care le are când 
este liber (trei). 
 Legăturile punctului material pot fi:  
• bilaterale, dacă acesta nu poate părăsi curba sau suprafaţa oricare ar fi forţele care 

acţionează asupra lui. De exemplu, se poate realiza o legătură bilaterală dacă o 
bilă este obligată să se deplaseze în interiorul unui tub circular de diametru egal 
diametrul bilei (în limitele unor toleranţe de alunecare, fig. 8.4.a) 

• unilaterale, dacă acesta nu poate părăsi curba sau suprafaţa decât într-un singur 
sens. De exemplu, se poate realiza legătură unilaterală dacă punctul material este 
legat cu un fir inextensibil (fig. 8.4,b) sau dacă este obligat să se deplaseze pe 
suprafaţa exterioară sau interioară a unui cilindru (fig. 8.4.c ,d). 

  
În studiul dinamicii punctului material supus la legături, ca şi în statică, se 

aplică axioma legăturilor, înlocuindu-se legătura cu o forţă de legătură (sau 
reacţiune) şi se tratează în continuare problema ca şi în cazul punctului material 
liber, aplicând ecuaţia fundamentală a dinamicii în care apare rezultanta forţelor date 
şi de legătură.  

În dinamica punctului material supus la legături, necunoscutele problemei 
sunt: legea de mişcare şi forţele de legătură. 
 Notând cu ( )aF  rezultanta forţelor direct aplicate (date) şi cu ( )legF  rezultanta 
forţelor de legătură, ecuaţia de mişcare a punctului material supus la legături  se 
scrie: 
  ( ) ( )lega FFam +=         (8.70) 
care, proiectată pe un sistem de axe conduce la ecuaţiile diferenţiale: 
• în sistemul de coordonate carteziene: 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).ZZzm;YYym;XXxm legalegalega +=+=+= !!!!!!  (8.71) 

• în sistemul de coordonate Frenet: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )legaleg
v

a
v

lega FF;FFvm;FFvm ββττ ρ
+=+=+= 0

2

!   (8.72) 

 În cazul unei legături ideale (fără frecare) forţa de legătură )leg(F  este egală cu 
reacţiunea N , normală în punctul respectiv, la planul tangent la suprafaţă sau curbă: 

( ) NF leg =          (8.73) 
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În cazul legăturilor cu frecare ale 
punctului material, aflat pe o 
suprafaţă (fig.8.5) sau pe o curbă, 
forţa de legătură are două 
componente: reacţiunea normală N  
şi forţa tangenţială T , generată de 
frecarea de alunecare dintre  suprafaţa 
sau curba de legătură a punctul 
material, adică: 

   ( ) .TNF leg +=   (8.74) 
 Aşadar prin înlăturarea legăturii, punctul va fi acţionat de forţele 

( ) ( )lega FsiF  şi poate fi privit ca un punct material liber , iar pentru studiul mişcării 
se utilizează ecuaţia fundamentală a dinamicii sub forma: 
  ( ) TNFam a ++=        (8.75) 
care este echivalentă cu trei ecuaţii scalare ale proiecţiilor pe cele trei axe.  
  Necunoscutele problemei sunt: reacţiunile ( ) ( )tTT,tNN ==  şi legea de 
mişcare: ( )trr = .   Forţa de frecare limită ,T  în cazul frecării uscate, se scrie: 
  .NT µ=          (8.76) 

Ţinând seama că forţa de frecare se opune tot timpul mişcării punctului, 

expresia forţei de frecare ca vector este: 
v
vN

v
vTT µ−=−= .   

Problema determinării mişcării punctului material supus la legături şi a 
forţelor de legătură se rezolvă în principiu, cu ajutorul: 
• ecuaţiei fundamentale ale dinamicii (ecuaţia (8.75) proiectată pe axe); 
• ecuaţiei fizice a frecării (8.76) ; 
• condiţiilor geometrice ale mişcării (ecuaţia suprafeţei de legătură: F(x, y, z)= 

0  sau a curbei de legătură:  f(x, y, z) =0,   g(x, y, z) = 0) 
• condiţiilor iniţiale ale mişcării (poziţia şi viteza punctului material supus la 

legături, la momentul iniţial). 

Observaţii 
1. În cazul puctului material de masă m, supus la legături fără frecare pe o 

suprafaţă a cărei ecuaţie este: f(x, y, z) =0 , reacţiunea normală N este dirijată 
după normala n  la planul tangent la suprafaţa respectivă, astfel că se poate 
scrie:  

  fgrad

z
f

y
f

x
f

k
z
fj

y
fi

x
f

'n'N ⋅=








∂
∂+





∂
∂+







∂
∂

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

⋅== λλλ
222

 

Fig. 8.5. 

( )legF  
N  

n

T  

)( Σ  
sens de mi[care 
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Ecuaţia de mişcare (8.75) pentru cazul legăturilor fără frecare se scrie: 
   ( ) fgradFam a ⋅+= λ  

      iar în proiecţii pe axele triedrului Oxyz: 

  ( ) ( ) ( )

z
fZzm;

y
fYym;

x
fXxm aaa

∂
∂+=

∂
∂+=

∂
∂+= λλλ !!!!!!  

Acest sistem , împreună cu ecuaţia suprafeţei f(x, y, z) =0,  reprezintă un 
sistem de patru ecuaţii cu patru necunoscute:  

λsi)t(zz),t(yy),t(xx === .  
Determinându-se λ se poate determina reacţiunea normală N . 
Dacă se cunoaşte traiectoria, se elimină λ  din sistemul de mai sus şi rezultă: 

( ) ( ) ( )

z
f
Zzm

y
f
Yym

x
f
Xxm aaa

∂
∂
−=

∂
∂
−=

∂
∂
− !!!!!!

 

Aceste două ecuaţii diferenţiale, împreună cu ecuaţia suprafeţei f(x, y, z) =0 
reprezintă un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute: 

)t(zz),t(yy),t(xx === , reprezentând ecuaţiile parametrice ale traiectoriei. 
2. În cazul puctului material de masă m, supus la legături fără frecare pe o curbă 

de ecuaţii: f1(x, y, z) =0 , f2(x, y, z) =0,   reacţiunea normală N  are expresia: 
  2211 fgradfgradN ⋅+⋅= λλ  

Ecuaţia de mişcare (8.75) pentru cazul legăturilor fără frecare se scrie în acest 
caz:    ( )

2211 fgradfgradFam a ⋅+⋅+= λλ  
iar în proiecţii pe axele triedrului  Oxyz: 

  

( )

( )

( )

x
f

z
fZzm

x
f

y
fYym

x
f

x
fXxm

a

a

a

∂
∂+

∂
∂+=

∂
∂+

∂
∂+=

∂
∂+

∂
∂+=

2
2

1
1

2
2

1
1

2
2

1
1

λλ

λλ

λλ

!!

!!

!!

 

Acest sistem, împreună cu ecuaţiile curbei f1(x, y, z) =0, f2(x, y, z) =0,  
reprezintă un sistem de cinci ecuaţii cu cinci necunoscute: 
   21 λλ si),t(zz),t(yy),t(xx === .  

Determinându-se λ se poate determina reacţiunea normală N . 
În cazul mişcării punctului material pe o curbă se folosesc adesea ecuaţiile de 
mişcare scrise în coordonate Frenet (8.72). Mişcarea punctului material pe o 
curbă sau suprafaţă se mai poate studia şi cu ajutorul teoremelor generale ale 
dinamicii. 
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3. În cazul mişcării punctului material pe un contur rectiliniu cu frecare, legea 
fizică (8.76) este scrisă analitic, în general sub forma: 

222 zyx
kzjyixN

v
vNT

!!!

!!!

++
++−=−= µµ  

Dacă de-alungul conturului rectiliniu se ia axa Ox atunci avem:     
00 ==== zysizy !! ,  prin urmare expresia forţei de frecare devine: 

i
x
xNT
!

!µ−= ,       deci mărimea forţei de frecare este:  NT µ= . 

A p l i c a ţ i e 
Să se studieze mişcarea unui punct material de masă m  pe un plan înclinat 

cu unghiul α, coeficientul de frecare fiind µ (fig. 8.6). Punctul pleacă din A fără 
viteza iniţială (vA = 0) pe linia de cea mai mare pantă. Se cere să se determine 
legea de mişcare, timpul şi viteza cu care ajunge într-un punct B  situat la distanţa 
L  faţă de A. 

 Rezolvare.  
Se alege sistemul de axe din figura 8.6, şi se 
eliberează punctul de legături, conform 
axiomei legăturilor, introducându-se forţele 
de legătură ( ).NTTsiN µ=  
Cu sistemul de axe astfel ales se observă că 
ecuaţia traiectoriei (condiţia geometrică) 
este:  y = 0 

Ecuaţia diferenţială a mişcării în proiecţii pe axe se scrie: 
,Ncosmgym;Tsingmxm +−=−= αα !!!!  

de unde, din condiţia geometrică rezultă 00 == y,y !!! ,  obţinem: 
  ( ).cossingx;cosmgN αµαα −== !!  
 Integrând succesiv de două ori ultima ecuaţie, avem: 

  
( )

( ) .CtCtgcossinx

,Ctcossingx

21
2

1

2
1 ++−=

+−=

αµα

αµα!

 

Condiţiile la momentul iniţial (t = 0)  sunt: x (0) = 0,  ( ) 00 =x! de unde 
rezultă constantele de integrare:  C1 = C2 = 0 ;  legea de mişcare este dată de: 

  ( ) 2

2
1 tgcossinx αµα −=  

şi legea vitezei punctului material este dată de: ( ) .gtcossinx αµα −=!  
 În punctul B  deplasarea este: xB = L  şi rezultă tB şi vB :   

  ( ) ( ).cossingLv;
cossing

Lt BB αµα
αµα

−=
−

= 22  

 y 

 A 

 M 

 B 

 x 

 α 
 mg  

 T   N  

Fig. 8.6 



 

 

164 

 

 8.8.  Pendulul simplu (matematic) 
 8.8.1. Stabilirea ecuaţiilor de mişcare. Tensiunea din fir. 
 Pendulul matematic reprezintă un punct material de masă m, care se 
deplasează pe o traiectorie circulară de rază L (lungimea firului) situată în planul 
vertical. Viteza iniţială este v0 situată în planul vertical. Mişcarea se studiază în 
coordonate Frenet (fig. 8.7). Ecuaţia fundamentală a dinamicii: Sgmrm +=!!  se 
proiectează pe axele triedrului natural  astfel:  

       
Scosmgvm

singmvm

+−=

−=

θ
ρ

θ
2

!

  (8.77) 

Ţinând seama de condiţiile geometrice:  
z = 0,  ρ= L    (8.78) 

precum şi de expresia vitezei şi a derivatei 
sale:   θθω !!!! Lv,LLv ===   (8.79) 
Ecuaţiile (8.77) devin:  

0=+ θθ sin
L
g!!     (8.80) 

      ( ).LcosgmS 2θθ !+=    (8.81) 

 Înmulţind ecuaţia (8.80) cu θ!  se obţine ecuaţia diferenţială : 

  .cos
L
g

dt
dsau,sin

L
g 0

2
0

2

=





−=⋅+ θθθθθθ

!
!!!!   (8.81’) 

care prin integrare conduce la: Ccos
L
g =− θθ

2

2!
    (8.82) 

Constanta de integrare C  se determină din condiţiile iniţiale: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
L
vsauLvv;t 0

0000000 ====⇒= θθθ !!   (8.83) 

rezultă: .
L
g

L
vC −= 2

2
0

2
        (8.84) 

 Înlocuind valoarea constantei C  în (8.82), se obţine legea de mişcare, sub 
forma vitezei unghiulare ( ωθ =! ) în funcţie de unghiul θ:  

L
g

L
vcos

L
g −=− 2

2
0

2

22
θθ!   sau:   ( ).cos

L
g

L
v θθ −−= 12

2

2
02!   (8.85) 

Înmulţind această relaţie cu L2 se obţine legea de mişcare a vitezei în funcţie 
de unghiul θ :  

( )θcosgLvv −−= 122
0

2        (8.85’) 
 Tensiunea în fir S, se calculează din ecuaţia (8.81), ţinând seama de (8.85) :

  ( )23
2
0 −+= θcosmg

L
mvS       (8.86) 

 M0 
 M 

 τ  
 S  

 θ  α 

 O  υ  

 0v   mg  

Fig. 8.7 
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 8.8.2. Cazul micilor oscilaţii ale pendulului simplu 
 Prin micile oscilaţii se înţelege cazul când 00 54 ...≤θ , deci se poate face 
aproximaţia:  θθ ≈sin  şi ecuaţia pendulului (8.80) devine: 

  .
L
g 0=+ θθ!!          (8.87) 

Aceasta este o ecuaţie diferenţială omogenă cu coeficienţi constanţi a cărei 
soluţie este de forma: treC=θ , obţinându-se ecuaţia caracteristică 02 =+ L/gr ; 
ecuaţia caracteristică are rădăcinile: ipL/gir , ±=±=21 , unde  cu  p  s-a notat 
pulsaţia mişcării oscilatorii. Deci soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (8.87) 
este:  ,eCeC tpitpi −+= 21θ         (8.88) 

unde:  C1 şi C2 sunt constante de integrare complexe care se determină din 
condiţiile iniţiale.  
Pentru a evita prezenţa mărimilor complexe în expresia soluţiei generale, se 

înlocuiesc funcţiile exponenţiale prin funcţii trigonometrice, conform formulelor 
cunoscute:   .ptsiniptcose;ptsiniptcose tpitpi −=+= −  
 Soluţia generală capătă astfel forma reală: 
  ptsinBptcosA +=θ        (8.89) 

Derivând (8.89) în raport cu timpul se obţine viteza unghiulară: 
  ptcosBpptsinAp +−=θ!       (8.90) 

şi întroducând condiţiile iniţiale: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
L
v,Lvv;t 0

0000000 ====⇒= θθθ !!    (8.91) 

se obţin constantele de integrare A şi B:  .
pL
vB,A 00 ==   

 Deci, legea de mişcare în cazul micilor oscilaţii este: 

  





== t

L
gsin

Lg
vptsin

pL
v 00θ       (8.92) 

ecuaţie care reprezintă o mişcare oscilatorie armonică a cărei perioadă este: 

  .
g
L

p
T ππ 22 ==         (8.93) 

      Formula (8.93) arată că perioada este independentă de amplitudine şi 

oscilaţiile pendulului matematic la diferite amplitudini 
Lg
v0

0 =θ  sunt izocrone. 

 Dacă la momentul iniţial t = 0, avem ( ) ,00 θθ =  atunci legea de mişcare în 

cazul micilor oscilaţii este:  ( )
L
vcoscos

L
g 2

0
0

2 +−= θθθ!  

şi soluţia generală a ecuaţiei (8.87) este tot de forma armonică: ( )ϕθ −⋅= ptcosa . 
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 8.9. Teoremele generale ale dinamicii punctului  
material 

 Se consideră sistemul de ecuaţii diferenţiale: 

  
( )
( )
( ).t,z,y,x,z,y,xZzm

t,z,y,x,z,y,xYym
t,z,y,x,z,y,xXxm

!!!!!

!!!!!

!!!!!

=
=
=

       (8.94) 

 Se ştie din matematică faptul că integrarea acestui sistem de ecuaţii este 
mult uşurată, dacă se cunosc una sau mai multe integrale prime, adică relaţii de 
forma: ( ) ,Ct,z,y,x,z,y,xf =!!!        (8.95) 
care au loc în virtutea sistemului însuşi, C  fiind o constantă arbitrară.  

De remarcat că putem avea cel mult şase integrale prime distincte, de forma: 
  ( ) ( )621 ,...,i,Ct,z,y,x,z,y,xf ii ==!!!      (8.96) 
astfel ca determinantul funcţional al funcţiilor fi  faţă de variabilele (x, y, z, z,y,x !!! ) 
să fie nenul.  Integrala primă de mai sus se numeşte în mecanică integrala primă a 
mişcării şi ea poate fi obţinută (în anumite condiţii) cu ajutorul teoremelor 
generale ale dinamicii: teorema impulsului, teorema momentului cinetic şi 
teorema energiei cinetice, pe care le vom prezenta în cele ce urmează. 
 

 8.9.1. Teorema impulsului 
 Se defineşte impuls sau cantitate de mişcare a unui punct material A de 
masă m şi viteză v   la momentul t,  faţă de un reper considerat,  vectorul (fig.8.8) 
   ,vmH =         (8.97) 
care are acelaşi punct de aplicaţie, aceeiaşi direcţie şi sens ca şi viteza v  a 
punctului şi mărimea vm .  

Dimensiunea impulsului este:  [ ] [ ] .TLMvmH 1−==    (8.98) 
 Derivând (8.97) în raport cu timpul:  

am
dt
vdm

dt
Hd ==   

şi ţinând seama de ecuaţia fundamentală ,Fam =   rezultă teorema impulsului: 

     F
dt
Hd = sau    FH =!  (8.99) 

care se enunţă astfel: “derivata în 
raport cu timpul a impulsului 
punctului este egală cu suma forţelor 
care acţionează asupra lui 
(rezultanta forţelor date şi de 
legătură)”. 

 vmH =  

 A (m) 

 v  

 Fig. 8.8 
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 Proiectând pe axe relaţia (8.99) se obţin relaţiile scalare: 
  .ZH,YH,XH zyx === !!!              (8.100) 

 Se obsearvă că teorema impulsului conduce la o integrală primă dacă 
0=F  (cazul punctului izolat sau de rezultantă nulă), în acest caz obţinându-se 

teorema conservării impulsului:  
CH =    

adică, “în absenţa forţei F  impulsul unui punct se conservă, adică rămâne 
constant în timp”.  Constanta vectorială C  se determină din condiţiile iniţiale ale 
problemei. 

În unele probleme este posibil să se conserve o singură componentă a 
impulsului (de exemplu: dacă X = 0 atunci 0=xH! şi deci Hx = C, caz în care se 
conservă componenta impulsului după Ox). 
  

A p l i c a ţ i e 
Un punct material de greutate G = mg se află în repaus pe un plan orizontal 

aspru (coeficientul de frecare de alunecare este µ). Cât timp trebuie să acţioneze o 
forţă P  orizontală şi constantă pentru ca punctul să atingă viteza v  (fig.8.9) 

       
Rezolvare 

Se alege planul vertical xOy astfel încât 
mişcarea se produce după axa Ox (fig.8.9). 
Se aplică teorema impulsului în proiecţii pe 
cele două axe: 

YH,XH yx == !!  

relaţii care conduc, în cazul de faţă al mişcării cu frecare, la ecuaţiile: 

  ( )




=
−=

=+−=−=

mgN
dtNPdH

sau

NT;Nmg;TP
dt

dH

x

x

µ

µ0
 

Integrând prima ecuaţie în intervalul [ ]21 t,t  se obţine:   
  ( )( )1212

ttmgPHH xx −−=− µ  

de unde, deoarece: ,ttt,H,vmH xx =−== 1212 0   
rezultă timpul căutat: 

 ( ).
GPg

vG
mgP

vmt
µµ −

=
−

=  

 

 x 

 y 

 A 

 P   T  

 N  

 mg  

 Fig. 8.9 
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 8.9.2. Teorema momentului cinetic 
 Se defineşte momentul cinetic, al unui punct material A  de masă m  şi viteză 
v , în raport cu punctul O, momentul impulsului acestui punct calculat în raport cu 
punctul O (fig. 8.10): 
  vmrKsauHrK OO ×=×=                 (8.101) 
 Derivând expresia vectorială (8.101) în raport cu timpul, obţinem: 

  )F(MFramrvmvvmrvmr
dt
KdK O

O
O =×=×+×=×+×== !!!  

deci, teorema momentului cinetic se scrie: 

  OO MK =!                 (8.102) 
şi se enunţă astfel: "derivata în raport cu timpul a momentului cinetic, calculat în 
raport cu un punct O, este egal cu momentul rezultantei forţelor ce acţionează 
asupra punctului material (forţe date şi de legătură), calculat în raport cu acelaşi 
punctul O". 
 
 
 
 
 
 
 

 
Proiectând pe axe relaţia (8.102) se obţin ecuaţiile: 

  NK,MK,LK zOyOxO === !!!             (8.103) 

 Se observă că această teoremă conduce la o integrală primară dacă 
0=OM (punctul este izolat în spaţiu sau momentul rezultant este nul, ,Fr 0=× în 

acest caz obţinându-se teorema conservării impulsului: 
   .CKsauK OO == 0!  
care are următorul enunţ: “momentul cinetic al unui punct material rămâne 
constant atât timp cât momentul forţelor care acţionează asupra lui este nul”.  

Constanta C se determină din condiţiile iniţiale ale problemei. Condiţia de 
conservare a momentului cinetic este îndeplinită, de exemplu, în cazul unui punct 
material acţionat de o forţă centrală. 
 Ca şi la teorema conservării impulsului se poate conserva o singură 
componentă a momentului cinetic, de exemplu, dacă N = 0, atunci:  
  ,Koz 0=!   de unde Koz = C,                                     (8.104) 

 v  

mg  
 A 

s  

 O 

 A (m) 

 v  

 O 

 OK  

 r  

 vmH =   y 

 x  A0 

 z 
 K0  

Fig. 8.10 Fig. 8.11 

 vmH =  

 θ  
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În acest caz, conservându-se numai componenta momentului cinetic după 
axa Oz, avem o interpretare interesantă a integralei prime (8.104). Astfel dacă 
ţinem seama de expresiile analitice ale vectorilor , momentul cinetic se scrie: 

  
zmymxm

zyx
kji

vmrKO

!!!

=×=   şi se deduce: ( )xyyxmKOz !! −=  

 Trecând din coordonatele carteziene în coordonate polare: 
 ( ) ( )t,trr:unde,sinry,cosrx θθθθ ====   

şi calculând: θθθθθθ !!!!!! ⋅+=⋅−= cosrsinry;sinrcosrx  

se obţine : .rmKOz θ!2=                 (8.105) 

 Din relaţiile (8.104) şi (8.105) rezultă:    constrm =θ!2  

Am văzut la paragraful 7.2.5 că  Ωθ =22 /r !   reprezintă viteza areolară, deci 
se poate afirma că: “dacă componenta momentul cinetic al unui punct după o axă 
se conservă, punctul material se deplasează într-un plan perpendicular pe acea 
axă cu viteza aerolară constantă, adică se respectă legea ariilor: vectorul de 
poziţie al punctului mătură arii egale în timpi egali”. 

 

 A p l i c a ţ i e 
       Să se aplice teorema momentului cinetic la studiul mişcării pendulului 
matematic (fig. 8.11) 
 Rezolvare 

Se aleg axele de coordonate astfel încât axa Ox să fie poziţia iniţială de la 
care se măsoară unghiul θ  crescător, axa Oz în acelaşi sens cu momentul cinetic 

OK , iar axa Oy  rezultă astfel ca sistemul de axe ales Oxyz să fie drept  (OA=L). 

Teorema momentului cinetic (8.102) proiectată după axa Oz  este: NK z =0
! . 

Deoarece:  vmOAKO ×= ,   avem numai componenta după Oz: 

 θθ !! 2LmmLLmvLKOz ===   şi deci: θ!!! 2LmKOz = ,    

Momentul forţelor faţă de  Oz  este: ksinmgL)Sgm(OAM O ⋅−=+×= θ  
deci avem numai o componentă, după Oz: θsingLmN −=  

Teorema momentului cinetic devine: 

  θθ sinLgmLm −=!!2    sau     ,sin
L
g 0=+ θθ!!  

care reprezintă tocmai ecuaţia diferenţială a pendulului (8.80). 
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8.9.3. Energia cinetică. Lucrul mecanic.  
  Teorema energiei cinetice. 

 Se defineşte energia cinetică (sau energie de mişcare) a unui punct material 
A de masă m şi viteză v  expresia : 

 2

2
1 vmE =                 (8.106) 

 Dimensiunea energiei cinetice este:  [ ] .TLME 22 −=  
Unitatea de măsură pentru energia cinetică este Joule-ul (J).   

 Fie un punct material (particulă materială) A care se deplasează pe o curbă 
(C) în spaţiu, astfel încât la momentul t poziţia lui A este definită de vectorul de 
poziţie r , iar la momentul t1= t+dt  poziţia  respectivă a punctului A1, este 
definitivă de vectorul de poziţie rd,rdrr +=1  reprezentând deplasarea 
elementară a punctului material, în timpul dt (fig. 8.12).  

Asupra punctului acţionează forţa F . 
Se numeşte lucru mecanic elementar al forţei ,F  corespunzător deplasării 

rd , produsul scalar dintre forţă şi deplasarea elementară rd :  
.rdFdL ⋅=                 (8.107) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Lucrul mecanic este o mărime scalară, exprimată în Joule, cu ecuaţia 
dimensională: [ ] .TMLL 22 −=  
 Ţinând seama de faptul că:  
 ( )rd,FcosrdFrdprFFprrdrdF Frd ⋅⋅=⋅=⋅=⋅           (8.108) 

lucru mecanic elementar poate fi considerat ca produsul dintre deplasarea 
elementară şi proiecţia forţei pe direcţia deplasării (sau produsul dintre forţă şi 
proiecţia deplasării elementare pe direcţia forţei) şi el poate fi pozitiv (lucrul 
mecanic motor), negativ (lucrul mecanic rezistent) sau nul, după cum unghiul 

)rd,F(  este ascuţit, optuz sau drept.  
Prin urmare putem scrie: 

y 

B 

Fig.8.13 Fig.8.12 

A0 

A1 

A2 

A3 

0F  

1F  

2F  

3F  

0rd  

1rd  

2rd  

3rd  

x 

z 
(C) 

A1 A 

r rdrr +=1  

rd  

F

O 

(C) 
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( )
( )
( )









><

===

<>

0

0

0

900

9000

900

r̂d,F̂sau,opusesensuriaurdsiFpr:daca,

rd,FsauFpr:daca,

rd,Fsau,sensacelasiaurdsiFpr:daca,

dL

rd

rd

rd

      (8.109) 

 Expresia analitică a lucrului mecanic elementar se obţine exprimând analitic 
vectorii rdsiF :      kdzjdyidxrd;kZjYiXF ++=++=  
deci:  .dzZdyYdxXrdFdL ++=⋅=             (8.110) 

 Dacă se ţine seama că ,
dt
rdv =  rezultă că ,dtvrd =  iar expresia lucrului 

mecanic elementar devine: 
( )dtzZyYxXdtvFdL !!! ++=⋅=                 (8.111) 

 Din definiţie rezultă că, dacă asupra unui punct material acţionează mai 
multe forţe nF...,F,F 21  pentru o deplasare ,rd  suma lucrurilor mecanice 
elementare ale acestor forţe este egală cu lucrul mecanic al rezultantei F  a 
forţelor date:   

( ) .rdFrdF......FFrdF...rdFrdFdL nn ⋅=⋅+++=⋅++⋅+⋅= 2121        (8.112) 
Dacă deplasarea rd  este suma vectorială a deplasărilor elementare 

,rd....,,rd,rd n21  provocate de forţa ,F  atunci lucrul mecanic elementar al 
deplasării rd  este suma lucrurilor mecanice elementare corespunzătoare 
deplasărilor elementare componente: 
 ( ) .rdF.....rdFrdFrd....rdrdFrdFdL nn ⋅++⋅+⋅=++⋅=⋅= 2121       (8.113) 

Dacă sub acţiunea unei forţe variabile ,F  punctul material se deplazeză pe 
curba (C) din A în B (fig. 8.13), lucrul mecanic efectuat de forţa F  se numeşte 
lucrul mecanic total sau finit şi se obţine prin descompunerea mişcării între A la B 
în arce elementare care se pot asimila cu coardele lor: nrd,...,rd,rd,rd 210 .  

În timpul acestor mişcări forţele ,...F,F,F 210  (fig.8.13) pot fi considerate 
constante. Însumând lucrurile mecanice elementare corespunzătoare accestor 
deplasări elementare se obţine lucrul mecanic total: 
  ( ),dzZdyYdxXrdFL

BA BABA ∫ ∫ ++=⋅=            (8.114) 

care arată că lucrul mecanic total al unei forţe, corespunzător unei deplasări finite 
a punctului material, se exprimă printr-o integrală curbilinie care depinde atât de 
forţa F  cât şi de arcul de curbă AB.  

Pentru obţinerea teoremei energiei cinetice se pleacă de la teorema 
fundamentală a dinamicii, ecuaţia de mişcare scrisă sub forma: 

  F
dt
vdm =                 (8.115)

 Înmulţind scalar ecuaţia (8.115) cu rddtv = ,  membru cu membru  se obţine: 
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  rdFdtv
dt
vdm ⋅=⋅       

adică:  rdFvmd ⋅=




 2

2
1        sau: rdFdE ⋅=            (8.116) 

şi ţinând seama de (8.112) obţinem teorema energiei cinetice scrisă sub forma 
diferenţială: dE = dL               (8.117) 
cu următorul enunţ: “variaţia elementară a energiei cinetice a unui punct material 
într-un interval de timp dt este egală cu lucrul mecanic elementar corespunzător, 
efectuat în aceelaşi interval de timp dt de către rezultanta forţelor ce acţionează 
asupra lui “. 
 Dacă se integrează relaţia (8.117) în intervalul (t0, t1) (în cazul în care 
integrarea membrului drept este posibilă) rezultă teorema energiei cinetice sub 
formă finită: 1001 −=− LEE               (8.118) 
cu următorul enunţ: “diferenţa dintre energia cinetică corespunzătoare poziţiei 
finale şi energia cinetică corespunzătoare poziţiei iniţiale a punctului material 
este egală cu lucrul mecanic total, efectuat de forţele care acţionează asupra lui 
între cele două poziţii”. 
 

 A p l i c a ţ i a  1 
Un vehicul de greutate G = mg , porneşte din repaus din punctul A pe un 

plan înclinat cu unghiul α  faţă de orizontală, de lungime AB=L (fig. 8.14). Se cere 
să se determine viteza vehiculului în punctul B (µ ≠ 0). 
 Rezolvare 

Pentru aflarea vitezei în B se aplică teorema  
energiei cinetice (8.118) între A şi B: 

BAAB LEE =−  

unde:  2

2
10 BBA vmE,E ==  

iar lucrul mecanic se scrie: 
( ) .LTsinGdxXrd)TNG(L

BABA
BA −=⋅=⋅++= ∫∫

−−

α  

şi, deoarece:  αµ cosGN,NT == ,  avem:     ( )αµα cossinLGL BA −=  

Înlocuind în teorema energiei cinetice, obţinem:   ( ).cossingLvB αµα −= 2  

 A p l i c a ţ i a  2 
 Se consideră un cilindru circular aşezat într-un plan vertical (fig. 8.15) şi o 

bilă de masă m care se mişcă în interiorul cilindrului neted (µ = 0) de rază OM = 
L. Să se studieze mişcarea bilei pe suprafaţa cilindrului interior, ştiind că în poziţia 
iniţială M0 , bila are viteza v0 (M0 fiind punctul cel mai jos al cilindrului vertical). 

 y 

 A 

 M 

 B 
 x 

 α 
mg  

 T   N  

Fig. 8.14 
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 Rezolvare  
Teorema energiei  cinetice între poziţiile M0 şi M se scrie: ,LEE MMMM 00

=−   

unde energia cinetică pentru cele două poziţii este: 
2222

0 2
1

2
1

2
1

0
θ!LmmvE,vmE MM ===  

şi lucrul mecanic efectuat asupra punctului între M0 şi M: 

 ( )∫∫∫ −=⋅=⋅+=
θ

τ ϕϕ
000

dLsinGdsFrd)SG(L
MMMM

BA  

 ( )θϕ θ cosmgLcosmgLL MM −−== 1
010

 

Înlocuind în teorema energiei cinetice, obţinem: 

 ( )θθ cosLmgvmLm −−=− 1
2
1

2
1 2

0
22 !  

deci legea de mişcare a punctului este:  ( )θθ cos
L
g

L
v −−





= 122

02!  

adică viteza unghiulară ωθ =!  a punctului în mişcare;  ţinând seama că θ!LvM =  

se obţine legea de mişcare a punctului M:  ( )θcosLgvvM −−= 122
0 . 

 

 8.9.4.  Funcţia de forţă. Energia potenţială.  
  Conservarea energiei  mecanice.  

 Este important de remarcat faptul că teorema energiei cinetice nu ne permite 
în general, să obţinem o integrală primă, deoarece în ecuaţia diferenţială (8.117) 
numai prima parte (stânga) este o diferenţială totală, în timp ce partea din dreapta 
este o expresie diferenţială generală (de tip Pfaff).  

Există însă cazuri în care expresia lucrului mecanic elementar dL este o 
diferenţială totală. Dacă forţa  nu depinde decât de r , adică de poziţia punctului A 
(x, y, z), atunci avem ( )z,y,xFF =  şi proiecţiie pe axele sistemului cartezian se 
scriu:  

 ( ) ( ) ( )z,y,xZZ,z,y,xYY,z,y,xXX ===           (8.119) 
fiind funcţii definite într-un anumit domeniu D; spunem că avem un câmp de forţe. 
 Se consideră o funcţie scalară U(x,y,z) depinzând numai de coordonatele 
punctului, cu ajutorul căreia se pot scrie componentele forţei ca derivate parţiale, 
astfel:  

 .
z
UZ,

y
UY,

x
UX

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ===               (8.120) 

 În aceste condiţii funcţia U se numeşte funcţie de forţă (sau potenţial), iar 
forţa F  se numeşte conservativă şi se spune că ea derivă din funcţia de forţă U.  

 M0 
 M 

 τ  
 S  

 θ 

 O 
 v  

 0v   mg  

Fig. 8.15 

 θ!lv =   M1 
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Deci:  ,Ugradk
z
Uj

y
Ui

x
UF =++=

∂
∂

∂
∂

∂
∂  

unde grad U este operatorul diferenţial de tip gradient, iar lucrul mecanic 
elementar se scrie în acest caz:  

  dUdz
z
Udy

y
Udx

x
UrdFdL =++=⋅=

∂
∂

∂
∂

∂
∂ . 

adică:  dL = dU.                (8.121) 
deci lucrul mecanic elementar este în acest caz o diferenţială totală, şi prin 
urmare lucrul mecanic total se scrie: 

  ABA

B

A
BBA UUdUrdFL −==⋅= ∫ ∫             (8.122) 

unde:  UA = U (xA, yA, zA),     UB = U (xB, yB, zB). 
 Rezultă că lucrul mecanic total al unei forţe conservative este independent 
de traiectoria parcursă şi depinde numai de poziţiile iniţială şi finală ale 
punctului de aplicaţie a forţelor. 
 În cazul în care forţele care acţionează asupra unui sistem material derivă 
dintr-o funcţie de forţă, se poate pune în evidenţă energia potenţială (de poziţie) a 
sistemului. 
 Să considerăm acum un punct material P, asupra căruia acţionează o forţă 
conservativă, funcţia de forţă corespunzătoare fiind U (x, y, z). Fie A (x, y, z) 
poziţia la un moment oarecare a punctului P  şi A0 (x0, y0, z0) poziţia iniţială ; 
lucrul mecanic ,L AA0

 al forţei F pe drumul A0A este :  

 ( ) ( ).z,y,xUz,y,xUL AA 00000
−=  

 Energia potenţială a punctului este lucrul mecanic AAL
0

 luat cu semn 
schimbat: V = U (x0, y0, z0) - U (x, y, z)             (8.123) 
 Adeseori se alege poziţia A0 astfel încât mărimea U (x0, y0, z0) să fie nulă. În 
acest caz: V = - U (x, y, z) 
         Relaţiile: dE = dL,     dL = dU   şi    V = -U 

conduc la: dE = - dV    sau     d (E + V) = 0           (8.124) 
care prin integrare devine: 

  E + V = constant.               (8.125) 
 Suma dintre energia cinetică E şi energia potenţială V  se numeşte energia 
mecanică (sau totală) a punctului material :    

Em = E +V                (8.126) 
Această expresie reprezintă teorema conservării energiei mecanice şi se 

enunţă astfel: "dacă forţele care acţionează asupra unui punct material derivă 
dintr-o funcţie de forţă (sau potenţial) energia mecanică a punctului rămâne 
constantă în tot timpul mişcării". 
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Exemple de forţe conservative: 
a) Greutatea unui punct material : ,gmGF ==  scrisă în raport cu un sistem de 
axe cartezian Oxyz, axa Oz verticală, conduce la: X = 0,   Y = 0,   Z = - mg   (fig. 
8.16) 

Ţinând seama de faptul că ,
z
UZ

∂
∂=  funcţia de forţă  

are expresia:   U = - mg z + C. 
 Considerând C = 0, energia potenţială va fi: 
  V = - U = m g z - C 

iar lucrul mecanic pe arcul A1A2 va fi:  
( ) .hmgzzmgUUL AA ∆±=−=−= 211221

 

Semnul plus se ia când punctul greu coboară, iar semnul minus când urcă. 
 Deci, lucrul mecanic al unei greutăţi nu depinde de traiectoria parcursă şi 
este egal cu produsul dintre greutate şi diferenţa de nivel. 
 
 b) forţa  elastică : rkF −=  
În acest caz avem succesiv: 

.zkZ,ykY,xkX −=−=−=  

  ∆∆ ,kzyxkF =++= 222 = deformaţia 

şi deoarece : kz
z
UZ,ky

y
UY,kx

x
UX =−=−==−==

∂
∂

∂
∂

∂
∂ , avem: 

  
( )

( ) ( ) Czyxkzdzydyxdxk

kzdzkydykxdxdz
z
Udy

y
Udx

x
UU

+++−=++−=

=−−−=



 ++=

∫

∫∫

222

2
1

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

Dacă C = 0, se obţine: ( )222

2
1 zyxkUV ++=−=  iar lucrul mecanic 

devine: 

( ) ( ) ( )[ ]2
1

2
0

2
1

2
0

2
1

2
02

1
1010

zzyyxxkUUL AAAA −+−+−=−= .  

 
c) forţa atracţiei universale:  

Analog se poate arăta că forţa atracţiei universale:  r
r
MmfF 3−=  

este o funcţie care derivă dintr-o funcţie de forţă.  

 ∆ h   A2(x2, y2,z2) 

 G mg=  

 z 

 y  x 

 A1(x1, y1,z1) 

Fig. 8.16 

A 
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Într-adevăr, fie:
r
ru,u

r
mMfF =−= ρρ2       deci:  r

r
MmfF 3−= , 

având proiecţiile pe axe: 

( ) ( ) ( ) .
zyx
zMmfZ,

zyx
yMmfY,

zyx
xMmfX /// 232222322223222 ++

−=
++

−=
++

−=  

Se verifică uşor că această forţă derivă din funcţia de forţă : 

.C
r
MmfUsauC

zyx
MmfU +=+

++
=

222
 

Ca exemplu de forţă ce nu derivă dintr-o funcţie de forţă putem cita forţa 
de frecare, care după cum se ştie, depinde şi de viteza punctului material, nu numai 
de vectorul său de poziţie.  

 

8.10. Mişcarea punctului material sub acţiunea  
  forţelor centrale. 

 8.10.1. Generalităţi. Proprietăţi. Teorema ariilor. 
 Se spune că o forţă care acţionează asupra unui punct material este centrală 
atunci când suportul ei trece în tot timpul mişcării printr-un punct fix O, numit 
centrul forţelor sau pol. Notând cu A poziţia punctului material la un moment dat, 
cu rversu =ρ , versorul vectorului OA , OAr = , fiind vectorul de poziţie al 

punctului A şi cu FF =  scalarul forţei centrale ,F (fig. 8.17)  putem scrie:  
  ρuFF = .                (8.127) 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

Se face următoarea convenţie: dacă F  este o mărime scalară negativă (F < 
0) atunci are sens opus faţă de ρu  (fig. 8.17.a); dacă F  este o mărime scalară 
pozitivă (F > 0), atunci forţa F  are acelaşi sens cu ρu  (fig. 8.17, b). 

 În primul caz forţa centrală F  se numeşte atractivă, iar în al doilea caz se 
numeşte repulsivă. Conform acestei definiţii, forţa repulsivă va fi caracterizată 
printr-o valoare scalară pozitivă. Valoarea scalară este de obicei funcţie numai de 
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 ρu  
 θ 

 r  

 F  
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 x 

 Fig. 8.18 

 θu  
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 r  

 F  

Fig. 8.17 
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distanţă rOA = .Vom demonstra unele proprietăţi generale ale mişcării punctului 
material sub acţiunea forţelor centrale, indiferent de expresia valorii lor scalare F. 

a) Traiectoria punctului material A supus exclusiv acţiunii unei forţe centrale este 
o curbă  plană. Ţinând seama de (8.127) ecuaţia fundamentală a mişcării se 
scrie sub forma:    

ρuFrm =!!                 (8.128) 

Înmulţind vectorial relaţia (8.127) cu r  avem: 
  ρuFrrmr ×=× !!     

unde:  ρρ usir,ur 0=×  fiind  doi  vectori  coliniari  şi deci: 

  00 =×=× rrsaurmr !!!!   

dar: ( ) ( ) 0=×=×−×=×=× vr
dt
dv

dt
rdvr

dt
d

dt
vdrrr !!   

de unde: Cvr =×                 (8.129) 
C , fiind un vector constant.  
Înmulţind scalar (8.129) cu r obţinem: 
  ( ) 0=⋅×=⋅ rvrrC   
deci: 0=⋅ rC    

în care notând cu Cx, Cy, Cz proiecţiile vectorului C  şi respectiv cu x, y, z, 
proiecţiile vectorului r  pe axele triedrului ortogonal cu originea în O, rezultă:
  Cx x + Cy y + Cz z = 0                       (8.130) 
relaţie ce reprezintă ecuaţia unui plan ce trece prin punctul O. Rezultă deci 
următorea proprietate: traiectoria unui punct material liber acţionat de o forţă 
centrală este cuprinsă într-un plan ce conţine centrul forţelor. 
 

b) Teorema ariilor (legea a II- a lui Kepler) 
Să studiem în continuare mişcarea în plan alegând un sistem de coordonate 
Oxy.  
Se consideră sistemul de coordonate cartezian Oxy şi un sistem polar (r, θ) (fig. 
8.18). Proiectând ecuaţia fundamentală a dinamicii Frm =!!  pe direcţia 
versorilor θρ usiu  se obţin ecuaţiile scalare: 

  ( ) Frrm =− 2θ!!!                (8.131) 

  ( ) 02 =+ θθ !!!! rrm                 (8.132) 
 Din ecuaţia (8.132) ce nu conţine forţa F, rezultă a doua proprietate 
generală a mişcării unui punct material sub acţiunea unei forţe centrale. Se 
poate da o interpretare interesantă acestei proprietăţi dacă se integrează ecuaţia 
diferenţială (8.123). 
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 Simplificând cu  m  ecuaţia (8.132) avem succesiv: 

  ( ) ( ) 01212 22 ==+=+ θθθθθ !!!!!!!!! r
dt
d

r
rrr

r
rr  

   şi cum r este finit rezultă: ( ) Crsaur
dt
d == θθ !! 22 0            (8.133) 

 Ţinând seama de expresia vitezei aerolare: 
2

2θΩ
!r=  ,  definită în paragraful 

7.2.5, relaţia (8.133) devine: .constC ==
2

Ω  

ceea ce exprimă următoarea teoremă a ariilor "sub acţiunea unei forţe centrale, 
un punct material liber se mişcă cu viteza aerolară constantă, adică raza 
vectoare OA mătura arii egale în intervale egale de timp ". Constanta C se mai 
numeşte constanta ariilor.  Teorema enunţată reprezintă legea a II- a lui Kepler  
şi este valabilă în cazul mişcării planetelor din sistemul solar. 

 

 8.10.2. Ecuaţia diferenţială a traiectoriei.  
    Formula lui Binet. 

 Ecuaţiile (8.132) şi (8.131) reprezintă ecuaţiile de mişcare a punctului 
material sub acţiunea unei forţe centrale în coordonate polare. Prin integrarea 
ecuaţiei (8.132) s-a obţinut (8.133) care se mai scrie: 

,
r
C

2
=θ!                  (8.134) 

care înlocuită în ecuaţia (8.131) se obţine: F
r
Crrm =





 − 4

2

!!           (8.135) 

de unde rezultă ecuaţia diferenţială a mişcării:   .
m
F

r
Cr =− 3

2

!!           (8.136) 

 Dacă se face o schimbare de variabilă pentru a se trece de la variabila t  la 
variabila θ , se obţine ecuaţia diferenţială scrisă în coordonatele polare r şi θ: 

 ,
d

r
d

C
d
r
dr

C
r
C

d
dr

dt
d

d
dr

dt
dr

θθθ
θ

θ








−=+=⋅==

1
2

2                      (8.137) 

 .
d

r
d

r
C

d
r

d
C

dt
d

dt
dr

d
d

dt
dr

dt
d

dt
rd

2

2

2

2

2

2

2

2

11

θ
θ

θ
θ

θ








−=







−=




=





= !          (8.138) 

 Înlocuind rezultatul din (8.138) în ecuaţia mişcării (8.136) rezultă: 

.
m
F

r
C

d
r

d

r
C =−








−
3

2

2

2

2

2

1

θ
               (8.139) 
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 De aici se deduce ecuaţia diferenţială a traiectoriei în coordonate polare, 
cunoscută sub numele de ecuaţia lui Binet: 

 2

2

2

2

1
1

mC
Fr

rd
r

d
−=+








θ
              (8.140) 

 Integrând această ecuaţie se obţine o soluţie de forma :    ( )21

1 C,C,f
r

θ=  

Determinarea constantelor de integrare C1 şi C2 se face cu ajutorul 
condiţiilor iniţiale: 

  
( )
( )




=

=





=
=

=
0

0

0

0
0

θθ

ρρ

θθ vv

vv
si

rr
tt            (8.141) 

 Constanta ariilor are exspresia :   ( ) .rC 0
2

0 θ!⋅=            (8.142) 
 Din ecuaţia lui Binet (8.140)  se obţine expresia forţei centrale: 

   .
rd

r
d

r
mCF



















+







−= 1
1

22

2

θ
              (8.143) 

  

8.10.3. Mişcarea punctului material sub acţiunea forţei  
    de atracţie universală. 

 Forţa de atracţie universală se mai numeşte şi forţa de atracţie newtoniană, 
sau forţa gravitaţiei universale. Această forţă intervine în legea atracţiei 
universale, enunţată de Newton în 1686 şi are expresia: 

  2r
MmfF −=                (8.144) 

unde r este distanţa dintre centrele corpurilor de mase m  şi M. 
Ecuaţia dimensională a constantei f  este: [ ] 231 −−= TLMf  
iar valoarea acesteia este:  .smkg,f 23111106646 −−−⋅=  

 Mişcarea unui punct material, sub acţiunea forţei de atracţie universală, este 
un caz particular al mişcării punctului material sub acţiunea forţelor centrale. Ca 
exemplu se poate considera studiul traiectoriei unui punct material material de 
masă m, care se mişcă la suprafaţa Pământului, iar masa M  a Pământului se admite 
că este concentrată în centrul său. 
 Traiectoria se determină cu ecuaţia lui Binet: 

  2

2

22

2

1
1

mC
r

r
Mmf

rd
r

d
⋅=+








θ
             (8.145) 



 180 

deci:  22

2

1
1

C
Mf

rd
r

d
=+








θ
               (8.146) 

 Dacă se notează ,ur/ =1  ecuaţia (8.146) se scrie:   

 22

2

C
fMu

d
ud =+

θ
               (8.147) 

cu ecuaţia caracteristică: 012 =+λ               (8.148) 
având rădăcinile: i±=λ                (8.149) 
 Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (8.147) este de forma: 
  u = u0 +up                (8.150) 

Soluţia ecuaţiei diferenţiale omogene u0 este de forma: 
  θθ sinBcosAu +=0               (8.151) 
iar o soluţie particulară up a ecuaţiei neomogene este de forma membrului drept al 
ecuaţiei (8.147) şi se determină prin metoda identificării: 

 22

2

C
fMu

d
ud

p
p =+

θ
,    

de unde rezultă: 2C
fMup =                       (8.152) 

 Deci, soluţia ecuaţiei diferenţiale (8.146) sau (8.147) poate fi scrisă astfel:

  2

1
C
fMsinBcosA

r
u ++== θθ              (8.153)  

unde A şi B sunt constante de integrare;  
  Soluţia ecuaţiei diferenţiale (8.146) se mai poate scrie sub forma: 

  ( ) 20

1
C
fMcosD

r
u +−== θθ              (8.154) 

Pentru determinarea  constantelor de integrare D  şi θ0  se identifică termenii 
din formula:   

D cos (θ - θ0) = θθθθθθ sinBcosAsinsinDcoscosD +=+ 02 : 
  BsinD,AcosD == 00 θθ             (8.155) 

de unde se obţine: .
A
Btg,BAD =+= 0

22 θ             (8.156) 

 În fig. 8.19 este reprezentată o conică,  iar semnificaţia notaţiilor este: 
• ∆   este directoarea;  
• O,  focarul, iar OP’ = d,  distanţa de la focar la directoare;  
• p, parametrul conicei p = ed ; OP/OMe = - excentricitatea;   

Avem succesiv:  
 ( )[ ] ( );coserpcosrdeMPeOMr 00 θθθθ −⋅⋅−=−−=⋅==             (8.157) 
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din această relaţie  rezultă ecuaţia unei conice în coordonate polare : 

 ( )01 θθ −+
=

cose
pr                (8.158)  

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Se poate aduce relaţia (8.154) la o formă asemănătoare cu (8.158), astfel: 

  
( ) ( )0

2

2

02 1

1

θθθθ −+
=

−+
=

cos
fM

DC
fM
C

cosD
C
Mfr           (8.159) 

 Din ultima relaţie se observă că traiectoria unui punct care se deplasează la 
suprafaţa Pământului sub acţiunea forţei de atracţie universală este o conică (dacă 
se presupune Pământul redus la un punct fix, situat în focar). Ca exemplu se poate 
studia mişcarea unui satelit artificial al Pământului. 
 Identificând termenii din relaţiile (8.158) şi (8.159) rezultă: 

 - parametrul conicei   ,
fM
Cp

2

=               (8.160) 

 - excentricitatea conicei  .D
fM
Ce

2

=             (8.160’) 

 Relaţiile (8.160) şi (8.160’) sunt expresiile altor constante p şi e, cu ajutorul 
cărora se poate determina narura conicei. Determinarea constantelor de integrare A  
şi B se face cu ajutorul condiţiilor iniţiale (fig. 8.20), astfel: 

 
( )
( )




==

==




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=
000

000
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0

0
0

αθ

α
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θ

ρ

sinvrv

cosvrv
si

rr
:t

!

!
          (8.161) 

 Constanta ariilor scrisă pentru un moment oarecare şi pentru momentul 
iniţial are aceeaşi valoare:  ( ) ( ) 00000

2 αθθ sinvrrrrC === !!           (8.162) 
 Din ecuaţia traiectoriei scrisă sub forma (8.153), pentru t = 0  rezultă 

condiţia de poziţie iniţială: 2
0

011
C
fMBA

r
+⋅+⋅=  
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Fig. 8.20 Fig. 8.19 
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deci:  .
sinvr
fM

rC
fM

r
A

0
22

0
2

00
2

0

11
α

−=−=             (8.163) 

 Pentru determinarea constantei B se pune condiţia de viteză. Pentru aceasta 
se derivează în raport cu timpul relaţia (8.153): 

  .cosBsinAr
r

θθθθ !!! +−=−
2

1              (8.164) 

 Pentru t = 0 din condiţiile (8.161) rezultă: 

  
( ) ( )
( ) ( ) .

r
sinv

r
r

cosvvr

0

00

0

0
0

00000

αθθ

αρ

==

==
!

!

!

             (8.164’) 

 Introducând condiţiile (8.161) şi (8.164’) în (8.164) se obţine: 

  
0

00
002

0

1
r

sinvBcosv
r

αα =− ,   

de unde rezultă: .
r

ctgB
0

0α=                        (8.165) 

 Având calculate valorile constantelor A şi B , se pot determina noile 
constante D şi θ0 , apoi parametrii conicei p şi e. Pentru a determina natura conicei 
se calculează excentricitatea e, aplicând formula (8.160’): 

   ,BA
fM
CD

fM
Ce 22

22

+==  care prin ridicare la pătrat, rezultă:  

( ).BA
Mf

Ce 22
22

4
2 +=               (8.166) 

 Introducând în această expresie rezultatele obţinute prin relaţiile (8.162), 
(8.163) şi (8.165) se obţine succesiv: 
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Se obţine în final:  .
r
Mfv

Mf
sinvre 





−+=

0

2
022

0
24

0
2

02 21 α           (8.167) 

 Cu ajutorul acestei relaţii, în funcţie de valoarea lui v0 , se poate face o 
discuţie asupra naturii conicei (fig. 8.21). Astfel dacă:  
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• 
0

2
0

2

r
Mf

<v , atunci e<1 şi rezultă o elipsă; 

• 
0

2
0

2
r
Mf=v  atunci e=1 şi rezultă o parabolă;           (8.168) 

• .
r
Mf

0

2
0

2>v , atunci e>1 şi rezultă o hiperbolă;     

 Se vede deci că natura conicei nu depinde de unghiul de lansare α, ci numai 
de viteza iniţială v0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
  

Condiţia ca punctul material să se deplaseze pe un cerc.  
Ecuaţia cercului este: r = r0 (constant).  Dacă se consideră pentru 

simplificare 20 /πα = , în acest caz constanta ariilor are expresia: 
00000 vrsinvrC == α  şi ecuaţia diferenţială a mişcării (8.146) se scrie:  

2
0

1
C
fM

r
=   de unde:  .

fM
vr

fM
Cr

2
0

2
0

2

0 ==             (8.169) 

Deci condiţia ca punctul material să se deplaseze pe un cerc este:  

.
r
fMv

0
0 =                 (8.170) 

 Prima viteză cosmică  este viteza cu care trebuie lansat un corp de la 
suprafaţa Pământului, pentru a deveni satelit artificial (traiectoria lui să fie un 
cerc).  Din relaţia (8.170) rezultă: 

  
0r

fMvI =                         (8.171) 

unde:  23111106646 −−− ⋅⋅= smkg,f  
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 Pentru a se evita folosirea în calcule a masei Pământului M, se scrie 
greutatea corpului la suprafaţa Pământului. Dacă se notează cu:  m - masa 
corpului, M - masa şi R - raza Pământului, avem: 

mg
R

mMf =
2 ,   de unde: .gRfM 2=              (8.172) 

 În calcule se poate lua R = 6370 km,  h ≈ 100 km  şi neglijând h (în raport 
cu R) rezultă: 

 
s

km,..,gR
R

gR
hR

gR
r
fmvI 97106370819 3

22

0

≈==≈
+

==          (8.173) 

 Viteza a II-a cosmică este viteza cu care trebuie lansat un corp de la 
suprafaţa Pământului pentru ca acesta să părăsească zona de atracţie a Pământului, 
deci traiectoria să fie o curbă deschisă (în acest caz, o parabolă). Rezultă: 

 .
s

km,,.,v
r
fMvII 2119741122

1
0

==⋅==             (8.174) 

 Viteza a III-a cosmică este viteza cu care trebuie lansat un corp pentru ca să 
părăsească zona de atracţie a Soarelui. 

Aceasta are valoarea:  vIII = .
s

km,716  

 Din cele de mai sus se poate determina viteza unui satelit artificial al 
Pământului (viteza de lansare pentru ca traiectoria sa să fie o conică închisă): 
  .vvv III ≤≤                 (8.175) 

Observaţie 
Prima viteză cosmică vI se poate calcula direct folosind relaţia (8.146). 

Pentru simplificare se asimilează acest corp cu un punct material cu viteza v1, sub 

unghiul 
20

πα =  pe un cerc de rază r0
  =  R  + h,  unde R =  6370 km,  raza 

Pământului şi  .Rh ≤  Constanta ariilor este: 10000 vrsinvrC == α  
 Deoarece: r0 = R + h = const., ecuaţia (8.146) devine: 

  ,
vr

fM
C
fM

r 2
1

2
0

2
0

1 ==     de unde rezultă: .
r
fMv

0

2
1 =  

 Pentru a elimina din calcule masa Pământului M se scrie ca mai înainte, 
greutatea corpului de masă m,  la suprafaţa Pământului: 

  mg
R
Mmf =

2 ,     de unde: f M = g R2. 

 Deci prima viteză cosmică este: 

  .
s

km,gR
R
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r
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8.11. Mişcarea punctului material sub acţiunea  
         forţelor elastice.  

 Numim forţă elastică o forţă F  atractivă, proporţională cu distanţa:  
OA = r, exercitată asupra mobilului material A din partea unui punct fix O, numit 
centru de atracţie (fig. 8.22.a).  

Putem scrie: ,rkF −=                (8.176) 
unde r  este vectorul de poziţie al punctului atras A, faţă de centrul de 
atracţie O, ,AOr =  la momentul t, şi k o constantă pozitivă. 

 
 
 
 
 
 
 
     
    
 Forţele elastice intervin ca forţe principale în capitolul de  Elasticitate al 
Mecanicii aplicate. Ele au proprietatea de a produce o deformaţii ale corpului 
elastic numai atât timp cât acţionează; atunci când aceste forţe încetează de a mai 
acţiona, corpul solicitat revine la forma iniţială. 
 Fenomenul poate fi pus în evidenţă cu ajutorul unui resort elastic 
(fig.8.22,b) de lungime L, care este solicitat de un sistem de forţe axiale 

FsiF− , de intensităţi egale şi de sens opus şi care produc o lungire L’ > L, atât 
timp cât acest sistem de forţe  acţionează asupra sa. 
  Când forţele încetează de a mai lucra, resortul îşi recapătă lungimea iniţială. 
Între lungimea L’ şi L a resortului şi forţa F  există următoarea relaţie de 
proporţionalitate:   

FL'L λ=−                 (8.177) 
λ    fiind constanta elastică a resortului, independentă de F. 

 Înlocuindu-se resortul de lungime L printr-o bară de oţel de aceeaşi 
lungime, legea exprimată prin relaţia (8.177) rămâne valabilă atât timp cât F  nu 
depăşeşte o anumită limită maximă, iar această relaţie (care are o bază 
experimentală), se numeşte legea lui Hooke. Se observă că forţele elastice fac 
parte din categoria forţelor centrale, al căror suport trece printr-un punct fix O. 
 Ne propunem să studiem mişcarea unui punct material A , de masă m atras 
cu o forţă elastică de punctul fix O (fig.8.23).  Raportându-ne la un sistem de axe 
de coordonate cu originea în O, mişcarea punctului material A, determinat de 

Fig.8.23 
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vectorul de poziţie r , este determinată dacă se cunoaşte vectorul r  ca funcţie de 
timp t, condiţiile iniţiale fiind date (pentru t=0 ) prin relaţiile : 
  ( ) ( ) 000 00 vrr,rr === !!               (8.178) 
 Ecuaţia fundamentală a dinamicii se va scrie în acest caz sub forma: 
  rkrm −=!!                 (8.179) 
sau  dacă se notează cu: m/k=2ω  se scrie:            (8.180)       
  02 =+ rr ω!!                 (8.181) 
 Pentru integrarea ecuaţiei diferenţiale (8.181) se încearcă o soluţie de forma: 

 teCr α=                 (8.182) 

unde C  este o constantă vectorială, iar α o constantă scalară, care se 
determină din condiţia ca vectorul r  să satisfacă ecuaţia (8.181).  
Introducând expresia lui r  în (8.181) vom obţine:  

 ( ) 022 =+ωαα teC  

de unde rezultă ecuaţia caracteristică : α2 + ω2 = 0, cu rădăcinile: 
 .i,i 1−=±= ωα  

 Deducem soluţia generală a ecuaţiei (8.181): 
  titi eCeCr ωω −+= 21                (8.183) 

   unde 21 CsiC  sunt două constante vectoriale de integrare.  
Pentru a evita prezenţa mărimilor imaginare, vom înlocui funcţiile 

exponenţiale prin funcţii trigonometrice, conform formulelor cunoscute: 
 .tsinitcose;tsinitcose titi ωωωω ωω −=+= −  

 Soluţia generală (8.183) capătă în acest caz forma: 
  tsinBtcosAr ωω +=               (8.184) 
unde:   

( ).CCiB,CCA 2121 −=+=  
 Expresia (8.184) nu mai conţine mărimi imaginare, aşa încât vom putea 
determina constantele vectoriale B,A  din condiţiile iniţiale (8.178). În acest scop, 
prin derivarea în raport cu timpul t  a expresiei (8.184) rezultă expresia vitezei: 
  ( ).tcosBtsinArv ωωω +−== !             (8.185) 

 Condiţiile iniţiale (8.178) ne dau valorile lui rsir !  la momentul iniţial 
t=0, prin urmare, introducându-le în ecuaţiile (8.184) şi (8.185) se obţine: 
  .Bv,Ar ω== 00  
de unde rezultă valorile constantelor de integrare: 

  .vB,rA
ω

0
0 ==               (8.186) 
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 Prin urmare soluţia ecuaţiei (8.180) cu condiţiile (8.178) va fi dată de 
funcţia vectorială:  

tsinvtcosrr ω
ω

ω 0
0 +=               (8.187) 

reprezentând ecuaţia vectorială a mişcării.  
Ecuaţia vitezei mişcării devine: 

  .tcosvtsinrv ωωω 00 +−=              (8.188) 
 Formula (8.187) exprimă faptul că traiectoria este o curbă plană, deoarece 
vectorul r  rămâne tot timpul în planul vectorilor 00 vsir  trecând prin O.  

Presupunând că vecrorii 00 vsir  nu sunt coliniari, planul traiectoriei este 
bine determinat. Traiectoria nu trece prin O, deoarece r  nu se anulează niciodată. 
 Se mai obsearvă că traiectoria este o curbă închisă, întrucât r  este o 
funcţie periodică, cu perioada : 

 ωπ /T 2=                 (8.189) 
adică avem: ( ) ( )trTtr =+ , oricare ar fi t, iar viteza nu se anulează.  

De asemenea, viteza v  este o funcţie periodică de aceiaşi perioadă T. Adică 
mobilul revine în A cu aceeaşi viteză ( ).vv 0≠  Această proprietate caracterizează 
mişcarea periodică iar constanta T se numeşte perioada mişcării.   

Notaţia (8.180) 
m
k=ω  este pulsaţia sau frecvenţa circulară.  

Frecvecţa mişcării, indică de câte ori parcurge mobilul traiectoria sa în timp 
de o secundă, deci :  

.
m
k

T π
υ

2
11 ==               (8.189’) 

 În sfârşit, traiectoria este simetrică în raport cu punctul O , pentru că la 
două valori ale lui t diferind între ele cu o jumătate de perioadă (T/2= π /ω ), 
corespund lui r  două valori egale şi de sens opus. 
 Ecuaţia carteziană a traiectoriei se află proiectând ecuaţia vectorială 
(8.187) pe cele două axe Ox şi Oy ale sistemului Oxy ales în planul traiectoriei 
(fig. 8.23). 
 Notând cu (x, y), (x0, y0 ), (v0x, v0y ) respectiv proiecţiile vectorilor 00 v,r,r  
pe cele două axe, atunci proiecţiile pe Ox şi Oy  ale ecuaţiei (8.187) vor fi: 

  
tsin

v
tcosyy

tsinvtcosxx

y

x

ω
ω

ω

ω
ω

ω

0
0

0
0

+=

+=
              (8.190) 

 Din fig. 8.23  se obsearvă că: 
  00000000 === ysisinvv,cosvv yx αα  
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şi relaţiile (8.190) devin: 

  
.tsinsinvy

tsincosvtcosxx

ω
ω

α

ω
ω

αω

00

00
0

=

+=
             (8.191) 

 Eliminând parametrul t între cele două ecuaţii (8.191) se obţine o ecuaţie de 
gradul al doilea în x şi y, adică 

  1
0

22
0

222

0

0 =+




 −
α

ωα
sinv

y
x
ctgyx              (8.192) 

care reprezintă o conică de tip elipsă (neavând puncte la infinit), cu centrul în O 
(fig.8.23). 

  
Observaţie 
Dacă unghiul παα == 00 0 sau  adică dacă viteza iniţială are direcţia 

vectorului de poziţie iniţial ,r0  atunci conform (8.191): y = 0  şi mişcarea 
punctului este rectilinie, oscilatorie armonică, efectuându-se după legea: 

  .tsinvtcosxx ω
ω

ω 0
0 +=   

Într-adevăr notând cu: 

ϕ
ω

ϕ sinav,cosax == 0
0  

se obţine: ( )ϕω −= tcosax ,      
unde: 

• amplitudinea mişcării este: 
2

02
0 





+=
ω
vxa      

• iar faza iniţială:  
0

0

x
vtgarc

ω
ϕ =     
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CAPITOLUL  9 
CINEMATICA  RIGIDULUI 

 
 

9.1. Generalităţi 
 Aşa cum s-a precizat în capitolele anterioare, un solid rigid este un 
continuum material nedeformabil (pentru care distanţa dintre două puncte arbitrare 
ale sale rămâne invariabilă în timpul mişcării sale, indiferent de mărimea sarcinilor 
exterioare care îi provoacă această mişcare). 
 Elementele de bază ale cinematicii sistemelor de puncte au fost prezentate 
în Capitolul 7. Cinematica studiază mişcarea sistemelor materiale, fără a lua în 
considerare cauza care a provocat-o, şi care face ca mişcarea să se desfăşoare într-
un anume mod.  

Prin studiul cinematic al unui sistem material se înţelege exprimarea 
matematică a parametrilor cinematici ai sistemului, care în cazul unui punct 
meterial sunt traiectoria, viteza şi acceleraţia , iar  în cazul sistemelor de puncte şi 
continuumuri materiale sunt familii de traiectorii, distribuţii de viteze şi acceleraţii 
(numite şi câmpuri  de viteze şi acceleraţii). Aceasta înseamnă a se găsi legea de 
distribuţie a parametrilor cinematici ai sistemului material. 
 În cele ce urmează, vor fi puse în evidenţă diferite legi de distribuţie ale 
parametrilor cinematici ai mişcării, atât în cazul mişcării generale cât şi în cazul 
unor mişcări particulare ale rigidului. 
 

 9.2.    Mişcarea generală a rigidului 
 9.2.1. Parametrii mişcării. Grade de libertate.  

Unghiurile lui Euler. Traiectoriile diferitelor puncte  
 A cunoaşte mişcarea unui solid rigid, înseamnă găsirea expresiilor generale 
pentru vectorul de poziţie, vectorul viteză şi acceleraţie a unui punct oarecare al 
rigidului, faţă de un sistem de referinţă care se consideră în mod convenţional fix.  

În cazul unui solid rigid aflat în mişcare, fiecare punct al său se deplasează 
pe o traiectorie proprie şi în fiecare moment al mişcării are o anumită viteză şi 
acceleraţie. Fie T1 (O1x1y1z1) un triedru cartezian fix şi T(Oxyz) un triedru 
cartezian mobil, solidar cu rigidul, deci în mişcare faţă de T1 (fig.9.1.).  Poziţia 
triedrului mobil T faţă de T1 se caracterizează prin vectorul de poziţie ( )trr 00 =  al 
originii şi prin legile de variaţie a versorilor lui T: )t(kk),t(jj),t(ii === . 
Cunoaşterea acestor patru funcţii vectoriale de timp este echivalentă cu 
cunoaşterea coordonatelor punctului O şi a cosinusurilor directoare ale axelor 
mobile faţă de axele lui T1. 
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 Poziţiile punctului P faţă de triedrul fix T1 sunt definite prin vectorul de 
poziţie ( )trr 11 = , iar între vectorii 01 r,r,r  (fig.9.1.)  există relaţia vectorială: 

rrr += 01     (9.1) 
unde vectorii 01 r,r,r au expresiile: 

   
kzjyixr

kzjyixr
kzjyixr

++=
++=
++=

1010100

1111111

  (9.2) 

Se observă că în timp ce funcţia vectorială 
0r  (echivalentă cu trei funcţii scalare) este 

supusă la  puţine  restricţii  (de continuitate,  
uniformitate, derivabilitate  de  două ori),  
funcţiile k,j,i , reprezentând versorii 
axelor unui triedru ortonormat,  trebuie  să  
aibă  mărimile  egale  cu unitatea şi să fie  

ortogonale două câte două, adică există şase relaţii de legătură: 
 000111 =⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅ ik,kj,ji,kk,jj,ii    (9.3) 
 Aceasta înseamnă că numai trei din cele nouă cosinusuri directoare pot fi 
luate arbitrar. Având în vedere că şi 0r  poate fi luat arbitrar (deci încă trei 
parametri scalari), rezultă că în cazul unei mişcări oarecare a unui solid rigid liber, 
poziţia sa raportată la un reper fix T1, depinde de şase parametri independenţi, 
adică rigidul are şase grade de libertate  cinematică. 

În general, este mai comod să se considere ca parametri ai mişcării, 
coordonatele unui punct P0 al corpului (de obicei originea O a triedrului T)  adică 
(x0, y0, z0) şi aşa numitele unghiuri ale lui Euler: ψ -unghiul de precesie,  θ - 
unghiul de nutaţie şi respectiv ϕ - unghiul de rotaţie . 

Aceste  unghiuri se obţin rotind într-un anumit mod sistemul de axe mobil T  
faţă de cel fix T1 până se obţine o suprapunere completă a lor (mai jos, se va 
proceda de fapt, invers) 

 
Fără a restrânge generalitatea problemei se consideră cele două triedre T şi 

T1 având originea comună (O ≡O1, fig. 9.2) şi se efectuează următoarele operaţii: 
• se roteşte sistemul O1x1y1z1 în jurul axei O1z1 cu unghiul ψ  până ce axa Ox1 

ajunge peste axa On, iar Oy1 în On’; axele On şi On’ se află în planul x1O1y1 
perpendicular pe Oz1. Axa On se numeşte axa nodurilor ; 

• sistemul O1nn’z1 se roteşte în jurul axei nodurilor On cu unghiul θ până ce axa 
Oz1 se suprapune peste Oz, iar axa On’ ajunge în On’’ ; 

• sistemul astfel obţinut se roteşte în jurul axei proprii Oz cu unghiul ϕ, până ce 
axele On şi On’’ se suprapun peste axele proprii Ox şi Oy.  
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Rotirile se fac în sens pozitiv, 
iar unghiurile ψ, θ şi  ϕ sunt 
determinate, abstracţie făcând 
de un multiplu de 2π  radiani.  
Aşadar, poziţiile succesive în 
timp ale unui rigid în mişcarea 
lui generală sunt cunoscute 
dacă se cunosc variaţiile în 
timp ale celor şase parametri: 

)t(,)t(zz
)t(,)t(yy
)t(,)t(xx

ϕϕ
θθ
ψψ

==
==
==

00

00

00

  (9.4) 

       Aceste funcţii reprezintă ecuaţiile finite ale mişcării generale a unui rigid 
liber. 
        Datorită principiului rigidităţii, un punct oarecare al unui solid în mişcare, 
rămâne în permanenţă la aceeaşi distanţă faţă de toate celelalte puncte ale acestuia. 
Deci punctele rigidului sunt în repaus faţă de sistemul de axe T(Oxyz) legat de el, 
adică coordonatele x, y, z  nu depind de timpul t. 
 Rezultă că faţă de triedrul fix T1 se obţin relaţii de forma: 

  
( )
( )
( )z,y,x;,,;z,y,xzz

z,y,x;,,;z,y,xyy
z,y,x;,,;z,y,xxx

ϕθψ
ϕθψ
ϕθψ

00011

0001

00011

=
=
=

      (9.5) 

care reprezintă ecuaţiile scalare parametrice ale traiectoriei punctului respectiv. 
Cei şase parametrii (x0, y0, z0, ψ, θ, ϕ) depind de timp conform relaţiilor (9.4).  

Ecuaţiile (9.4) împreună cu (9.5) reprezintă ecuaţiile scalare ale mişcării 
generale ale rigidului , sau mişcarea unui punct oarecare P al său definit prin 
coordonatele sale (x, y, z) faţă de reperul mobil T solidar cu corpul. Ecuaţiile (9.5) 
vor fi scrise sub formă analitică explicită numai în cazul mişcărilor particulare ale 
rigidului ce se vor studia în continuare. 
 

 9.2.2. Distribuţia de viteze în mişcarea generală a  
   solidului rigid 

 Ţinând seama de relaţiile (9.1) şi (9.2) avem relaţia vectorială: 
  kzjyixrr +++= 01        (9.6) 
pe care derivând-o în raport cu timpul, obţinem viteza unui punct oarecare P al 
rigidului în raport cu T1: kzjyixrrv !!!!! +++== 011      (9.7) 
deoarece reperul T fiind solidar cu rigidul, poziţia punctului P nu se schimbă faţă 
de T şi deci coordonatele (x, y, z)  nu depind de timp, iar derivatele lor sunt nule. 
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 Viteza originii O a lui T  este dată de : 00 rv !=     (9.8) 
 Derivând în raport cu timpul relaţiile (9.3) obţinem: 

  
000

020202

=⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+⋅

=⋅=⋅=⋅

jkjk,kjkj,jiji

kk,jj,ii
!!!!!!

!!!
   (9.9) 

Dacă facem notaţiile:        
  yxz ikik,kjkj,jiji ωωω =⋅−=⋅=⋅−=⋅=⋅−=⋅ !!!!!!   (9.10) 

unde: ωx, ωy, ωz sunt proiecţiile pe axele triedrului T ale unui vector ω  numit 
viteză unghiulară, având expresia analitică:  

  kji zyx ωωωω ++=        (9.11) 

 Pe de altă parte, ţinând seama că vectorul : 

  kzjyixrb !!!! ++==        (9.12) 

ale cărui proiecţii pe axele triedrului T sunt egale cu produsul scalar dintre b  şi 
versorii corespunzători ai axelor, şi ţinând seama de relaţiile  (9.10) rezultă: 

  

xyz

zxy

yzx

yxkkzkjykixkbb

xzjkzjjyjixjbb

zyikzijyiixibb

ωω

ωω

ωω

+−=⋅+⋅+⋅=⋅=

+−=⋅+⋅+⋅=⋅=

+−=⋅+⋅+⋅=⋅=

!!!

!!!

!!!

   (9.13) 

deci:     
k)yx(j)xz(i)zy(b

kbjbibrb

xyzxyz

zyx

ωωωωωω +−++−++−=

++== !
 

sau:  rr ×= ω!          (9.14) 
Deci, conform relaţiilor (9.10) şi (9.11) vectorul viteză unghiulară se poate scrie: 

  k)ji(j)ik(i)kj(kji zyx ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=++= !!!ωωωω   (9.15) 

 Relaţia (9.7) devine: 
 rvv ×+= ω01         (9.16) 

 Această relaţie descrie distribuţia vitezelor  (sau câmpul vitezelor la un 
moment oarecare) a unui solid rigid în mişcare generală. Se observă că distribuţia 
vitezelor a rigidului este definită de două funcţii vectoriale: viteza originii 
triedrului mobil,  )t(vv 00 =  şi vectorul )t(ωω =  care (aşa cum vom vedea în 
cazul mişcărilor particulare) depinde de unghiurile lui Euler, adică este un vector 
de rotaţie (de unde denumirea de viteză unghiulară).  

Proiecţiile vitezei 1v  pe axele triedrului mobil  T  sunt: 

  
xyvv
zxvv
yzvv

yxzz

xzyy

zyxx

⋅−⋅+=
⋅−⋅+=
⋅−⋅+=

ωω
ωω
ωω

01

01

01

       (9.17) 



 193 

 Ecuaţia matriceală corespunzătoare este : 

  { } { } [ ] { }rˆsau,
z
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v
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v
v
v

xy

xz

yz

z

y

x

z

y

x

⋅+=












⋅
















−
−

−

+















=
















ωνν

ωω
ωω
ωω

0

0

0

0

1

1

1

0
0

0
 

 unde [ ]ω̂   este matricea antisimetrică a vitezei unghiulare. 
 

 9.2.3. Proprietăţile câmpului de viteze în mişcarea  
  generală a rigidului 

 Se prezintă în continuare numai proprietăţile câmpului de viteze în cazul 
mişcării generale, celelalte proprietăţi vor fi scoase în evidenţă cu prilejul studiului 
mişcărilor  particulare ale rigidului: 
a) În orice moment al mişcării unui rigid, proiecţiile vitezelor a două puncte 

oarecare ale rigidului pe direcţia dreptei care uneşte punctele  sunt egale  
(fig.9.3.a.). Într-adevăr, proiectând realţia (9.16) pe direcţia  lui PPr 0=  , adică 

scriind (fig. 9.3.a): ( )
r
rr

r
rv

r
rv ⋅×+⋅=⋅ ω01  

rezultă:        .vprvprsau
r
rv

r
rv

PPPP 0101 00
=⋅=⋅  

b) În orice moment al mişcării unui solid rigid, proiecţiile vitezelor tuturor 
punctelor sale pe direcţia lui ω sunt egale între ele (fig.9.3.b.). 

 Într-adevăr, proiectând relaţia (9.16) pe direcţia lui ω  (fig.9.3.b) se obţine: 

  ( ) ;rvv
ω
ωω

ω
ω

ω
ω ⋅×+⋅=⋅ 01 întrucât  ( ) 0=⋅×

ω
ωω r  

rezultă proprietatea enunţată: 

  αα
ω
ω

ω
ω cosvcosv:sauvv 10001 =⋅=⋅ . 
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c) Punctele aparţinând unui rigid în mişcarea generală care sunt situate pe o 
paralelă la vectorul ω  au aceeaşi viteză (fig.9.3.c.). 
Pentru demonstraţie se consideră punctele M şi M’ aparţinând rigidului în 
mişcare generală (fig.9.3.c) astfel încât ωMM ′ , având vectorii de poziţie faţă 
de T1 : rrr += 01 ,  respectiv: rrr ′+=′ 01 . Derivând în raport cu timpul cei doi 
vectori,  obţinem: 

  rvvr;rvvr MM ′×+==′×+== ′ ωω 011011
!!  

Deoarece MMrr ′+=′  , înlocuind în a doua relaţie se obţine: 
  ( ) MMrvMMrvv M ′×+×+=′+×+=′ ωωω 001  

întrucât ωMM ′ , rezultă: rvv M ×+=′ ω01 , adică: MM vv ′= 11 , ceea ce trebuia 
demonstrat. 

 

d) Vectorul ω  este acelaşi în orice punct al rigidului (fig.9.3.d.) şi nu depinde de 
originea sistemului de referinţă T. 

Pentru a demonstra această afirmaţie, să considerăm trei puncte arbitrare şi 
necoliniare O, M, M’ aparţinând rigidului (fig.9.3.d). Plecând de la ipoteza 
rigidităţii să exprimăm că vectorii rOM =  şi rMO ′=′  sunt de mărimi 
constante şi că unghiul MÔM ′  este constant, adică: 

  32
2

1
2 Crr;Cr;Cr =′⋅=′=  

Derivând în raport cu timpul prima relaţie ( 1
2 Cr = )  avem: 0=⋅ rr! , adică cei 

doi vectori sunt ortogonali, fapt care se poate scrie cu ajutorul produsului 
vectorial sub forma: 

  rr ×= 1ω! ,        unde 1ω  este un vector arbitrar. 

Procedând în mod analog cu a doua relaţie ( 2
2 C'r = ) obţinem: 

 r'r ′×=
2

ω! . 

Pentru a demonstra că vectorii 1ω  şi 2ω  sunt identici, se derivează în raport cu 
timpul relaţia care exprimă invarianţa unghiului ( 3Crr =′⋅ ):  0=′⋅+′⋅ rrrr !!  
şi ţinând seama de rezultatele precedente se obţine:  

  ( ) ( ) 02 =⋅′×+′⋅× rrrr ωω  
sau:  ( ) ( ) 021 =⋅′×−′× ωω rrrr  
sau:  ( )( ) 021 =−′× ωωrr   
 Deoarece punctele O, M, M’ au fost alese arbitrar şi necoliniare, rezultă că 
ultima relaţie este îndeplinită numai dacă: ( ) 021 =−ωω  sau: ωωω == 21   unde 
s-a introdus un singur vector ω .  
Analog se poate demonstra că vectorul ω  nu depinde de alegerea originii 
sistemului de referinţă. 
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 9.2.4. Distribuţia acceleraţiilor în mişcarea generală a  
   rigidului 

 Acceleraţia unui punct oarecare P al unui solid rigid în mişcare, faţă de un 
reper fix T1, se obţine derivând relaţia (9.16) în  raport cu timpul, adică: 
  rrvva !!!! ×+×+== ωω011       (9.18) 

unde:  

00 av =!          (9.19) 
este acceleraţia originii O a triedrului mobil T, iar rr ×= ω! .  
Notând cu ωε !=  vectorul kji zyx εεεε ++= , relaţia (9.18) devine: 

  ( )rraa ××+×+= ωωε01       (9.20) 
relaţie care dă distribuţia acceleraţiilor diferitelor puncte ale rigidului (sau 
câmpul de acceleraţii) în mişcarea generală  a acestuia.  
Componentele acceleraţiilor se obţin proiectând (9.20) pe axele triedrului mobil T: 
  ( ) ( ) ( )zxzyxyzyxx xzxyyzaa ωωωωωωεε −+−+−+= 01  
  ( ) ( ) ( )xyxzyzxzyy yxyzzxaa ωωωωωωεε −+−+−+= 01   (9.21) 

  ( ) ( ) ( )yzyxzxyxzz zyzxxyaa ωωωωωωεε −+−+−+= 01  

sau grupând termenii: 
  ( ) ( ) ( )zyxaa yzxzyxzyoxx εωωεωωωω ++−++−= 22

1  

  ( ) ( ) ( )xzyaa zxyxzyxzoyy εωωεωωωω ++−++−= 22
1    (9.22) 

  ( ) ( ) ( )yxzaa xyzyxzyxozz εωωεωωωω ++−++−= 22
1  

 
 

 9.3. Mişcări particulare ale rigidului 
 În funcţie de vectorii ων si0  care caracterizează distribuţia vitezelor în 
mişcarea generală a rigidului, mişcările particulare pe care le poate avea un rigid 
sunt: mişcarea de translaţie, mişcarea de rotaţie a rigidului cu o axă fixă, 
mişcarea sferică a rigidului cu un punct fix, mişcarea elicoidală şi mişcarea plan-
paralelă.  

 9.3.1. Mişcarea de translaţie 
 Un solid rigid se află în mişcare de translaţie dacă o dreaptă oarecare 
solidară cu rigidul rămâne tot timpul mişcării paralelă cu ea însăşi. 
 Exemplu de mişcări de translaţie: un ascensor, masa unei maşini de rabotat, 
pistonul într-un cilindru, caroseria unui vehicul care se deplasează pe un drum 
rectiliniu, mişcarea scaunelor unui scrânciob, etc. 
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 Conform definiţiei date, în mişcarea de translaţie, axele sistemului mobil T 
(solidar cu corpul) nu-şi schimbă orientarea faţă de reperul fix şi deci, unghiurile 
lui Euler rămân constante în tot timpul mişcării. Rezultă că, în această mişcare, 
rigidul are trei grade de libertate cinematică, parametrii mişcării fiind coordonatele 
originii O a sistemului mobil faţă de reperul T1  considerat fix, adică poziţia 
rigidului la un moment dat, este determinată de trei funcţii scalare independente 
(parametrii mişcării): 
  ( )txx 00 = ; ( )tyy 00 = ; ( )tzz 00 =      (9.23) 

Dacă axele celor două triedre care rămân paralele T1 şi T, sunt alese în mod 
convenabil (ca în fig. 9.4), avem:   

111 kk,jj,ii ===       (9.24) 
  000 === ϕθψ ,,       (9.25) 
 Ţinând seama de cele afirmate mai sus, relaţia vectorială:  rrr += 01 ,   unde: 

  
111

1101001111111

kzjyixkzjyixr
;kzjyixr;kzjyixr

++=++=
++=++=

 

Prin identificare se obţin ecuaţiile  
parametrice  ale traiectoriei   unui  punct  
oarecare  al  rigidului  în mişcarea de 
translaţie: 
 xxx += 01  
 yyy += 01     (9.26) 
 zzz += 01  
Se observă din relaţia (9.26), că traiectoriile 
diferitelor puncte sunt identice şi deplasate 
în direcţiile axelor, respectiv cu distanţele 
x0, y0, z0. Aceste traiectorii depind de legile 
de variaţie (9.23) ale parametrilor mişcării.  

 Distribuţia vitezelor.  
  Întrucât existenţa vectorului ω  este legată de variaţiile unghiurilor ψ, θ, ϕ, 
care sunt egale cu zero, rezultă:ω  = 0. La acelaşi rezultat se ajunge dacă se 
consideră relaţia (9.15) şi se ţine seama că :   .kk,jj,ii 000 111 ====== !!!!!!  
 În consecinţă relaţia distribuţiei de viteze în cazul general (9.16) , devine în 
acest caz:  01 vv =         (9.27) 
ceea ce înseamnă că, în mişcarea de translaţie, vitezele tuturor punctelor rigidului 
sunt egale între ele şi deci câmpul vitezelor poate fi reprezentat printr-un vector 
liber  v , egal cu viteza unui punct oarecare O al rigidului. 
 Proiecţiile vitezei unui punct oarecare pe axele triedrului T1 (sau T) vor fi: 
  001001001 zvv,yvv,xvv zzyyxx !!! ======    (9.28) 
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 Distribuţia acceleraţiilor  
Se studiază cu ajutorul relaţiei generale (9.20): 

  ( )rraa ××+×+= ωωε01       
unde trebuie cunoscute mărimile ωεω !=,,a01  în fiecare moment.  
Întrucât 00 == εω ,  rezultă deci: 01 aa =     (9.29) 

adică, acceleraţiile tuturor punctelor rigidului aflat în mişcare de translaţie, sunt 
egale între ele şi deci câmpul acceleraţiilor poate fi reprezentat de asemenea 
printr-un vector liber, egal cu acceleraţia unui punct oarecare O al rigidului. 
 Relaţiile (9.27) şi (9.29)  conduc la concluzia că toate punctele rigidului, la 
un moment dat, aflat în mişcarea de translaţie, au aceeaşi viteză şi acceleraţie. 

 
A p l i c a ţ i e 

 Să se calculeze viteza şi acceleraţia unui punct M de pe bara AB (biela de 
cuplare) a mecanismului patrulater din fig. 9.5, unde O1A=O2B= L,  O1O2=AB,  
când   ω=const. 

      R e z o l v a r e 
 Deoarece AB este paralelă tot 
timpul cu drepta fixă O1O2, ea 
execută o mişcare de translaţie şi 
orice punct al ei are aceeaşi viteză şi 
acceleraţie ca şi punctul A, care este 
comun barei AB şi manivelei O1A, 
adică: AM vv = , AM aa = , care,  din 
cinematica punctului material, au 
mărimea: 

2ωω Laa;Lvv AMAM ====
 

 9.3.2. Mişcarea de rotaţie a rigidului cu axă fixă 
 Un rigid efectuează o mişcare de rotaţie cu axă fixă, dacă două puncte ale 
sale rămân în tot timpul mişcării,  fixe în spaţiu (în raport cu un triedru fix T1  dat). 
 Din cauza rigidităţii, toate punctele de pe dreapta care uneşte cele două 
puncte fixe sunt de asemenea fixe, deci în cazul acestei mişcări există o axă fixă 
care se numeşte axă de rotaţie. Exemple de corpuri care execută o mişcare de 
rotaţie sunt: rotorul unui electromotor, rotorul unei turbine, un volant, un arbore de 
transmisie, o uşă care se închide etc. 
 Dacă alegem convenabil originile celor două sisteme de axe (sistemul fix T1 
şi mobil T) în acelaşi punct O1 ≡ O şi axele Oz şi O1z1 ale celor două sisteme de 
axe în lungul axei de rotaţie a rigidului (fig.9.6) atunci rezultă formulele ce 
definesc a această mişcare: 10 0 kk,r ==      (9.30) 
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Aceste relaţii vectoriale sunt echivalente cu următoarele cinci relaţii scalare: 
  00000 000 ===== θψ ,,z,y,x     (9.31) 

Deci, în cazul mişcării de rotaţie, corpul are un singur grad de libertate 
cinematică şi corespunde  posibilităţii de a se roti în jurul  axei fixe. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Singurul parametru al mişcării este unghiul dintre axele Ox şi Ox1, adică : 
  )t(ϕϕ =          (9.32) 
 În aceste condiţii, avem următoarele relaţii: 
  rr =1   sau: kzjyixkzjyix ++=++ 111111    (9.33) 
 Proiectând versorii j,i  pe axele lui T1 de versori 11 j,i  (fig.9.7) se obţine: 
  ( ) ( ) 11 jsiniicosii ϕϕ += ; ( ) ( ) 11 jcosiisinij ϕϕ +−=  

sau ϕϕ sinjcosii 11 += ;  ϕϕ cosjsinij 11 +−=   (9.34) 
 Înlocuind (9.34) în (9.33) şi identificând se obţin ecuaţiile parametrice ale 
traiectoriei unui punct oarecare al corpului în mişcare de rotaţie: 
  zz;cosysinxy;sinycosxx =+=−= 111 ϕϕϕϕ   (9.35) 

Ecuaţiile parametrice ale traiectoriei pentru acest caz, se mai scriu matricial:
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 Relaţiile (9.35) împreună cu “legea orară a mişcării” (9.32) reprezintă 
ecuaţiile mişcării punctului în funcţie de coordonatele sale faţă de reperul mobil. 
 Din a treia ecuaţie a relaţiilor (9.35) rezultă că traiectoriile sunt curbe în 
plane perpendiculare pa axa Oz. 
 Dacă din primele două ecuaţii ale relaţiilor (9.35), se elimină parametrul ϕ, 
(ridicând la pătrat membru cu membru şi apoi însumând) se obţine: 
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  2222
1

2
1 zdyxyx =+=+        (9.36) 

ecuaţie ce reprezintă un cilindru circular drept, având ca axă de simetrie, axa fixă a 
rigidului, iar ca rază distanţa de la punct la axa fixă. 
 Relaţia z1 = z împreună cu (9.36) reprezintă ecuaţiile traiectoriei unui punct 
oarecare, adică un cerc situat într-un plan perpendicular pe axa fixă, cu centrul pe 
această axă şi cu raza egală cu distanţa dz a punctului până la această axă. 
Diferitele puncte ale rigidului descriu deci, cercuri concentrice cu centrele pe axa 
fixă, cercuri situate în plane paralele, perpendiculare pe axa fixă. 
 Distribuţia vitezelor  în mişcarea de rotaţie se determină din formula 
generală (9.16):  rvv ×+= ω01 ,   în care trebuie determinaţi vectorii ω,v0 . Din 
relaţia (9.30) rezultă: 00 =v        (9.37) 

şi deci: rv ×= ω1          (9.38) 
 Pentru determinarea vectorului ω  să derivăm mai întâi, în raport cu timpul, 
relaţiile (9.34) şi obţinem: 

( )
( ) ijsinicosj

;jjcosisini

⋅−=⋅+⋅⋅−=

⋅=⋅+⋅−⋅=

ϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ

!!!

!!!

11

11     (9.39) 

Pe de altă parte, deoarece 1kk = , avem 0=k! , iar expresia 
( ) ( ) ( )kjijikikj !!! ++=ω  , conduce la: kϕω !=   de unde rezultă că kω , adică 

ω  se poate scrie: kk ϕωω !==        (9.40) 
adică:  ωϕ =!          (9.41) 
 Rezultă că vectorul ω  are direcţia axei de rotaţie (Oz) şi scalarul egal cu 
viteza unghiulară ( ωϕ =! ) aceeaşi pentru toate punctele rigidului. Pentru aceste 
motive  ω  este denumit vectorul viteză unghiulară. Ţinând seama de (9.40) relaţia 
(9.38) devine : 

  jxiy
zyx

kji
v ωωω +−== 001       (9.42) 

 Pentru un punct oarecare P(x, y, z), rezultă următoarele proiecţii ale vitezei 
pe axele sistemului mobil T:  

 0111 ==−= zyx v,xv,yv ωω       (9.43) 

iar mărimea vitezei:   

zzyx dyxvvvv ⋅=+=++= ωω 222
1

2
1

2
11     (9.44) 

formulă care se regăseşte scriind mărimea produsului vectorial (9.38). 
  ( ) zz ddr,sinrrv ϕωωωω !==⋅=×=1    
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 Din expresiile proiecţiilor vitezei 1v  pe axele sistemului mobil, rezultă 
următoarele proprietăţi ale distribuţiei vitezelor într-o mişcare de rotaţie (fig.9.8): 
a. Singurele puncte în care viteza este nulă sunt cele care apaţin axei de rotaţie. 

Într-adevăr, egalând cu zero v1x şi v1y se obţine x = 0 , y = 0, care reprezintă 
ecuaţiile lui Oz. 

b. Vitezele sunt conţinute în plane normale pe axa de rotaţie Oz. Această 
proprietate rezultă din relaţia v1z = 0. 

c. Punctele situate pe o dreaptă paralelă cu axa de rotaţie au aceeaşi viteză. 
Această proprietate rezultă din faptul că în expresiile vitezelor v1x, v1y, v1z nu 
apare cota z a punctului, deci toate punctele care au o anumită abscisă x’ şi o 
anumită ordonată y’ au aceeaşi viteză. Aceste puncte se găsesc pe dreapta         
x = x’, y = y’, paralelă cu Oz. 

d. Pe o dreaptă (∆) care întâlneşte axa de rotaţie sub un unghi drept vectorul 
viteză variază liniar (vârfurile vectorilor viteză ale diferitelor puncte de pe (∆) 
se găsesc pe o dreaptă), scalarul său fiind proporţional cu distanţa de la punct la 
axa de rotaţie, iar direcţia sa făcând un unghi drept cu (∆). Această proprietate 
este conţinută în relaţia (9.44), regăsindu-se astfel rezultatul cunoscut de la 
mişcarea circulară a punctului material:  v = r ω. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Distribuţia acceleraţiilor  

Se studiază plecând de la relaţia generală (9.20): 
 ( )rraa ××+×+= ωωε01 ,  în care ţinând seama că în mişcarea de rotaţie: 

rv,v ×== ω10 0 ,    rezultă deci: 00 =a    şi  deci: 11 vra ×+×= ωε   (9.45) 
 Pe de altă parte, derivând în raport cu timpul relaţia (9.40): 
  kk εϕε == !!         (9.46) 
 Rezultă că vectorul ε  are direcţia axei de rotaţie Oz  şi scalarul egal cu 
acceleraţia unghiulară  εϕ =!! , aceeaşi pentru toate punctele rigidului. Pentru 
aceste motive ε  este denumit vectorul acceleraţie unghiulară.  
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În aceste condiţii, relaţia (9.45) se scrie: 

  

( ) ( ) jyxixya

:sau
xy

kji

zyx

kji
a

22
1

1

0
0000

ωεωε

ωω
ωω

−+−−=

−
+=

     (9.47) 

 Proiecţiile vectorului acceleraţie pe axele triedrului mobil T  vor fi 
  01

2
1

2
1 =−=−−= zyx a,yxa,xya ωεωε     (9.48) 

şi deci: 422
1

2
1

2
11 ωε +=++= zzyx daaaa      (9.49) 

 Un alt mod de interpretare a formulei (9.45) este acela de a considera 
acceleraţia unui punct având două componente:  
• acceleraţia de rotaţie sau tangenţială:   

rraa rott ×=×== εω!        (9.50) 
• acceleraţia axială (axipetă) sau normală: 
  ( ) 1vraa axn ×=××== ωωω       (9.51) 

Iar mărimile acestora devin (fig.9.9): 

  
( )
( ) zaxn

zrott

dv,sinvaa

dr,sinraa
2

11 ωωω

εεε

=⋅==

=⋅==
     (9.53) 

şi deoarece nt aa ⊥  rezultă: 4222
1 ωε +=+= znt daaa , aceeaşi cu formula (9.49). 

 Acest mod de abordare a studiului acceleraţiilor în mişcarea de rotaţie a 
rigidului conduce la concluzia că componentele nt a,a  sunt identice respectiv cu 
acceleraţia tangenţială şi acceleraţia normală de la mişcarea circulară a punctului 
material, deoarece şi în cazul rigidului în mişcarea de rotaţie, fiecare punct al lui 
(cu excepţia punctelor ce aparţin axei de rotaţie)  descrie un cerc (fig.9.9). 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

Rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţiei acceleraţiilor în mişcarea de 
rotaţie (fig.9.10): 
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a. Singurele puncte de acceleraţie nulă sunt cele care aparţin axei de rotaţie. 
Această afirmaţie rezultă din faptul că atât mărimile vectorilor axrot a,a   cât şi a 
vectorului 1a  depind de distanţa dz de la un punct la axa de rotaţie şi ca atare, 
acestea vor fi nule dacă dz = 0. 

b) Acceleraţiile sunt conţinute în plane normale pe axa de rotaţie, deoarece a1z= 0. 
c) Punctele situate pe o dreaptă paralelă cu axa de rotaţie au aceeaşi acceleraţie 

(fig.9.10), deoarece cota z a punctului nu apare în expresiile (9.48), deci toate 
punctele de pe dreapta AA’ au aceeaşi acceleraţie. 

d) Pe o dreaptă (∆) care întâlneşte axa de rotaţie sub un unghi drept, vectorul 
acceleraţie variază liniar (vârfurile vectorilor acceleraţie ai diferitelor puncte de 
pe (∆) se găsesc pe o dreptă, scalarul său fiind proporţional cu distanţa de la 
punct la axa de rotaţie, iar direcţia sa făcând un unghi constant (α = const.) cu 
dreapta (∆). Într-adevăr, dacă se consideră ca axă (∆) axa Ox, un punct oarecare 
de pe aceasta are coordonatele x = dz, y = 0, z = 0 şi  proiecţiile lui 1a  sunt: 

01
2

1
22

1 ==−=−=−−= zzyzx a,dyxa,dxya εωεωωε  

de unde rezultă formula (9.50) şi formula: 
.const/a/atg yy === 2ωεα       (9.53) 

În cazul în care vectorul acceleraţie unghiulară ε  este nul într-un interval de 
timp, rezultă ω = ct. şi mişcarea respectivă se numeşte mişcare de rotaţie 
uniformă. Dacă vectorul ε  este constant, mişcarea se numeşte mişcare de 
rotaţie uniform variată şi anume: uniform accelerată dacă εω ,  au acelaşi sens şi 
uniform întârziată dacă εω ,  au sensurile opuse.  

Dacă axa Oz nu coincide cu O1z1 atunci: kji zyx ωωωω ++= . 

 În construcţia de maşini, pentru maşinile rotative se cunoaşte de obicei 
turaţia n exprimată în rot/min. Legătura dintre viteza unghiulară şi turaţia n se 
obţine imediat considerând mişcarea efectuată într-un minut: 30/nπω =  (9.57) 
unde viteza unghiulară ω   se măsoară  rad/s, iar turaţia  n  în rot/min. 

A p l i c a ţ i a  1 
 Se consideră o placă de formă dreptunghiulară OABC ( OA = a  şi OC = b) 
care se roteşte cu viteza unghiulară constantă ω în jurul unei axe fixe care trece 
prin O şi este perpendiculară pe placă.  Să se calculeze vitezele şi acceleraţiile 
punctelor A şi B. 
  

Rezolvare 
 Aplicând formula: rv ×=ω1  

se obţine: jaOAv A ωω =×=1  

deci:  av,OAv AA ω=⊥ 11  ω ϕ  
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şi:  jaib
ba

kji
OBv B ωωωω +−==×=

0
001 , 

iar mărimea vitezei: 22
1 bav B +=ω  

 Aplicând formula acceleraţiei:  11 vra ×+×= ωε  
se obţine acceleraţia punctului A: 

iajajakiaka A
2

1 ωεωωε −=×+×=  

Întrucât  ω  = constant , avem ε = 0    şi deci  iaa A
2

1 ω−= ,   

adică :  OAaa,OAa AA ⋅==⊥ 22
11 ωω  

 Analog se obţine: 

  ( )jbiaa;
ab

kji
va BBB +−=

−
=×= 2

111

0
00 ωωω  

şi mărimea acceleraţiei:  

OBbaa B
2222

1 ωω =+= . 

 Mărimile vitezelor şi acceleraţiilor se pot obţine şi direct din expresiile lui 
1v  şi 1a  obţinute pentru mişcarea de rotaţie a rigidului. 

 

 A p l i c a ţ i a  2 
 Un paralelipiped având muchiile OA  = 3cm, OC = 4 cm, OO’ = 12 cm 
(fig.9.12) se roteşte uniform în jurul diagonalei  OB’ cu viteza unghiulară 
constantă ω = 26 rad/s. Se cere să se determine vitezele şi acceleraţiile colţurilor 
A şi B. 

Rezolvare 
Se aleg axele sistemului mobil în lungul 
muchiilor OA, OC şi OO’ ale 
paralelipipedului. 
Diagonala OB’ este suportul axei fixe O1z1. 
Viteza unui punct al rigidului se determină 
cu formula : rv ×=ω1 . 
Mai întâi se determină expresia analitică a 
vectorului ω  (adică componentele sale ωx, 
ωy, ωz) pe axele triedrului mobil Oxyz: 

'OB
'OB'OBversvers ωωωωω =⋅=⋅= . 
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  Ţinând seama că O(0, 0, 0),  B’(3, 4, 12)  şi  ω = 26 rad/s, avem: 

  kjikjikji 2486
13

124326
1243

124326
222

++=++=
++

++=ω  

 Vitezele punctelor A(3, 0, 0)  şi B(3, 4, 0) sunt: 

 kj
kji

OAv A 2472
003

24861 −==×=ω ;   ( ) 122
1 9752472 −=−+= scm,v A . 

 jj
kji

OBv B 7296
043

24861 +−==×=ω ;   122
1 1207296 −=+−= scm)(v B . 

 Acceleraţiile punctelor A(3, 0, 0)  şi B(3, 4, 0) se pot calcula cu formula 
(9.45) ţinând seama că  ε=0: 

2222
B1

1B1

2222
1

11

6329685764322880

5764322880
72960
2486

9757774321445760

4321445760
24720
2486

−

−

=++=

−−=
−

=×=

=++=

++−=
−

=×=

cms,a

;kji
kji

va

cms,a

;kji
kji

va

B

A

AA

ω

ω

  

 
 

 9.3.3. Mişcarea elicoidală (de rototranslaţie) 
 Un rigid efectuează o mişcare elicoidală dacă două puncte ale sale rămân tot 
timpul mişcării conţinute pe o dreaptă fixă în spaţiu; aceasta se numeşte axa 
mişcării elicoidale.  

În cazul acestei mişcări, corpul are două grade de libertate cinematică care 
corespund celor două posibitităţi de mişcare: de a se deplasa de-a lungul dreptei 
fixe şi de a se roti în acelaşi timp în jurul acestei drepte.  

Ca exemple de mişcări elicoidale putem cita: mişcarea unui şurub, mişcarea 
unui glonte în interiorul unei ţevi ghintuite, etc. 

Pentru studiul acestei mişcări se consideră un triedru fix T1 (O1x1y1z1) astfel 
încât axa O1z1 să coincidă cu axa mişcării elicoidale şi triedrul mobil T (Oxyz) 
solidar cu rigidul a cărui axă Oz coincide cu axa O1z1 (fig.9.13). 
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Spre deosebire de mişcarea de rotaţie, în 
această mişcare originea O a triedrului T se 
deplasează pe axa O1z1, deci vectorul 

OOr 10 =  este variabil ca mărime. Avem 
deci:  100 kk;rkr ==    (9.58) 

sau: 

 
00

00 00

==
==

θψ ,
,y,x

   (9.59) 

 Parametrii mişcării sunt: 
  )t();t(zz ϕϕ == 00   (9.60) 

 Ecuaţiile mişcării unui punct oarecare al rigidului în acest caz, rezultă din 
relaţia generală:  rrr += 01  unde,  pentru cazul particular al acestei mişcări, 
vectorii r,r,r 01 au forma: 
  kzjyixr;kzr;kzjyixr ++==++= 100111111    (9.61) 
 Ca şi în mişcarea de rotaţie se observă că versorii mobili k,j,i   se pot 
scrie:  11111 kk;cosjsinij;sinjcosii =+−=+= ϕϕϕϕ   (9.62) 
 Introducând expresiile (9.61) în relaţia: rrr += 01 , ţinând seama de (9.62) şi 
identificând,  se obţin ecuaţiile parametrice ale traiectoriei unui punct oarecare P 
(de coordonatele x, y, z faţă de T): 
  zzz;cosysinxy;sinycosxx +=+=−= 0111 ϕϕϕϕ  (9.63) 
sau matricial:  













⋅









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



 −
+













=












z
y
x

cossin
sincos

zz
y
x

100
0
0

0
0

01

1

1

ϕϕ
ϕϕ

 

 Ecuaţiile (9.63) împreună cu (9.60) reprezintă ecuaţiile parametrice ale 
mişcării unui punct oarecare al rigidului în mişcare elicoidală.  

Eliminând parametrul ϕ din primele două ecuaţii (9.63) se obţine: 
2222

1
2
1 zdyxyx =+=+        (9.64) 

unde dz  este distanţa de la un punct al rigidului până la axa fixă.  
Ecuaţia (9.64) reprezintă un cilindru circular drept, având ca axă dreapta fixă. 

Rezultă deci că diferite puncte ale rigidului se mişcă pe cilindri coaxiali, axa 
comună fiind axa mişcării elicoidale. 

 Distribuţia vitezelor în mişcarea elicoidală rezultă din formula (9.16):
  rvv ×+= ω01  
în care: 0v  este viteza originii sistemului mobil, care se deplasează pe axa fixă Oz: 
  1000 kzkvv !==         (9.65) 
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    vectorul ω  se determină din relaţia: ( ) ( ) ( )kjijikikj ⋅+⋅+⋅= !!!ω  

în care dacă se fac înlocuirile : 01 ==−== kk,ij,ji !!!!!! ϕϕ   (9.66) 

 se obţine:    kϕω !=         (9.67) 

adică 0νωω ,k   şi   deci kk ωωω ==      (9.68) 

şi prin urmare:   ϕω !=         (9.69) 

 Rezultă că vectorul ω  în mişcarea elicoidală, este vectorul viteză 
unghiulară ( ϕω != ) şi el este coliniar cu vectorul 0v  tot timpul mişcării. Ţinând 
seama de acestea putem scrie: 

  ,kzjxiy
zyx

kji
kzv 001 00 !! ++−=+= ωωω     (9.70) 

iar componentele vitezei în raport cu axele triedrului mobil  T sunt: 
  00111 vzv,xv,yv zyx ===−= !ωω      (9.71) 

 Mărimea vectorului viteză este: 

  2
0

22
0

2222
1

2
1

2
11 vvv)yx(vvvv rotzyx +=++=++= ω   (9.72) 

 Rezultă următoarele proprietăţi ale vitezei în mişcarea elicoidală: 
a) distribuţia de viteze se obţine prin suprapunerea a două câmpuri de viteze: 

unul specific unei mişcări de rotaţie în jurul axei Oz, cu viteza unghiulară ω 
( zrot dv ⋅= ω )  şi celălalt specific unei mişcări de translaţie în lungul axei O1z1 
( kzv 00 != ). Axa Oz  se numeşte axă de rototranslaţie: 

trrot vvkz)jxiy(v +=++−= 01 !ωω     (fig.9.14); 

b) nu există puncte ale rigidului de viteză nulă, deoarece componenta v1z este 
diferită de zero, iar punctele de pe axa mişcării au viteza minimă. Într-adevăr 
dacă în formula (9.72)  înlocuim  x = 0, y =0,  se obţine 01 vv

min
=  (fig.9.14); 

c) punctele situate pe o dreaptă BB’ (fig.9.14) paralelă cu axa mişcării elicoidale 
(având aceleaşi coordonate x,y), au vitezele egale, deoarece proiecţiile vitezei 
1v  (adică rotv ) nu depind de cota z, deci sunt aceleaşi pentru toate punctele care 

au aceeaşi abscisă x0 şi aceeaşi ordonată y0, iar x = x0 şi y = y0 sunt ecuaţiile 
unei drepte paralele cu axa Oz (axa mişcării elicoidale); 

d) pentru punctele situate pe o dreaptă (∆) care întâlneşte axa mişcării elicoidale 
sub un unghi drept, vectorul viteză variază liniar. Această afirmaţie este 
justificată de faptul că în formulele (9.71) componentele v1x , v1y şi v1z ale 
vitezei sunt liniare în coordonatele x şi y.  
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Distribuţia acceleraţiilor 
 Distribuţia acceleraţiilor  în cazul mişcării elicoidale se studiază folosind 
relaţia generală: ( )rraa ××+×+= ωωε01  

unde: kava 000 == !         (9.73) 
este acceleraţia originii sistemului de axe mobil faţă de cel fix, iar din faptul 
că kωω =  şi εω =!  rezultă că acceleraţia unghiulară este paralelă cu 
vectorul ω : kkk ϕωεε !!! ===        (9.74) 

 Deci relaţia generală: ( )rraa ××+×+= ωωε01  devine: 

  
0

000001

ωω
ωε

xy

kji

zyx

kji
kaa

−
++=  

sau:  ( ) ( ) kajyxixya 0
22

1 +−+−−= ωεωε     (9.75) 
de unde rezultă componentele vectorului acceleraţie pe axele sistemului mobil: 
  01

2
1

2
1 aa,yxa,xya zyx =−=−−= ωεωε    (9.76) 

şi mărimea vectorului acceleraţie: 

  
( )( )

( ) 2
0

242
1

2
0

22422
1

2
1

2
11

ada

ayxaaaa

z

zyx

+⋅+=

+++=++=

ωε

ωε
     (9.77) 

 Se observă că componentele a1x şi a1y sunt la fel ca în mişcarea de rotaţie iar 
componenta a1z = a0 este la fel ca în mişcarea de translaţie, deci  (9.75) se mai 
scrie:  .translrot aaa +=1 . 
 Rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţiei acceleraţiilor în mişcarea 
elicoidală: 
a) distribuţia acceleraţiilor se obţine prin suprapunerea a două câmpuri de 

acceleraţii: unul corespunzând unei mişcări de rotaţie în jurul axei Oz 
( jaiaa yxrot 11 += , unde : a1x= aax,  a1y =arot) şi celălalt corespunzând unei 
mişcări de translaţie în lungul axei Oz (a1z= atransl= a0); 

e) proiecţia acceleraţiei pe direcţia axei de rotaţie elicoidale este constantă (nu 
depinde de coordonatele punctului) ; 
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b) în general, nu există nici un punct al rigidului de acceleraţie nulă iar punctele 
de pe axa mişcării elicoidale au acceleraţia minimă. Într-adevăr, făcând în 
relaţia (9.77) x = 0, y = 0  se obţine 01 aa

min
= , adică acceleraţiile punctelor 

rigidului de pe axa mişcării elicoidale; 
c) punctele situate pe o dreaptă BB’ paralelă cu axa mişcării elicoidale 

(fig.9.15), au acceleraţii egale (deoarece proiecţiile acceleraţiei nu depind de 
cota z); 

d) pentru punctele situate pe o dreaptă (∆) perpendiculară pe axa mişcării 
elicoidale acceleraţiile variază liniar. Această afirmaţie este o consecinţă a 
faptului că expresiile  componentelor acceleraţiilor a1x, a1y, şi a1z (9.76) sunt 
liniare în coordonatele x şi y. 

 
A p l i c a ţ i e.   Mişcarea unui şurub. 

 Un caz particular al mişcării elicoidale este acela în care există o relaţie de 
proporţionalitate între deplasarea pe axa mişcării elicoidale z0=z0(t) şi unghiul 
ϕ=ϕ(t)  de forma: z0 = Cϕ   (C = constantă)     
     (a) Această mişcare de şurub a rigidului are un singur grad de libertate. 
Dacă se consideră mişcarea unui şurub faţă de o piuliţă fixă, atunci pentru C> 0  
corespunde şurubului drept, iar pentru C < 0  corespunde şurubului stâng. 
 Derivând succesiv în raport cu timpul relaţia (a): 
  ϕϕ !!!!!! Cz,Cz == 00              (b) 
sau:  εω Ca,Cv == 00                       (c) 
 Pentru determinarea constantei C (care este în funcţie de pasul p al 
şurubului) se observă că la o rotaţie completă a şurubului  ϕ = 2π  acesta 
înaintează cu distanţa z0 = p. Înlocuind această condiţie în relaţia (a) avem: 
p=C⋅2π  de unde rezultă: π2/pC = , iar relaţiile (c) care dau viteza şi acceleraţia 

devin:  ε
π

ω
π 22 00

pa,pv == .                     (d) 

Se cere viteza şi acceleraţia unui punct de pe periferia unui şurub M16 care 
se roteşte cu turaţia constantă: n = 15 rot/min. (pentru M16 ,  pasul este: p =2mm).   

Elementele cinematice care trebuiesc determinate sunt: 

  
0

2
1

2

0
230

15
30

000 ====

===⋅=⋅=

va,s/mmpv

,s/radn

!

!

π
ω

εωπππω
         (e) 

 Viteza punctului de pe periferia şurubului este deci: 
  ( ) ( ) s/mm,//vdv z 576122128 222

0
22

1 =+=+= πω ,           (f) 
 Acceleraţia punctului de pe periferia şurubului (având numai o componentă 
normală) este:   

( ) 2222
1 7419228 s/mm,/da z ==== ππω .                  (g) 
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 9.3.4. Mişcarea plan - paralelă (plană) 
 Un corp rigid are o mişcare plan - paralelă (sau plană) dacă trei puncte 
necoliniare ale sale sunt conţinute tot timpul mişcării într-un plan fix din spaţiu. 
Consideraţii geometrice elementare arată că toate punctele rigidului coplanare cu 
cele trei puncte, rămân de asemenea conţinute în planul fix din spaţiu. 
 Ca exemple de mişcări plan-paralele putem cita: mişcarea bielei ce leagă 
pistonul de manivela roţii, mişcarea roţii unui vehicul pe un drum rectiliniu, etc. 
 În acest caz, corpul are trei grade de libertate cinematică care corespund 
celor trei posibilităţi de deplasare: două translaţii independente în planul fix (două 
grade de libertate) şi o rotaţie în jurul unui ax propriu, perpendicular pe planul fix 
(un grad de libertate).  

Se poate deci afirma că mişcarea de rotaţie cu axă fixă şi mişcarea de 
translaţie într-un plan, sunt două cazuri particulare de mişcări plan-paralele. 
 Pentru studiul mişcării se consideră un triedru fix T1 (O1x1y1z1) astfel încât 
axele O1x1 şi O1y1, să se găsească în planul considerat fix şi un triedru mobil T 
(Oxyz) solidar cu rigidul, ale cărui axe Ox şi Oy se găsesc de asemenea în planul 
fix (fig.9.16).  

Se impun deci condiţiile: 

10 0 kk,z == . 

Dar relaţia 1kk =  echivalează cu 
relaţiile scalare:  00 == θψ ,  

Mişcarea rigidului este cunoscută, 
dacă se determină coordonatele x0 şi 
y0 ale originii triedrului mobil în 
raport cu triedrul fix şi unghiul ϕ 
dintre axele O1x1 şi Ox, adică cele trei 
funcţii scalare: 

)t(),t(yy),t(xx ϕϕ === 0000

care reprezintă parametrii mişcării sau 
ecuaţiile orare ale mişcării (şi 
corespund celor trei grade de libertate 
cinematică ) 

Ecuaţiile mişcării unui punct oarecare al corpului (adică ecuaţiile 
traiectoriilor) se obţin pornind de la relaţia vectorială: rrr += 01 , care în cazul de 
faţă are forma particulară:  

kzjyixr,jyixr,kzjyixr ++=+=++= 101001111111     

şi deoarece: 11111 kk;cosjsinij;sinjcosii =+−=+= ϕϕϕϕ   (9.78) 
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această relaţie vectorială conduce la ecuaţiile parametrice ale traiectoriilor: 
 zz;cosysinxyy;sinycosxxx =++=−+= 10101 ϕϕϕϕ   (9.79) 

sau matricial: 

 












⋅














 −
+













=












z
y
x

cossin
sincos

y
x

z
y
x

100
0
0

0
0

0

1

1

1

ϕϕ
ϕϕ

    (9.80) 

Din aceste relaţii, rezultă următoarele proprietăţi ale traiectoriilor 
diferitelor puncte: 

a) traiectoriile diferitelor puncte depind de parametrii  mişcării x0, y0 şi ϕ. 
b) toate punctele se mişcă în plane paralele cu planul fix. 
c) toate punctele situate pe o paralelă la Oz descriu traiectorii identice. Deci 

pentru a cunoaşte mişcarea în orice plan, este suficient să se studieze mişcarea 
în planul xOy. 

  
Distribuţia vitezelor în mişcarea plan-paralelă  
Se studiază cu ajutorul relaţiei generale (9.16) a distribuţiei de viteze: 

  rvv ×+= ω01  

unde: jvivv oyox +=0         (9.81) 

este viteza originii O  a triedrului T  din  planul  fix, 

iar în expresia:  ( ) ( ) ( )kjijikikj ⋅+⋅+⋅= !!!ω      (9.82) 

se înlocuieşte:  01 ==−== kk,ij,ji !!!!!! ϕϕ      (9.83) 

şi conduce la:  kk ωϕω == !   şi  deci:  ϕω !=      (9.84) 

 Deci, vectorul ω  păstrează aceeaşi expresie ca şi în mişcarea de rotaţie. În 
mişcarea plan-paralelă viteza unui punct oarecare se scrie: 

  ( ) ( )jxviyv
zyx

kji
jvivv oyxyx ωωω ++−=++= 0001 00   (9.85) 

 Componentele vectorului 1v  pe axele sistemului mobil,  sunt deci: 

  








=
+=
−=

01

01

01

z

yy

xx

v
xvv
yvv

ω
ω

        (9.86) 
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 Din aceste expresii rezultă următoarele proprietăţi ale distribuţiei de viteze: 
a) vitezele diferitelor puncte sunt paralele cu planul fix; 

b) există în general puncte a căror viteză este nulă; dacă notăm cu ξ, η, ζ 
coordonatele unui asemenea punct, ele sunt soluţiile sistemului: 

  
ξω
ηω

+=
−=

y

x

v
,v

0

0

0
0

        (9.87) 

     din care rezultă coordonatele punctului de viteză nulă faţă de sistemul mobil: 

  ==−= ζ
ω

η
ω

ξ ,v,
v

xy 00 arbitrar      (9.88) 

Punctele rigidului care au viteză nulă se găsesc deci pe o dreaptă paralelă cu Oz. 
Acestă dreaptă poartă numele de axă instantanee de rotaţie, iar punctul din 
planul xOy, care are viteza zero poartă numele de centru instantaneu de rotaţie. 
El se notează în continuare cu I; 

c) distribuţia de viteze într-o mişcare plan paralelă este identică cu cea de la 
mişcarea de rotaţie, ca şi când rigidul s-ar roti în jurul axei instantanee de 
rotaţie. Într-adevăr, dacă se face o translaţie de axe în centrul instantaneu de 
rotaţie, definită de formulele:   zz,yy,xx ′=+′=+′= ηξ . 

       avem pentru v1x şi v1y expresiile: 

  yvyv)y(vv x
xxx ′−=−′−=+′−= ω

ω
ωωηω 0

001    (9.89) 

  x
v

xv)x(vv y
yyy ′=−′+=+′+= ω

ω
ωωξω 0

001    (9.90) 

 Rezultă expresii analoage cu cele de la mişcarea de rotaţie: 
  0111 =′=′−= zyx v,xv,yv ωω   

 Observaţie. Se face precizarea că rigidul nu se roteşte în jurul axei 
instantanee de rotaţie. Această axă este în mişcare atât faţă de triedrul fix cât şi 
faţă de triedrul mobil, deoarece ξ şi η date de (9.88) sunt în general funcţii de 
timp, deci sunt variabile. 
 

Baza şi Rostogolitoarea 
 Locul geometric al centrului instantaneu de rotaţie I în raport cu sistemul 
de referinţă mobil este o curbă denumită Rostogolitoare (sau Centroidă mobilă), 
iar locul geometric al centrului instantaneu de rotaţie I în raport cu sistemul de 
referinţă fix este o curbă denumită Bază (sau Centroidă fixă). 

Ecuaţiile parametrice ale Rostogolitoarei sunt:     
ω

η
ω

ξ xy v,
v

00 =−=   (9.91) 
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Ecuaţiile parametrice ale Bazei, conform 
definiţiei, se pot obţine din ecuaţiile (9.80), 
unde coordonatele (x, y, z) faţă de triedrul 
mobil se înlocuiesc cu (ξ, η, 0), iar 
coordonatele faţă de triedrul fix  (x1 , y1 , z1 )  
cu  (ξ1, η1, 0):  

01

01

01

=
++=
−+=

ζ
ϕηϕξη
ϕηϕξξ

cossiny
sincosx

 (9.92) 

sau înlocuind relaţiile (9.91) se obţine: 

01
00

01
0

01 =+−=−−= ζϕ
ω

ϕ
ω

ηϕ
ω

ϕ
ω

ξ ;cosvsin
v

y;sinvcos
v

x xyoxy  (9.93) 

 Ecuaţiile  (9.92)  pot  fi  deduse  direct (geometric) din fig.9.17, unde 
centrul instantaneu de rotaţie I , este exprimat prin proiecţiile lui în raport cu 
triedrul fix (ξ1, η1)  şi în raport cu triedrul mobil (ξ, η). 
 Centroida fixă şi centroida mobilă sunt două curbe plane tangente în 
punctul I, iar în timpul mişcării plane centroida mobilă se rostogoleşte fără 
alunecare peste centroida fixă. 
 Pentru determinarea poziţiei centrului instantaneu de rotaţie, se pot utiliza, 
atât procedee geometrice (folosind proprietăţile distribuţiei de viteze din mişcarea 
plană), cât şi procedee analitice. 

S-a arătat la mişcarea de rotaţie că vectorul viteză este normal pe rază iar 
scalarul său este proporţional cu raza. Rezultă de aici că dacă se cunosc direcţiile 
vitezelor în două puncte oarecare A şi B (fig.9.18.a) ale unui rigid aflat în mişcare 
plană, atunci centrul instantaneu de rotaţie I se află la intersecţia normalelor duse 
în A şi B pe suporturile celor două viteze.  

Dacă se cunoaşte deci scalarul vitezei unui punct (de exemplu A), se poate 

determina viteza unghiulară ω cu ajutorul formulei 
IA
vA=ω  şi odată determinată 

aceasta, se poate afla viteza oricărui alt punct. De exemplu viteza punctului B va 

fi: 
IA
vIBIBv A

B ⋅=⋅= ω         (9.94) 
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În figura 9.18.b se arată cazul când suporturile vitezelor celor două puncte 
A şi B sunt paralele şi atunci normalele la aceste suporturi vor fi şi ele paralele. 
Centrul instantaneu se va găsi la infinit. În acest caz distribuţia de viteze în 
momentul considerat este cea corespunzătoare mişcării de translaţie. 
 În figura 9.18.c. se arată cazul când suporturile vitezelor sunt normale pe 
AB. În acest caz, orice punct al dreptei AB poate fi centru instantaneu. Pentru 
determinarea poziţiei lui este necesar să se cunoască nu numai direcţiile vitezelor 
vA şi vB ci şi scalarii lor. Folosind proprietatea de variaţie liniară a vitezelor în 
lungul razei, se găseşte centrul instantaneu la intersecţia lui AB cu dreapta ce 
uneşte vârfurile vectorilor Av  şi Bv . 

 Observaţie.  Dacă în loc de curbele descrise de centrul instantaneu de 
rotaţie, în raport cu sistemul de referinţă fix, respectiv în raport cu cel mobil, se 
consideră suprafeţele generate de axele instantanee de rotaţie faţă de aceleaşi 
sisteme, se obţin două suprafeţe cilindrice: una fixă (axoidă fixă) şi alta mobilă 
(axoidă mobilă) care se rostogoleşte fără să alunece peste cea fixă.  

      A p l ic a ţ i e  
Problema lui Cardan 
O bară AB = 2L (fig.9.21) se deplasează în 
plan, rezemându-se cu extremităţile A şi B 
pe două ghidaje care fac între ele un unghi 
de π/2. Se dă viteza vA punctului A, care este 
constantă.  Se cer:   Baza, Rostogolitoarea 
şi distribuţia de viteze. 

        Rezolvare: 
1. Soluţia geometrică 
Se alege sistemul de coordonate O1x1y1 şi 
sistemul mobil Oxy ca în figura 9.21 (O=A).  

Unghiul ϕ este parametrul mişcării (variabil în timp). Centrul instantaneu de 
rotaţie I  se află la intersecţia perpendicularei în A pe vA, cu perpendiculara în B  pe 
Oy1. Ecuaţiile parametrice ale Bazei sunt: 

ϕηϕξ cosLAIBO;sinLAO 22 1111 =====  
Eliminând parametrul ϕ se obţine ecuaţia implicită a Bazei:   22

1
2
1 2 )L(=+ηξ , 

adică este ecuaţia unui cerc cu centrul în O1 şi rază 2L. 
 Ecuaţiile parametrice ale Rostogolitoarei sunt: 

 




+======
=====

)(cosLcosLcoscosIADIAE
sinLsincosLsinsinIAAD

122
22

2
1

1

ϕϕϕηϕη
ϕϕϕϕηϕξ

 

 Eliminând parametrul ϕ se obţine ecuaţia implicită a Rostogolitoarei: 
222 L)L( =−+ ηξ care este un cerc cu centrul pe axa Ox: C(0, L) şi de rază L. 
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 2. Soluţia analitică 
 La acelaşi rezultat se ajunge dacă se folosesc ecuaţiile parametrice (9.91) şi 
(9.93). Pentru aceasta se admite că bara AB pleacă din poziţia iniţială care 
corespunde lui ϕ = 0. Deci legea de mişcare a originii sistemului de coordonate 
mobil O ≡ A este:  

ϕsinLxx A 20 ==  
       Derivând în raport cu timpul această expresie se obţine vO ≡ vA: 
  ϕωϕϕ cosLcosLxvv AA 220 =⋅⋅=== !!  

de unde rezultă: 
ϕ

ω
cosL
v

2
0= . 

Proiecţiile pe axele sistemului mobil ale vitezei originii sunt:  
ϕϕ sinvv,cosvv yx 0000 −== ,   

iar coordonatele originii sistemulul mobil în raport cu sistemul de referinţă fix 
sunt:   02 00 == y,sinLx ϕ  . 
 Deci ecuaţiile parametrice ale Rostogolitoarei conform (9.91) se scriu:

  
)(cosLcosL

v
cosLvv

sinL
v

cossinLvv

x

y

1222

22

2

0

2
00

0

00

+=⋅=⋅==

⋅=⋅=−=

ϕϕϕ
ω

η

ϕϕϕ
ω

ξ
 

 adică:  )(cosL;sinL 122 +== ϕηϕξ   
Ecuaţiile parametrice ale Bazei conform ecuaţiilor  (9.93) se scriu: 

     
)coscos(sinLcosLcossinLcossiny

sin)(cosLcossinLsinLsincosx
ϕϕϕϕϕϕηϕξη

ϕϕϕϕϕϕηϕξξ
2232

01

01

222
1222

+=+=++=
+−+=−+=

 

adică: 
ϕηϕξ cosL;sinL 22 11 ==  

 
Distribuţia de viteze se obţine cu ajutorul centrului instantaneu de rotaţie I. 

Viteza unghiulară în jurul lui I  este: ωϕ
ϕ

Ω ==== !
cosL
v

IA
v AA

2
   

şi are sensul dat de direcţia lui Av .Viteza unui punct oarecare M  aparţinând lui  
AB are mărimea: Ω⋅= IMvM şi este perpendiculară pe IM  şi sensul dat de Ω. 

Observaţie 
 În cazul acestei probleme există şi o soluţie geometrică elementară. Figura 
O1AIB, fiind un dreptunghi, rezultă că din punctul I  bara AB se vede în orice 
moment sub un unghi de 900, deci locul geometric al lui I  faţă de bara AB  
(rostogolitoarea) este un cerc construit pe segmentul AB ca diametru.  

Faţă de sistemul fix se observă că distanţa IO1 =AB =2L este constantă. (ca 
diagonale ale dreptunghiului O1AIB). Centrul instantaneu I găsindu-se la o distanţă 
fixă de O1 locul geometric al lui I (baza)  este un cerc cu centrul în O1 , de rază 2L. 
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Studiul vectorial al vitezelor în mişcarea plan-paralelă 
 Se consideră două puncte A şi B ale unui corp în mişcarea plană, care 
aparţin planului mobil xOy (fig.9. 19) . Dorim să găsim o relaţie vectorială între 
vitezele acestor două puncte.  

Pentru aceasta se aplică relaţia distribiuţiei de viteze : rvv ×+= ω01  pentru 
cele două puncte A şi B:   

OBvv;OAvv BA ×+=×+= ωω 00 . 
Dacă scădem cele două relaţii membru cu membru se obţine: 
 ABvvsau);OAOB(vv ABAB ×+=−×=− ωω    (9.95)  
Aceasta este relaţia lui Euler pentru viteze în mişcarea plan-paralelă a 

rigidului. Relaţia (9.95) se mai scrie:    
BAAB vvv +=         (9.96)  

unde : ABvBA ×=ω  este viteza punctului B al rigidului faţă de punctul A  
presupus fix şi (conform definiţiei produsului vectorial) este perpendiculară pe 
vectorii ω  şi AB  (fig.9. 20). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Dacă în particular punctul A coincide cu centrul instantaneu de rotaţie I  
(care are viteza nulă 0== IA vv ), din relaţia (9.95) rezultă: 

IBvB ×= ω         (9.97) 
Această relaţie confirmă proprietatea c) a distribuţiei de viteze: la un 

moment dat este aceeaşi cu cea de la mişcarea de rotaţie cu axă fixă, în jurul axei 
instantanee de rotaţie.  

Utilizând metoda vectorială se poate deduce poziţia centrului instantaneu de 
rotaţie I . Astfel înmulţind vectorial la stânga cu ω  relaţia (9.97), se obţine:  

IB)IB()IB(vB
2ωωωωωω −⋅=××=×  

Dar întrucât IB⊥ω  avem: 0=⋅ )IB(ω şi rezultă:  

02 =−× BIvB ωω        (9.98) 
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de unde:  2ω
ω BvBI ×=  deci: 

ωω

πω
B

B vsinv
BI =

⋅⋅
=

2
2    (9.99) 

Pe baza relaţiei (9.99), se poate stabili o regulă practică de determinare a 
poziţiei centrului instantaneu de rotaţie I: acesta se găseşte în planul mişcării, pe 
perpendiculara dusă din punctul B pe Bv  la distanţa ω/vBI B= , în sensul dat de 
vectorul Bv rotit cu 90o în sensul lui ω  (fig. 9.20).  

În continuare problema se rezolvă conform  celor  prezentate  la metoda 
grafo - analitică  de  determinare a centrului instantaneu de rotaţie. 

 
Distribuţia acceleraţiilor în mişcarea plan-paralelă 
În mişcarea plan-paralelă distribuţia acceleraţiilor se studiază cu ajutorul 

formulei generale (9.20): 
( )rraa ××+×+= ωωε01              (9.100) 

unde: jaiava yx 0000 +== !    este acceleraţia originii sistemului mobil 
iar vectorul acceleraţie unghiulară este :  kk εωωε === !!           (9.101) 

 În acest caz rezultă: 

  
0

0000001

ωω
ωε

xy

kji

zyx

kji
jaiaa yx

−
+++=  

sau:  ( ) ( ) jyxaixyaa yx
2

0
2

01 ωεωε −++−−=            (9.102) 

iar proiecţiile acceleraţiei pe axele triedrului mobil sunt: 
  01

2
01

2
01 =−+=−−= zyyxx a;yxaa;xyaa ωεωε          (9.103) 

 Rezultă următoarele proprietăţi ale câmpului de acceleraţii în mişcarea plan 
paralelă: 
a) acceleraţia oricărui punct al rigidului este cuprinsă într-un plan paralel cu 

planul fix al mişcării Oxy (deoarece  a1z=0,  conform 9.103); 
b) acceleraţiile punctelor care se găsesc pe o dreaptă perpendiculară pe planul 

fix (deci care are aceleaşi coordonate x şi y) sunt egale ca mărime, direcţie şi 
sens. 

c) în general există puncte de acceleraţie nulă, care se găsesc pe o dreaptă 
paralelă cu axa Oz; în planul Oxy există un singur asemenea punct şi care se 
numeşte polul (centrul) acceleraţiilor (şi se notează cu J).   
Coordonatele  punctului de acceleraţie nulă J (u,v) trebuie să satisfacă relaţiile : 

  vua;uva yx
2

0
2

0 00 ωεωε −+=−−=            (9.104) 

     de unde rezultă : 24
0

2
0

24
00

2

εω
ωε

εω
εω

+
+

=
+
−

= yxyx aa
v,

aa
u          (9.105) 
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Din relaţiile (9.105) se observă că centrul acceleraţiilor este un punct care îşi 
schimbă tot timpul poziţia (întrucât a0x şi a0y sunt în general funcţii de timp). 

d) distribuţia acceleraţiilor într-o mişcare plană este identică cu cea de la 
mişcarea de rotaţie, în jurul unei axe normale la planul fix şi care trece prin 
polul acceleraţiilor J.  
 Într-adevăr, efectuând o translaţie a sistemului mobil, definită de relaţiile:  

x = x’+u,  y = y’+v,  z = z’             (9.106) 
astfel încât originea noului sistem să coincidă cu polul acceleraţiilor J, 
componentele acceleraţiei (relaţiile 9.103) devin: 

  
( ) ( )
( ) ( ) 2

01

2
01

ωε
ωε

vyuxaa
uxvyaa

xy

xx

+′−+′+=
+′−+′−=

             (9.107) 

unde înlocuind u şi v cu expresiile lor din (9.105) şi efectuând calculele şi 
simplificările respective, se obţin expresiile: 

  2
1

2
1 ωεωε yxa;xya yx ′−′=′−′−=             (9.108) 

care sunt analoage cu cele obţinute la mişcarea de rotaţie, întrucât se poate 
scrie:  24

1
2

1
2

1 εω +′=+= zyx daaa unde: 22 )'y()'x(dz +=′  
În general J  şi  I  sunt două puncte diferite. 
Determinarea grafo-analitică a polului acceleraţiilor  

 Pentru determinarea grafo-analitică a polului acceleraţiilor se foloseşte 
proprietatea d) adică distribuţia instantanee de acceleraţii este identică cu cea a 
unei mişcări de rotaţie în jurul polului (centrului) acceleraţiilor J. Se consideră 
cunoscute: acceleraţia Aa  a unui punct A al rigidului, viteza unghiulară ω  şi 
acceleraţia unghiulară ε  (unde ωε != ). 

Dacă presupunem cunoscute: poziţia punctului J 
(adică distanţa AJ)  şi unghiul ϕ  (fig.9.22) (care 
de fapt sunt tocmai necunoscutele care trebuiesc 
determinate), la fel ca în mişcarea de rotaţie se 
descompune acceleraţia Aa  în cele două 
componente: normală v

Aa  şi tangenţială τ
Aa  ale 

căror mărimi au expresiile:   
εω τ ⋅=⋅= AJa,AJa A

v
A

2 ;          (9.109)  
avem evident: 

( )422222 ωετ +=+= AJ)a()a(a A
v
AA            (9.110) 

de aici rezultă formula de calcul a mărimii lui  JA:  
42 ωε +

= Aa
JA          (9.111) 

şi a unghiului dintre direcţiile a A  şi JA:  22 ω
εϕ

ω
εϕ

τ

=⇒
⋅
⋅== tg

JA
JA

a
atg v

A

A       (9.112) 

Se observă că unghiul ϕ şi acceleraţia ε au acelaşi sens. 
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        Pe baza relaţiilor (9.111) şi (9.112) se poate determina grafic centrul 
acceleraţiilor şi acceleraţia unui punct arbitrar  M, astfel: 
• prin punctul A se duce o dreaptă înclinată faţă de Aa  cu unghiul  ϕ a cărei 

mărime se calculează cu relaţia (9.112); unghiul ϕ se ia în acelaşi sens cu 
acceleraţia unghiulară ε; 

• pe această dreaptă se determină centrul acceleraţiilor J, cu ajutorul relaţiei 
(9.111);  

• Odată determinat centrul acceleraţiilor, acceleraţia unui punct arbitrar M 
(fig.9.22) se detremină ca în mişcarea de rotaţie în jurul punctului J , cu viteza 
unghiulară ω şi acceleraţia unghiulară ε,  calculând cele două componente cu 
ajutorul relaţiilor: εω τ ⋅=⋅= MJa,MJa M

v
M

2  
 
 
    Studiul vectorial al acceleraţiilor în mişcarea plan-paralelă 
 Se consideră două puncte A şi B aparţinând planului mobil xOy (fig.9.23.a). 
Se presupune cunoscută acceleraţia Aa  a punctului A şi se cere să se exprime 
acceleraţia Ba  a punctului B în funcţie de Aa  . 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Aplicând formula acceleraţiei din mişcarea generală a rigidului pentru cele 

două puncte:  
( )OAOAaaA ××+×+= ωωε0              (9.113) 

  ( )OBOBaaB ××+×+= ωωε0  
şi ţinând seama de formula de exprimare analitică a produsului dublu vectorial a 
trei vectori: ( ) ( ) ( )cbabcacba ⋅−⋅=×× , se obţin expresiile pentru acceleraţiile 
punctelor A şi B: 
  ( ) OAOAOAaaA ⋅−⋅⋅+×+= 2

0 ωωωε             (9.114) 

  ( ) OBOBOBaaB ⋅−⋅⋅+×+= 2
0 ωωωε  
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Întrucât :    0=⋅OAω  şi  0=⋅OBω , rezultă deci: 

  OAOAaaA ⋅−×+= 2
0 ωε  ;   OBOBaaB ⋅−×+= 2

0 ωε           (9.115) 
scăzând membru cu membru rezultă: 

( ) ( )OAOBOAOBaa AB −×+−−=− εω2               (9.116) 
de unde se deduce formula lui Euler pentru acceleraţii în mişcarea plan - 

paralelă: 
 ABABaa AB ×+−= εω2               (9.117) 

care se mai poate scrie şi astfel: BAAB aaa +=              (9.118) 
unde:   τ

BA
v
BABA aaa +=                (9.119)

 este acceleraţia punctului B faţă de A (ca şi cum punctul A ar fi fix), cu  
cele două componente:  
• acceleraţia normală a punctului B faţă de punctul A: 

  ABa v
BA

2ω−=                  (9.120) 

de mărime 
AB
vABa BAv

BA

2
2 ==ω , paralelă cu AB, iar sensul de la B spre A. 

• acceleraţia tangenţială a punctului B faţă de punctul A:  
ABaBA ×=ετ                    (9.121) 

de mărime  ABaBA ετ = , perpendiculară pe AB, iar sensul dat de ε . 
 Dacă în particular punctul A coincide cu polul acceleraţiilor J, adică 

0== JA aa , atunci relaţia lui Euler se scrie mai simplu: 

 JBJBaB ×+−= εω2               (9.122) 
Această relaţie exprimă vectorial, faptul că la un moment dat distribuţia de 

acceleraţii în mişcarea plan - paralelă se obţine ca în mişcarea de rotaţie în jurul 
centrului acceleraţiilor J (fig. 9.23.b). 
 Acceleraţiile MBA a,a,a   au aceeaşi înclinare faţă de razele JA, JB şi JM, 
de unghi ϕ , dat de relaţia :  

2222 ω
ε

ω
ε

ω
ε

ω
εϕ

τ

=
⋅

⋅=
⋅

⋅=
⋅

⋅==
JM
JM

JB
JB

JA
JA

a
atg v            (9.123) 

 Centrul acceleraţiilor J poate fi determinat şi vectorial. Înmulţind relaţia 
(9.122) cu ω2 şi apoi vectorial cu ε  se obţine: 
  0242 =×+− )BJ(BJaB εωωω             (9.124) 

  ( ) 022 =−×−× BJBJaB εεωε              (9.125) 
şi însumând aceste două relaţii rezultă: 
  ( ) 0422 =+−×+ BJaa BB ωεεω              (9.126) 
de unde:  
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42

2

ωε
εω

+
×+= BB aaBJ               (9.127) 

Dacă în particular B ≡ O şi se proiectează relaţia vectorială (9.127) pe axele 
sistemului Oxy, se regăsesc relaţiile (9.105) adică coordonatele  (u, v)  ale 
centrului acceleraţiilor  J :   

24
0

2
0

24
00

2

εω
ωε

εω
εω

+
+

=
+
−

= yxyx aa
v,

aa
u . 

  

Aplicaţie  
 Se consideră mecanismul manivelă-piston din fig. 9.24.a, într-o poziţie 
particulară. Manivela are lungimea OA=10 L, biela AB=60 L  iar distanţa      
AC=20 L (cm). Manivela OA se roteşte cu viteza unghiulară )s(,OA

1
051 −= ωω  şi 

acceleraţia unghiulară )s(OA
22

02 −= ωε , având sensurile indicate în figură.  
Se cere să se determine:  BABCCBBAA ,,a,v,a,v,a,v Aεω . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rezolvare: 
 Distribuţia de viteze este dată în fig. 9.24.b şi avem: 

)cms(LOAv OAA
1

015 −=⋅= ωω  
Cunoscând direcţia vitezelor vA şi vB se poate determina poziţia centrului 

instantaneu de rotaţie I (la intersecţia perpendicularelor pe suporturile celor două 
viteze) şi se scriu relaţiile: 
• pentru viteza unghiulară a bielei, care este orientată în sensul indicat de 

vitezele vA şi vB:    )s(
cosAB
v

IA
v AA

AB
1

00 6
3

30
−=== ωω  

• pentru viteza punctului B: 
)cms(LsinABIBv ABABB

1
0

0 3530 −=⋅=⋅= ωωω  
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• pentru viteza punctului C,  care este orientată în sensul indicat ABω  

)cms(L,cosBIBCBIBCICv ABABC
1

0
022 410602 −=⋅−+⋅=⋅= ωωω  

 Distribuţia acceleraţiilor este dată în fig. 9.24.c şi se poate scrie: 
• pentru acceleraţia punctului A:   

υτ
AAA aaa += , unde: 

2
0

22
0 52220 ωωωε υτ L,OAa;LOAa OAAOAA =⋅==⋅=

)cms(L,)a()a(a AAA
22

0
22 130 −=+=⇒ ωτυ  

• pentru acceleraţia punctului B:   
υτυτ
BABAAAB aaaaa +++=         (a) 

unde: ABaBA⊥
τ este acceleraţia tangenţială a lui B faţă de A şi este orientată în 

sensul dat de ABε , iar ABaBA
υ este acceleraţia normală a lui B faţă de A fiind 

orientată dinspre B spre A: AB → ; aceste acceleraţii au expresiile: 

)cms(LABa ABBA
22

0
2 5 −=⋅= ωωυ

AB
aABa BA

ABABBA

τ
τ εε =⇒⋅=   (b) 

Proiectând relaţia vectorială (a)  pe axele sistemului de referinţă considerat în 
fig. 9.24.c se obţine: 

υυτ
BAAAB asinacosacosa ++−= 000 606030      (c) 

τυτ
BAAAB acosasinasina −+= 000 606030      (d) 

 Din relaţiile (c) şi (d) se obţin respectiv: 

       ( ) )cms(L,asinacosa
cos

a BAAAB
22

0
00

0 3
3105226060

30
1 −







−=++−= ωυυτ  

       )cms(LaBA
22

06
370 −= ωτ , iar din relaţia (b) se obţine: )s(AB

22
036

37 −= ωε  

• pentru acceleraţia punctului C:   
υτυτ
CACAAAC aaaaa +++=         (e) 

unde: ABaCA⊥
τ este acceleraţia tangenţială a lui C faţă de A şi este orientată în 

sensul dat de ABε , iar ABaCA
υ este acceleraţia normală a lui C faţă de A fiind 

orientată dinspre C spre A: AC → ; aceste acceleraţii au expresiile: 
)cms(L,ACa ABCA

22
0

2 71 −=⋅= ωωυ ; )cms(L,ACa ABCA
22

086 −=⋅= ωετ  
Proiectând relaţia vectorială (e)  pe axele sistemului din fig. 9.24.c se obţine: 

)cms(L,asinacosaa CAAACX
22

0
00 2116060 −=++−= ωυυτ  

)cms(L,acosasinaa CAAACY
22

0
00 8216060 −=−+= ωτυτ  

 prin urmare: )cms(L,aaa CYCXC
22

0
22 524 −=+= ω . 
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Planul vitezelor şi al acceleraţiilor  
 Se consideră un corp care execută o mişcare plană (de exemplu biela AB a 
unui mecanism patrulater) pentru care se cunosc viteza şi acceleraţia punctului A, 
precum şi direcţia vitezei punctului B (tangentă la cercul cu centrul în B0, fig. 
9.25) Distribuţia de viteze pentru acest element se poate determina grafic cu 
ajutorul relaţiilor lui Euler:   ABvcu,vvv BABAAB ×=+= 2ω  

Planul vitezelor (fig.9.26) este figura 
formată din vectorii BA vsiv  
aplicaţi în acelaşi punct pv, numit 
polul vitezelor.  
Se alege pentru această reprezentare o 

scară a vitezelor: 
)ap(

v
k

v

A
v = 







mm
s/m . 

Cu ajutorul acestei reprezentări se 
poate rezolva grafic ecuaţia vectorială   

BAAB vvv += unde s-a subliniat cu  
două linii vectorii cunoscuţi atât ca 
modul cât şi ca direcţie, iar cu o linie 
vectorii cunoscuţi numai ca direcţie: 

;ABv;BBv BAB ⊥⊥ 0  astfel se pot 
determina modulele acestor viteze. 

Distribuţia de acceleraţii pentru elementul triunghiular (având ca latură AB) 
se poate determina grafic cu ajutorul relaţiilor lui Euler: 

ABa,ABa;BBa,BBa;aaaaa v
BA

v
BA

v
B

v
BBA

v
BAABB ×=−=×=−=++=+ 2

2
2030

2
3 εωεωττυ  

Planul acceleraţiilor (fig.9.27) este figura 
formată din vectorii CBA asia,a  aplicaţi 
în acelaşi punct pa, numit polul 
acceleraţiilor. Se alege pentru această 
reprezentare o scară a acceleraţiilor: 

)'ap(
a

k
a

A
a = 







mm
s/m 2

. 

Cu ajutorul acestei reprezentări se poate 
rezolva grafic ecuaţia vectorială:   

ττυτυ
BA

v
BAAABB aaaaaa +++=+ ,  

unde s-a subliniat cu  două linii vectorii cunoscuţi atât ca modul cât şi ca direcţie, 
iar cu o linie vectorii cunoscuţi numai ca direcţie:  ;ABa;BBa BAB ⊥⊥ ττ

0 se 
reprezintă la scară suma vectorilor cunoscuţi cu metoda poligonului, începând din 
polul acceleraţiilor, pentru fiecare membru al ecuaţiei şi încheind cu trasarea 
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direcţiilor vectorilor necunoscuţi ca modul. La intersecţia celor două direcţii se 
obţine punctul b’ care permite determinarea grafică a necunoscutelor problemei. 
Cu ajutorul mărimilor ττ

BAB a,a  se pot determina acceleraţiile necunoscute 

32 εε si . 

9.3.5. Mişcarea rigidului cu punct fix 
 Pentru studiul mişcării rigidului cu un punct fix se va utiliza un triedru fix 
T1 (O1x1y1z1) şi un triedru mobil T (Oxyz) solidar cu rigidul, ale căror origini 
coincid cu punctul fix (O1 = O)  (fig.9.28). Rezultă că un punct oarecare M al 
rigidului se mişcă pe o sferă cu centrul în O şi de rază OM, de aceea această 
mişcare se mai numeşte şi sferică. Punctul O fiind fix, rigidul efectuează numai 
rotaţii. Din alegerea sistemelor de axe T1 şi T (O1 = O) rezultă:   

 00 =r   ( 000 000 === z,y,x )         (9.128) 
deci vectorii de poziţie ai punctului M 
coincid tot timpul: rr =1 . 
În această mişcare corpul are trei grade de 
libertate cinematică care corespund    celor 
trei posibilităţi de a se roti în jurul celor trei 
axe care trec prin punctul fix. Parametrii 
acestei mişcări sunt unghiurile lui Euler 
(fig.9.28): 

)t();t(;)t( ϕϕθθψψ ===         (9.129) 
 Se observă că traiectoriile diferitelor puncte sunt curbe pe sfere concentrice 
(cu centrul în punctul fix) cu raze egale cu distanţele punctelor la punctul fix. 

 Distribuţia vitezelor în mişcarea cu un punct fix 
Distribuţia vitezelor în mişcarea cu puct fix se obţine din relaţia generală 

(9.16): rvv ×+= ω01    unde viteza originii lui T  faţă de T1  este nulă: 00 =v   şi  
prin urmare: rv ×=ω1                 (9.130) 
 Întrucât în mişcarea rigidului cu punct fix viteza unghiulară este un vector 
de mărime şi direcţie variabilă care  se scrie:  

kji zyx ωωωω ++=               (9.131) 
relaţia (9.130) devine: 
  ( ) ( ) ( ) kxyjzxiyzrv yxxzzy ωωωωωωω −+−+−=×=1          (9.132) 
deci proiecţiile vitezelor pe axele triedrului mobil T sunt:    
  xyv;zxv;yzv yxzxzyzyx ωωωωωω −=−=−= 111          (9.133) 
 Punctele de viteză nulă ( 01 =v ) se pot determina din ecuaţia vectorială: 
  0=× rω                 (9.134) 
care, reprezentă chiar condiţia de colinearitate a vectorilor ω  şi r  şi  are soluţia 
generală:  ωλ=r                        (9.135) 
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sau:  
zyx

zyx
ωωω

==                (9.136) 

 Rezultă că au viteză nulă la un moment dat, numai punctele situate pe o 
dreaptă (∆) care trece prin O şi este paralelă cu ω . 
 Existând deci în orice moment o dreaptă (∆) ale cărei puncte au viteze zero, 
distribuţia de viteze este identică cu cea din cazul mişcării de rotaţie ca şi cum 
rigidul s-ar roti în jurul axei (∆) ce coincide cu vectorul ω  (fig.9.28). 
 Această axă poartă numele de axă instantanee de rotaţie şi ea descrie în 
timpul mişcării, faţă de triedrul mobil T (legat de corpul de mişcare), un con care 
se numeşte conul  polodic (axoida mobilă), iar faţă de triedrul fix T1, un alt con 
numit conul herpolodic (axoida fixă). Conul polodic se rostogoleşte în tot timpul 
mişcării fără să alunece, peste conul herpolodic fix, tangenta lor comună fiind axa 
instantanee de rotaţie (∆).  
 
 Distribuţia acceleraţiilor în mişcarea cu un punct fix 
 

 Distribuţia acceleraţiilor în mişcarea cu un punct fix se obţine din relaţia 
generală (9.20):  

( )rraa ××+×+= ωωε01  
unde înlocuind acceleraţia punctului fix O:  a0 = 0 , rezultă 
  ( )rra ××+×= ωωε1               (9.137) 
După cum s-a văzut anterior, în cazul rigidului cu un punct fix, ω este un vector de 
modul şi direcţie variabilă:  

kji zyx ωωωω ++=               (9.138) 
 În privinţa acestui vector nu se face nici o restricţie în afară de faptul că 
suportul său trece prin punctul fix O. În consecinţă, rezultă că derivata acestuia 

ωε !=  este un vector al cărui suport este diferit de cel al lui ω . 
 Pentru calculul componentelor acceleraţiilor a1x, a1y, a1z ale unui punct 
oarecare al rigidului, se ţine seama de expresiile celor doi vectori:    

kji zyx ωωωω ++=                      (9.139) 
şi             kji zyx εεεε ++=                         (9.140) 

Rezultă: 

 

)(z)(y)(xa

)(z)(y)(xa

)(z)(y)(xa

yxxzyyxzz

xzyxzzyxy

yxzzyxzyx

22
1

22
1

22
1

ωωεωωεωω

εωωωωεωω

εωωεωωωω

+−++−=

−++−+=

++−++−=

         (9.141) 

  
 Pentru a se găsi eventualele puncte de acceleraţie nulă, se face a1x = a1y =  
a1z = 0.  În afară de soluţia banală (x=y=z=0) şi cea corespunzătoare colinearităţii 
vectorilor r,ω  şi ε ,  nu mai există alte puncte de acceleraţie nulă. 
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CAPITOLUL  10 

MIŞCAREA  RELATIVĂ  A  PUNCTULUI  
MATERIAL  ŞI  A  RIGIDULUI 

 
 

 10.1.   Cinematica mişcării relative a punctului 
 10.1.1. Generalităţi. Definiţii. 
 Este cunoscut faptul că un observator nu poate constata în timp schimbarea 
sau păstrarea poziţiei unui punct (sau a unui solid rigid) în spaţiu, decât controlând 
continuu poziţia acestuia faţă de un anumit reper (triedru), pe care în timpul 
observaţiei sale îl consideră în mod convenţional fix. Reperul presupus fix se mai 
numeşte şi reper preferenţial.  
 Sunt însă situaţii în practică când mişcarea unui punct (sau a unui continuu 
rigid de puncte) faţă de un anumit reper (fix) poate fi analizată mai comod, 
utilizând unul sau mai multe repere intermediare, în mişcare unul faţă de altul şi 
deci şi faţă de reperul considerat fix. În această situaţie se află, de exemplu, un 
observator de pe Pământ, care urmărind zborul interplanetar al unei nave cosmice 
vrea să determine elementele cinematice ale mişcării navei (traiectorie, viteză, 
acceleraţie) în raport cu Soarele (ca reper fix). 
 În mişcarea relativă a punctului material intervin trei noţiuni importante: 
a) Mişcarea absolută este mişcarea punctului în raport cu reperul fix. Se numeşte 

viteză (respectiv acceleraţie)  absolută, viteza (respectiv acceleraţia) punctului 
în această mişcare. 

b) Mişcarea relativă este mişcarea punctului în raport cu reperul mobil. Se 
numeşte viteză (respectiv acceleraţie) relativă, viteza (respectiv acceleraţia) 
punctului în această mişcare. 

c) Mişcarea de transport este mişcarea în raport cu reperul fix a unui punct 
solidar cu reperul mobil, care coincide cu punctul a cărui mişcare se studiază. 
Se numeşte viteză (respectiv acceleraţie) de transport, viteza (respectiv 
acceleraţia) punctului solidar cu reperul mobil. Aceste mărimi se determină cu 
ajutorul expresiilor generale cunoscute de la studiul mişcării rigidului : 

  
)r(raa

rvv
××+×+=

×+=
ωωε

ω

01

01  

şi reprezintă mişcarea pe care ar avea-o punctul în fiecare moment, dacă ar 
înceta mişcarea lui relativă (s-ar solidariza cu sistemul mobil). 
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Exemplu 
Să presupunem un punct P care se mişcă în interiorul unui tub OA,  care la 

rândul lui se roteşte în jurul punctului O1 în planul fix O1x1y1 (fig.10.1) cu vitexa 
ω . Dorim să determinăm mişcările absolută, relativă şi de transport  ale 
punctului. 

Pentru aceasta se consideră triedrul fix 
T1(O1x1y1z1) şi un triedru mobil T 
(Oxyz), solidar cu tubul OA astfel încât 
O să coincidă cu originea O1 , iar axa Ox 
să coincidă cu axa tubului.  

a) Mişcarea absolută este mişcarea 
punctului faţă de triedrul fix T1. Punctul 
deplasându−se pe axa Ox, iar această 
axă rotindu−se, punctul va descrie în 
faţă de triedrul fix o curbă  gen spirală;  

 
b) Mişcarea relativă  este mişcarea punctului faţă de triedrul mobil T(Oxyz) şi 

este o mişcare rectilinie după  axa Ox; 
c) Mişcarea de transport este mişcarea punctului P solidar în fiecare moment cu 

triedrul mobil T(Oxyz). În această mişcare, punctul nu se mai deplasează pe Ox 
ci descrie un arc de cerc de rază OP. Viteza şi acceleraţia din mişcarea de 
transport vor fi deci cele de la mişcarea circulară a puctului material, adică:
  OPOPa;OPv tt ×+−=×= εωω 2 . 

 

 10.1.2. Derivata absolută şi relativă a unui vector 
 Fie un triedru fix T1 (O1x1y1z1) şi unul mobil T(Oxyz) şi un vector oarecare 

)t(U  (fig.10.2), care poate fi definit fie prin proiecţiile sale atât pe axele triedrului 
mobil T (având versorii axelor k,j,i ): 

kUjUiUU zyx ++=   (10.1) 

fie prin proiecţiile  lui  pe  axele triedrului fix T1: 
(având versorii axelor 111 k,j,i ): 

 111111 kUjUiUU zyx ++=   (10.2) 

 Există relaţia  vectorială evidentă: 

111111 kUjUiU zyx ++ = 

kUjUiU zyx ++=   (10.3) 

Derivând în raport cu timpul această relaţie  
rezultă: 
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( ) ( )kUjUiUkUjUiUkUjUiU zyxzyxzyx
!!!!!!!!! +++++=++ 111111  (10.4) 

 Termenii din primul membru al acestei egalităţi reprezintă derivata 
vectorului U  faţă de triedrul fix. Aceasta se numeşte derivata absolută a 
vectorului U  şi se notează cu: 

  111111 kUjUiUU
dt
Ud

zyx
!!!! ++==       (10.5) 

 Termenii din prima paranteză din membrul al doilea al egalităţii (10.4) 
reprezintă derivata vectorului U  calculată în raport cu triedrul mobil ca şi cum 
acest triedru ar fi fix (deci presupunând versorii k,j,i  constanţi). Aceasta se 
numeşte derivata relativă sau derivata  locală  a vectorului U  şi se notează în 
continuare (în mod convenţional)  cu: 

  kUjUiU
t

U
zyx
!!! ++=

∂
∂        (10.6) 

Se notează cu A  a doua paranteză din membrul al doilea al egalităţii (10.4): 

kUjUiUA zyx
!!! ++=        (10.7) 

Ţinând seama că orice vector a se poate exprima prin proiecţiile sale        
(ax, ay, az), unde: kaa,jaa,iaa zyx ⋅=⋅=⋅=  şi conform relaţiilor şi 
notaţiilor  (9.3), (9.9) şi (9.10) avem: 

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) jikkkjjkiikkkjkikk

ikkkjjjjjiijkjjjijj

kjkkijjiiiikijiiii

xyzyx

zxzyx

yzzyx

ωω

ωω

ωω

−=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=

−=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=

−=⋅+⋅+⋅=⋅+⋅+⋅=

!!!!!!!

!!!!!!!!

!!!!!!!

 Derivatele de mai sus se mai pot scrie: 

kjik

j
kji

ikj;i
kji

kji

xy

zyxzxzyxyz

×=−=

×==−=×==−=

ωωω

ωωωωωωωωωωωω

!

!!

010001  

 Înlocuind aceste expresii în (10.7) rezultă: 
  ( ) UkUjUiUA zyx ×=++×= ωω      (10.8) 
şi prin urmare, relaţia dintre derivata absolută şi derivata relativă a unui vector 
U  se scrie :  

U
t

U
dt
Ud ×+= ω

∂
∂       

unde s-a notat: 

( ) ( ) ( )kjijikikj ⋅+⋅+⋅= !!!ω       (10.9) 
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 Observaţii 
a) Dacă un vector este invariabil legat de un triedru mobil, derivata sa absolută 

este în general diferită de zero. Într-adevăr, deoarece în aceste caz, derivata 
relativă (sau locală) este nulă ( )0=t/U ∂∂  ,  rezultă: 0≠×= UU ω!   

b) Conform regulii de derivare (10.9) derivata absolută a vectorului ω , este: 

ωω
∂
ω∂ωω ×+==
tdt

d!    sau:  
ttd

d
∂
ω∂ω =                    (10.10) 

Aşadar, oricare ar fi mişcarea triedrului mobil faţă de cel fix, derivata absolută 
a vectorului ω  va fi egală cu derivata sa locală;   
notând cu ωε !=  avem:   111111 kjikji zyxzyx ωωωωωωε !!!!!! ++=++= . 

c) Dacă triedrul mobil se translatează faţă de triedrul fix, adică 0=ω , derivata 

absolută a vectorului U  va fi egală cu derivata sa locală:  
t

U
dt
Ud

∂
∂= . 

  

10.1.3. Compunerea vitezelor în mişcare relativă 
 

Problema fundamentală în mişcarea relativă 
a punctului material este determinarea 
mişcării absolute a unui punct material dacă 
se cunoaşte mişcarea lui  în raport cu un 
triedru mobil T  şi mişcarea triedrului T  în 
raport cu un triedru  fix T1, adică elementele 
cinematice în mişcarea absolută a lui P faţă 
de T1 (viteza şi acceleraţia absolută). 
Mişcarea punctului P faţă de triedrul mobil 
T este definită de legea de variaţie a 
vectorului de poziţie ca funcţie de timp 

)t(rr =   sau   x = x(t);   y = y(t);  z = z(t),  
adică se cunosc coordonatele (x, y, z)  
punctului  P  faţă de triedrul mobil T.  

• Să presupunem că mişcarea lui T  în raport cu T1  este cunoscută, fiind definită 
prin viteza  0v  a originii O a lui T  şi de vectorul ω .  

• Dacă notăm  cu 1r   vectorul  de  poziţie  al  punctului  P  în raport cu T1 şi cu 0r  
vectorul de poziţie al originii lui T  în  raport  cu T1 , conform fig.10.3,  rezultă: 

  rrr += 01                  (10.11) 
Derivând relaţia (10.11) în raport cu timpul avem:      rrr !!! += 01  . 
Ţinând seama că vectorului r  i se aplică regula de derivare  (10.9) se obţine: 
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  r
t
rrr ×++= ω

∂
∂

01
!!                (10.12) 

      Punând în evidenţă viteza absolută, relativă şi de transport definite anterior se 
constată că:  
• avr =1! reprezintă viteza absolută, sau viteza punctului în raport cu triedrul T1; 

• rv
t
r =

∂
∂  , viteza relativă, adică derivata relativă a vectorului r  ; 

• tvrr =×+ω0
!  , viteza de transport a punctului P, adică viteza punctului solidar 
cu triedrul mobil T, având vectorul de poziţie r  (fig.10.3), ca şi la mişcarea 
generală a rigidului,  unde  00 vr =! reprezintă viteza originii O a lui T  în  raport 
cu T1; 

Cu aceste notaţii şi interpretări relaţia (10.12) devine: 
   tra vvv +=                (10.13) 

unde:  rvv;
t
rv tr ×+== ω

∂
∂

0              (10.14) 

 Relaţia (10.13) este formula fundamentală pentru compunerea vitezelor în 
mişcarea relativă. Ea arată că viteza absolută a unui punct este egală cu suma 
vectorială dintre viteza relativă şi viteza de transport. 
 
 

 10.1.4.  Compunerea acceleraţiilor în mişcarea relativă 
 Dacă se derivează în raport cu timpul relaţia (10.13) scrisă sub forma: 
  rvvv ra ×++= ω0 ,    
avem:  rrvvv ra

!!!!! ×+×++= ωω0  
şi ţinând seama că vectorii r  şi rvt/r =∂∂  sunt doi vectori definiţi prin 
componentele lor pe axele triedrului mobil T , avem: 

  





×+×+×++





×+= r

t
rrvv

t
vv r

r
a ω

∂
∂ωωω

∂
∂ !!!!

0           (10.15) 

în care grupând termenii se obţin expresii având următoarele semnificaţii: 
• aa arv == 1

!!!  , acceleraţia absolută  a punctului P  în raport cu T1; 

• r
r a

t
r

t
v ==

2

2

∂
∂

∂
∂ , acceleraţia relativă sau derivata relativă a vitezei relative; 

• ( ) tarra =××+×+ ωωε0 , acceleraţia punctului solidar cu triedrul mobil 
având vectorul de poziţie r  care coincide, în momentul considerat, cu punctul 
material P  şi se numeşte acceleraţia de transport ; 
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• cr av =×ω2  , acceleraţia complementară Coriolis reprezintă  o acceleraţie 
care apare datorită efectului combinat al celor două mişcări: cea de transport şi 
cea relativă. 

În expresiile acceleraţiilor de mai sus avem: 
• 000 arv == !!!  ,  acceleraţia originii triedrului mobil  T; 

• εω=! ,  acceleraţia unghiulară a triedrului mobil T; 
 Relaţia (10.15) se mai scrie: 
  ctra aaaa ++=   unde:             (10.16) 

 ( ) rctr va,rraa,
t
ra ×=××+×+== ωωωε

∂
∂ 202

2

          (10.17) 

 Relaţia (10.16) reprezintă formula fundamentală pentru compunerea 
acceleraţiilor în mişcarea relativă a punctului material. Ea arată că acceleraţia  
absolută a unui punct este egală cu suma vectorială dintre acceleraţia relativă, 
acceleraţia de transport şi acceleraţia Coriolis. 
  

Observaţie 
 În afară de cazul banal 0=rv , acceleraţia Coriolis se mai anulează când 

0=ω , adică atunci când triedrul mobil execută în raport cu triedrul fix o mişcare 
de translaţie şi când mişcarea relativă a punctului material se face astfel încât 
viteza lui relativă vr  rămâne tot timpul paralelă cu vectorul ω  (de exemplu cazul 
în care un punct se deplasează pe generatoarea unui cilindru care roteşte în jurul 
axei sale). 
  

Aplicaţie 
 Se reconsideră exemplul din paragraful 10.1.1., adică un tub OA care se 
roteşte în jurul capătului O al său.  În acelaşi timp un punct material P (de 
exemplu, o bilă) se deplasează în tub după legea OP=0,5 a0t2.  Rotirea tubului se 
face în planul fix O1x1y1 după legea 2

050 t, εϕ = .  
Se cere să se determine viteza şi acceleraţia absolută ale punctului la momentul t. 
       Rezolvare. 

Originile celor două triedre se aleg astfel 
încât să coincidă ( )OO ≡1 . Tubul OA se ia în 
planul fix  x1O1y1   iar axa mobilă Ox  de-a 
lungul tubului, deci axele O1z1 şi Oz coincid 
(fig.10.4). 
În aceste condiţii vectorii εω ,,a,v,r,r 000  
au următoarele expresii analitice:  
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.k,ktk

,a,v,r,itar

00

000
2

0 000
2
1

εωεεϕω ====

====

!!

 

 Expresiile analitice ale componentelor vitezei absolute, se scriu: 

( ) jta)ik(taitaktrv;ita
t
rv tr 222

1 3
00

3
002

000

εεεω
∂
∂ =×=





×=×===  

deci viteza absolută va fi: 

( )
4

1
2
1

2
1

2
1

4

2
0

00

2
3

00
2

0

3
000

3
000

ttatatav

tav,tav;jtaitavvv

a

ayaxtra

+=




+=

==+=+=

ε
εε

εε
 

 Reprezentarea acestor componente este dată în fig.10.5.a. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Expresiile analitice ale componentelor acceleraţiei absolute sunt: 

 ia
t
rar 02

2

==
∂
∂  

 
( ) ( ) jtaitaktva

itajta)r(ra

rc

t

2
0000

42
00

2
00

222
2
1

2
1

εεω

εεωωε

=×=×=

−=××+×=
  

Reprezentarea acestor componente este dată în fig.10.5.b. şi deci, acceleraţia 
absolută va fi: 
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 10.2. Dinamica mişcării relative a punctului 
 Se ştie că principiile mecanicii clasice, aşa cum au fost ele enunţate de 
Newton, sunt verificate în raport cu un sistem de referinţă presupus fix. Acest 
lucru este valabil şi pentru principiul fundamental al dinamicii:  

Fam =                         (10.18) 
unde a  este acceleraţia punctului material faţă de un reper fix, deci acceleraţia 
absolută a punctului în înţelesul strict al cuvântului, iar F  este rezultanta forţelor 
active şi a forţelor de legătură (în cazul unui punct material eliberat de legături, în 
baza axiomei legăturilor):  

 )leg()a( FFF +=                    (10.19) 
 Întrucât un observator oarecare nu poate sesiza decât mişcarea relativă a 
unui punct material în raport cu un reper oarecare mobil în care el se află (reper 
aflat în mişcare faţă de un reper “fix”) utilizarea relaţiei de mai sus, sub formula 
(10.18), faţă de acest reper, nu mai poate fi corectă (ea putând fi cel mult acceptată 
ca o relaţie aproximativă), deoarece în membrul întâi a  este acceleraţia relativă a 
punctului.  

În continuare, ne propunem să găsim modul în care trebuie corectată ecuaţia 
(10.18) atunci când ea este scrisă în raport cu un sistem mobil. În acest scop vom 
folosi expresia acceleraţiei absolute stabilită în cinematica mişcării relative, adică 
relaţia (10.16) completată cu relaţiile (10.17). Din (10.16) avem: 
  ctar aaaa −−=                (10.20) 

şi multiplicând această relaţie cu masa m se obţine: 
  ctar amamamam −−=               (10.21) 
 Relaţia (10.21) reprezintă o primă formă de scriere a ecuaţiei de mişcare a 
punctului material în raport cu un sistem mobil şi deoarece  Fam a =  relaţia (10.21) 
devine: ctr amamFam −−=               (10.22) 

Expresiile tma−  şi cma−  reprezintă două forţe pe care le vom nota, în cele 
ce urmează cu: ( )[ ],rramamF tt ××+×+−=−= ωωε0           (10.23)
   rcc vmamF ×−=−= ω2              (10.24) 
 Ecuaţia (10.22) se poate scrie sub forma: 
  ctr FFFam ++=                (10.25) 
 Se observă că, în raport cu un sistem de referinţă mobil ecuaţia 
fundamentală  a dinamicii se corectează cu cei doi termeni complementari, ale 
căror expresii date de (10.23), (10.24) şi au dimensiunile unor forţe: aceştia sunt 
denumiţi respectiv: forţa complementară de transport tF  şi forţa complementară 
Coriolis cF . Riguros vorbind, tF  şi cF  nu sunt forţe în sensul în care au fost ele 
definite, deoarece nu corespund unor acţiuni mecanice reale exercitate asupra 
punctului material. 
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 O problemă foarte importantă, care se pune în legătură cu forţele 
complementare în mişcarea relativă, este aceea de a vedea dacă există repere 
mobile faţă de care aceste forţe complementare sunt nule. În acest caz ecuaţia de 
mişcare va fi de aceeaşi formă ca şi în cazul mişcării absolute a punctului material: 

Fam r =                 (10.26) 
 Aceasta înseamnă că trebuie să fie îndeplinită condiţia: 
  ( )[ ] 020 =×+××+×+−=+ rct vrramFF ωωωε            (10.27) 

oricare ar fi viteza rv  . 
Rezultă deci următoarele condiţii care trebuiesc îndeplinite: 
 0=ω   ( 0=ε )   şi   000 == ra !!              (10.28) 

      Reciproc, dacă aceste condiţii sunt îndeplinite, ecuaţia de mişcare va fi 
(10.26). Deci, condiţia necesară şi suficientă pentru ca ecuaţia lui Newton să 
rămână invariabilă (având aceeaşi formă pentru studiul mişcării) este ca triedrul 
mobil la care se raportează mişcarea, să aibă o mişcare de translaţie ( 0=ω ), 
rectilinie ( 0=ν

ta ) şi uniformă ( τ
ta =0). 

 Astfel de triedre mobile se numesc în Mecanică sisteme inerţiale. Un 
exemplu de acest gen ar fi un sistem de axe de coordonate cu originea în centrul 
Soarelui şi axele paralele cu trei direcţii invariabile dacă presupunem că mişcarea 
absolută a Centrului Soarelui este rectilinie şi uniformă. 
 Se observă că orice reper, care se mişcă rectiliniu şi uniform faţă de un reper 
inerţial este tot un reper inerţial. Se constată că atât existenţa reperului preferenţial 
(fix) cât şi a reperului inerţial este ipotetică. Totuşi, poate fi declarat ca reper 
inerţial un reper preferenţial, faţă de care relaţia Fam r =  se verifică în mod practic 
(cu o bună aproximaţie), cu ajutorul celor mai bune mijloace de măsură de care 
dispunem la ora actuală. 
 

A p l i c a ţ i a  1 
 Se consideră un tub OA în care se mişcă fără frecare un punct material  P (o 
bilă) de masă m. În acelaşi timp bara se mişcă în jurul punctului O cu viteza 
unghiulară ω de mărime constantă şi având direcţia axei Oz. Să se studieze 
mişcarea punctului material şi să se determine reacţiunile tubului asupra punctului 
P, dacă la momentul iniţial (t=0) punctul se află la distanţa (x=x0) faţă de O şi are 
viteza nulă (v0=0). 

Rezolvare 
 Se aleg axele triedrului fix T1(O1x1y1z1) şi mobil T(Oxyz) ca în figura 10.6. 
Forţa ce acţionează asupra punctului material este greutatea proprie gmG =  şi 
forţele de legătură (reacţiunile) 1N  şi 2N  perpendiculare pe Ox ( 1N  este paralelă 
cu Oz, iar 2N  paralelă cu Oy).  Din fig. 10.6 se observă  că se poate scrie: 
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care înlocuite în relaţiile  (10.14) conduc 
la expresiile vitezelor: 
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(mişcarea de transport este o mişcare uniformă pe un cerc de rază r = x). 
Conform relaţiilor (10.17) se obţin acceleraţiile: 

 ( )
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 Expresiile forţelor conform (fig.10.6) sunt: 
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 Ecuaţia fundamentală a mişcării relative (10.25): ctr FFFam ++= , 
devine în acest caz:  

jxmixmjNkNkgmixm !!! ωω 22
21 −+++−=  

care proiectată pe axele triedrului mobil conduce la următoarele trei ecuaţii: 
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Prin rezolvarea ecuaţiei: 02 =− xx ω!!  se obţine o soluţie de forma 
tt eCeCx αα −+= 21  , unde C1 şi C2 sunt două constante de integrare, care se determină 

punând condiţiile iniţiale: (x(0) =x0 şi v(0) =0), obţinându-se astfel ecuaţia 
mişcării: 

tshxx;tchx)ee(xx tt ωωωωω
00

0

2
==+= − ! . 

Din a treia ecuaţie rezultă reacţiunea: ;tshxmN ωω 0
2

2 2=  

Reacţiunea totală N a tubului asupra punctului material este dată de: 
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A p l i c a ţ i a  2 .  Efectul forţelor complementare asupra  
vehiculelor care se deplasează la suprafaţa Pământului 
Un vehicul M de greutate G parcurge un drum după direcţia unui meridian 

terestru, de la ecuator spre polul nord, cu viteza constantă vr. În acelaşi timp, 
Pământul se roteşte în jurul axei sale N-S cu viteza unghiulară constantă ω . Se 
cere să se determine mărimile forţelor complementare faţă de un reper preferenţial 
care se translatează odată cu Pământul în jurul soarelui.   

 Rezolvare:   
 Conform fig.10.7 trebuie să determinăm 

expresiile forţelor complementare: Ft - forţa 
de transport  şi FC - forţa Coriolis. 
Mişcarea zilnică a Pământului în jurul axei 
sale N-S cu viteza unghiulară constantă 
ω=constant ( Ozω ) este în acest caz 
mişcarea de transport. Vehiculul descrie în 
această mişcare un cerc de rază 

λcosRM'Or ⋅== , unde R este raza 
Pământului, iar λ  este latitudinea la care se 
află la un moment oarecare t (fig. 10.7). 

.kcosvisinvv
;k;ksinRicosRr

rrr λλ
εωωλλ

+=
==+= 0

 

Componentele acceleraţiei de transport ta  sunt: 
  icosR)r(a;ra tt λωωωε υτ 20 −=××==×= ,  deci i)cosR(aa tt λωυ 2−== ,  

Deci forţa complementară de transport va fi: i)cosR(mamF tt λω2=−= . 
Datorită faptului că vehiculul M  se deplasează după un meridian terestru, 

de la ecuator spre polul nord, cu viteza relativă rv ,va apare acceleraţia 
complementară Coriolis Ca  având expresia: rC va ×= ω2 , fiind perpendiculară pe 
planul format de vectorii rv  şi  ω  şi orientată ca în fig. 10.7. 

Prin urmare ( ) jsinv)jcosvisinv(ka rrrC λωλλω ⋅−=+×= 22  
Deci forţa complementară Coriolis va fi: ( ) jsinvmamF rCC λω2=−= .  
Mărimile celor două forţe complementare sunt:  

λω cosRmFt
2= ,   respectiv λω sinvmF rC 2=  . 

Dacă se consideră următoarele date numerice : 

G=10tf=98100N; 045=λ ; vr=72 km/h =20 m/s, 1510277
360024

2 −−⋅≅
⋅

= s,πω , 

R=6400km= 64.105m,  g=9,81 ms-1, rezultă valorile forţelor complementare: 
( )

G%,FsauN,sin,F

G%,FsauN,cos,F
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Observaţii: 
1. În comparaţie cu greutatea vehicolului, aceste forţe pot fi neglijate, într-o 

problemă în care se acceptă o eroare de calcul de ±2,5% 
2. Efectul acestor forţe poate fi neglijat pentru toate corpurile care se 

deplasează pe suprafaţa Pământului, în timp ce în cazul sateliţilor artificiali 
sau al navelor cosmice lansate de pe Pământ, acest lucru nu se mai acceptă, 
efectul acestor forţe asupra traiectoriei lor fiind important. 
 

10.3. Cinematica mişcării relative a rigidului  
10.3.1. Generalităţi. Definiţii  
Cunoscând mişcarea unui solid faţă de un reper mobil T1(O1x1y1z1), 

mişcarea reperului mobil T1 faţă de un reper un reper considerat în mod 
convenţional fix T0(O0x0y0z0)  şi luând un triedru cartezian mobil, solidar cu 
rigidul T2(O2x2y2z2) dorim să determinăm mişcarea solidului faţă de reperul 
considerat în mod convenţional fix T0 (fig. 10.8). 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Poziţia punctului M faţă de triedrul fix T0 este definită de vectorul de poziţie 
OM , faţă de triedrul mobil T1 , de vectorul de poziţie MO1  şi faţă de triedrul 
solidar cu rigidul T2 de vectorul de poziţie MO2 ; aceşti vectori sunt cunoscuţi şi 
între ei există relaţiile vectoriale evidente: 

 MOOOOOMOOOOM 221111 ++=+=            (10.29) 
Vitezele şi acceleraţiile absolute şi relative cunoscute sunt: 

• 2110 OO v,v  - vitezele relative ale originilor lui T1 faţă de T0  şi T2 faţă de T1; 

• 2110 ωω ,  - vitezele unghiulare relative ale reperelor T1 faţă de T0 şiT2 faţă de T1; 

• 2110 OO a,a - acceleraţiile relative ale originilor lui T1 faţă de T0 şi  T2 faţă de T1; 

• 2110 εε ,  - acceleraţiile unghiulare relative ale lui T1 faţă de T0,  şi T2 faţă de  T1; 
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Vitezele şi acceleraţiile absolute necunoscute sunt: 
• 20Mv  - viteza absolută a punctului M (aparţinând rigidului şi lui T2) faţă de T0; 
• 20Ma  - acceleraţia absolută a punctului M  faţă de T0 

• 20ω  - viteza unghiulară absolută  a reperuluiT2 (faţă de T0); 

• 20ε  - viteza unghiulară absolută  a triedrelui T2 (faţă de T0); 
A determina mişcarea rigidului faţă de reperul T0(O0x0y0z0)  considerat în 

mod convenţional fix, constă în exprimarea distribuţiei de viteze şi acceleraţii, 
adică a vitezei şi acceleraţiei a unui punct oarecare al rigidului M  în raport cu 
reperul fix.  

 

10.3.2. Compunerea vitezelor în mişcarea relativă a  
     rigidului  
Se folosesc relaţiile (10.13) pentru viteze de la mişcarea relativă a punctului 

material: tra vvv += ,  unde se consideră ca mişcare de transport mişcarea rigidului 
imobilizat în reperul T1 (fig.10.8), deci vitezele au forma particulară: 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

20Ma vv = ;   MOvvv;MOvvv OMtOMr 11010102212121 ×+==×+== ωω     (10.30) 
şi înlocuind se obţine: 

MOMOvvv OOM 221110211020 ×+×++= ωω             (10.31) 
Viteza puncului M se mai poate scrie: 

21101021202202020 OOvvv:undeMOvv OOOOM ×++=×+= ωω          (10.32) 
 şi înlocuind se obţine: 

MOOOvvv OOM 2202110211020 ×+×++= ωω             (10.33) 
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Identificând expresiile (10.31) şi (10.33) şi ţinând seama de relaţiile (10.29) 
se obţine: 
      211020 ωωω +=                 (10.34) 

Generalizând expresiile (10.31, 10.33, 10.34) pentru cazul un sistem de 
triedre (fig. 10.9) se obţine respectiv: 
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Observaţii: 
• Relaţiile (10.31’) sunt relaţiile generale de compunere a vitezelor pentru cazul 

când se cunosc vitezele unghiulare relative 1−i,iω ;  

• Relaţiile (10.33’) sunt relaţiile generale de compunere a vitezelor pentru cazul 
când se cunosc vitezele unghiulare absolute 0,iω . 

 

10.3.3. Compunerea acceleraţiilor în mişcarea relativă a  
                   rigidului 
  Se folosesc relaţiile (10.16) de la mişcarea relativă a punctului material 
pentru acceleraţii, unde dacă se consideră mişcarea de transport ca mişcarea 
rigidului imobilizat în triedrul T1 (fig.10.8),  acceleraţiile au forma particulară: 
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 şi înlocuind se obţine relaţia vectorială: 

21102212111010

221110211020

2 M

OOM

v)MO()MO(

MOMOaaa

×+××+××+

+×+×++=

ωωωωω

εε
          (10.36) 

Dacă se cunosc vitezele şi acceleraţiile unghiulare absolute ale triedrelor T1 
şi T2 acceleraţia puncului M se scrie: 

)MO(MOaa OM 220202202020 ××+×+= ωωε             (10.37) 
unde:  

.v)OO(OOaaa OOOO 21102110102110102120 2 ×+××+×++= ωωωε  
Rezultă după înlocuire relaţia vectorială: 
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.v)MO()OO(
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O
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2202110211020

2 ×+××+××+
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ωωωωω
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         (10.38) 

Relaţia pentru compunerea acceleraţiilor unghiulare se obţine derivând în 
raport cu timpul expresia (10.34) de compunere a vitezelor unghiulare:  

211020 ωωω !!! +=                 (10.39) 
unde : 10102020 εωεω == !! ;   ;  

Ţinând seama de regula de derivare (10.9) avem: 

         2110212110
21

21 ωωεωωωω ×+=×+
∂

∂=
t

!  

înlocuind se obţine relaţia vectorială: 
2110211020 ωωεεε ×++=                (10.40) 

Generalizând expresiile (10.36, 10.38, 10.40) pentru cazul un sistem de 
triedre (fig. 10.9) se obţine respectiv: 
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Observaţii: 

• Relaţiile (10.36’) sunt relaţiile generale de compunere a acceleraţiilor pentru 
cazul când se cunosc vitezele şi acceleraţiile unghiulare relative 11 −− i,ii,i ,εω ;  

• Relaţiile (10.38’) sunt relaţiile generale de compunere a acceleraţiilor pentru 
cazul când se cunosc vitezele şi acceleraţiile unghiulare absolute 00 ,i,i ,εω . 

 

10.4. Cinematica mişcării sistemelor de rigide  
10.4.1. Definiţii. 
Se înţelege prin lanţ cinematic (notat cu LC) un sistem de corpuri rigide 

care sunt legate între ele; corpurile unui lanţ cinematic se mai numesc elemente 
cinematice, iar legăturile dintre ele cuple cinematice. Lanţurile cinematice (notate 
în continuare cu LC) pot fi: 

• LC deschise care includ sau nu elementul fix ; 
• LC simplu închis care includ sau nu elementul fix ; 
• LC multiplu închise care includ sau nu elementul fix . 
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În studiul lanţurilor cinematice se notează elementul fix cu (0), iar 
elementele cinematice mobile se notează cu:  (1), (2), (3), ... (n), şi se ataşează 
fiecărui element câte un sistem de referinţă (triedru) mobil solidar legat de acesta 
notat cu: T1, T2, T3, ...Tn, iar pentru elementul fix sistemul de referinţă fix T0 
(fig.10.10). 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
  
 Cuplele cinematice se notează cu litere mari : A, B, C,  ... U, V.(fig. 10.10). 

O cuplă cinematică răpeşte un număr de mişcări relative ale rigidului faţă de 
celălalt corp, care poate fi de la unu la cinci (şi corespunde clasei cuplei). Se 
exclud: cuplele de clasa 0 deoarece acestea nu răpesc nici una dintre posibilităţile 
de mişcare relativă, deci nu au sens, şi cuplele de clasa 6 care răpesc toate cele 
şase posibilităţi de mişcare relativă, deci în acest caz cele două corpuri sunt 
complet rigidizate. Astfel legăturile ideale prezentate în  paragraful 5.2, reprezintă 
cuple de următoarele clase: 

• reazemul simplu - o cuplă cinematică de clasa 1; 
• articulaţia sferică - o cuplă cinematică de clasa 3; 
• articulaţia cilindrică - o cuplă cinematică de clasa 5; 
Se va studia în continuare cinematica mişcării sistemelor de rigide folosind 

rezultatele obţinute la paragraful 10.3, atât pentru LC deschise, cât şi pentru LC 
închise. Alte condiţii cinematice specifice unor cuple folosite în construcţia 
lanţurilor cinematice plane sunt prezentate la paragraful 10.4.3. 

 

10.4.2. Generalizarea relaţiilor de la mişcarea relativă a  
rigidului în cazul lanţurilor cinematice deschise 

Pentru găsirea ecuaţiilor generale ale mişcării elementelor unui LC, se va 
alege în continuare originea sistemului de referinţă Oi ataşat fiecărui element astfel 
încât să coincidă cu prima cuplă cinematică pe care o vom nota generic cu A (iar a 
doua cuplă o cu B, fig 10.11.a). 
         Se consideră lanţul cinematic deschis simplu, cu element fix (fig.10.11) unde 
se cunosc: 
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• vitezele liniare relative din cuplele cinematice: 1−i,Aiv , i=1,2,...n; 

• vitezele unghiulare relative şi absolute din cuplele cinematice: 01 ,ii,i , ωω − , 
i=1,2,...n; 

• acceleraţiile liniare relative din cuplele cinematice: 1−i,Aia , i=1,2,...n; 

• acceleraţiile unghiulare relative şi absolute din cuplele cinematice 01 ,ii,i , εε − , 
i=1,2,...n; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        

Relaţiile deduse la cinematica mişcării relative a rigidului se scriu pentru 
acest caz, atât în termenii vitezelor şi acceleraţiilor unghiulare relative , cât şi 
absolute, astfel: 
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• pentru acceleraţii:  
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sau: 
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 Aceste reprezintă relaţiile generale ale mişcării elemntelor unui LC simplu 
deschis. 
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10.4.3. Generalizarea relaţiilor de la mişcarea relativă a  
rigidului în cazul lanţurilor cinematice închise 

Acesta este un caz particular al lanţurilor cinematice deschise în care 
ultimul element coincide cu elementul fix, deci: 

 00000 0000 ==⇒∈== ,Mn,Mn,n,n a,v)(M;; εω . 

 Relaţiile (10.41 ...10.44) scrise atât în termenii vitezelor şi acceleraţiilor 
unghiulare relative , cât şi absolute, în acest caz devin: 

• pentru viteze : ∑
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• pentru acceleraţii:  
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   Aceste reprezintă relaţiile generale ale mişcării elemntelor unui LC simplu 
închis. 
 

10.4.4. Analiza cinematică a lanţurilor cinematice 
           închise plane. Metoda ciclurilor independente 
Dacă mişcarea sistemului de corpuri are loc într-un plan (de exemplu Oxy), 

acesta este un caz particular mişcării unui LC  simplu închis în care avem 
următoarele particularizări: 
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Aşa cum rezultă din fig 10.11.a, s-a notat cu A şi B cele două cuple ale 
elementului cinematic i şi cu 1−i,Aiv şi t

i,Ai
n

i,Aii,Ai aaa 111 −−− += , viteza respectiv 
acceleraţia relativă din cupla cinematică.  

Se folosesc relaţiile generale ale mişcării în termenii vitezelor şi 
acceleraţiilor unghiulare absolute 00 ,i,i , εω ,  astfel încât: 

• pentru analiza vitezelor avem relaţia vectorială:  
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• pentru analiza acceleraţiilor avem relaţia vectorială:  
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care este echivalentă cu două ecuaţii scalare: 
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sau: 
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 Relaţiile (10.50) şi (10.51) stau la baza Metodei ciclurilor independente *. 
  În cadrul acestei metode se face o analiză topologică şi se defineşte graful 
asociat al LC, o reprezentare schematică a elementelor şi cuplelor cinematice, 
privind modul de legătură a elementelor cinematice în cadrul LC.  

În cazul LC multiple, se defineşte o bază de cicluri independente, prin 
extragerea unui număr de contururi închise, independente din punct de vedere al 
ecuaţiilor de condiţie care se scriu (bucle cinematice independente).  

După aceea se face o analiză poziţională sau a geometriei elementelor şi 
cuplelor, numită analiză cinematică de ordinul zero (AC0), care furnizează datele 
necesare de viteze (AC1-Analiza cinematică de ordinul I) respectiv analizei de 
acceleraţii (AC2-Analiza cinematică de ordinul II): coordonatele punctelor 
caracteristice ale cuplelor cinematice, unghiurile poziţionale ale cuplelor de 
translaţie, faţă de sistemul de referinţă global ales. 
  Pentru LC plane se folosesc cuplele cinematice de clasa 4 şi 5, de tipurile 
prezentate în tabel: 
 
*Această metodă a fost propusă şi dezvoltată de către prof. univ. dr. ing. Mihail Atanasiu, 
Universitatea Valahia Târgovişte 
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Tipul cuplei Viteze relative Acceleraţii relative 
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     Aplicaţia 1  
Se consideră mecanismul manivelă-piston din fig. 
10.12, într-o poziţie particulară. Manivela are 
lungimea OA=10L, biela AB=60. Manivela OA se 
roteşte cu viteza unghiulară: 010 51 ωω ,=  şi 
acceleraţia unghiulară 2

010 2 ωε −= , având 
sensurile indicate în figură. Se cere să se 
determine: 2020 εω ,,v,a BB  (aceeaşi aplicaţie cu 
cea prezentată la pag.216). 

      

Cupla de rotaţie (articulaţie) 
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Rezolvare: 
Alegând sistemul de axe ca în fig 10.12, avem 
următoarele coordonate ale punctelor:O(0,0);  
A(0,10L); B(30L, L)( 33010 + ). Graful asociat 
acestui lanţ cinematic monociclu este dat în fig. 
10.13 (cu cercuri s-au figurat elementele şi cu linii 
cuplele cinematice). 

Ecuaţiile de condiţie pentru viteze (10.50) : 
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se scriu:  
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Înlocuind valorile se obţine:  
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Ecuaţiile de condiţie (10.51) pentru acceleraţii : 
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se scriu:  
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Rezolvând se obţine: 2
020 36

37 ωε = 2
0522

3
310 ωL,aB 





−= . 

 Aplicaţia 2  
 Se consideră mecanismul manivelă-balansier-piston din fig. 10.14, într-o 
poziţie particulară( 060=ϕ ) în raport cu sistemul de referinţă Oxy. Lungimile 
elementelor (în mm) sunt: A0A=a=50, BC=b=100, CD=c=90, OB=d=80, 
BA0=e=90. Manivela OA se roteşte cu viteza unghiulară constantă: 

s/rad,50010 ==ωω , având sensul indicat în figură.  

Se cere să se determine: 
.,,,,a,a,v,v DADA 4030403050325032 εεωω   

0 1 

3 2 
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B23
 

B30
 

Fig.10.13 
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     Rezolvare: 
Graful asociat acestui lanţ cinematic biciclu este 
dat în fig. 10.15 (cu cercuri s-au figurat elementele 
şi cu linii cuplele cinematice). În punctele A şi D 
se suprapun câte două cuple cinematice notate pe 
graful asociat cu: A (A12, A23) respectivD (D45, 
D50) 
 
1. Analiza poziţională a LC 
Pentru analiza poziţională a elementelor şi 
cuplelor  acestui lanţ cinematic (LC), se determină 
mai întâi unghiurile βα si  în funcţie de 
elementele cunoscute : a, b, c, d, e şi ϕ .  

Astfel dacă de scrie teorema sinusurilor în triunghiul A0AB  se obţine 
unghiul α : 

)sin(
e

sin
a

αϕα −
= ,  rezultă:    

ϕ
ϕα

cosae
sinatg
⋅+

⋅=  

şi dacă de scriu proiecţiile laturilor triunghiului BCD  pe Ox se obţine unghiul β : 

βα sincdcosb += ,  rezultă:    
c

dcosbsin −= αβ ,  

unde α este unghiul determinat mai sus. 
În tabelul de mai jos sunt date coordonatele cuplelor cinematice ale LC: 
 

Cupla 
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A B C D 
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2. Analiza cinematică a vitezelor 
Ecuaţiile de condiţie pentru viteze (10.50):  
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se scriu astfel, pentru primul ciclu:  0 - A0 - 1 - A12 - 2 - A23 - 3 - B – 0:  
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Rezolvând sistemul se obţine:   
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     Pentru al II-lea  ciclu: 0 – D05 - 5 – D54 - 4 - C - 3 - B – 0  ecuaţiile se scriu:  
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Rezolvând sistemul se obţine:   
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3. Analiza cinematică a acceleraţiilor 
Ecuaţiile de condiţie pentru acceleraţii (10.51):  
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se scriu astfel, pentru primul ciclu:  0 - A0 - 1 - A12 - 2 - A23 - 3 - B – 0:  
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Dacă se notează: 
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rezolvând aceast sistem  se obţine: 
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Pentru al II-lea  ciclu: 0 – D05 - 5 – D54 - 4 - C - 3 - B – 0  ecuaţiile se scriu 

astfel:  
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Rezolvând aceast sistem  se obţine: 
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 Înlocuind valorile numerice se obţin următoarele rezultate: 

.,;,sin;,;,tg 00 86281510633203760 ==== ββαα  
Pentru coordonatele cuplelor cinematice ale LC: 

Cupla 
cinematică 

A0 
 

A B C D 

x (mm) 170 195 80 -13,585 0 
y (mm) 0 43,301 0 -35,238 53,731 

 
Pentru viteze: 

Viteza 
32Av  (mm/s) 50Dv  (mm/s) 30ω  (rad/s) 40ω ( rad/s) 

 24,666 -13,848 0,157 0,062 
 
Pentru acceleraţii 

Acceleraţia 
32Aa  (mm/s2) 50Da  (mm/s2) 30ε  rad/s2) 40ε  (rad/s2) 

 4,864 0,315 -0,0015 -0,017 
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C A P I T O L U L   11 
 MOMENTE  DE  INERŢIE 

 
 
 11.1. Momente de inerţie mecanice polare, axiale,  

planare şi centrifugale. Raze de giraţie (de inerţie) 
 Momentele de inerţie sunt elemente geometrice care caracterizează un 
sistem de puncte materiale din punct de vedere al răspândirii masei. Ele reprezintă 
inerţia rigidelor în mişcarea lor de rotaţie. 
 Se consideră un sistem de puncte materiale Ai ( i = 1, 2, ..., n) de mase mi . 
Fie ui distanţa de la punctul Ai la o varietate geometrică V (punct, dreaptă, plan). 
Se defineşte momentul de inerţie mecanic Jv al sistemului de puncte materiale în 
raport cu varietatea geometrică V,  mărimea: 

  ∑
=

=
n

i
iiv umJ

1

2          (11.1) 

 Dacă sistemul este un continuu  material (corp), atunci expresia din 
membrul drept al relaţiei (11.1) se transformă într-o integrală pe domeniul (D)  
ocupat de corp:  
  ∫=

)D(
v dmuJ 2          (11.2) 

unde u este distanţa de la punctul curent A al corpului la varietatea V, iar dm este 
masa elementară din interiorul volumului elementar al unei vecinătăţi a punctului. 
 Relaţiile ce se vor stabili pentru sistemele discrete de puncte materiale vor fi 
valabile şi în cazul corpurilor (continuului material), cu singura deosebire că în 
acest caz sumele finite devin sume integrale. 
 Dacă varietatea geometrică V este un punct O, atunci Jv = JO reprezintă 
momentul de inerţie al sistemului material faţă de punctul O (numit şi pol) şi 
poartă numele de  moment de inerţie polar (fig.11.1.a).   
 
 
 
 
 
 
 
 O 

Ai (mi) 

A1(m1) 

A2(m2) 

An(mn) 

Ai (mi) 

A1(m1) 

A2(m2) 

An(mn) 

∆  ui 

ui 

90o 

Ai(mi) 

A1(m1) 

A2(m2) 

An(mn) 

ui 

π  

(c) (b) (a) 

Fig.11.1 
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Dacă varietatea  V este o dreaptă ∆ , atunci Jv = J∆ , reprezintă momentul de 
inerţie al sistemului material faţă de axa ∆ şi se numeşte moment de inerţie axial 
(fig.11.1.b). Dacă varietatea  V este un plan π, atunci Jv = Jπ , reprezintă momentul 
de inerţie în raport cu planul π şi se numeşte moment de inerţie planar (fig.11.1.c). 

Se observă că Jv este o mărime scalară nenegativă (Jv  ≥ 0). 
 Dimensional, momentul de inerţie Jv  se exprimă prin: [ ] 2LMJv = . 
         În afara expresiilor de forma (11.1), în aplicaţiile tehnice se întâlnesc şi 

expresii de forma:  ∑
=

′ =
n

i
iii, vumJ

1
ππ       (11.3) 

unde ui  şi vi  sunt distanţele de la punctele Ai de mase mi  respectiv la planele ππ ′,  
(fig.11.2) şi expresia (11.3) poartă numele de moment de inerţie centrifugal sau 
produs de inerţie. Un astfel de moment de inerţie este tot o mărime scalară de 
aceeaşi dimensiune ca şi J0,  J∆, Jπ  dar spre deosebire de acestea, poate fi şi 
negativ. Când momentul de inerţie centrifugal este nul, se spune că cele două 
plane ππ ′, , în raport cu care se calculează, sunt plane conjugate din punct de 
vedere al inerţiei  sistemului de puncte respectiv. 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

Se poate demonstra următoarea proprietate a momentelor de inerţie 
centrifugale: Dacă un sistem de puncte materiale admite un plan de simetrie, 
acesta este  conjugat cu orice plan normal pe el. 
 Pentru demonstraţie să considerăm planul π ca plan de simetrie cu punctele 

ii A,A ′′′   ale sistemului, simetrice faţă de π (fig.11.3), iar planul  ′π  perpendicular 
pe  π adică: iiiiii vv,uu,mm ′′=′′′−=′′′=′  
 Rezultă: 

 ∑ ∑ ∑ ∑∑ =′′−′+′′′=′′′′′′+′′′==
=

′⊥ 0
1

iiiiiiiiiiii

n

i
iii v)u(mvumvumvumvumJ ππ  

 În cazul unui continuu material (corp) momentul de inerţie centrifugal se 
exprimă sub forma integrală: ∫=′

)D(
, dmvuJ ππ       (11.4) 

A’i (m’i) 

π  

Fig.11.3 
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Fig.11.2 
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 Este util uneori (din motive tehnice) să se scrie momentele de  inerţie sub 
forma: 2

vv iMJ =          (11.5) 

unde: )dmMsau(mM
)D(

i ∫∑ ==   este masa totală a corpului, 

  iv  - se numeşte rază de inerţie  (rază de giraţie). 
 Formula (11.5) arată că momentul de inerţie al unui corp poate fi calculat ca 
produsul dintre masa lui totală şi pătratul razei de inerţie. Raza de inerţie 
reprezintă deci distanţa fictivă în raport cu o axă, un plan sau un pol la care ar 
trebui plasată întreaga masă a corpului (concentrată într-un punct) pentru ca  să 
avem relaţia:∑ = .iMum vii

22   
 Deci raza de inerţie este dată de relaţia: 

  
M
Ji v

v =          (11.6) 

 În cazul momentelor de inerţie polare, axiale şi planare, razele de inerţie au 
respectiv expresiile: 

 
M
Ji,

M
Ji,

M
Ji π

π
∆

∆ === 0
0       (11.7) 

 

 11.2. Momente de inerţie mecanice în raport cu un  
 sistem de axe cartezian. Relaţii între ele. 

 Momentele de inerţie ale sistemelor de puncte materiale se mai numesc şi 
momente de inerţie mecanice. Vom vedea că acestea capătă denumiri şi expresii 
diferite, după cum varietatea geometrică este un punct, o axă, un plan sau două 
plane. Considerăm un sistem de puncte Ai  (i = 1, 2, ..., n). Un punct oarecare Ai al 
sistemului de masă mi  este determinat faţă de un triedru ortonormat Oxyz prin 
vectorul lui de poziţie ir  , ale cărui proiecţii pe axele triedrului sunt (xi ,  yi ,  zi ) 
(fig.11.4). 

Definiţiile date anterior se transcriu corespunzător fiecărei situaţii în parte, 
considerate pentru un sistem discret de puncte materiale şi pentru un continuu 
material. Faţă de un sistem de referinţă cartezian avem: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ai(mi) 

 O 

 ir  

 z 

 x 

 Fig. 11.4 

 y 

 Ai (mi) 

(xi, yi, zi) 

 O 

 z 
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 Fig. 11.5 

 y 

 C 

 B 

 
0∆  

 ∆  

 d 

 D’(a,b,0) 

 D(a,b,zi) 
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a)  Momente de inerţie  polare 
• pentru sisteme discrete: ( )∑ ∑ ++== 222

1
2

0 iiiii zyxmrmJ    (11.8) 

• pentru corpuri: ( )∫∫ ++== dmzyxdmrJ
)D(

2222
0     (11.9) 

 b) Momente de inerţie axiale 
• pentru sisteme discrete: 

 ( ) ( )∑ ∑ ∑ +==×= 2222
iiiixiiix zymdmirmJ  

 ( ) ( )∑ ∑ ∑ +==×= 2222
iiiiyiiiy xzmdmjrmJ             (11.10) 

 ( ) ( )∑ ∑ ∑ +==×= 2222

iiiiziiiz yxmdmkrmJ  

• pentru corpuri: 
( ) ( ) ( ) .dmyxJ;dmxzJ;dmzyJ

)D(
z

)D(
y

)D(
x ∫∫∫ +=+=+= 222222          (11.11) 

 c) Momente de inerţie planare  
• pentru sisteme discrete: 

 ∑ ∑ ∑=== 2
0

2
0

2
0 iixziizyiiyx ymJ,xmJ,zmJ             (11.12) 

• sau pentru corpuri: 
 ∫∫∫ ===

)D(
xz

)D(
zy

)D(
yx dmyJ,dmxJ,dmzJ 2

0
2

0
2

0 .            (11.13) 

d) Momente de inerţie centrifugale 
• pentru sisteme discrete: 

 ∑ ∑ ∑=== iiizxiiiyziiixy xzmJ,zymJ,yxmJ             (11.14) 

• pentru corpuri: 
 ∫∫∫ ===

)D(
zx

)D(
yz

)D(
xy dmxzJ,dmzyJ,dmyxJ             (11.15) 

  
Am văzut anterior că momentele de inerţie centrifugale sunt nule dacă ele 

sunt calculate în raport cu două plane conjugate (două plane perpendiculare între 
ele, unul dintre ele fiind un plan de simetrie). 
 Între cele patru tipuri de momente de inerţie există următoarele relaţii 
evidente:  

02JJJJ zyx =++                (11.16) 

  0000 JJJJ xzzyyx =++                (11.17) 

  0000 JJJJJJJ yxzxzyzyx =+=+=+                       (11.18) 

  zyyxyyxxzx JJJ,JJJ 0000 +=+=              (11.19) 
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 În cazul maselor repartizate într-un plan (z = 0) se obţin momentele de 
inerţie: 

  ( )∫ ∫
∫ ∫

=+=

==

dmyxJ,dmyxJ

,dmxJ,dmyJ

xy

yx

22
0

22

            (11.20) 

cu proprietatea: 
yx JJJ +=0                         (11.21) 

 

 11.3. Momente de inerţie geometrice 
 Se ştie că în cazul mediului continuu elementele de masă dm au expresia: 
  dVdm µ=                 (11.22) 

unde cu dV  s-a notat elementul de volum şi cu µ densitatea corpului în punctul 
considerat. Integralele pe domeniul (D) de mai sus, vor deveni integrale de 
volume, de exemplu: 

  
( ) ( )

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

==

+=++=

)V(
xy

)V(
yx

)V(
x

)V(

dVxyJ,dVzJ

,dVzyJ,dVzyxJ

µµ

µµ

2
0

22222
0

          (11.23) 

unde în general densitatea corpului este o funcţie depinzand de 
coordonate: µ=µ(x,y.z) 

 În cazul corpului omogen (µ = const.) acestea se scriu: 

  
( ) ( )

∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫

==

+=++=

)V(
xy

)V(
yx

)V(
x

)V(

dVxyJ,dVzJ

,dVzyJ,dVzyxJ

µµ

µµ

2
0

22222
0

   

  Numim moment de inerţie polar geometric, integrala:  

∫∫∫=
V

dVrI 2
0 ,   

Între cele două momente de inerţie (mecanic şi geometric) există deci 
relaţia: 

 00 IJ µ= . 

În general putem scrie pentru corpuri omogene (µ = const.):  
 vv IJ µ=                       (11.24) 

relaţie valabilă pentru toate momentele de inerţie definite mai înainte, pentru 
corpuri, plăci şi bare omogene, iar  µ , µS , µL ,  fiind densităţile corespunzătoare. 
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  11.4. Variaţia momentelor de inerţie mecanice  
  faţă de axe paralele (Teorema lui Steiner) 

 Fie ∆ şi ∆O două axe paralele situate la distanţa d,  axa  ∆O trecând prin 
centrul maselor sistemului de puncte materiale Ai ( i = 1, 2, ..., n) de mase mi. 
Dorim să determinăm momentul de inerţie  J∆ în funcţie de  J∆O  care este 
cunoscut.  
 Considerăm ca axa ∆O coincide cu axa Oz a triedrului ortonormat T(Oxyz) şi 
fie punctul Ai de coordonate (xi, yi, zi)  faţă de acest triedru (fig.11.5) . Prin punctul 
Ai ducem planul paralel cu xOy care întâlneşte axa ∆ în D  (BD = d). 
 Momentul de inerţie al sistemului de puncte materiale Ai  faţă de axa ∆O este 
dat de: 

( ) ( )∑ ∑ +== 222

iiiii yxmBAmJ
O∆   

Momentul de inerţie al sistemului de puncte materiale Ai  faţă de axa ∆ este 
dat de:  

( ) ( ) ( )[ ]∑ ∑ −+−== 222
byaxmDAmJ iiiii∆  

 Dezvoltând această relaţie rezultă: 
  ( ) ( )∑ ∑∑∑ ++−−+= iiiiiiii mbaymbxmayxmJ 2222 22∆  
 Se notează cu: ( )∑ += 22

iiiO yxmJ ∆ , ∑= imM  masa întregului sistem , 

distanţa dintre axe 22 bad += , iar din teorema momentelor statice:  
   0==∑ ξMxm ii , 0==∑ ηMym ii   

centrul de masă C  aflându-se pe axa Oz = ∆O (ξ=η=0) ; rezultă deci: 
  2dMJJ O += ∆∆                (11.25) 

Această formulă exprimă teorema lui Steiner : 
“momentul de inerţie faţă de o axă oarecare este suma dintre momentul de inerţie 
faţă de o axă paralelă cu axa dată ce trece prin centrul maselor sistemului şi 
produsul dintre masa totală a sistemului cu pătratul distanţei dintre cele două 
axe”. 
 Comparând între ele momentele de inerţie ale aceluiaşi sistem de puncte (A) 
faţă de axele având aceeaşi direcţie, se pot enunţa următoarele proprietăţi, pe baza 
formulei (11.25): 
a) Momentul de inerţie minim corespunde axei care trece prin centrul maselor 

sistemului; această axă va fi axa de moment de inerţie minim pentru direcţia 
dată; 

b) Considerând momentele de inerţie J∆1  şi J∆2 faţă de două drepte ∆1 şi ∆2 
paralele cu ∆O, situate la distanţele d1 şi d2 de aceasta, avem:  

),dd(MJJ 2
1

2
212 −+= ∆∆               (11.26) 



 255 

 Într-adevăr dacă se scriu acestea în funcţie de J∆O:    
  2

202
2
101 MdJJ,MdJJ +=+= ∆∆∆∆ ,      

proprietatea rezultă imediat. Formula (11.25) este un  ca un caz particular al 
formulei (11.26). Dacă se folosesc razele de inerţie, formulele (11.25) şi (11.26) 
devin respectiv: 
  222 dii O += ∆∆                 (11.27) 

şi :  )dd(ii 2
1

2
2

2
1

2
2 −+= ∆∆                (11.28) 

 Observaţii 
a) Se pot demonstra formule şi pentru momente de inerţie polare sau planare. 
b) O teoremă analoagă cu teorema lui Steiner se obţine şi pentru momentele de 

inerţie centrifugale. 
Dacă se consideră sistemul de puncte materiale Ai (i = 1, 2, ..., n) de mase mi, al 
cărui moment de inerţie centrifugal faţă de sistemul de axe Oxyz este 
(fig.11.6): 
  ∑= iiiyx yxmJ  

atunci, momentul centrifugal faţă de sistemul de axe O’x’y’z’ este : 
 ∑ ∑ −−=′′=′′ )by)(ax(myxmJ iiiiiiyx  

adică: ,baMMaMbJJ yxyx +−−=′′ ηξ  

unde s-a notat cu ξ, η şi ζ coordonatele centrului maselor C (fig.11.6) ; dacă 
centrul maselor se confundă cu originea O a sistemului da axe, atunci 
ξ=η=ζ=0 şi se obţine relaţia de legătură dintre cele două momente 
centrifugale:  

.baMJJ yxyx +=′′                (11.29) 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Se observă că momentul de inerţie centrifugal nu mai este minim dacă este 

calculat faţă de un sistem de axe cu originea în centrul de mase, deoarece produsul 
Mab poate fi pozitiv sau negativ. 
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 11.5. Variaţia momentelor de inerţie mecanice  
  faţă de axe concurente 

 Fie un sistem de puncte materiale Ai (i = 1, 2, ..., n) de mase mi  raportat la 
un triedru ortonormat Oxyz şi să presupunem cunoscute momentele de inerţie 
axiale Jx, Jy, Jz precum şi momentele de inerţie centrifugale Jxy, Jyz, Jzx ale 
sistemului Oxyz. Se cere să se determine momentul de inerţie J∆ al sistemului de 
puncte faţă de o axă ∆, care trece prin punctul O (fig.11.7). Punctul Ai al 
sistemului este definit de vectorul său de poziţie ir  : 

kzjyixr iiii ++= . 

 Notând cu B  proiecţia lui Ai  pe axa  ∆  şi cu di  distanţa AiB  avem evident: 

  ∑
=

=
n

i
ii dmJ

1

2
∆                 (11.30) 

 Din triunghiul dreptunghic AiOBi rezultă : 
222 OBrd ii −=  

unde:  2222
iiii zyxr ++=   

iar :  iiii znymxlrOB ++=⋅= δ  

unde )n,m,l(δ  este versorul axei ∆  (l, m, n  sunt cosinusurile directoare  

ale axei ∆)   
Rezultă:   ( )( ) ( ) .znymxlnmlzyxd iiiiiii

22222222 ++−++++=            (11.31) 
 Introducând (11.31) în (11.30) şi grupând termenii după l, m, n  se obţine: 

  
( ) ( ) ( )

∑∑∑
∑ ∑ ∑

−−−
−+++++=

iiiiiiiii

iiiiiiiii

xzmlnzymnmyxmml
yxmnxzmmzymlJ

222

222222222
∆          (11.32) 

        Ţinând seama de relaţiile obţinute pentru momentele de inerţie axiale şi 
centrifugale rezultă: 

 zxyzyxzyx JlnJnmJmlJnJmJlJ 222222 −−−++=∆           (11.33) 

 Expresia (11.33) a momentului de inerţie faţă de o axă ∆ de orientare δ , 
este o formă pătratică în variabilele l, m, n. Ea este (după cum se ştie din 
matematică) un invariant al grupului de transformări de axe, deoarece J∆ este o 
mărime scalară, deci independentă de poziţia axelor faţă de ∆. 
 Forma pătratică a formulei (11.33) ne arată că dacă se schimbă simultan 
semnele celor trei cosinusuri directoare (l, m, n) , valoarea lui J∆  nu se schimbă; 
rezultă deci că momentul de inerţie J∆ nu depinde de orientarea axei, ci numai de 
suportul acestei axe. În cazul particular al unui sistem ale cărui puncte se află în 
planul Oxy, axa ∆ fiind de asemenea în acest plan, avem: zi = 0, γ = 900  deci  n = 
cosγ = 0 ; l = cos α, 

α + β = 900,  deci    m = cos β = cos (900 − α) = sin α 
   



 257 

Formula (11.33) are forma particulară: 
  αααα∆ cossinJsinJcosJJ yxyx 222 −+=            (11.34) 

 Observaţie 
 Din expresia (11.33) a lui J∆ , se constată că momentul de inerţie este în 
funcţie de componentele unui tensor, numit tensorul moment de inerţie ce conţine 
următoarele elemente: 

  ( )
zzyzx

yzyyx

xzxyx

J

JJJ
JJJ
JJJ

−−
−−
−−

=τ               (11.35) 

 Pentru termenii acestui tensor se mai folosesc adesea următoarele notaţii: 

  ( )
333231

232221

131211

JJJ
JJJ
JJJ

J =τ               (11.36) 

 Pentru un sistem de puncte materiale, tensorul moment de inerţie definit de 
matricea simetrică (11.35) sau (11.36) este determinat dacă se cunosc 
componentele sale pe axele de coordonate. 
 
 

 11.6. Momente şi axe de inerţie principale.  
 Din relaţia (11.33) se observă că momentul de inerţie  J∆ calculat faţă de 

axa ∆ ce trece prin originea sistemului de referinţă  depinde de cosinusurile 
directoare l, m, n  sau de unghiurile α, β, γ   faţă de care   J∆ = F (α, β, γ)  şi  poate 
atinge valori extreme (maxime sau minime).  Axele ∆i faţă de care momentele de 
inerţie au valori extreme (maxime şi minime) se numesc axe principale de inerţie, 
iar momentele de inerţie calculate faţă de aceste axe se numesc momente 
principale de inerţie şi se notează de obicei cu J1, J2, J3. 

 Momentele de inerţie  J1, J2, J3 se pot determina studiindu−se extremul 
funcţiei:  J∆ = F(l,m, n) = F (α, β, γ)  

care depinde de variabilele α, β, γ  şi care sunt legate între ele prin relaţia 
cunoscută: cos2α + cos2β + cos2γ = 1. 
 Proprietăţi ale axelor principale de inerţie: 
a. axele principale de inerţie formează un triedru ortogonal; 
b. momentele de inerţie centrifugale faţă de axele principale sunt nule. Prin 

urmare, alegând sistemul de coordonate cu Ox, Oy, Oz să coincidă cu axele 
principale, cosinusurile directoare ale axei ∆  sunt:  

l1=cosα1 , m1=cosβ1 , n1=cosγ1,      
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      din expresia (11.33) rezultă: 

  1
2

31
2

21
2

1 γβα∆ cosJcosJcosJJ ++=             (11.37) 

c. dacă centrul de masă al sistemului de puncte materiale coincide cu originea 
sistemului de axe (referinţă), adică:  O = C, momentele de inerţie 
corespunzătoare axelor ce trec prin acest punct se numesc momente centrale 
de inerţie. Momentele faţă de axele principale  de inerţie, ce trec prin centrul de 
masă, se numesc momente de inerţie centrale principale şi au valori extreme. 

d. în cazul particular al plăcilor plane omogene, alegând planul xOy, în care se 
găseşte şi axa (∆), formula (11.34) se mai poate scrie şi astfel: 

  αα∆ 22
22

sinJcos
JJJJ

J yx
yxyx −

−
+

+
=             (11.38) 

În acest caz parametrul variabil este numai 
unghiul α  pa care îl face axa (∆) cu axa Ox  
(fig.11.8). Pentru a determina direcţiile 
principale ale lui J∆, se calculează extremul 
(maximul şi minimul) acestei funcţii, adică 

anularea derivatei: 0=
α

∆

d
Jd    

obţinându−se :  
xy

yx

JJ
J

tg
−

=
2

2α . 

 Pentru unghiul α rezultă valorile 
2121

πααα +=,  adică direcţiile principale 

(1) şi (2) din figura 11.8. Ţinând seama de formulele trigonometrice: 

( )

( ) 222

222

421
12

4

2
21

22

yxxy

xy

yxxy

yx

JJJ

JJ
tg

cos

;
JJJ

J
tg
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α
α

α
αα

 

şi înlocuind aceste valori în relaţia (11.38) se obţin momentele de inerţie 
principale (maxime şi minime)  corespunzătoare celor două direcţii principale: 

  
( ) ( )

( ) ( ) 22
22

22
11

4
2
1

2
1

4
2
1

2
1

yxxyyx

yxxyyx

JJJJJJJ

JJJJJJJ
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∆
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           (11.39) 

 

 11.7. Elipsoidul de inerţie 
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 x 

 Fig. 11.8 
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 Formula (11.33) care dă legea de variaţie a momentului de inerţie faţă de o 
axă ∆ care trece prin originea triedrului, în funcţie de orientarea acestei axe: 

zxyzyxzyx JlnJnmJmlJnJmJlJ 222222 −−−++=∆   

este susceptibilă de o reprezentare geometrică  remarcabilă.  

Să luăm pe axa ∆  ce trece prin originea O (folosind anumite unităţi 
convenţionale) un segment OP (vezi fig.11.9), astfel încât:  

 
∆J

OP 1=       (11.40) 

Punctul P are deci vectorul de poziţie 

(δ fiind versorul axei ∆)  : 

 ( ) δδ ∆
∆

⋅== −
2
11 J

J
rp   (11.41) 

ale cărui coordonate se scriu: 

 
∆∆

α
J
l

J
cosx == ;  

∆∆

β
J
m

J
cosy == ;   

∆∆

γ
J
n

J
cosz == . 

sau: ∆Jxl= ;             ∆Jym= ;                ∆Jzn= .             (11.42) 

care introduse în ecuaţia (11.33) conduc la următoarea expresie: 

 ( )zxJJyzJJxyJJzJJyJJxJJJ xzzyyxzyx ∆∆∆∆∆∆∆ ++−++= 2222          (11.43) 

sau (presupunând că J∆ ≠ 0) prin împărţire cu ∆J  la expresia: 

 1222222 =−−−++ zxJyzJxyJzJyJxJ xzzyyxzyx             (11.44) 

 Rezultă deci că locul geometric al punctului P când axa ∆ se roteşte în jurul 
punctului O este o cuadrică închisă: un elipsoid cu centrul în O, denumit 
elipsoidul de inerţie corespunzător punctului O. Elipsoidul de inerţie dă o 
reprezentare geometrică sugestivă a variaţiei momentului de inerţie faţă de axele 
care trec prin punctul O. 
 Raportând ecuaţia (11.44) la axele elipsoidului (Ox1y1z1) ea capătă forma 
(fig.11.10): 12

13
2
12

2
11 =++ zJyJxJ               (11.45) 

unde J1 ,  J2 ,  J3  sunt momente principale de inerţie.  
 Lipsa termenilor centrifugali (Jxy, Jyz şi Jxz) se interpretează astfel: în raport 
cu axele principale de inerţie momentele centrifugale sunt nule. Această 
proprietate permite uneori identificarea axelor principale de inerţie: dacă un corp 
are o axă de simetrie, atunci momentele centrifugale sunt nule şi axa respectivă 
este o axă principală de inerţie. 
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Dacă se notează:  

3

2

2

2

1

2 111
J

c,
J

b,
J

a ===          (11.46) 

ecuaţia elipsoidului raportat le axele 
sale (11.45) capătă forma cunoscută 
din geometria analitică: 

12

2
1

2

2
1

2

2
1 =++

c
z

b
y

a
x             (11.47) 

unde  a, b, c  sunt semiaxele 
principale ale elipsoidului. 

 Din relaţiile (11.46) rezultă: 232221

111
c

J,
b

J,
a

J ===           (11.48) 

adică, momentele principale de inerţie sunt invers proporţionale cu pătratul  
semiaxelor elipsoidului de inerţie. 
 În plan, în raport cu axele Ox, Oy , vom avea o elipsă de inerţie  de ecuaţie: 

  1222 =−+ xyJyJxJ xyyx               (11.49) 

sau, în raport cu axele principale, de ecuaţie: 

  12
12

2
11 =+ yJxJ                (11.50) 

 

 11.8.   A p l i c a ţ i i  
 11.8.1.  Momentul de inerţie ale unei bare omogene.  
 Se dă o bară omogenă AB = L şi de masă M. (fig.11.11). Se cere să se 
determine momentele de inerţie Jx , Jy , JO , JA şi momentul centrifugal Jx y  .    

Se alege originea sistemului Oxy la mijlocul distanţei: OA = OB = L/2 şi 
axa Ox după direcţia barei. Se consideră apoi un element de bară de lungime dx şi 
de masă dm = µ dx   (µ= densitatea lineară)  şi conform definiţiei avem: 
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12

2

0

LMJJJ yx =+= ; 0== ∫
)L(

yx dmyxJ  

 Momentul de inerţie faţă de capătul A al barei se calculează cu ajutorul 
formulei lui Steiner: 

  
3212

222
2

0

LMLMLMdMJJ A =




+=+=  

 

11.8.2. Momentele de inerţie ale unei plăci  
    dreptunghiulare  

 Se consideră o placă dreptunghiulară omogenă având laturile a şi b 
(fig.11.12). Se cer momentele de inerţie: Jx , Jy , J xy , J0   şi  J x1 , J y1 , J01 . 
 R e z o l v a r e : 
       Integralele se vor efectua pe întrega arie a  
plăcii A = ab, elementul de arie este dA= dxdy 
 Avem relaţia generală: 

∫∫∫∫

∫∫

−−

==

==

2

2

2
2

2

2

22

b

b

a

a)A(

)A()A(
x

dyydxdydxy

dAydmyJ

µµ

µ

   

 Se obţine astfel: 

• momentul de inerţie axial: 

,bMabJ x 1212
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• polar:   
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• centrifugal: 
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11.8.3. Momentele de inerţie ale unui disc circular  
omogen 

Se consideră un disc omogen de rază R şi  masă M (fig.11.13)  
Să se determine  momentele de inerţie Jx , Jy , Jxy , J0 şi JB. 
 
 R e z o l v a r e : 

    Dacă se consideră coordonatele polare ρ şi θ,  
coordonatele carteziene (x , y)  sunt  legate  de  

ρ şi θ prin relaţiile:  

x = ρ cosθ,  y = ρ sinθ,   
iar  elementul de arie:   

dA = ρ dρ dθ    

şi elementul de masă dm = µ dA (µ= densitatea superficială). 
 Avem: 
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 Faptul că Jxy = 0  rezultă şi din faptul că triedrul este principal. 
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11.8.4. Momentul de inerţie ale unei plăci triunghiulare 
 Se consideră placa omogenă sub forma tiunghiului dreptunghic din figura 
11.14 şi un sistem de axe Oxy  alese astfel încât Ox să coincidă cu baza OB = b  şi 
Oy cu înălţimea OA = h  a triunghiului.  

 Considerându-se elementul de arie dA = xdy  avem dm =µdA = µxdy;        

pe de altă parte din ecuaţia dreptei ce trece prin punctele B şi A: 1=+
h
y

b
x , se 

obţine )yh(
h
bx −=  şi deci  dm = .dy)yh(

h
b −µ  

Momentul de inerţie faţă de axa Ox se scrie:  

612

23

0

22 hMhbdy)yh(y
h
bdmyJ

h

)A(
x ==−== ∫∫

µµ  

deoarece masa plăcii este:    .bhM
2

µ=   

În mod analog avem:  

6

2
2 MbdmxJ

)A(
y == ∫ . 

       Acestea se mai pot calcula şi altfel: 
se consideră un punct oarecare  M (x, y)  
aparţinând plăcii (triunghiului) şi avem: 
• momentul de inerţie axial: 

 ( )
6123
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3
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0 0

22 hMbhdxxb
b
hdxdyydydxyJ
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−
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• momentul de inerţie centrifugal: 

 ∫∫∫∫∫ =−=
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
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
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


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−
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• momentul de inerţie polar (faţă de O): 

 )hb(MJJdxdy)yx(J yx
)A(

2222
0 6

+=+=+= ∫∫µ  

 Pentru calculul lui Jx1, axa O1x1  fiind paralelă cu axa Ox şi care trece prin 
centrul de greutate al triunghiului, se aplică formula lui Steiner: 
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 Pentru calculul momentelor de inerţie al unui triunghi oarecare se poate 
calcula acestea, mai întâi, pentru două triunghiuri dreptunghice. 
 

11.8.4. Momentul de inerţie al unui corp omogen de  
revoluţie  

 Se consideră un con omogen având raza bazei R , înălţimea h şi un sistem de 
axe Oxyz  ales ca în figura 11.15 . 

Se ştie că: 

( )dmzyJ
)V(

x ∫ += 22 .  

Folosind coordonatele cilindrice: 
zz;siny;cosx === θρθρ ,  

unde:  r≤≤ ρ0 ; πθ 20 ≤≤ ; hz ≤≤0   

dzdddzdydzdVdm θρρµµµ === ,  

prin urmare avem:  
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 Din motive de simetrie: 

( ).hRMJJ xy
22 4

20
3 +==  

 Pentru a calcula Jz  folosim formula: 
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Din motive de simetrie momentele centrifugale sunt nule:  
0=== zxyzxy JJJ  
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CAPITOLUL 12 
TEOREMELE  GENERALE  ALE  

DINAMICII  SISTEMELOR  DE  PUNCTE 
 ŞI  A  RIGIDULUI 

 
 
 

 12.1. Generalităţi  
 După cum s-a arătat în capitolele precedente, prin sistem de puncte 
materiale se înţelege o mulţime de puncte care interacţionează mecanic. În 
consecinţă, un punct Ai de masă mi din sistem, este acţionat de forţa exterioară ,Fi

!
 

(care reprezintă rezultanta forţelor exterioare, a forţelor exercitate de agenţii 
exteriori sistemului studiat), precum şi de forţele interioare 

( ) ij,n,.....,,jFij ≠= 21
!

, care reprezintă acţiunea celorlalte puncte ale sistemului 
studiat, asupra punctului Ai (fig.12.1). 
 Fie două puncte Ai şi Aj ale sistemului.  
Conform principiului acţiunii şi reacţiunii forţele  
interioare sunt în echilibru: 

  jiij FF −=  

sau:  0=+ jiij FF    (12.1) 

 Calculând momentele faţă de  punctul  O  
ale forţelor interioare rezultate din interacţiunea  
punctelor Ai şi Aj se obţine: 

( ) 0=×=×−=×−×=×+× ijijijjiijjijiijjiji FAAFrrFrFrFrFr   (12.2) 

adică: 0=×+× ijjiji FrFr                    (12.3) 

 Ţinând seama de relaţiile (12.1) şi (12.3) se obţine următorul rezultat: 
“pentru un rigid torsorul forţelor interioare (rezultanta şi momentul rezultant) 
este nul”, adică: 

  ,F
n

i

n

j
ij 0

1 1
=∑∑

− =
         (12.4) 

  .Fr
n

i
ij

n

j
i 0

1 1
=×∑∑

= =
        (12.5) 
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 Prin corp solid rigid se înţelege în mecanica clasică un continuu material 
nedeformabil, sau cu alte cuvinte este limita la infinit a unui sistem nedeformabil 
de puncte materiale închis care ocupă acelaşi domeniu. 
 Trebuie subliniat în cele ce urmează, că unele noţiuni fundamentale şi 
teoreme generale stabilite pentru un sistem discret de puncte materiale, se pot 
extinde la solidul rigid (ca un sistem continuu de puncte materiale) pe baza unui 
proces de trecere la limită (sumele infinite devin  integrale).  

Problema fundamentală a dinamicii sistemelor discrete de puncte materiale 
este determinarea mişcării lor în funcţie de masele şi forţele cunoscute: mi, 

( )n,.....,,j,iF,F iji 21=  precum şi în funcţie de condiţiile iniţiale date (poziţii şi 
viteze la momentul t=t0). Spunem că am determinat mişcarea sistemului de puncte 
materiale, dacă se cunoaşte mişcarea fiecărui punct Ai din sistem.  

Pentru fiecare punct Ai se scrie ecuaţia fundamentală a dinamicii: 

  ∑
=

+=
n

j
ijiii FFrm

1

""         (12.6) 

unde ii ar =""  este acceleraţia punctului Ai   ( )n,.....,,j,i 21= .  
Pentru întregul sistem de puncte materiale, vom scrie un sistem de n ecuaţii 

diferenţiale de ordinul doi, cu necunoscutele nr..,r,r 21  privite ca funcţii vectoriale 
de timp: 
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∑
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j
jnnnn

n

j
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j
j

FFrm

FFrm

FFrm

1

1
2222

1
1111

""

""

""

        (12.7) 

unde, în general, forţele depind în mod explicit de poziţiile punctelor, de 
vitezele lor şi de timp:   ( ) ( )t,r,rFF,t,r,rFF ijijii

"" == . 

 La sistemul de ecuaţii (12.7) se adaugă condiţiile iniţiale: 
  ( ) ( ) 0000 iiii vtr,rtr == "       (12.8) 

 Dacă asupra componentelor scalare ale forţelor iji FsiF  se fac ipotezele de 
continuitate şi uniformitate, matematic se poate demonstra existenţa şi unicitatea 
soluţiilor sistemului (12.7) care verifică condiţiile iniţiale (12.8). 
 În Mecanică se determină de cele mai multe ori, aşa numitele integrale 
generale ale sistemului, sau integrale prime  adică soluţii ale sistemului (12.7) de 
forma:  

( ) .n,.....,,i,C,...,C,C,tfr nii 21221 ==     (12.9) 
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unde nC,...,C,C 221  sunt 2n  constante vectoriale de integrare independente. 
 Odată cunoscute funcţiile if  se poate determina mişcarea sistemului 
folosind condiţiile iniţiale ale problemei. Vom obţine astfel 2n  ecuaţii vectoriale 
pentru determinarea celor 2n  constante vectoriale de integrare:  

  
( )
( )nii

nii

C,...,C,fv

C,....,C,fr

210

210

0

0
"=

=
  i=1,2,3,... n           (12.10) 

unde am notat cu t0 = 0  momentul iniţial şi cu f"  derivata funcţiei f  în raport cu 
timpul t. 
 
 
 
 
 
 
 
 În paragrafele care urmează vom folosi un rezultat care decurge din expresia 
vectorului de poziţie ρ  al cetrului maselor C  al unui sistem de puncte materiale 
faţă de un sistem de referinţă Oxyz.  

Pentru a pune în evidenţă proprietatea ce ne interesează, să considerăm un 
sistem de puncte ( ),n,....,,iAi 21=  de mase mi  şi vectori de poziţie ir . Dacă 

∑
=

=
n

i
imM

1
 este masa sistemului, iar OC=ρ  este vectorul de poziţie al centrului 

de masă al sistemului de puncte materiale faţă de un sistem de referinţă Oxyz,   
(fig. 12.2.a), expresia lui este dată de formula: 

  ρρ Mrmsau
m

rm
ii

i

ii == ∑∑
∑             (12.11) 

sau pentru un continuum material (fig.12.2.b), formula:   

( )
∫ =
D

.Mdmr ρ                (12.12) 

 Dacă originea sistemului de axe Oxyz coincide cu centrul maselor 
sistemului de puncte materiale (O ≡ C) atunci 0=ρ (fig.12.2,c) şi relaţia (12.12) 
devine: 

  
( )

.MdmrsauMrm
D

cici 00 ==== ∫∑ ρρ           (12.13) 

Formulele (12.11), (12.12) şi (12.13) se transformă corespunzător în câte 
trei relaţii scalare, dacă sunt proiectate pe axele de coordonate . 
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 12.2. Impulsul total. Teorema impulsului. 
 12.2.1. Impulsul total al unui sistem de puncte. 
  Se numeşte impuls total la un moment dat (sau cantitate de mişcare totală), 
pentru un sistem de puncte materiale Ai  de mase mi , având vitezele iv                  
(i = 1, 2,....,n), faţă de un triedru oarecare T (Oxyz), suma impulsurilor tuturor 
punctelor Ai faţă de acest reper; impulsul unui punct Ai faţă de triedrul T este: 
  iii vmH =    (12.14) 
deci impulsul total se scrie: 

  i

n

i
i

n

i
i vmHH ∑∑

==
==

11
 (12.15) 

unde:  .
dt

rdrv i
ii == "  

Se observă că: 

( ) ( )ρM
dt
drm

dt
d

dt
rdmH ii

i
i === ∑∑  

adică:  ρ"MH =         (12.16) 
unde:  Mmi =∑  este masa întregului sistem, ρ  este vectorul de poziţie al 
centrului maselor faţă de reperul T  iar ρ"  este viteza centrului maselor 
sistemului faţă de reperul T. 

 Prin urmare, impulsul total al unui sistem de puncte materiale nu depinde 
de felul mişcării, el fiind identic cu impulsul centrului de masă al sistemului în 
care se consideră concentrată toată masa sistemului. 
 

O b s e r v a ţ i i 
1. Dacă originea reperului T se alege astfel încât să coincidă cu centrul maselor 

sistemului (O ≡ C, ,0=ρ ), atunci impulsul total faţă de acest reper este nul:

 ( ) ( ) 0===== ∑∑∑ ρM
dt
drm

dt
dvmHH CiiCiiCiC            (12.17) 

2. Dacă se consideră un reper fix T1 (O1x1y1z1) şi un reper mobil T(Oxyz) solidar 
cu sistemul de puncte şi în mişcare de translaţie faţă de reperul T1 , astfel ales 
încât originea reperului T  să coincidă cu centrul maselor sistemului (O ≡ C) ; 
atunci, conform figurii 12.4, avem relaţia vectorială evidentă: Cii rr += 11 ρ , în 
care 1ρ  este vectorul de poziţie al centrului maselor faţă de reperul T1 ;  Cir   
este  vectorul de poziţie al punctului Ai, faţă de reperul mobil T. 
Potrivit definiţiei date avem: 
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Se obţine astfel pentru impulsul total aceeaşi expresie, cu deosebirea că atât 1H  
cât şi 1ρ"  sunt raportate la reperul fix T1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

12.2.2. Expresia impulsului total pentru un rigid  
 Fie un rigid (continuu material), triedrul fix T1(O1x1y1) şi triedrul mobil T 
(Oxyz), solidar cu rigidul şi în mişcare oarecare faţă de T1 (fig.12.5). Dacă în jurul 
unui punct oarecare A din corp se consideră un volum de masă elementară dm, 
relaţia între vectorii de poziţie este:  rrr += 01  iar distribuţia de viteze faţă de T1 
se scrie:  rvv ×+= ω01               (12.18) 

Se defineşte impulsul total al rigidului faţă de reperul T1   prin expresia:  

  
( )

dmvH
D
∫= 11                 (12.19) 

şi ţinând seama de (12.18) obţinem:  
( )

( ) ( ) ( )
∫∫∫ ×+=×+=
DDD

dmrdmvdmrvH ωω 001  

Ţinând seama de faptul că 
( )
∫=
D

dmM  şi de relaţia (12.12): 
( )
∫ =
D

Mdmr ρ  rezultă: 

  ( )ρωρω ×+=×+= 001 vMMvMH C            (12.20) 

Observaţii  
1. Dacă originea O a reperului T coincide cu centrul de masă al corpului (O ≡ C,  

001 == ρρ ;r ) atunci : 10 ρ"=v şi relaţia  (12.20) capătă forma:  

11 ρ"MH =                 (12.21) 
2.   În mişcarea de rotaţie cu punct fix (O1 ≡ O , ,v 00 = )  relaţia  (12.20) devine: 

 ( )ρω ×= MH1                (12.22) 
Dacă punctul fix coincide cu centrul de masă al corpului (O ≡ C), atunci avem 
evident: 01 =H . 
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 12.2.3. Teorema impulsului 
 Să presupunem că mişcarea sistemului de puncte materiale se studiază în 
raport cu reperul fix T1(O1x1y1z1). Derivând în raport cu timpul expresia impulsului 
(12.15) faţă de acest reper, obţinem: 

  .am
dt
vd

mvm
dt
d

dt
HdH

n

i
ii

n

i

i
i

n

i
ii ∑∑∑

===
==


==

11

1

1

1
1 11

"           (12.23) 

Principiul fundamental al dinamicii pentru 
un punct Ai (fig. 12.6) se scrie: 

,FFam
n

j
jiiii ∑

=
+=

1
1

  i=1,2, . . . n 

şi însumând aceste relaţii, pentru întregul 
sistem, se obţine: 
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i FFam

1 111
1

         (12.24) 

şi deoarece din (12.4) rezultanta forţelor 

interioare este nulă:  0
1 1

== ∑∑
= =

n

i

n

j
ij

int FR   

relaţia (12.24) devine:  ∑∑
==

=
n

i
ii

n

i
i Fam

11
1

             (12.25) 

sau, ţinând seama de relaţia (12.23) şi că ∑
=

n

i
iF

1
 este rezultanta forţelor exterioare  

(date şi de legătură) R ,  care acţionează asupra sistemului, avem: 

  )leg(a RRR:unde,RH +==1
"            (12.26) 

Relaţia (12.26) reprezintă teorema impulsului pentru un sistem de puncte 
materiale şi se enunţă astfel: “derivata în raport cu timpul a impulsului total al 
unui sistem de puncte materiale este egală cu rezultanta forţelor exterioare care 
acţionează asupra sistemului”. 
 Dacă se  derivează expresia (12.21) a impulsului exprimat în funcţie de 
vectorul de poziţie al centrului maselor ( )11 ρ"MH =    se obţine: 

  ( ) ,aMMM
dt
d

dt
HdH C==== 11
1

1 ρρ """"             (12.27) 

unde Ca=1ρ""  este acceleraţia centrului maselor sistemului, rezultă: 

 RM =1ρ"" ,                (12.28) 

adică teorema impulsului sub forma echivalentă a teoremei mişcării centrului 
maselor: “centrul maselor unui sistem de puncte materiale are aceeaşi mişcare ca 
şi un punct material care ar avea o masă egală cu masa sistemului şi asupra 
căruia ar acţiona o forţă egală cu rezultanta forţelor exterioare”. 
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 În cazul unui sistem izolat (asupra căruia nu acţionează nici o forţă):  
∑ == 0iFR , atunci conform (12.28) 01 =H"  şi rezultă: 

  CMsau)ttancons(CH == 11 ρ"            (12.29) 

adică teorema conservării impulsului  cu următorul enunţ: 
 “în cazul unui sistem izolat de puncte materiale, impulsul total se conservă în 
timp, sau tot timpul mişcării impulsul rămâne constant”. 

Sunt situaţii când se conservă numai o componentă (după o axă) a 
impulsului, aşa cum am văzut şi în cazul unui punct material. 
 

 12.3. Teorema momentului cinetic. 
 12.3.1. Momentul cinetic total al unui sistem de puncte. 

 Momentul cinetic total al unui sistem 
de puncte materiale Ai de mase mi, vectori 

de poziţie ir  şi viteze i
i

i r
dt
rdv "== , i=1,2,...n 

în raport cu un punct O (fig.12.7), este suma 
momentelor impulsurilor tuturor punctelor 
în raport cu punctul O.  
Pentru un punct Ai , momentul cinetic faţă 
de O se scrie (fig.12.7): 

iiiiiOi HrvmrK ×=×=
!

          (12.30) 

 Momentul cinetic total (pentru întregul sistem de puncte) în raport cu 
punctul O este: 

  .vmrKK ii

n

i
i

n

i
OiO ×== ∑∑

== 11
             (12.31) 

 Se poate arăta că momentul cinetic 
total este o mărime vectorială care depinde 
de reperul în raport cu care se calculează, 
deci este un vector legat. Într-adevăr, să 
considerăm un triedru fix T1(O1x1y1z1) şi 
unul mobil T(Oxyz) cu originea în centrul de 
masă al sistemului (O ≡ C) în mişcare de 
translaţie faţă de T1      (fig. 12.8).  
Conform definiţiei, momentul cinetic total 

al sistemului de puncte în raport cu centrul 
de masă C  (originea reperului mobil) se 
scrie: 
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  ,vmrK Cii

n

i
CiC ×= ∑

=1
               (12.32) 

unde: Ci
Ci

Ci r
dt
rd

v "==    este viteza relativă în raport cu reperul mobil T . 

Momentul cinetic total al sistemului de puncte, faţă de punctul O1  este: 
 111 iiiO vmrK ×= ∑                (12.33) 
unde dacă se înlocuiesc: CiiCii vv;rr +=+= 1111 ρρ "           (12.34) 

 şi ţinând seama de formulele (12.32) obţimem: 

( ) ( )
( ) .rmvmrvmmK

vmrK

CiiCiiciCiiiO

Cii

n

i
CiO

11111

1
1

11

ρρρρ

ρρ

""

"

×+×+×+×=

+×+=

∑∑∑∑

∑
=  

 Conform notaţiilor adoptate anterior şi ţinând seama de relaţiile evidente: 

  ,Mm,Hvm,rm iCiCiCii ==== ∑∑∑ 00  

rezultă:  11 1
ρρ "MKK CO ×+=       (12.35) 

adică prima teoremă de tip Koenig:  “momentul cinetic al unui sistem de puncte 
materiale în raport cu un punct fix O1 este egal cu suma dintre momentul cinetic 
în mişcarea relativă a sistemului în raport cu centrul maselor C şi momentul 
cinetic al centrului maselor considerat ca un punct material în care este 
concentrată masa întregului sistem”. 
 

 12.3.2. Momentul cinetic în cazul unor mişcări  
    particulare 

 În cazul rigidului, momentul cinetic în raport cu originea reperului fix T1 se 
defineşte prin relaţia: 
  

( )
dmvrKK

D
O 1111 ×== ∫               (12.36) 

integrala referindu-se la întregul domeniu (D) ocupat de corp. 
 Se observă că în acest caz că momentul cinetic 1K  depinde de felul mişcării, 
în funcţie de expresia vitezei 1v  a rigidului care este diferită de la un tip de mişcare 
la altul, aşa cum s-a arătat la cinematica rigidului.  
 a. Momentul cinetic în cazul mişcării de translaţie a rigidului  

Specific acestei mişcări este faptul că în orice moment toate punctele 
rigidului au aceeaşi viteză , adică ,vv C 11 ρ"==   şi  avem: ,rr C+= 11 ρ   

unde:  1ρ    este vectorul de poziţie al centrului maselor faţă de reperul T1 

Cr   vectorul de poziţie al punctului A, faţă de reperul mobil T având  
originea în centrul de greutate al sistemului (O≡ C). 
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Momentul cinetic al rigidului faţă de O1 va fi:    

  ( )
( ) ( ) ( )

111111 ρρρρρ """ ×



+×=×+= ∫∫∫ dmrdmdmrK

D
C

DD
CO  

şi întrucât: 
( ) ( )

0==⇒≡= ∫∫ ρdmrCOdinsiMdm
D

C
D

  

rezultă: .HMKO 11111 ×=×= ρρρ "               (12.37) 

 

 b. Momentul cinetic în cazul mişcării de rotaţie cu axă fixă  
Specific acestei mişcări este faptul că viteza unui punct oarecare A al 

rigidului faţă de reperul T1 este:   

kziyixrriar,rv ++==×= 11 ω . 

Dacă se consideră cazul în care axa de rotaţie Oz coincide cu axa Oz1, adică 
se poate scrie: ,kωω =   se obţine:  

( )
( )

( )
dmrrdmvrK

DD
O ∫∫ ××=×= ω111  

şi deoarece: ( ) ( ) ( ) ( )kyxjzyizx
xy

zyx
kji

rr 22

0
++−−=

−
=×× ωωω

ωω
ω  

se obţine: 
( ) ( )

( )
( )

kdmyxjdmyzidmxzK
DDD

O 





 ++



−



−= ∫∫∫ 22

1 ωωω  

Se observă că integralele reprezintă tocmai momentele de inerţie 
centrifugale şi axiale şi deci se poate scrie:  

.kJjJiJK zzyzxO ωωω +−−=1              (12.38) 
 Dacă rigidul este un corp de revoluţie, axa de revoluţie fiind axă de simetrie 
şi dacă se alege această axă să coincidă cu axa Oz, a reperului mobil T atunci 
avem: Jxz = 0,  Jyz =0   şi rezultă : 

 .JKsaukJK zzz ωω == 11             (12.39) 

 Exemplu:  
Se consideră un disc omogen de rază R şi masă M, care se roteşte cu viteza 

unghiulară ω  în jurul axei sale de simetrie. Se cere să se afle momentul cinetic 
faţă de axa de simetrie Oz ≡ O1z1.  

Rezolvare:  

Deoarece 
2

2

0

MRJJ z ==  se obţine:  .MRKKK zOO ω
2

2

1 ===  
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c. Momentul cinetic în cazul mişcării rigidului cu punct fix 
Specific acestei mişcări este faptul că vectorul de poziţie al  unui punct 

oarecare A al rigidului faţă de reperul T şi T1 este acelaşi: kziyixrr ++==1  şi 
kji zyx ωωωω ++=  deci:

 ( ) ( ) ( ) kxyjzxiyzrv yxxzzy ωωωωωωω −+−+−=×= 11   

Expresia momentului cinetic faţă de O1, în acest caz este: 

( ) [ ]∫

∫

−+−+−×++=

×==

)D(
yxxzzy

)D(
O

dmk)xy(j)zx(i)yz(kzjyixK

dmvrKK

ωωωωωω1

1111

 

sau : kKjKiKK zyx 1111 ++=    unde:             (12.40) 

zzyzyxzxzyxz

zzyyyxyxzyxy

zxzyxyxxzyxx

JJJdm])yx(zyzx[K

JJJdm]zy)xz(yx[K

JJJdm]xzxy)zy[(K

ωωωωωω

ωωωωωω

ωωωωωω

+−−=++−−=

−+−=−++−=

−−=−−+=

∫

∫

∫

22
1

22
1

22
1

         (12.41) 

sau sub formă matricială: 

 















⋅

















−−
−−
−−

=
















z

y

x

zzyzx

yzyyx

xzxyx

z

y

x

JJJ
JJJ
JJJ

K
K
K

ω
ω
ω

1

1

1

             (12.42) 

Dacă axele Ox, Oy, Oz ale reperului mobil solidar cu rigidul, sunt alese 
astfel încât să fie axe principale de inerţie în raport cu O1=O , atunci momentele 
de inerţie centrifugale sunt nule şi se obţine relaţia matricială: 

 















⋅
















=

















z

y

x

z

y

x

z

y

x

J
J

J

K
K
K

ω
ω
ω

00
00
00

1

1

1

              (12.43) 

sau expresia analitică: kJjJiJK zyx ωωω 3211 ++=            (12.44) 

d. Momentul cinetic în cazul mişcării plan-paralele 
 Se consideră această mişcare a rigidului ca o suprapunere de două mişcări: 
una de rotaţie în jurul unei axe ce trece prin centrul maselor şi care este 
perpendiculară pe planul fix, şi una de translaţie a centrului maselor C.  

Se aplică în acest caz prima formulă de tip Koenig: 

 111 11
ρρωρρ "" MkJMKK zCC ×+=×+=             (12.45) 



 275 

 12.3.3. Teorema momentului cinetic 
 Se consideră reperul fix T1 (fig. 12.9) la care se raportează mişcarea 
sistemului , faţă de care momentul cinetic se scrie: 

 .vmrK iiiO 111 ×= ∑  

Derivând această expresie în raport cu timpul se obţine: 

 ( ) 1111111 iiiiiiiiiO vmrvmrvmr
dt
dK """ ×+×=×= ∑∑∑  

şi deoarece  11 ii vr ="    şi   primul  termen  este nul:  

01111 =×=× ∑∑ iiiiii vmvvmr"  

avem: 11 1 iiiO amrK ×= ∑"    (12.46) 

unde 11 ii va "= este acceleraţia absolută a punctului Ai . 

Legea fundamentală a dinamicii pentru punctul Ai  care se scrie: 

  ∑
=

+=
n

j
jiiii FFam

1
1 ,            i=1,2,...n 

Dacă se înmulţeşte vectorial la stânga cu 1ir  şi se însumează membru cu 
membru, se obţine: 

1
1

1
1 1

11
1

11
1

1 i

n

i
i

n

i

n

j
jiii

n

i
iii

n

i
i FrFrFramr ×=





 ×+×=× ∑∑ ∑∑∑

== ===
                   (12.47) 

deoarece, în baza relaţiei (12.5), momentul rezultant al forţelor interioare este nul: 

  0
1 1

1
1 1

1
=×=





 × ∑∑∑ ∑

= == =

n

i
ij

n

j

n

i

n

j
jii FrFr   

Primul termen al sumei  i

n

i
i Fr ×∑

=1
1 este momentul rezultant al forţelor faţă de O1:

  ,M)F(MFr OiOi

n

i
i 11

1
1 ==× ∑∑

=
             (12.48) 

În aceste condiţii relaţia (12.47) împreună cu relaţia (12.46) conduc la:  
  ,MK OO 11 ="                 (12.49) 
adică expresia teoremei momentului cinetic care se enunţă astfel: “în cazul unui 
sistem de puncte materale în mişcare, derivata în raport cu timpul a momentului 
cinetic, calculat faţă de un punct O1, este egală cu momentul rezultant al forţelor 
exterioare (active şi de legătură) calculat în raport cu acelaşi punct O1”. 

Să arătăm că teorema momentului cinetic (12.49) păstrează aceeaşi formă 
dacă este aplicată mişcării relative a sistemului de puncte în raport cu centrul 
maselor , sau faţă de un reper T cu originea în centrul de masă al sistemului  având 
axele paralele cu cele ale triedrului fix T1 (fig.12.10). 

 Ai(mi) 

 O1 

 z1 

 x1 

 Fig. 12.9 

 y1 

 1ir  
ijFΣ  

iF  

 1OK  
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Cu alte cuvinte, se afirmă că în cazul 
reperelor inerţiale relaţia (12.49) este 
riguros adevărată.  
Într-adevăr, derivând în raport cu 
timpul relaţia (12.35): 

 111 ρρ "MKK CO ×+=  

obţinem:
 11111 ρρρρ """""" MMKK CO ×+×+=    

şi ţinând seama că: 

RM;M;deoarece,
t

K
dt
KdK CC

C ==×=== 111 00 ρρρω
∂

∂ """""  

se obţine: .RKK C ×+= 11 ρ""                (12.50) 

 Formula pentru schimbarea polului de reducere a unui sistem de forţe, este: 

  .RMRCOMM CCO ×+=×+= 111 ρ             (12.51) 

 Înlocuind relaţiile (12.50) şi (12.51) în relaţia (12.49) se obţine:  

 CC MK ="                 (12.52) 

adică teorema momentului cinetic faţă de centrul maselor  cu următorul enunţ: 
“în orice moment al mişcării unui sistem de puncte faţă de un reper fix T1, 
derivata în raport cu timpul a momentului cinetic total al sistemului, calculat faţă 
de centrul maselor, este egală cu momentul rezultant al forţelor exterioare 
calculat faţă de acelaşi punct” 

Observaţii:  
1. Se remarcă din aspectul relaţiilor (12.49) şi (12.52), faptul că teorema 

momentului cinetic scrisă faţă de un reper fix T1  şi teorema momentului cinetic 
scrisă faţă de un reper mobil T, paralel cu cel fix, având originea în centrul 
maselor (O=C)  au aceeaşi formă; 

2. Momentul forţelor exterioare se poate scrie:  

leg
C

a
C

leg
iC

a
iC

ext
i

n

i
CC MM)F(M)F(M)F(MM +=+== ∑ ∑∑

=1
         (12.53) 

În cazul unui sistem izolat de puncte materiale 0=R , 01 == CO MM , rezultă:  
01 =OK"   şi deci (12.49) devine : CKO =1             (12.54) 

această relaţie exprimă teorema conservării momentului cinetic şi are 
următorul enunţ:  “momentul cinetic total în cazul unui sistem izolat de puncte 
materiale se conservă”.  

Ai, mi 

 O1 

 z1 

 x 

 Fig. 12.10 

 y1 

 z 

 y 

 x1 

 CO ≡  

 10 ρ=r  

 icr  
 1ir  

 1OM  

 CM  

 R  

 R  
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Pe de altă parte relaţia (12.54) reprezintă o integrală primă a sistemului de 
ecuaţii diferenţiale (12.7). Se poate obţine o integrală primă şi în cazul când 
momentul rezultant al forţelor exterioare în raport numai cu o axă este nul. Fie 
această axă este Oz, atunci vom avea integrala primă:  

.CK z =1                 (12.55) 

S-a arătat în Capitolul 8 că în cazul punctului material o relaţie de forma 
(12.55) poate fi considerată ca o relaţie de conservare a vitezei areolare Ω  în 
mişcarea proiecţiei punctului în planul xOy. Ţinând seama că pentru un singur 
punct material avem: Kz = m Ω, rezultă că în cazul când momentul rezultant al 
forţelor exterioare în raport cu o axă este nul, avem: 

 ,Cm ii =∑ Ω                (12.56) 

adică, suma produselor dintre masele punctelor materiale şi vitezelor areolare 
ale proiecţiilor acestor puncte într-un plan normal pe axă rămâne constantă. 
 

Aplicaţie 
 Se cere să se determine legea de mişcare a unui disc (o roată omogenă) de 

rază R şi masă M care se roteşte în jurul axei sale de simetrie, sub acţiunea unui 
cuplu de moment constant M0 (fig.12.11).  

Rezolvare: 
 Aplicând teorema momentului cinetic, avem: 

ϕω∆ !!
2

2MRJKKK:unde,MK OOzOOO =====  

sau: ,MRKOz ϕ!!!
2

2

=    

iar: .NMM zOO ==  

Prin urmare, teorema momentului cinetic  
conduce la ecuaţia diferenţială: 

 .
MR
Msau,MMR O

O 2

2 2
2

== ϕϕ !!!!  

 
     Integrând de două ori şi punând condiţiile iniţiale: 

la ( ) ( ) 00000 === ϕϕ !,:t  

se obţine legea de mişcare a discului:  

.t
MR
M O 2

2
=ϕ  

y 

Fig.12.11 x 

z 

O MO 
R 
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12.4. Energia cinetică totală. Lucrul mecanic.     
        Teorema energiei cinetice  

 12.4.1. Energia cinetică totală a unui sistem de puncte 
 Energia cinetică totală a unui sistem de puncte materiale  Ai (i = 1, 2,....,n) 
de mase mi şi viteze iv  faţă de un reper oarecare, se defineşte ca suma energiilor 
cinetice Ei ale tuturor punctelor sistemului:  

.vmE iii
2

2
1=                 (12.57) 

adică:  .vmEE i

n

i
i

n

i
i

2

11 2
1∑∑

==
==               (12.58) 

 Se obsearvă că E este o mărime scalară şi totdeauna pozitivă. 
 Energia cinetică totală a unui sistem de puncte în raport cu un reper fix T1 

este:  ,vmE ii
2
11 2

1∑=                (12.59) 

Energia cinetică totală a unui sistem de puncte în raport cu un reper mobil T 
cu originea în centrul maselor sistemului (O ≡ C) cu axele paralele cu cele ale 
reperului fix T1 este dată de:  

.vmE iCiC
2

2
1∑=                (12.60) 

unde iCv   este viteza punctului Ai  faţă de reperul T  având originea în  
centrul maselor . 

 Deoarece din (12.34) ,vv cii += 11 ρ!  rezultă că energia cinetică totală a unui 
sistem de puncte se scrie: 

( ) 2
1

2
1

2

11 2
1

2
1

2
1

CiiCiiiCii vmvmmvmE ∑∑∑∑ ++=+= ρρρ !!! , 

unde ţinând seama de (12.60) şi de (12.17): ,Mm,Hvm iCCii === ∑∑ 0  rezultă: 

,MEE C
2
11 2

1 ρ!+=                (12.61) 

adică a II-a teoremă de tip Koenig, având enunţul: “energia cinetică a unui sistem 
de puncte materiale în mişcarea absolută, este egală cu suma dintre energia 
cinetică în mişcarea relativă faţă de centrul maselor şi energia cinetică a 
centrului maselor în care se consideră concentrată întreaga masă a sistemului”. 
 Pentru un solid rigid, energia cinetică totală corespunzătoare unui sistem 
discret (12.59) se  exprimă sub formă de integrală pe întreg domeniul (D) ocupat 
de corp:   

( )
.dmvE

D
∫= 2

11 2
1                (12.62) 

 Deoarece în cazul rigidului expresia vitezei depinde de tipul mişcării, vor 
rezulta şi pentru energia cinetică totală, diferite expresii specifice fiecărui tip de 
mişcare. 
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 12.4.2. Energia cinetică totală în cazul unor mişcări  
            particulare ale   rigidului 
 

 a. Energia cinetică în cazul mişcării de translaţie 
 În cazul aceastei mişcări toate punctele rigidului au aceeaşi viteză, aceasta 

fiind egală cu viteza centrului de masă, adică: 11 ρ!== Cvv  şi deci: 

  
( ) ( )

.MdmdmE
DD

2
1

2
1

2
11 2

1
2
1

2
1 ρρρ !!! ∫∫ ===             (12.63) 

 Rezultă că energia cinetică în cazul acestei mişcări se calculează ca energia 
unui punct (care este centrul de masă al rigidului) în care se presupune concentrată 
întreaga masă a rigidului şi care se deplasează cu viteza centrului de masă. 
 
 b. Energia cinetică în cazul mişcării de rotaţie cu axă fixă 
  Se ştie de la cinematica rigidului cu axă fixă, că viteza unui punct oarecare 
A faţă de reperul T1 (pentru simplitatea calculelor se alege: O ≡ O1, Oz = O1z1 = 
axă de rotaţie) este: zdv ⋅=ω1 , unde 22 yxdz +=  este distanţa de la 
punctul A la axa de rotaţie Oz. 

În acest caz, energia cinetică totală se scrie:  

  
( )

( )
( )

.JdmyxdmvE z
DD

22222
11 2

1
2
1

2
1 ωω =+== ∫∫           (12.64) 

unde ( )
( )

dmyxJJ
D

Z ∫ +== 22
∆  este momentul de inerţie faţă de axa Oz. 

 
c. Energia cinetică în cazul mişcării de rotaţie cu punct fix 
Se consideră că punctul fix coincide cu originile celor două sisteme T1 şi T : 

O1=O; expresia distribuţiei de viteze în acest caz este: 
( ) ( ) ( ) kxyjzxiyzrv yxxzzy ωωωωωωω −+−+−=×= 11           (12.65) 

Prin urmare energia cinetică totală a rigidului faţă de T1 va fi: 

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( )
dmxyzxyzdmvE

D
yxxzzy

D
∫∫ −+−+−== 2222

11 2
1

2
1 ωωωωωω  

sau  

xzzxzyyzyxxyzxyxxx JJJJJJE ωωωωωωωωω −−−++= 222
1 2

1
2
1

2
1          (12.66) 

Energia cinetică totală a rigidului faţă de T1  atunci când axele sistemului 
mobil sunt axe principale de inerţie va fi: 

2
3

2
2

2
11 2

1
2
1

2
1

zyx JJJE ωωω ++=               (12.67) 
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În cazul particular, când corpul se roteşte în jurul unei axe Oz 
( ωωωω === zxx ,0 ), energia cinetică este cea dedusă la mişcarea de rotaţie: 

2
1 2
1

zzJE ω=                  (12.68) 

Dacă  se ţine seama de a doua formulă de tip Koenig (12.61), energia 
cinetică pentru cazul general al mişcării unui rigid, alegând axele sistemului mobil 
ca axe principale şi centrale de inerţie se scrie sub forma: 

2
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2
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2
2

2
1

2
11 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1 ρωωωρ !! MJJJMEE zyxC +++=+=           (12.69) 

   
c) Energia cinetică în cazul mişcării plan-paralele 

Dacă se alege (pentru simplitatea relaţiilor) 
originea reperului mobil T  în centru 
maselor  (O ≡ C,  10 ρ=r  şi Crr = ) şi planul 
fix să coincidă cu planul xOy (fig.12.12), în 
aceste condiţii viteza are expresia: 
   Crvv ×+= ω01  
şi deoarece  ,vv C 10 ρ!== viteza faţă de T1 se 
scrie: Crv ×+= ωρ11

!   
şi prin urmare:   
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şi deoarece: 
( ) ( )

∫∫ ==
DD

C Mdm,dmr 0  avem energia cinetică pentru acest caz: 
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.dmrME
D

C
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11 2
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2
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∫ ×+= ωρ!               (12.70) 

Întrucât:   kzjyixr,k CCCC ++== ωω   

şi:  ( ) ( )222

2

2 00 CC
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C yx
zyx

kji
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
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



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
=× ωωω ,   

adică:  ( )
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zC
D
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D

C Jdmyxdmr 22222 ωωω =+=× ∫∫  

şi prin urmare, energia cinetică totală faţă de T1  are expresia: 

  .JME zC
22

11 2
1

2
1 ωρ += !               (12.71) 
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 Fig. 12.12 

 y1 

 z 

 y  x1 

 CO ≡ ),,( 0ηξ  

 1ρ  
 cr  

 1r  

ϕ  

ϕ  



 281 

unde : 2

2
1 ωzCJ  este energia cinetică în mişcarea relativă faţă de centrul 

maselor,  JCz  este momentul de inerţie faţă de axa Oz care trece prin centrul 
maselor C.  
 
Formula (12.71) reprezintă formula lui Koenig în cazul particular al 

mişcării plan paralele. În aplicaţiile referitoare la mişcarea plan-paralaelă se 
foloseşte centrul instantaneu de rotaţie I  şi atunci este necesar să se exprime E1 în 
funcţie de momentul de inerţie al rigidului faţă de axa instantanee de rotaţie ce 
trece prin I. 
 Conform formulei lui Steiner: ( )2ICMJJ zCzI += sau: ( )2ICMJJ zIzC −=  

Din cinematica mişcării plan-paralele avem:     

  ( )
ω
ρωρ 1

1

!! === )IC(sauICvC  

şi relaţia (12.71) devine:  2
1 2
1 ωzIJE =             (12.72) 

 Formula (12.72) conduce la concluzia că în mişcarea plan-paralelă se poate 
calcula energia cinetică ca ca în cazul mişcării de rotaţie a rigidului în jurul unei 
axe care trece prin centrul instantaneu de rotaţie I, corespunzătoare acelui moment. 
 

A p l i c a ţ i e 
Să se găsească energia cinetică a unui disc de rază 
R şi masă M, care se rostogoleşte fără să alunece 
pe un plan orizontal cu viteza centrului său 
constantă:  01 vvc == ρ!  (fig.12.13). 

 
 R e z o l v a r e  

Viteza unghiulară fiind aceeiaşi în orice 
punct al discului:     R/v;IC 0=== ωωωω  

 2
2

2
3

2
MRJsiMRJ zIzC == ,  

astfel încât formula (12.71) conduce la:  
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 În mod analog, aplicând formula (12.72) se obţine acelaşi rezultat: 

 .vM
R
vMRE 2

0

2

02
1 4

3
2
3

2
1 =





⋅⋅=  

  

 Fig. 12.13 

ω  

I 

 CO ≡   0v  

R 



 282 

12.4.3. Lucrul mecanic elementar al forţelor aplicate  
unui sistem de puncte în mişcare. Proprietăţi 

 Fiind dat un sistem de puncte materiale Ai (i = 1, 2,...,n), asupra unui punct 

al sistemului acţionează atât forţele exterioare iF  cât şi forţele interioare ∑
=

n

j
jiF

1
  

(fig. 12.14),  având rezultanta :  .FFFFR int
i

ext
i

n

j
jiii +=+= ∑

=1
                        (12.73) 

Conform definiţiei date în capitolul 8, lucrul 
mecanic elementar efectuat de forţele având 
rezultanta iR  care acţionează asupra 
punctului Ai, este dat de produsul scalar 
dintre forţa iR  şi deplasarea elementară ird  
corespunzătoare punctului de aplicaţie al 
acestor forţe în intervalul de timp elementar 
dt, adică: 

dtvRrdRdL iiiii ⋅=⋅=             (12.74) 
unde  dtvrd ii =  , iv  fiind viteza punctului. 

 Lucrul mecanic elementar total al forţelor aplicate întregului sistem de 
puncte, calculat faţă de un reper oarecareT (Oxyz), este egal cu suma lucrurilor 
mecanice elementare, efectuate de forţele aplicate diferitelor puncte ale sistemului 
în raport cu reperul considerat, deci:     

 .dtvRrdRdLdL iiii

n

i
i ⋅=⋅== ∑∑∑

=1
                 (12.75) 

 Ţinând seama de (12.73) avem: 
 ( ) i

int
ii

ext
ii

int
i

ext
iii rdFrdFrdFFrdRdL ⋅+⋅=⋅+=⋅= ∑∑∑∑  

sau făcând notaţiile: dtvFrdFdL i
ext

ii

n

i

ext
i

ext ⋅=⋅= ∑∑
=1

           (12.76) 

 dtvFrdFrdFdL ijii

n

j
ji

n

i

n

i
i

int
i

int ⋅=⋅=⋅= ∑∑∑∑∑
=== 111

                    (12.77) 

rezultă: ,dLdLdL intext +=                          (12.78) 
adică “lucrul mecanic elementar total este egal cu suma dintre lucrul mecanic 
elementar al forţelor exterioare şi lucrul mecanic elementar al forţelor interioare 
aplicate sistemului”. 
 Se observă că în expresia generală a lucrului mecanic elementar total apar 
forţele interioare. În continuare vor fi prezentate două proprietăţi referitoare la 
lucrul mecanic elementar al forţelor interioare şi al forţelor exterioare: 
a) lucrul mecanic elementar al forţelor interioare nu depinde de reperul de faţă 

de care se studiază mişcarea. 
Într-adevăr, fie reperul T (Oxyz) şi reperul T’ (O’x’y’z’)  în  mişcare  faţă de  T 

(fig.12.15). Avem evident:     ii rrr ′+= 0  , deci 
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dtr
t
rrdrd

dt
dt
rdrdrdrdrd

i
i

i

i
ii






 ′×+

′
+=

′
+=′+=

ω
∂
∂

0

00

 

unde ω   este vectorul viteză unghiulară 

al reperului T’  faţă de reperul T, iar i
i v

t
r ′=
′

∂
∂   

este viteza (relativă) a punctului Ai faţă de reperul T’. 
Lucrul mecanic elementar al forţelor interioare, calculat faţă de T, va fi deci: 

  
( )[ ]

( ) .dtrFdtvFFrd

dtrvrdFrdFdL

i
int

ii
int

i
int

i

ii
int

ii

n

i

int
i

int

′×⋅+′⋅+=

=′×+′+=⋅=

∑∑∑

∑∑
=

ω

ω

0

0
1  

Se obsearvă că ,FF
n

j
ji

n

i

n

i

int
i 0

111
== ∑∑∑

===
 şi prin efectuarea a două permutări 

circulare în produsul mixt ( )i
int

i rF ′×⋅ ω , se obţine: 

  ( ) ( ) ( )int
iii

int
ii

int
i FrrFrF ×′⋅=′×⋅−=′×⋅ ωωω  

şi obţinem deci rezultatul:        

( ) 0
1 111

=




 ×′=


 ×′⋅=′×⋅ ∑ ∑∑∑

= ===

n

i

n

j
jii

n

i

int
iii

n

i

int FrFrrF ωωω  

deoarece : ,F'r
n

i

n

j
jii 0

1 1
=





 ×∑ ∑

= =
 rezultă:  ( ) .'dLdL intint =  

Deci, lucrul mecanic elementar al forţelor interioare nu depinde de sistemul de 
axe faţă de care este calculat, ceea ce se mai poate scrie şi astfel: 

  .dLdLdL int
C

intint == 1                 (12.79) 
b) Să arătăm în continuare, modul în care lucrul mecanic elementar al forţelor 

exterioare depinde de reperul faţă de care se calculează. Pentru aceasta să 
considerăm două repere: unul fix T1 (O1x1y1z1)  şi altul mobil T (Oxyz) în 
mişcare de translaţie faţă de primul reper, şi cu originea în centrul maselor 
sistemului (fig.12.16). 
Conform definiţiei avem: 

  dtvFrdFdL i
ext

ii
ext

i
ext

111 ⋅=⋅= ∑∑  

  dtvFrdFdL
CC i

ext
ii

ext
i

ext
C ⋅=⋅= ∑∑  

unde: 
CC iiii rddrd;rr +=+= 1111

ρρ  

şi prin urmare: 
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de unde rezultă: 1ρdRdLdL ext
C

ext
i ⋅+=              (12.80) 

ceea ce arată următoarea proprietate: “lucrul mecanic elementar total al 
forţelor exterioare, calculat cu deplasările faţă de reperul fix T1 este egal cu 
suma dintre lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare calculat cu 
deplasările relative faţă de centrul maselor şi lucrul mecanic elementar al 
rezultantei forţelor exterioare ,FR ext

i∑=  presupusă aplicată în centrul 
maselor “. 
Din cele arătate mai sus, adică ţinând seama de formulele (12.78), (12.79) şi 
(12.80):  

int
C

ext
C

int
i

ext dLdLd.RdLdLdL ++=+= 111 ρ   
rezultă pentru lucrul mecanic elementar total al forţelor (exterioare şi 
interioare) faţă de un reper fix T1, formula:  

.dLd.RdL C+= 11 ρ                (12.81) 
 

12.4.4. Expresia lucrului mecanic elementar al forţelor 
interioare la modificarea distanţelor dinte puncte 

 Fie două puncte Ai şi Aj ale sistemului care interacţionează mecanic 
( 0=+ ijji FF , conform principiului acţiunii şi reacţiunii) având vectorii de poziţie 

ir  respectiv jr  (fig.12.17). Expresia lucrului mecanic elementar al forţelor 

ijji FsiF  este: 

 ( )jijijjiijijijijiji rdrdFrdFrdFrdFrdFdL −=−=⋅+=  

unde dacă notăm jiji rddrrd −=−  (deoarece jijiji rAArr −=−=− ) 

lucrul mecanic elementar al forţelor Fij şi Fji devine: 
 .rdFdL jijiji ⋅−=    (12.82) 

 Făcând notaţia 
 jijiji rversAAversu ==  

putem scrie relaţiile: 
 jijijijijiji uFF;urr ==   (12.83) 

unde pentru versorul  jiu  sunt valabile relaţiile: 

 01 =⋅=⋅ jijijiji udusiuu              (12.84) 

iar: ( ) .udrudrurdrd jijijijijijiji ⋅+⋅=⋅=              (12.85) 

 Înlocuind (12.83) şi (12.85) în (12.82) şi ţinând seama de (12.84) se obţine, 
pentru forţele interioare ,FsiF ijji  lucrul mecanic elementar:                                        

 jijiji drFdL −=                 (12.86) 
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relaţie care exprimă faptul că: lucrul mecanic elementar al forţelor interioare care 
se exercită între două puncte Ai şi Aj este egal cu produsul dintre valoarea 
numerică a forţei interioare (luată pozitiv sau negativ după cum forţele sunt 
repulsive sau atractive) şi creşterea distanţei dintre puncte. 
 Însumând după indicii i şi j se obţine lucrul mecanic elementar total al 
forţelor interioare al unui sistem de puncte: 

 .drFLdL ji

n

i

n

j
ji

n

i

n

j
ij

int ∑∑∑∑
= == =

−==
1 11 1

              (12.87) 

 În cazul sistemelor rigide de puncte materiale (nedeformabile), toate 
deplasările drij sunt nule, ceea ce conduce la concluzia că lucrul mecanic 
elementar total al forţelor interioare în acest caz este nul: 
 dLint = 0.                 (12.88) 
 

          12.4.5. Lucrul mecanic elementar al forţelor aplicate  
   unui rigid 

 Întrucât în paragraful anterior s-a arătat că pentru sistemele rigide dLint= 0, 
rezultă că la aplicarea teoremei energiei cinetice pentru astfel de sisteme, în 
expresia lucrului mecanic se va ţine seama numai de forţele exterioare.  

Avem: 
( )

( ) ( )[ ]dtrFFv

dtrvFdtvFdLdL

iii

iiii
ext

∑∑
∑∑

×⋅+⋅=

=×+===

ω

ω

0

011 1  

unde:  
( ) ( ) 00 M)F(M)Fr(rF iiiii ⋅=⋅=×⋅=×⋅ ∑∑∑ ωωωω     

Dacă se notează cu: ),F(MM;FR: iiO ∑∑ == 00τ  torsorul de 
reducere în punctul O al forţelor exterioare ale sistemului, expresia lucrului 
mecanic elementar al forţelor exterioare aplicate unui rigid în mişcare capătă 
forma: 
 ( ) .dtMvRdL ω⋅+⋅= 001                (12.89) 

Astfel în funcţie de tipul mişcării, (12.89) are formele:  
1. în mişcarea de translaţie (unde : ,vsi 100 ρω !==  deoarece O ≡ C) rezultă: 
 ;dtRdL 11 ρ!⋅=                 (12.90) 
2. în mişcarea de rotaţie (unde : 00 =v ) rezultă: 

 ;dtMdL ω⋅= 01                 (12.91) 
3. în mişcarea plan paralelă ( unde CMM,v;CO ==≡ 010 ρ! ) rezultă: 

 ( ) .dtMRdL C ωρ ⋅+⋅= 11
!                (12.92) 
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12.4.6. Teorema energiei cinetice pentru sisteme de  
            puncte materiale  

 În cazul un sistem de puncte materiale Ai (i = 1, 2,..., n)  energia cinetică 
faţă de reperul fix T1 este dată de formula (12.59):  

2
11 2

1
ii vmE ∑=  

Diferenţiind această relaţie şi grupând termenii în mod convenabil avem: 

( ) dtvamdtvvmvdvmvdmvmddE iiiiiiiiiiiii 111111
2
1

2
11 2

1
2
1 ∑∑∑∑∑ ===== !  

şi deci rezultă: .rdamdE ii

n

i
i 11

1
1 ⋅= ∑

=
             (12.93) 

 Ţinând seama de relaţia (12.73):  int
i

ext
i

n

j
jiii FFFFR +=+= ∑

=1
 

şi de legea fundamentală a dinamicii scrisă pentru punctul Ai: ∑
=

+=
n

j
jiiii FFam

1
1   

relaţia (12.93) devine: ( ) 111
1

1 i
int

ii
ext

ii

n

i

int
i

ext
i rdFrdFrdFFdE ⋅+⋅=⋅+= ∑∑∑

=
 

de unde rezultă: 
intext dLdLdE 111 +=                                  (12.94) 

adică teorema energiei cinetice în cazul sistemelor de puncte materiale care 
afirmă că: “diferenţiala faţă de timp a energiei cinetice (în raport cu triedrul T1) 
este egală cu suma dintre lucrul mecanic elementar al forţelor exterioare şi lucrul 
mecanic elementar al forţelor interioare (calculate în raport cu acelaşi triedru) 
 Spre deosebire de celelalte teoreme generale (teorema impulsului şi teorema 
momentului cinetic), în expresia teoremei energiei cinetice (12.94), apar şi forţele 
interioare, pentru care lucrul mecanic elementar, în general nu este nul.  

S-a arătat anterior că lucrul mecanic elementar al forţelor interioare este nul 
numai în cazul unui sistem rigid (nedeformabil).  

Considerând expresia energiei cinetice (12.61) dată de teorema lui Koenig: 

  2
11 2

1 ρ!MEE c +=  şi diferenţiind în raport cu t avem: 

dtRdEdtMdEdE CC 1111 ρρρ !!!! ⋅+=+= ;    
deoarece : ,RM =1ρ!!  rezultă:  .dRdEdE C 11 ρ⋅+=             (12.95) 

 Pe de altă parte din relaţia (12.81) : 11 ρdRdLdL C ⋅+=   şi înlocuind în 
(12.95) rezultă:   

,dLdE CC =                   (12.96) 
unde :  ,dLdLdL int

C
ext
CC +=                (12.97) 
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adică teorema energiei cinetice faţă de centrul maselor sub formă diferenţială 
care se enunţă: “diferenţiala în raport cu timpul a energiei cinetice a unui sistem 
de punte materiale, calculată faţă de centrul maselor sistemului este egală cu 
suma lucrurilor mecanice elementare ale forţelor exterioare şi interioare 
calculate cu deplasările faţă de centrul maselor”. 
 
 Observaţii 
1) Teorema energiei cinetice (12.94) sau (12.96) furnizează o singură relaţie 

scalară sub forma diferenţială ; 
2) Se poate demonstra că ecuaţia dată de teorema energiei cinetice nu este 

independentă de ecuaţiile date de celelalte două teoreme (a impulsului şi a 
momentului cinetic); 

3) Teorema energiei cinetice poate fi folosită singură pentru studiul mişcării 
rigidului dacă mişcarea acestuia depinde de un singur parametru, sau ca ecuaţie 
de verificare, după  aplicarea primelor două teoreme. 

 Din aspectul relaţiilor (12.94) şi (12.96) rezultă că teorema energiei ca şi 
teorema momentului cinetic , scrise faţă de T1 sau TC au aceeaşi formă :  

dE = dL,  
          unde:   dL = dLext + dLint                (12.98) 

 Integrând (12.98) în intervalul de timp [t1, t2] se obţine teorema energiei 
cinetice sub formă finită: 
  E2 - E1 = L12                (12.99) 
unde E1 şi E2 reprezintă energiile cinetice ale sistemului material la momentul t1 şi 
respectiv t2; iar L12 este lucrul mecanic efectuat în intervalul de timp [t1, t2]  de 
forţele aplicate sistemului.  

Dar cum: intext LLL 121212 +=   

unde: .dLL,dLL
t

t

intint
t

t

extext ∫∫ ==
2

1

2

1

1212            (12.100) 

 Integralele din (12.100) se pot efectua de obicei dacă dLext şi dLint sunt 
diferenţiale  totale, adică dacă există două funcţii Uext şi Uint astfel încât 

extextextext dLdU,dLdU == să fie diferenţiale totale exacte.   

În acest caz avem: 

  
( )

( ) intint
t

t

intint

extext
t

t

extext

UUUdL

;UUUdL

1212

1212

2

1

2

1

−==

−==

∫

∫
           (12.101) 
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 12.4.7. Teorema conservării energiei mecanice 
 Un sistem de puncte materiale Ai (i = 1,2,...,n) se numeşte sistem 
conservativ dacă forţele sale interioare, derivă dintr-o funcţie de forţă:   

U = U (x1, y1, z1,......; xn, yn, zn)  

adică:  
i

int
iz

i

int
iy

i

int
ix z

UF;
y
UF;

x
UF

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂=  

sau:  )dzFdyFdxF(dL i
int

izi
int

iyi
int

ix
int ++= ∑  

sau:  ∑ ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= )dz

z
Udy

y
Udx

x
U(dL i

i
i

i
i

i

int . 

Rezultă deci că lucrul mecanic al forţelor interioare este o diferenţială totală: 
  dLint = dU              (12.102) 

 În acest caz Lint = U2 - U1, iar ecuaţia (12.98) se poate scrie: 
  d(E - U) =dLext             (12.103) 
 Se introduc noţiunile de: 

• energie potenţială V, definită ca şi în cazul punctului material: 
V = - U              (12.104) 

• energie totală a sistemului (numită energie mecanică)  definită de:  
Em = E +V              (12.105) 

În acest caz  relaţia (12.103) devine:  
dEm = dLext   

care în cazul unui sistem închis de puncte (dLext = 0) conduce la:  
  dEm = 0    sau    Em = const.           (12.106) 
adică expresia teoremei conservării energiei mecanice, care afirmă că: “în cazul 
unui sistem închis de puncte materiale la care forţele interioare sunt conservative, 
energia mecanică Em se conservă”. 
 În realitate, nu toate forţele interioare sunt conservative.  În cele mai multe 
dintre cazuri energia mecanică nu se conservă (de exemplu, în cazul forţelor 
interioare de frecare, care depind atât de poziţia punctelor cât şi de viteza lor 
variaţia energiei mecanice este negativă: d(E + V) < 0 ).  
         Câteva exemple de aplicare a teoremelor generale sunt date în capitolul 13.  
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CAPITOLUL 13 
DINAMICA  UNOR  MIŞCĂRI   

PARTICULARE  ALE  RIGIDULUI 
 
 13.1. Generalităţi 
 Mişcarea unui solid rigid liber este cunoscută când s-a determinat variaţia în 
timp a celor şase parametri scalari geometrici ai mişcării, ce corespund celor şase 
grade de libertate cinematică ale solidului. 

Acestea sunt şase funcţii scalare de timp, care au fost introduse la capitolul 9:  
• coordonatele originii triedrului mobil T (Oxyz) faţă de triedrul fix T1 (O1x1y1z1). 
  x0 = x0 (t),      y0 = y0 (t),        z0 = z0 (t)    (13.1) 
• unghiurile lui Euler 
  ( ) ( ) ( )t,t,t ψψθθϕϕ ===      (13.2) 
 Pentru determinarea acestor parametri dispunem de ecuaţiile scalare 
furnizate de cele trei teoreme generale: 
1. Teorema impulsului sau teorema mişcării centrului maselor (trei ecuaţii 

scalare): 

  .RMsauRH == 11 ρ!!!        (13.3) 
2. Teorema momentului cinetic considerată faţă de originiea reperului fix O1 sau 

faţă de centrul de masă al rigidului C  (trei ecuaţii scalare): 

  CC MKsauMK == !!
10        (13.4) 

3. Teorema energiei cinetice (o ecuaţie scalară): 
  .dLdLdE intext +=         (13.5) 

Rezultă deci în total şapte ecuaţii scalare, care nu sunt toate independente. 
Dealtfel, pentru a determina mişcarea rigidului liber avem nevoie numai de şase 
ecuaţii scalare independente. Una din relaţii poate fi utilizată deci ca relaţie de 
verificare.  

Dacă rigidul este supus la legături, acestea îi răpesc un număr m de grade de 
libertate cinematică. Din punct de vedere matematic, aceste legături se exprimă 
printr-un număr corespunzător de relaţii geometrice între parametrii mişcării. 
 Forţele de legătură care se introduc constituie şi ele necunoscute ale 
problemei; dacă legăturile sunt cu frecare, atunci la cele şase relaţii independente 
furnizate de teoremele generale şi la relaţiile geometrice corespunzătoare 
legăturilor, se adaugă condiţiile fizice corespunzătoare. 
 Vom studia dinamica solidului rigid pentru patru cazuri particulare ale 
mişcării: de translaţie, de rotaţie, plan-paralelă şi cu punct fix. 
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 13.2. Dinamica mişcării de translaţie a rigidului 
 Fie un triedru fix T1(O1x1y1z1) şi unul mobil T(Oxyz) solidar legat de  rigidul 
aflat în mişcare de translaţie faţă de T1 (fig.13.1). Se consideră că originea 
triedrului T  coincide cu centrul de masă al rigidului (O ≡ C). În cazul mişcării de 
translaţie a rigidului nici un punct al său nu rămâne fix, toate deplasându-se cu 
aceeaşi viteză  

.vvv CC ρ!=== 01    
Prin urmare, pentru a studia mişcarea 
rigidului, este suficient studiul 
mişcării centrului de masă a rigidului 

( ),,,C 111 ςηξ  deci parametrii mişcării 
sunt funcţiile scalare: 

( )
( )
( ),t

,t
,t

11

11

1

ςς
ηη
ξξ

=
=
=

    (13.6) 

Deoarece unghiurile lui Euler sunt 
nule: ω=0. 

 Teorema impulsului (sub forma teoremei mişcării centrului de masă 13.3) :
 RM =1ρ!! ,  unde:    ( ) ( )lega RRR +=       (13.7) 
conduce la următoarele trei relaţii scalare: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .ZZM;YYM;XXM legalegalega +=+=+= ςηξ !!!!!!

11           (13.7’) 
Teorema momentului cinetic faţă de centrul de masă al rigidului (13.4) 

CC MK =!                      (13.7”) 
conduce la alte trei relaţii scalare:  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,NN;NM;LL legalegalega +=+=+= 000      (13.8) 
deoarece  0=ω    avem : 

( ) ( )
( ) 0=××=×= ∫∫ dmrrdmvrK C

D
CC

D
CC ω , deci:   .Kc 0=!    (13.9) 

Să presupunem că mişcarea de translaţie se efectuează sub acţiunea forţelor 
efectiv aplicate şi a forţelor de legătură, astfel încât:  
• în ecuaţiile (13.7) componentele X(a), Y(a), Z(a) şi respectiv X(leg), Y(leg), Z(leg)  

reprezintă suma proiecţiilor pe axele de coordonate ale forţelor exterioare 
efectiv aplicate (a) şi respectiv ale forţelor de legătură (leg);  

• în ecuaţiile (13.8) componentele LC
(a), MC

(a), NC
(a) şi LC

(leg), MC
(leg), NC

(leg) 

reprezintă suma momentelor corespunzătoare forţelor efectiv aplicate (a) şi de 
legătură (leg), în raport cu axele de coordonate care trec prin centrul de masă. 

 Din relaţiile (13.7) şi (13.8) rezultă că, pentru ca un corp să execute o 
mişcare de translaţie, este necesar ca sistemul de forţe exterioare să fie echivalent 
cu o forţă unică ,RF =  care să treacă tot timpul mişcării prin centrul de masă . 
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 În cazul rigidului supus la legături, care execută o mişcare de translaţie, 
între parametrii mişcării există relaţiile geometrice ale legăturii:  
  ( ) ( ) 00 11121111 == ςηξςηξ ,,f;,,f             (13.10) 
dacă legătura este o curbă, respectiv:     

( ) 0111 =ςηξ ,,f                   (13.10’) 

dacă legătura este o suprafaţă.  
În acest caz, legile de mişcare ale centrului maselor şi forţele de legătură se 

pot determina din ecuaţiile (13.7), (13.10) şi din relaţiile fizice ale frecării, cu 
condiţia ca frecarea să fie învinsă (deci să se producă mişcarea rigidului), precum 
şi cu condiţia ca problema să aibă sens din punct de vedere matematic. 
 Se poate arăta că în cazul acestei mişcări, teorema energiei cinetice scrisă 
faţă de reperul TC : CC dLdE =  ne conduce la acelaşi rezultat ca şi teorema 
impulsului. 
 

 13.3. Dinamica mişcării de rotaţie a rigidului 
 Să considerăm un solid rigid care este supus unei legături de tipul axă fixă. 
Pentru uşurinţa calculului se alege această axă să coincidă cu axa Oz a triedrului 
mobil T.  Realizarea acestei legături se face prin imobilizarea a două puncte ale 
rigidului O1 şi O2 situate pe axa fixă la  distanţa O1O2 = h (fig.13.2).  Reperul fix 
T1 şi cel mobil T, se aleg astfel încât cele două axe Oz şi Oz1 să coincidă (fig.13.2). 
Necunoscutele problemei sunt unghiul de rotaţie propriu, sau legea de mişcare 

( )tϕϕ =  şi forţele de legătură din articulaţiile  O1 şi O2. 
Asupra rigidului acţionează forţele efectiv aplicate ( )( )n,....,,iF a

i 21=  având 

rezultanta ( ) ( )∑
=

=
n

i

a
i

a FR
1

(şi componentele ( ) ( ) ( )aaa Z,Y,X ), precum şi forţele de 

legătură din punctele fixe O1 şi O2 , având componentele: ( ) ( ) ( ) ( )( )legleglegleg Z,Y,XR 1111  
respectiv , ( ) ( ) ( ) ( )( )legleglegleg Z,Y,XR 2222  . 

Deci rezultanta forţelor ce acţionează asupra 
rigidului (date şi de legătură) este:
 ( ) ( )lega RRR +=           (13.11) 
sau:  ( ) ( ) ( )leglega RRRR 21 ++=  

Deci componentele rezultantei generale a 
forţelor  ( )Z,Y,XR  care   acţionează   
asupra rigidului, sunt: 

( ) ( ) ( )

( )

( ) )leg()leg(a

)leg()leg(a

leglega

ZZZZ
YYYY

XXXX

21

21

21

++=
++=
++=

          (13.12) 
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Momentul rezultant al forţelor (date şi de legătură) care acţionează asupra 
rigidului MO, în absenţa frecării în legături, este dat de suma momentelor forţelor  
aplicate faţă   de  punctul O ≡ O1 ( )( )aaaa

O N,M,LM  şi a forţelor de legătură din 
O2: ( ))leg()leg()leg()leg(

O N,M,LM  deoarece momentul forţelor de legătură din O1 
este nul, adică: 
 ( ) ( ) .ROOMMMM )leg(a

O
)leg(

O
a

OO 221 ×+=+=             (13.13) 

 Componentele lui ( )N,M,LM O  sunt date de : 
 alegalega NN;XhMM;YhLL =+=−= 22            (13.14) 
 Dacă se ia în consideraţie şi frecarea în legăturile O1 şi O2, atunci se 
introduc suplimentar în relaţia (13.11) forţele de frecare şi în relaţia (13.13) 
cuplurile de frecare .CsiC 21  În continuare se va studia mişcarea rigidului pentru 
cazul când se neglijează frecarea, aplicând teoremele generale ale dinamicii 
rigidului: 
 

 a. Teorema impulsului   se scrie sub forma (13.3)  : RH =1
!  

unde:   

( )
,ksirv,:cu,dmvH

D

ωωωρρ =×=== ∫ 1111  

deci:   

( ) ( )
∫∫ ×=×=×=
DD

)(Mdmrdm)r(H ρωωω1  , adică:  

  ( ) ( )[ ].jiMH ωξωη +−=1   

 Deoarece impulsul este exprimat în funcţie de componentele sale pe axele 
reperului mobil, pentru derivarea lui în raport cu timpul se aplică regula de 
derivare corespunzătoare: 

( ) ( )
0

00

11

1
11

ωξωη
ωξωηωω

∂
∂

MM

kji
jMiMH

t
H

dt
Hd

−
++−=×+= !!  

sau:  

( ) ( )jMMiMMH ηωξωξωηω 22
1 −+−−= !!!            (13.15) 

 Ţinând seama de relaţia (13.12) şi de faptul că în O2 avem o articulaţie 
cilindrică ( 02 =legZ ) (fig.13.2), teorema impulsului conduce la sistemul de ecuaţii: 

  

( )
( )

lega

leglega

leglega

ZZ

YYYM

XXXM

1

21
2

21
2

0 +=

++=−

++=+−

ηωξω

ξωηω
!

!

            (13.16) 
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b. Teorema momentului cinetic se scrie sub forma (13.4):  11 OMK =!  
Întrucât în acest caz rr =1 momentul cinetic se scrie: 

  
( ) ( )

( )
( )

( )dmrrdmrrdmvrK
DDD

××=××=×= ∫∫∫ ωω 11111  

Deoarece:  ( ) ( ) ( ) ( )kyxjzyixzrr 22 +++−=×× ωωωω ,   
înlocuind avem:  

kJjJiJK zzyzx ωωω +−−=1                (13.17) 

Deoarece momentul cinetic este exprimat în funcţie de componentele sale 
pe axele reperului mobil T, pentru derivarea lui în raport cu timpul se aplică regula 
de derivare corespunzătoare: 

1
11

1 K
t

K
dt
KdK ×+== ω

∂
∂!  

Derivând expresia (13.17) a momentului cinetic obţinem:   
  ( ) ( ) .kJjJJiJJK zxzzyzyxz ωωωωω !!!! +−−++−= 22

1           (13.18) 

 Ţinând seama de relaţiile (13.14) şi (13.18), teorema momentului cinetic în 
raport cu punctul O1, în proiecţii pe axele sistemului mobil T, conduce la : 

  
a

z

lega
zxyz

lega
zyxz

NJ

XhMJJ

YhLJJ

=

+=−−

−=+−

ω

ωω

ωω

!

!

!

2
2

2
2

             (13.19) 

 Ecuaţiile (13.16) şi (13.19) sunt ecuaţiile dinamicii rigidului cu axă fixă şi 
formează un sistem de 6 ecuaţii cu 6 necunoscute: legea de variaţie a vitezei 
unghiulare ω=ω(t) şi forţele de legătură: leglegleglegleg Y,X,Z,Y,X 22111 . Întrucât reperul 
mobil s-a ales  solidar legat de rigidul aflat în mişcarea rotaţie, cu axa Oz ca axă de 
rotaţie, coeficienţii Jxz, Jyz şi Jz (momente de inerţie faţă de axele reperului mobil) 
sunt constanţi. 
 

 Observaţii: 
1) Dacă axa fixă Oz este o axă de simetrie a corpului (adică centrul de masă C se 

găseşte pe această axă) atunci Jxz = 0, Jyz = 0  şi  sistemul de ecuaţii (13.19) 
capătă o formă mult mai simplă. 

2) Ultima ecuaţie din (13.19) furnizează singură legea de mişcare ω=ω(t) a 
rigidului, independent de celelalte necunoscute ale problemei. 

3) Pentru găsirea necunoscutelor sistemului de ecuaţii (13.16) şi (13.19) se 
procedează astfel: se determină legea de mişcare a rigidului ω=ω (t) din ultima 
ecuaţie (13.19) şi apoi se introduce în celelalte ecuaţii (13.19) şi (13.16) 
determinându-se reacţiunile leglegleglegleg ZsiY,Y,X,X 12121  . 
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c. Teorema energiei cinetice se consideră sub forma(13.5):  
intext dLdLdE += , unde dLint = 0.  

  În mişcarea rigidului cu axă fixă avem următoarele expresii ale lucrului 

mecanic: ( ) ( )dtFrdtrFdtvFdL ext
iii

ext
ii

n

i
i

ext ∑∑∑ ×⋅=×⋅=⋅=
=

ωω
1

1
1  

  dtNdt)kM(dtMdt)F(MdL a
OO

ext
iO

ext ωωωω =⋅=⋅=⋅= ∑1  
deci: .dtNdtMdL a

z
ext ωω ==1  

Pe de altă parte înlocuind în energia cinetică totală:  

( )
( )

( )
dmrdmvE

DD
∫∫ ×== 22

11 2
1

2
1 ω  

expresia lui: kzjyixr,k ++==ωω , se obţine:     2
1 2
1 ωzJE = .       (13.21) 

Diferenţiind în raport cu t  se obţine:  dtJdE z ωω !=1   şi deci  teorema 
energiei cinetice conduce la ecuaţia: ,NJ a

z =ω!  identică cu ultima ecuaţie (13.19). 
Prin urmare cele trei teoreme ale dinamicii rigidului furnizează numai şase 

ecuaţii independente pentru studiul mişcării rigidului cu o axă fixă, iar pentru ca 
problema să fie determinată (să fie numai şase necunoscute) trebuie ca axa fixă să 
fie realizată cu o articulaţie sferică în O1 şi una cilindrică în O2 (fig. 13.2). 
 

     13.4. Pendulul fizic (compus)  
Pendulul fizic este un corp care se poate mişca în 
jurul unei axe fixe orizontale Oz (fig. 13.3) fiind 
acţionat numai de greutatea proprie G; acesta este 
un caz particular al rigidului cu o axă fixă. 
Se studiază mişcarea pendulului fizic în ipoteza că 
unghiul rotaţiei proprii ϕ = ϕ(t) este crescător.  
Se aleg axele de coordonate ca în fig.13.3, unde 
Oz1 ≡ Oz şi se aleg în sensul lui ω (sens 
trigonometric).  

Centrul maselor fiind C şi notând OC = L, şi neglijând frecările cu aerul şi 
din articulaţie, mişcarea se studiază cu ajutorul ecuaţiei (13.21) care se scrie:  
  ,NJ z =ϕ!!                 (13.22) 

unde avem evident:  N = - Mg L sin ϕ  şi ecuaţia diferenţială a pendulului fizic 
este:  

0=+ ϕϕ sin
J

LMg
z

!!                        (13.23) 

unde Jz este momentul de inerţie al pendulului în raport cu axa Oz. Se observă că 
ecuaţia (13.23), împreună cu condiţiile iniţiale ( 00 00 ωϕϕϕ == )(;)( ! ), este 
asemănătoare cu ecuaţia pendulului matematic de lungime L’ (8.80):  
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  .sin
'L

g 0=+ θθ!!                (13.24) 

 Identificând ecuaţiile (13.23) şi (13.24), rezultă lungimea pendulului 
matematic sincron cu pendulul fizic : 
  ML/J'L z=                 (13.25) 
 În cazul micilor oscilaţii în jurul poziţiei de echilibru ϕ = 0, perioada celor 
două pendule în aceste condiţii, este aceeaşi:  

.LMg/Jg/'LT zππ 22 ==  
 Există două proprietăţi mai importante ale pendulului fizic: 
a) Se poate arăta că L’ > L. Într-adevăr, notând cu JC z > 0 momentul de inerţie 

faţă de o axă paralelă cu axa Oz  care trece prin centrul de greutate C, conform 
teoremei lui Steiner:Joz = JC z + M L2. 

 ţinând seama de această relaţie (13.25) devine: 

  LLLL
ML
J

ML
MLJ

'L zCzC >+′′=+=
+

=
2

           (13.26) 

unde s-a notat cu: .
ML
J

L zC 0>=′′              (13.27) 

b) Fie O’ punctul solidului situat pe prelungirea segmentului OC, astfel încât 
OO’=L’. Axa paralelă cu axa Oz dusă prin O’  se numeşte axă de oscilaţie. 
Punctele acestei axe oscilează ca în cazul pendulului matematic (simplu) legat 
de axa de suspensie printr-un fir inextensibil de lungime L’, fiind independente 
de oscilaţia corpului solid (a celorlalte puncte ale sale).  

Se demonstrează în continuare că axele 
de suspensie şi de oscilaţie sunt reciproce: 
cu alte cuvinte, dacă am face să oscileze 
corpul solid în jurul axei orizontale ce trece 
prin O’, eliberând axa de suspensie, atunci 
lungimea pendulului simplu sincron ar fi tot 
L’ = O’O. Într-adevăr, din figura 13.4 şi din 
formula (13.27) rezultă că: 

ML
J

LC'O zC=′′=   sau: 
M
J

LL zC=′′  (13.28)

           
ceea ce semnifică faptul că între L şi L’’  există reciprocitate,   adică   ceea   ce   
trebuia arătat. Deoarece centrul de oscilaţie O’ şi de suspensie O se pot 
schimba reciproc, pendulul fizic astfel construit se numeşte reversibil. 
La relaţia (13.28) se poate  ajunge  şi  astfel: se consideră  figura 13.4,  pentru  
care  se poate scrie (analog  cu  relaţia  scrisă  din figura 13.3): 

  "L
"ML

J
'L Cz +=                (13.29) 

Egalând (13.27) cu (13.29) şi ţinând seama L ≠ L” se obţine relaţia (13.28). 
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 13.5. Dinamica mişcării plan-paralele a rigidului 
 Aşa cum s-a arătat în cinematică, un rigid are o mişcare plan-paralelă dacă 
un plan al său rămâne tot timpul mişcării paralel cu un plan fix din spaţiu. Fără a 
particulariza mişcarea, se consideră că planul fix x1O1y1 şi planul mobil xOy         
(O ≡ C)  coincid (fig. 13.5).  

Se aleg ca parametri care determină 
mişcarea, coordonatele (ξ1, η1) ale centrului 
de masă C  în raport cu sistemul de axe fix 
T1 şi unghiul ϕ  dintre axele Ox1 şi Ox (care 
este egal cu unghiul dintre Oy1 şi Oy).  
Cunoaşterea mişcării rigidului implică deci 
cunoaşterea celor trei funcţii scalare: 

       
( )
( )

( )t
;t
;t

ϕϕ
ηη
ξξ

=
=
=

11

11

                   (13.30) 

 Torsorul forţelor exterioare (direct aplicate şi de legătură) în centrul de masă 
al rigidului are expresia: 

( ) ( )

( ) ( )







+==

+==

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

=

= = =

n

i

leg
C

a
iCiCC

n

i

n

i

n

i

leg
i

a
ii

C

)F(M)F(M)F(MM

FFFR
:

1

1 1 1τ           (13.31) 

 Sub acţiunea forţelor exterioare corpul se deplasează în planul O1x1y1  şi se 
roteşte în jurul axei Cz. Pentru rezolvarea problemei se aplică mai întâi teorema 
impulsului (13.3) sub forma mişcării centrului de masă, care proiectată pe axele 
triedrului fix T1 conduce la trei ecuaţii scalare: 
 Z;YM;XM === 011 ηξ !!!!               (13.32) 

unde X, Y, Z  reprezintă proiecţiile rezultantei forţelor exterioare (date şi de 
legătură) pe axele sistemului de referinţă fix.  

 În continuare se aplică teorema momentului cinetic (13.4) faţă de centrul 
maselor CC MK =!  care se proiectează pe axele sistemului mobil obţinându-se trei 
relaţii scalare. Momentul cinetic este:

( ) ( )
( ) ,dmrrdmvrK C

D
CC

D
CC ××=×= ∫∫ ω deoarece: 

 
,rr

t
rrv

,kzjyixr

CC
C

CC

CCCC

×=×+==

++=

ωω
∂
∂!

 

adică: ( ) ( ) ( ) ,kJjJiJK C
z

C
zy

C
zxC ωωω +−+−=            (13.33) 

care după derivare în raport cu timpul, folosind formula de derivare a unui vector 
exprimat prin proiecţiile sale pa axele unui sistem mobil: 
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 C
C

C K
t

KK ×+= ω
∂

∂!  

se obţine: ( ) ( ) kJjJJiJJK C
z

C
zx

C
zy

C
zy

C
zxC ωωωωω !!!! +−−++−= 22          (13.34) 

şi teorema momentului cinetic conduce la sistemul: 

  








=

=−−

=+−

C
C
z

C
C
zx

C
zy

C
C

zy
C
zx

NJ

MJJ

LJJ

ω

ωω

ωω

!

!

!

2

2

              (13.35) 

unde LC, MC şi respectiv NC  reprezintă momentele forţelor exterioare în raport cu 
cele trei axe de coordonate care au ca origine comună centrul de masă al rigidului 
C (fig.13.5). 
 De menţionat că sistemul de ecuaţii (13.32) şi (13.35) permite atât 
determinarea legii de mişcare cât şi a forţelor de legătură (în cazul când acestea 
există). În cazul rigidului liber care are o mişcare în planul O1x1y1, este necesar ca 
rezultanta forţelor efectiv aplicate să se găsească într-un plan paralel cu planul 
mişcării O1x1y1. Această condiţie este necesară dar nu şi suficientă.  

Avem deci în acest caz:  LC = 0,    MC = 0, adică:  

,JJ

;JJ
C
zx

C
zy

C
zy

C
zx

0

0
2

2

=−−

=+−

ωω

ωω
!

!
                    (13.35’) 

Acesta este un sistem omogen în necunoscutele 2ωω si!  care are soluţii 
diferite de zero dacă determinantul său este zero: 

  ( ) ( ) 022 =+=
−−

−
C

zy
C
zxC

zx
C

zy

C
zy

C
zx JJ

JJ

JJ
 

dacă şi numai dacă:  
,J,J C

zy
C
zx 00 ==                (13.36) 

ceea ce este posibil numai când planul mişcării este plan de simetrie al corpului, 
sau când axa perpendiculară pe planul mişcării şi care trece prin centrul de masă, 
este o axă principală şi centrală de inerţie . 

 Condiţiile (13.36) împreună cu condiţia ca viteza centrului de masă 1ρ!=Cv  
să fie conţinută în planul de simetrie al corpului sunt condiţiile necesare şi 
suficiente ca rigidul să aibă o mişcare liberă în planul O1x1y1. 
 În cazul particular al plăcilor plane, care se deplasează în planul lor, se alege 
planul mişcării să coincidă cu planul x1O1y1. Sistemul mobil de axe T se alege cu 
originea în centrul de masă (O ≡ C) şi cu axele  Cx şi Cy să coincidă cu axele 
principale şi centrale de inerţie. În aceste condiţii ecuaţiile (13.32) şi (13.35) 
capătă o formă simplificată devenind: 
  C

C
z NJ;YM;XM === ϕηξ !!!!!!

11             (13.37) 
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 Condiţiile iniţiale pentru detreminarea constantelor de integrare sunt: 

  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )




===

===
=

00001001

00001001
0 ωϕηηξξ

ϕϕηηξξ
t,t,t
t,t,t

:tt
!!!!!

         (13.37’) 

 În cazul rigidului supus la legături, forţele de legătură introduc necunoscute 
în plus. În cazul plăcii plane, care se studiază cu ecuaţiile (13.37), apar mai multe 
necunoscute decât numărul de ecuaţii şi problema pare a fi nedeterminată. Pentru a 
o rezolva este necesar să se scrie unele relaţii suplimentare de natură geometrică 
între parametrii mişcării, iar în cazul legăturilor cu frecare se mai ataşează şi relaţii 
corespunzătoare tipurilor de frecări ce apar. 
 
 

 A p l i c a ţ i e 
Un disc de greutate G şi rază R se mişcă pe un plan înclinat cu unghiul α, 

plecând din repaus (fig.13.6). Să se detremine mişcarea şi forţele de legătură dacă 
se cunosc: µ  coeficientul de frecare de alunecare şi s  coeficientul de frecare de 
rostogolire. 
 Rezolvare 

Se alege sistemul de referinţă fix T1 cu originea în O1 în poziţia iniţială a 
centrului de masă a discului, iar axa Oz se alege în acelaşi sens cu ω  şi cu 
momentul cinetic .KC  Axa O1x1 se alege în sensul mişcării, iar O1y1 se ia astfel 
încât T1 să fie un triedru drept. În această situaţie sistemul de ecuaţii de mişcare 
este dat de: 

( )

( )

( )c,MRT
g

GR

b,NcosG
g
G

a,TsinG
g
G

r−⋅=

−⋅=

−⋅=

ϕ

αη

αξ

!!

!!

!!

2

2

 

sistem de trei ecuaţii cu cinci necunoscute : 
ϕ,  ξ,  η,  N,  T  şi  Mr. 
Ca ecuaţie suplimentară se scrie condiţia  
geometrică a mişcării pe planul înclinat: 

 ( )dsau 00 == ηη !!  

care introdusă în ecuaţia (b) determină reacţiunea  N = G cos α. 
  

În funcţie de valorile coeficienţilor de frecare se deosebesc următoarele 
două cazuri: 

 

 Fig. 13.6 

 α  

 ϕ  

 G  

 CO ≡  

 N  

 rM  

 T  
 y 

 y1 
I  x1  x 

 O1 
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 1) Cazul rostogolirii fără alunecare 
În acest caz există egalitatea geometrică între arcul desfăşurat de disc şi 

lungimea drumului parcurs pe planul înclinat : R ϕ = ξ , care derivată de două ori 
conduce la:  ,R ξϕ !!!! =                      (e) 
care înlocuită în ecuaţia (a) devine:  

.TsinGR
g
G −= αϕ!!  

 Ţinând seama că Mr = sN  şi eliminând pe ϕ!!  din ecuaţiile (a’) şi (c) se 
obţine forţa de frecare:    

,cos
R
ssinGT 





 += αα

2
1

3
2      

care introdusă în ecuaţia (a) conduce la:    

constcos
R
ssing =





 −= ααξ

3
2!!   

şi  apoi la:    constcos
R
ssin

R
g =





 −= ααϕ

3
2

!! . 

Integrând succesiv de două ori şi determinând constantele de integrare din 
condiţiile iniţiale: 

 
( ) ( )
( ) ( )




==
==

=
,,
,,

:t
0000
0000

0
ϕξ
ϕξ
!!

     

se obţin legile de mişcare ale celor doi parametri ai mişcării:   

  
.cos

R
ssing

R
t)t(

;cos
R
ssingt)t(






 −=






 −=

ααϕ

ααξ

3

3
2

2

 

În acest caz se observă că forţa de frecare de alunecare T nu ajunge la 
valoarea sa limită (T = µ N) , deci T < µ N, adică : 

αµαα cosGcos
R
ssinGT <





 +=

2
1

3
2 ,     

ceea ce conduce la următoarea condiţie asupra coeficientului de frecare:     

)
R
stg( 2

3
1 +≥ αµ . 

2) Cazul rostogolirii cu alunecare 
În acest caz forţa de frecare, de alunecare T  ajunge la valoarea sa limită: 

  T = µ N        (f) 
şi egalitatea geometrică între arcul desfăşurat de disc şi lungimea drumului parcurs 
pe planul înclinat nu mai este valabilă, întrucât  ξ > R ϕ,  iar sistemul de ecuaţii în 
acest caz este format din ecuaţiile (a), (b), (c), (d) şi  (f).  Introducând forţa de 
frecare (ecuaţia T = µ N = µG cosα)  în ecuaţia (a) şi (c) se obţin respectiv: 
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( )

constcos
R
s

R
g

;constcossing

=




 −=

=−=

αµϕ

αµαξ
2

!!

!!

 

care integrate succesiv de două ori şi folosind aceleaşi condiţii iniţiale ca în primul 
caz:  

  
( ) ( )
( ) ( )




==

==
=

,,
,,

:t
0000
0000

0
ϕξ
ϕξ
!!

  

se determină constantele de integrare şi se obţin legile de mişcare independente : 

  
( )

.cos
R
s

R
gt

;cossingt

αµϕ

αµαξ






 −=

−=

2

2

2  

Înlocuind ξ > R ϕ   se obţine condiţia care trebuie să o satisfacă coeficienţii 
de frecare în acest caz:     

αµαµα sin
R
scossin






 −>−

2
,     adică:    





 +<

R
stg 2

3
1 αµ . 

 
13.6. Dinamica rigidului cu un punct fix 

 13.6.1. Generalităţi 
 Se consideră un rigid cu un punct fix O (fig.13.7) care este supus acţiunii 
unui sistem de forţe exterioare { } n,iiF 1= , care se reduc în O  la torsorul lor 

( )000 M,R:τ . Rigidul  are în O o articulaţie sferică şi conform axiomei legăturilor 
în O apare o reacţiune legR  de mărime şi direcţie necunoscute.  

Studiul mişcării se face alegându-se două 
triedre de referinţă , unul fix T1 (O1x1y1z1) şi 
unul mobil T (Oxyz) solidar cu rigidul, 
având originile comune: O1 ≡ O. Axele 
triedrului mobil coincid cu axele principale 
de inerţie ale rigidului, în raport cu punctul 
fix O. Aşa cum s-a văzut în capitolul 9, 
poziţia rigidului la un moment dat poate fi 
determinată prin cele trei unghiuri ale lui 
Euler (ψ, ϕ, θ).  

 
Deci mişcarea rigidului este cunoscută dacă se cunosc funcţiile: 

ψ = ψ(t),  ϕ= ϕ(t), θ = θ(t)             (13.38) 

y1 

x1 

z1 

Fig.13.7 

z 

y 

x 

aR

legR
O=O1 

OM  
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 Determinarea ecuaţiilor de mişcare (13.38) precum şi a componentelor 
reacţiunii în O: R leg  (Xleg, Yleg, Zleg)  formează obiectul dinamicii rigidului cu  
punct fix. Se observă că problema  are şase necunoscute: ψ,  ϕ,  θ,  Xleg, Yleg, Zleg. 

 
 

 13.6.2. Ecuaţiile de mişcare  
    Ecuaţiile lui Euler. 

 Pentru determinarea ecuaţiilor de mişcare se aplică teorema momentului 
cinetic în raport cu punctul fix: O1 ≡ O ( OO MK =! ), unde atât momentul cinetic OK  
cât şi momentul rezultant al forţelor OM sunt calculate în raport cu punctul fix O.  

Ţinând seama că axele triedrului mobil coincid cu axele principale de 
inerţie, expresia momentului cinetic OK  este:  

 kJjJiJK zyxO ωωω 321 ++=              (13.39) 

unde J1, J2, J3 sunt momente de inerţie principale în raport cu reperul T . 
 Deoarece 0K  este un vector raportat la triedrul mobil, derivata lui în raport 
cu timpul se calculează conform formulei de derivare (10.9): 

O
OO

O K
t

K
td

KdK ×+== ω
∂

∂!  

  

zyx

zyxyxO

JJJ

kji
kJjJiJK

ωωω
ωωωωωω

321

321 +++= !!!!  ,    sau:    

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] kJJJjJJJiJJJK yxzxzyzyxO ωωεωωεωωε 123312231 −++−++−+=!         (13.40) 

 Expresia analitică a vectorului OM  în raport  cu triedrul mobil este: 

  kNjMiLM O ++=                (13.41) 

 Proiecţia relaţiei vectoriale OO MK =!  pe axele sistemului mobil conduce la 
următorul sistem de ecuaţii diferenţiale, numite ecuaţiile lui Euler pentru rigidul  
cu un punct fix: 
  ( ) LJJJ zyx =−+ ωωε 231  

  ( ) MJJJ xzy =−+ ωωε 312               (13.42) 

  ( ) NJJJ yxz =−+ ωωε 123  

 Întrucât forţa de legătură legR  este aplicată în O, momentul ei faţă de O este 
nul, deci OM este doar momentul rezultant al forţelor efectiv aplicate. 
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 13.6.3. Relaţiile dintre vectorul viteză unghiulară şi 
            unghiurile lui Euler 

 Pentru integrarea sistemului (13.42) trebuiesc găsite relaţiile dintre 
componentele vitezei unghiulare (ωx ,ωy, ωz) şi unghiurile lui Euler (ψ, ϕ, θ)   
reprezentate în fig.13.8. 

Unghiurile lui Euler au 
următoarele denumiri: 
ψ - unghi de precizie 
θ - unghi de nutaţie 
ϕ - unghi de rotaţie proprie
  
şi se obţin rotind convenabil 
sistemul de axe mobil (Oxyz) 
peste cel fix (O1,x1,y1,z1) până 
se obţine o suprapunere 
completă a lor. 
 
 

 Se procedează de fapt, invers şi anume (fig.13.8): 
1. Se roteşte reperul T1 (O1, x1, y1, z1) în jurul axei Oz1 cu unghiul ψ până ce axa 

O1x1 ajunge peste axa On  (O ≡ O1), iar axa O1y1 în On’; direcţia axei Oz1 
coincide cu direcţia vitezei al cărei scalar l-am notat cu !ψ ; axa On se mai 
numeşte şi axa nodurilor. 

2. Sistemul de axe Onn’z1 se roteşte în jurul axei nodurilor On cu unghiul θ , până 
ce axa O1z1 se suprapune peste Oz, iar On’ ajunge în On’’, rotirea făcându-se 
cu viteza al cărei scalar este !θ  şi este orientată după On; 

3. Sistemul de axe abţinut anterior se roteşte în jurul axei proprii Oz cu unghiul ϕ 
, până ce axele On şi On’’ se suprapun peste axele proprii Ox şi respectiv Oy; 
unghiul de rotaţie fiind ϕ, iar scalarul vitezei de rotaţie s-a notat cu !ϕ  şi este 
orientata după axa Oz . 

 Rotaţiile se fac în sens pozitiv, iar unghiurile ψ, ϕ, θ sunt determinate 
abstracţie făcând de un multiplu de 2π  radiani. Cunoscând vectorii vitezei 
unghiulare corespunzătoare celor trei rotaţii în jurul axelor: O1z1, On şi Oz 
(fig.13.8) se ajunge la vectorul viteză unghiulară instantanee ω  în funcţie de 
unghiurile ψ, ϕ, θ  şi de derivatele lor.  

Se mai poate scrie o primă relaţie evidentă: 

 )nO(vers)zO(vers)zO(vers θϕψθϕψω !!!!!! ++=++= 11            (13.43) 

 În continuare, se determină relaţiile dintre componentele ωx ,ωy, ωz ale 
vectorului ω  şi unghiurile ψ, ϕ, θ.   

x1 

y1 

z1 

Fig.13.8 

n 

n’ 

n” 

y 

x 

z 

2 

1 

3 

OO ≡1  

θ

θ 

ϕ  

ψ 

ψ ϕ 

ϕ!  ψ!  

θ!  
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Pentru aceasta se proiectează relaţia (13.43 )  pe axele mobile Ox, Oy, Oz. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 Notând cu On’ perpendiculara dusă în planul xOy pe linia nodurilor On, se 
observă că axele O1x1, Oz şi On’ sunt situate în acelaşi plan, deoarece toate sunt 
normale pe On, iar vectorul viteză unghiulară de precesie !ψ (de scalar !ψ ) 
aplicându-se pe axa O1z1 (fig.13.9.a) poate fi proiectat pe axele Oz şi On’ 
obţinându-se respectiv proiecţiile !ψ cosθ  şi  !ψ sinθ . Componenta !ψ sinθ, 
orientată în lungul axei On’ din planul xOy , se descompune le rândul ei în 
componentele !ψ sinθ⋅ sinϕ (în lungul axei Ox) şi !ψ sinθ⋅ cosϕ (în lungul axei Oy,  
fig.13.9.b). 

 În ceea ce priveşte vectorul viteză unghiulară de nutaţie θ! , situat pe axa 
On, din planul xOy, el poate fi proiectat pe axele Ox, Oy, obţinându-se respectiv 
proiecţiile ϕθsin!  şi ϕθcos! . În sfârşit, vectorul viteză unghiulară de rotaţie 
proprie ϕ! , de scalar ϕ! , fiind situat pe axa Oz se proiectează numai pe această axă. 
Pe baza acestor raţionamente, rezultă următoarele expresii ale proiecţiilor ωx ,ωy, 
ωz pe axele sistemului mobil: 

  ϕθϕθψω cossinsinx
!! +=  

  ϕθϕθψω sincossiny
!! −=               (13.44) 

  θψϕω cosz !! +=  

 Pentru rezolvarea problemei mişcării, vor trebui considerate împreună 
relaţiile (13.42) şi (13.44), reprezentând în total şase ecuaţii, având şase 
necunoscute ωx ,ωy, ωz , ψ, ϕ, θ. 
 

 13.6.4.Cazurile de integrabilitate ale ecuaţiilor lui Euler 
 Sistemul de ecuaţii diferenţiale (13.42) nu a putut fi integrat, pentru orice 
condiţii iniţiale, decât în trei cazuri: 

θψ cos!  

z1 

Fig.13.9 

ϕ  

ϕ  

x 
n 

y 

(b) 

θ  

ψ!  

θψ sin!  

z 

n’ 

O 

O 
ϕθψ cossin!  

ϕθ cos!  

θψ sin!  

ϕθψ sinsin!  

ϕθ sin!−  

θ!  
n’ 

(a) 
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a) Cazul Euler - Poinsot  în care se consideră că OM =0 (L = M = N = 0), , adică 
torsorul sistemului de forţe exterioare se reduce în O numai la o rezultantă aR  
(de exemplu, un rigid, supus numai acţiunii greutăţii sale, fiind suspendat chiar 
în centrul său de greutate. 

b) Cazul Lagrange - Poinsson în care se presupun realizate condiţiile: centrul de 
greutate situat pe axa mobilă Oz (ξ = 0, η = 0) şi J1 = J2, adică elipsoidul de 
inerţie să fie un elipsoid de rotaţie în raport cu axa Oz. 

c) Cazul Sofia- Kovalevskaia, în care se presupun realizate condiţiile: centrul 
maselor C al rigidului se află în planul xOy  ( 0=ζ ) şi J1 = J2 = 2 J3. 

  
Problema mişcării rigidului cu un punct fix a fost rezolvată şi în alte situaţii, 

dar numai pentru anumite condiţii iniţiale. În continuare se prezintă doar primul 
caz de integrabilitate a ecuaţiilor lui Euler: 
 

Cazul Euler - Poinsot 
 Punând condiţia L = M = N = 0  în ecuaţiile lui Euler (12.42) rezultă: 
   ( ) 0231 =−+ zyx JJJ ωωε  

  ( ) 0312 =−+ xzy JJJ ωωε               (13.45) 

  ( ) 0123 =−+ yxz JJJ ωωε  

 Se vor căuta două integrale prime, una din integralele prime se obţine 
multiplicând  prima ecuaţie (13.45) cu  ωx , a doua cu ωy iar a treia ecuaţie  cu ωz , 
apoi adunând membru cu membru relaţiile obţinute şi reducând termenii 
asemenea, rezultă: 
  0321 =++ zzyyxx JJJ ωωωωωω !!!              (13.46) 

care se mai scrie şi sub forma: 

  ( ) 0
2
1 2

3
2

2
2

1 =



 ++ zyx JJJd ωωω              (13.47) 

de unde rezultă integrala primă: 

  ( ) .constEJJJ zyx ==



 ++ 2

3
2

2
2

12
1 ωωω             (13.48) 

care arată faptul că energia cinetică a sistemului se conservă. 
 A două integrală primă se obţine dacă sistemul (13.45) se multiplică astfel: 
prima ecuaţie cu J1ωx, a două cu J2ωy, iar a treia cu J3ωz şi însumând membru cu 
membru ecuaţiile obţinute, rezultă: 
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  02
3

2
2

2
1 =++ zzyyxx JJJ ωωωωωω !!!              (13.49) 

care se mai scrie şi astfel: 

  [ ] 0
2
1 22

3
22

2
22

1 =++ zyx JJJd ωωω              (13.50) 

de unde integrând rezultă a doua integrală primă: 

  2
1

22
3

22
2

22
1 KconstJJJ zyx ==++ ωωω              (13.51) 

adică momentul cinetic este constant. 

  ( ) ( ) ( )2
3

2
2

2
11 zyx JJJK ωωω ++=              (13.52) 

 Aşadar cele două integrale prime sunt: 

  EJJJ zyx 22
3

2
2

2
1 =++ ωωω               (13.53) 

  2
1

22
3

22
2

22
1 KJJJ zyx =++ ωωω      

În continuare, vom schiţa , numai soluţia matematică a sistemului (13.53). 

 Dacă se consideră ωz
2 cunoscut, se obţine un sistem de două ecuaţii cu două 

nenunoscute ωx
2 şi ωy

2 care au expresiile: 

  ωx
2 = a1 + b1 ωz

2               (13.54) 

  ωy
2 = a2 + b2 ωz

2  
unde cu a1 , b1, a2, b2 s-au notat nişte factori constanţi care depind de E , K1 
şi de momentele de inerţie (J1 , J2, J3). 

 Introducând relaţiile (13.54) în ultima din ecuaţiile lui Euler (13.45) se 
obţine:  

( ) ( )( ) 02
22

2
11123 =++−± zz

z babaJJ
td

dJ ωωω             (13.55) 

 Se observă că sub radical apare un polinom de gradul patru în ωz, care îl 
notăm cu P4(ωz) , iar ecuaţia (13.55) devine: 

  ( )z
z P

J
JJ

td
d ωω

4
3

21−±=               (13.56) 

 Separând variabilele şi integrând ecuaţia diferenţială (13.56), rezultă: 

  ∫−
±=

)(P
d

JJ
Jt

z

z

ω
ω

421

3               (13.57) 

 Fără a intra în detalii privind rezolvarea completă dată de Euler acestei 
ecuaţii şi nici interpretarea geometrică dată de Poinssot, menţionăm că integrala 
din (13.57) este o integrală eliptică. 



 306 

 13.6.5  Calculul reacţiunilor 
 Pentru calculul reacţiunilor se aplică teorema impulsului, adică relaţia 
vectorială: lega RRH +=1

!                          (13.58) 

unde:   )(MMH ρωρ ×== !
1 ,                        (13.59) 

1H  fiind un vector raportat la sistemul de axe mobil, conform 
formulei (10.9)  avem: 

 1
11

1 H
t

H
td

HdH ×+
∂

∂== ω!               (13.60) 

adică : ( )ρωωρε ××+×= MMH1
!               (13.61) 

de unde, ţinând seama de relaţia (13.58), rezultă: 

  ( )ρωωρε ××+×+−= MMRR aleg              (13.62) 

unde ρ  este vectorul de poziţie al centrului maselor rigidului în mişcarea cu 
un punct fix, raportat la triedrul mobil T. ( 1ρρ = ) 

 

 13.6.6. Giroscopul 
 Giroscopul este un corp de revoluţie care se roteşte cu o viteză unghiulară 
foarte mare în jurul axei sale de simetrie.  

De asemenea el este un rigid cu un punct fix O ce aparţine axei de simetrie, 
având momentul de inerţie în raport cu axa de simetrie, momentul de inerţie 
principal (notat cu J3) mult mai mare decât celelalte două momente de inerţie 
principale (J1 şi J2)  care sunt egale între ele (J1 = J2 = J)   corpul fiind un corp de 
revoluţie, (J3>>J). 

 a) Stabilitatea giroscopului 
 În continuare se va studia giroscopul centrat al cărui punct de suspensie 
coincide cu centrul său de greutate (O ≡ C). Acest giroscop constituie o 
particularizare a cazului Euler - Poinsot. Suspendarea giroscopului se realizează 
printr-un sistem cardanic ce permite rotirea simultană a giroscopului în jurul a trei 
axe perpendiculare între ele şi concurente în acelaşi punct O care coincide cu 
centrul de greutate C (fig.13.10). Axa de simetrie se consideră ca fiind axa Oz  a 
triedrului mobil, solidar cu giroscopul. 
 Există evident relaţiile L = M = N = 0 (singura forţă care acţionează fiind 
greutatea, al cărei moment în raport cu O ≡ C este nul). Faţă de cazul  Euler - 
Poinsot ( 0M = 0) se adaugă condiţiile  J1 = J2 = J,  deci ecuaţiile lui Euler devin: 

( ) 03 =−+ zyx JJJ ωωε  
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( ) 03 =−+ xzy JJJ ωωε               (13.63) 

03 =zJ ε    

Din ultima ecuaţie (13.63) rezultă: 00 ωωε === .constdeci zz . 

Cu această observaţie primele două ecuaţii din (13.63) devin: 

( ) 003 =−+ y
x JJ

td
dJ ωωω           (13.64) 

( ) 003 =−+ x
y JJ

td
d

J ωω
ω

         (13.65) 

Eliminând ωy din acest sistem, se 
obţine: 

0
2

0
3

2

2

=




 −+ x

x

J
JJ

td
d ωωω          (13.66) 

şi notând : 

2
2

0
3 p
J

JJ =




 − ω            (13.67) 

ecuaţia de mai sus devine 

02
2

2

=+ x
x p

td
d ωω           (13.68) 

a cărei soluţie generală este: 

ωx =C1 cospt + C2 sin pt          (13.69) 

Înlocuind valoarea lui ωx în relaţia 
(13.64) rezultă: 

      ( ) td
d

JJ
J x

y

ω
ω

ω ⋅
−

−=
03

sau  ( ) ( )ptcospCtpsinpC
JJ
J

y 21
03

+−
−

−=
ω

ω         (13.70) 

sau:  ( )ptcosCtpsinCy 21 −±=ω               (13.71) 

Semnele  ± corespund cazurilor J3 > J şi respectiv J3 < J.  
Constantele C1 şi C2 din relaţiile (13.69) şi (13.71) se determină din 

condiţiile iniţiale. 

Dacă giroscopul nu este perturbat, atunci la t = 0:  ωx0 = ωy0 = 0  şi deci C1 
= C2 = 0 . Dacă giroscopul este puţin perturbat atunci la t = 0, ωx0 şi ωy0  sunt mici 
şi deci C1 şi C2 sunt mici. Cum ωx şi ωy sunt funcţii de timp, mărginite (datorită 
funcţiilor trigonometrice sin pt  şi cos pt ) rezultă că aceste componente ale vitezei 
unghiulare rămân în timpul mişcării mici în raport cu componenta ωz = ω0  (care 
se presupune foarte mare). 

CO ≡  

ω  
x 

y z 

G  

(a) 

(b) 

Fig.13.10 

CO ≡  

y 

x G  

z 
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În concluzie, vectorul viteză unghiulară ω  nu deviază mult de la poziţia 
neperturbată, ceea ce înseamnă că mişcarea giroscopului este stabilă. Proprietatea 
de stablitate a giroscopului face ca el să fie utilizat ca busolă sau ca stabilizator al 
mişcării diferitelor vehicule (vapoare, avioane, trenuri, tancuri, etc.) 

 b)  Efectul giroscopic 
 Se consideră un giroscop centrat în condiţiile mai sus (fig.13.11). Dacă se 
notează cu J momentul de inerţie în raport cu axa de rotaţie Oz a triedrului mobil 
şi cu ω  viteza unghiulară (care se presupune foarte mare) a giroscopului, 
momentul cinetic în raport cu O este  vectorul:  

kJK ω=0                      (13.72) 
având mărimea (scalarul):  
K0 = K0z = Jω           (13.73) 
Se acţionează asupra giroscopului cu o forţă 
F  paralelă cu axa Ox (fig.13.11). Această 
forţă produce un moment 0M  în raport cu 
punctul O, care este orientat de-a lungul 
axei Oy, moment care produce o variaţie a 
momentului cinetic al giroscopului şi care 
se presupune a fi mică astfel încât acesta 
capătă valoare:  

OOO KdKK +=′                     (13.74) 
suficient de apropiată de cea iniţială. 

 Suportul lui OK ′  reprezintă noua axă de rotaţie a girscopului; această axă 
este înclinată faţă de cea iniţială Oz cu un unghi suficient de mic dψ, deoarece axa 
iniţială era o axă stabilă de rotaţie. Din teorema momentului cinetic:  

0
0 M

td
Kd =                 (13.75) 

rezultă: dtMKd 00= .                (13.76) 

 Această relaţie arată că momentul 0M  este coliniar şi are acelaşi sens cu 
variaţia d 0K  a momentului  cinetic, care exprimă deplasarea axei de rotaţie a 
giroscopului ca urmare a acţiunii forţei F . 
 Prin urmare, efectul giroscopic constă în aceea că acţionând asupra unui 
giroscop cu o forţă F , care produce în raport cu punctul fix momentul 0M , 
giroscopul în loc să execute o deplasare în sensul forţei, el îşi deplasează axa de 
rotaţie pe o direcţie perpendiculară pe o forţă şi anume în sensul momentului 0M . 
Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, giroscopul acţionează asupra agentului 
extern perturbator cu un moment egal şi de sens opus , numit cuplu giroscopic: 

  0MM g −= .                          (13.77) 

y 

Fig.13.11 

x 

z 

CO ≡  

OK ′  

OKd  

OK  

F  ψd  
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13.7. Dinamica sistemelor de corpuri cu un grad 
de libertate 

 Cu ajutorul teoremelor generale ale dinamicii se poate studia şi mişcarea 
sistemelor de corpuri rigide. 

Mişcarea  unui sistem de corpuri rigide se studiază pentru toate corpurile 
luate împreună (deoarece mişcările lor nu sunt toate independente). Forţele care 
reprezintă acţiunile reciproce dintre corpurile sistemului sunt considerate ca forţe 
interioare de interacţiune şi li se aplică principiul egalităţii acţiunilor reciproce. 
 Legăturile dintre două sau mai multe corpuri se pot realiza în diferite 
moduri: reazeme simple, articulaţii, culise, prinderea prin fire sau diferite 
combinaţii ale acestora.  

Studiul sistemelor de corpuri se face separând toate corpurile şi studiind 
mişcarea fiecărui corp cu ajutorul teoremelor generale ale dinamicii (teorema 
impulsului şi a momentului cinetic) care se aplică fiecărui corp în parte. 

Teorema energiei se aplică în general întregului ansamblu de corpuri (ca şi 
pentru un sistem de puncte materiale) şi serveşte în general, pentru verificarea 
rezultatelor obţinute prin aplicarea teoremelor generale, deoarece aşa cum s-a 
arătat, această teoremă nu conduce la o relaţie independentă de celelalte relaţii 
date de  teoremele generale.  

În cazul în care mişcarea sistemului de corpuri depinde de un singur 
parametru (sistem cu un singur grad de libertate) pentru determinarea mişării se 
recomandă să se aplice teorema energiei cinetice pentru întregul sistem, deoarece 
în general lucrul mecanic al forţelor interioare sistemului este nul (cu excepţia 
forţelor şi cuplurilor de frecare, în cazul în care punctele lor de aplicaţie se 
deplasează şi care pot fi considerate ca  forţe exterioare, direct aplicate).  

Astfel: 
a) în cazul forţelor de frecare de alunecare (care ating valorea lor maximă atunci 

când punctele de contact ale corpurilor se deplasează) şi în cazul cuplurilor de 
frecare de rostogolire,  lucrul mecanic este negativ. 

b) în cazul legăturilor cu fire inextensibile, lucrul mecanic al tensiunilor din fire 
este nul;  firele au rolul de a transmite vitezele de la unele puncte ale unui corp 
la punctele altui corp, fapt de care trebuie să de ţină seama în aplicaţii. 

 La ecuaţiile furnizate de teoremele generale se adaugă  
• condiţiile geometrice de legătură   
• ecuaţiile fizice corespunzătoare ale legăturilor cu frecare.  

 A p l i c a ţ i e   
 Se consideră sistemul format din trei corpuri de greutăţi G1, G2 şi respectiv 
G3. Corpurile sunt legate între ele prin fire inextensibile ca în figura 13.12. 
Sistemul este pus în mişcare de greutatea primului corp care are la un anumit 
moment deplasarea h1 , viteza v1 şi acceleraţia a1. Ca o consecinţă a legăturilor , 



 310 

corpul al doilea va avea o mişcare de rotaţie, iar corpul al treilea o mişcare plan-
paralelă pe planul înclinat fără alunecare (se neglijează frecările în lagărul O2).   

Se cere: 
a) să se studieze mişcarea sistemului (legea de mişcare a fiecărui corp) 
b) să se determine forţele de legătură (reacţiunile şi tensiunile din fire); 
c) să se determine coeficientul de alunecare minim pentru ca corpul (3) să nu 

alunece pe planul înclinat în timpul mişcării. 
R e z o l v a r e 
 Deoarece mişcarea sistemului este determinată de un singur parametru: 

deplasarea h1 a corpului (1), pentru studiul acesteia se poate folosi teorema 
energiei cinetice care se aplică întregului sistem de corpuri. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Energia cinetică a sistemului este egală cu suma energiilor cinetice ale celor 
trei corpuri, având respectiv mişcarea de: translaţie , rotaţie şi plan-paralelă: 

  2
33

2
33

2
22

2
11321 2

1
2
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2
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2
1 ωω JvmJvmEEEE +++=++=  

 Înlocuind momentul de inerţie J2 al corpului 2 şi J3 al corpului 3 considerate 

omogene:  
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2
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3

2
22

2

RMJ,RMJ ==    

şi ţinând seama de analiza cinematică din tabelul de mai jos se obţine  următoarea 
expresie a energiei cinetice:  

  2
12

1 vAE =  

unde s-a notat cu A expresia constantă: 
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Corp Felul 
mişcării 

Deplasare Viteză Acceleraţie 

1 Translaţie h1 v h1 1= !  a v h1 1 1= =! !!  
2 Rotaţie ϕ 2
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2

=
h
R

 ω 2
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 Lucrul mecanic total este dat de forţele exterioare (greutăţile G1 şi G3 al 
căror punct de aplicaţie se deplasează) şi de cuplul de frecare  Mr=sN  (fig.13.8) . 

Se observă că forţa de frecare T  dă lucru mecanic nul deoarece punctul de 
contact dintre roata 3 şi plan nu se deplasează: 
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         unde s-a notat cu B expresia constantă: 
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 Derivând expresiile lui E şi L şi ţinând seama de teorema energiei:  
dE = dL se obţine acceleraţia: 
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 b) Se izolează cele trei corpuri  (fig13.8) şi se scrie, pentru fiecare teorema 
impulsului şi a momentului cinetic , sub forma proiecţiilor pe axe: 
 

Pentru corpul 1: 
• teorema impulsului:  

  111
1 SGa

g
G −=  

Pentrul corpul 2: 
• teorema impulsului:   

0 = H - S2 cos α 
 0 = V - G2 - S1 - S2 sin α 

1 

G1 

S1 

a1 

(a) 

2 

G2 

O2 
2ε  

S1 

S2 

V2 

H2 

α  

(b) 



 312 

• teorema momentului cinetic: 

2221
2

1
2
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rSRS
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g
G −=⋅⋅  

Pentru corpul 3:  
• teorema impulsului:  

  
α

α

cosGNO

SsinGTa
R
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g
G
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23
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•  teorema momentului cinetic: 

sNTRa
RR

rR
g

G −=⋅ 31
32

2
2
33

2
 

S-a obţinut astfel un sistem de şapte ecuaţii  cu şapte necunoscute a1, S1, S2, 
H, V, N şi T,  care se rezolvă prin metoda substituţiei. 

 Se obţine: 

 







+−−



 −==







−+





+



 −=++=









−



 −==

−



 −=



 −=







++







+−

==

g
a

R
rsinG

g
a

r
RG

g
a

r
RGT;cosGN

sin
g
a

r
RGsin

r
R

g
aGsinSSGV

cosa
r
R

g
G

g
a

r
RGcosSH

a
r
R

g
G

g
a

r
RGS;

g
aGS

g

R
rGGG

cosG
R
ssinG

R
rG

A
Ba

1

2

2
3

1

2

2
2

1

2

2
13

1

2

2
2

2

21
1212

1
2

221

2

2
12

1
2

221

2

2
12

1
11

2
2

2
2

321

3
3

3
2

2
1

1

1

111

1

11

32
2
1

αα

ααα

αα

αα

 

 
c) Pentru a determina coeficientul de alunecare minim pentru ca corpul (3) 

să nu alunece pe planul înclinat se scrie condiţia: 
NT;TT max µ≤≤  

de unde rezultă: 
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CAPITOLUL 14 

MIŞCĂRI IMPULSIVE (PERCUTANTE)  
 
 
 

 14.1. Noţiuni introductive şi ipoteze  
 În mişcările diferitelor puncte materiale, studiate în capitolele precedente, s-
a considerat că vitezele acestora sunt funcţii continue de timp. În practică însă se 
constată că există şi mişcări pentru care vitezele (şi deci impulsurile) variază 
brusc, schimbându-şi atât valoarea cât şi direcţia într-un timp foarte scurt.  

Se poate afirma că ciocnirile sau mişcările impulsive sunt mişcări mecanice 
care se produc cu variaţii foarte mari ale impulsurilor  într-un interval de timp 
foarte scurt.  Exemple de acest fel sunt: baterea unui cui, tamponarea a două 
autovehicule, lovirea unei piese cu ciocan de forjă, frânarea bruscă a unui corp 
care efectuează o mişcare (suprimarea unei legături, în general nu produce o 
variaţie bruscă a impulsului, ci una continuă şi nu poate fi considerată o mişcare 
impulsivă). 
 În timpul foarte scurt cât durează ciocnirea, între corpurile aflate în contact 
se dezvoltă forţe a căror intensitate, creşte la început foarte repede (atingând valori 
foarte mari) după care descreşte la fel de repede (fig.14.1); aceste forţe sunt 
numite forţe percutante. 
 Percuţia este o mărime vectorială, care exprimă acţiunea forţelor în timpul 
cionirii percutante şi care se defineşte prin relaţia: 

  ∫=
''t

't

dtFP          (14.1) 

unde F  este rezultanta tuturor forţelor percutante care acţionează în 
intervalul de timp cât  durează fenomenul de ciocnire (t’, t”). 

 Pentru a determina relaţia dintre percuţie şi variaţia impulsului în timpul 
ciocnirii se porneşte de la relaţia fundamentală a dinamicii, scrisă pentru un punct 
A de masă m: 

  .F
dt
vdmsauFamHd ===      (14.2) 

de unde rezultă variaţia elementară a impulsului (considerând masa constantă): 
  dtFvdm =          (14.3) 
 Integrând pe intervalul )'t,''t( cât durează ciocnirea şi ţinând seama de 
relaţia (14.1), se obţine expresia percuţiei :  
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'vm''vmP −=         (14.4) 
unde v ′  este viteza la începutul ciocnirii, iar v ′′  cea corespunzătoare de la 
sfârşitul ciocnirii 

 Notând cu  H’  şi  H”  impulsurile la momentele t’ şi respectiv t”, relaţia 
(14.4) se poate scrie:  

 '.H''HP −=         (14.5) 
 Relaţia (14.5) arată că percuţia măsoară de fapt variaţia impulsului în 
timpul ciocnirii. 
 Se defineşte forţa percutantă medie ca fiind o forţă de mărime constantă 

mF , care dacă ar acţiona pe durata ciocnirii ar produce acelaşi efect ca şi percuţia 
,P  adică: 

  ( ) ∫∫ −
=−==

't

''t
m

't

''t
m dtF

't"t
Fsau't''tFdtFP 1    (14.6) 

 În figura 14.1 este prezentată schematic variaţia forţei percutante şi forţa 
percutantă medie. Aria cuprinsă sub curba forţei percutante poate fi interpretată ca 
fiind egală cu mărimea percuţiei. Cele două suprafeţe haşurate în sensuri opuse, 
din figura 14.1 au aceeaşi arie. În figura 14.2 este prezentată grafic relaţia (14.5) şi 
forţa percutantă medie mF  conform (14.6). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

În studiul fenomenului de ciocnire se fac următoarele ipoteze simplificatoare: 
1. timpul cât durează ciocnirea este foarte scurt (de ordinul fracţiunilor de 

secundă), astfel încât se poate considera că în acest interval, vitezele celor două 
corpuri sunt egale; 

2. în timpul ciocnirii se produc forţe percutante foarte mari, care suferă variaţii 
rapide, de aceea se neglijează celelalte forţe (greutatea corpurilor, forţele 
exterioare, etc.); 

A,m 

H ′−

vmH ′=′  

vmH ′′=′′
HHP ′−′′=  
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v ′′  

P
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Fm ′−′′
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3. în timpul ciocnirii (datorită duratei foarte scurte a fenomenului), se poate 
considera că toate corpurile rămân pe loc; 

4. pentru forţele de legătură percutante se aplică principiul acţiunii şi reacţiunii; 
5. în timpul ciocnirii se consideră corpurile deformabile local (deci se renunţă la 

ipoteza de rigiditate). 
 

 14.2. Teoremele generale în timpul ciocnirii 
 14.2.1. Teorema impulsului 
 Conform relaţiei (14.4), pentru un punct material Ai de masă mi, se poate 
scrie:    

.P'vm''vm iiiii =−         (14.7) 
 Însumând pentru toate punctele din sistem rezultă: 

  ∑∑∑
===

=−
n

i
ii

n

i
ii

n

i
i P'vm''vm

111
       (14.8) 

sau, ţinând seama de definiţia impulsului unui sistem, se obţine teorema 
impulsului pentru ciocniri în cazul unui sistem de puncte materiale: 
  ,P'H''H i∑=−         (14.9) 
care se enunţă astfel: “în timpul ciocnirii variaţia impulsului sistemului de puncte 
materiale este egală cu suma percuţiilor exterioare (date şi de legătură)”.  

Se observă faptul că suma percuţiilor interioare este nulă, percuţiile 
interioare fiind egale şi de sens opus două câte două.  
 Deoarece:  

ρMrm ii =∑  

( ) ( ) ρρ !MM
dt
drm

dt
d

dt
rdmvmH ii

i
iii ===== ∑∑∑  

relaţia (14.8) devine: 
,P'M''M i∑=− ρρ !!                (14.10) 

adică teorema impulsului pentru ciocniri sub forma mişcării centrului de masă 
pentru un sistem de puncte materiale care se enunţă astfel: “centrul de mase al 
unui sistem de puncte materiale, care participă la un fenomen percutant, se 
comportă ca şi un punct material de masă egală cu masa totală a sistemului, care 
ar fi acţionat rezultanta forţelor percutante exterioare”. 

Dacă asupra sistemului de puncte nu acţionează nici o forţă percutantă 
exterioară, centrul de mase al sistemului nu este afectat în mişcarea sa de 
fenomenul percutant la care participă punctele sistemului (de exemplu centrul de 
masă a două corpuri libere ce se ciocnesc). 
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14.2.2. Teorema momentului cinetic 
 Dacă se înmulţeşte vectorial relaţia (14.7), la stânga, cu vectorul de poziţie 

ir  al punctului Ai  şi se însumează pentru toate punctele din sistem, rezultă: 

  ( ) ( ) ( ),Prvmrvmr ii
'
iii

''
iii ∑∑∑ ×=×−×            (14.11) 

sau, ţinând seama de definiţia momentului cinetic al unui sistem de puncte 
materiale, se obţine teorema momentului cinetic faţă de un punct O, în cazul 
ciocnirilor: 
  ( )∑ ×=− ii

'
O

''
O PrKK               (14.12) 

care se enunţă astfel: “în timpul ciocnirii, variaţia momentului cinetic în raport cu 
un punct O pentru un sistem de puncte materiale, este egală cu suma momentelor 
percuţiilor exterioare calculate în raport cu acelaşi punct O ”.  

Relaţia (14.12) poate fi pusă şi sub forma teoremei momentului cinetic în 
mişcarea sistemului faţă de centrul de mase: 
  ( )∑ ×=− iiC

'
C

''
C PrKK               (14.13) 

care se enunţă în mod corespunzător: “în timpul ciocnirii, variaţia momentului 
cinetic în cazul unui sistem de puncte materiale, în raport cu centrul de masă C, 
este egală cu suma momentelor percuţiilor exterioare calculate în raport cu 
acelaşi punct C.” 
 

 Observaţii:    
a) În timpul ciocnirii nu se poate aplica teorema energiei cinetice dE = dL, 

deoarece datorită fenomenelor de deformare plastică care se produc în timpul 
ciocnirii, o parte a energiei cinetice a sistemului se transformă în alte forme de 
energie (cum ar fi de exemplu: energia calorică, de deformaţie, luminoasă, etc). 

b) Pentru studiul mişcării în cazul ciocnirii a două puncte materiale sau a două 
corpuri (bile) aflate în mişcare de translaţie, se recomandă aplicarea teoremei 
impulsului, iar pentru studiul mişcării unui rigid cu o axă fixă, aplicarea 
teoremei momentului cinetic în raport cu axa respectivă. 

 
14.2.3. Consideraţii energetice 
Scriind teorema impulsului (14.7) pentru un punct Ai : 

.P'vm''vm iiiii =−  
care dacă se înmulţeşte scalar cu vectorul viteză iv ′′  şi se însumează pentru toate 
punctele din sistem, rezultă: 

'.'vP''v)'v''v(m i
i i

iiiii∑ ∑ ⋅=⋅−              (14.14) 

şi deoarece are loc egalitatea evidentă: 
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se obţine:   
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1
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sau:   ''vPEEE i

i
ip ∑=+′−′′ ,              (14.16) 

unde s-a notat cu:  

• E'vm i
i

i ′=∑ 2

2
1    energia cinetică a sistemului la momentul iniţial t’; 

• E''vm i
i

i ′′=∑ 2

2
1     energia cinetică a sistemului la momentul final t”; 

• pii
i

i E)'v''v(m =−∑ 2

2
1   energia cinetică a sistemului corespunzătoare 

vitezelor pierdute datorită ciocnirii, adică energia cinetică a sistemului dacă 
fiecare punct al său ar avea viteza pierdută: )'v''v( ii − . 
În acest caz teorema energiei cinetice, adică relaţia (14.16), se scrie: 

''vP)EE(E i
i

ip ∑ ⋅=′′−′−              (14.17) 

În cazul unui sistem rigid fără frecare, percuţiile exterioare (reacţiunile 
normale de percuţie) sunt perpendiculare pe vitezele după ciocnire: ''vP ii ⊥  şi  

0=⋅ ii P''v , deci:     

pEEE =′′−′                         (14.18) 

care reprezintă teorema lui Carnot :” în cazul sistemelor rigide fără frecare, 
variaţia energiei cinetice în timpul unei ciocniri , adică pierderea de energie 
cinetică în cazul ciocnirii, este egală cu energia cinetică corespunzătoare 
vitezelor pierdute”. 
 

14.3. Ciocnirea centrică a două sfere.  
         Studiul mişcării. Coeficientul de restituire. 

 Se consideră două sfere (bile) având centrele O1 şi O2 şi masele m1 şi m2 
care, înainte de ciocnire, se deplasează după linia centrelor, cu vitezele 'v1  şi 
respectiv 2v′ , unde 'v1 > 2v′ (fig.14.3).  Dorim să calculăm vitezele 1v ′′  şi 2v ′′   ale celor 
două sfere după ciocnire. 
 Aplicând teorema impulsului proiectată pe linia centrelor şi observând că nu 
intervin decât percuţiile de legătură, care sunt egale ca mărime şi de sens contrar 
( ),PP 1212 −=   rezultă:   
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H’’ - H’ = 0 
Sau:  H’ = H’’,   (14.19) 
adică impulsul sistemului se conservă: 
 .vmvmvmvm ''''''

22112211 +=+  (14.20) 
 Pentru a obţine o relaţie în plus se ţine  
seama de deformabilitatea celor două corpuri.  
 Este necesară o analiză atentă a fenomenului de ciocnire în timpul căruia se 
deosebesc (fig.14.4) două faze:  

a) faza de comprimare 
b) faza de destindere  
Se acceptă faptul că după ciocnire, mişcarea bilelor este tot de translaţie. 
 

 
 
 
 
 
 
 
a) Faza de comprimare se caracterizează prin accea că sferele se comprimă local 
şi ajung la sfârşitul fazei să aibă aceeaşi viteză u şi deformaţia maximă. În 
timpul aceastei faza (care este foarte scurtă) asupra fiecărei sfere acţionează o 
percuţie de legătură notată cu PC pe care poate o putem considera constantă , 
numită percuţia de comprimare (fig.14.5). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Aplicând teorema impulsului proiectată pe linia centrelor pentru această fază 
(de la începutul până la sfârşitul fazei de comprimare), rezultă pentru cele două 
sfere ecuaţiile:  

,Pvmum
,Pvmum

C
'

C
'

=−
−=−

222

111                                 (14.21) 

Fig.14.3 
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care rezolvate, furnizează expresiile necunoscutelor: 

  
21

2211

mm
vmvmu

''

+
+−=                (14.22) 

  ( )
21

2121

mm
vvmmP

''

C +
−=                (14.23) 

c) Faza de destindere se caracterizează prin aceea că sferele se decomprimă local 
şi îşi modifică vitezele de la viteza comună u  la vitezele ''v1  şi respectiv ''v2 . În 
această fază (care este la fel foarte scurtă) se poate considera că percuţia de 
legătură este constantă (şi este numită percuţie de destindere Pd , acţionând 
asupra fiecărei sfere) (fig.14.6). 
Aplicând teorema impulsului în proiecţii pe linia centrelor, între începutul şi 
sfârşitul  fazei de destindere, pentru cele două sfere, rezultă ecuaţiile: 
  ,Pumvm,Pumvm d

''
d

'' =−−=− 222111            (14.24) 
ale căror soluţii sunt: 

  
21

2211

mm
vmvmu

''''

+
+=                (14.25) 

  ( ) .
mm

vvmmP
''''

d
21

1221

+
−=               (14.26) 

 Se defineşte coeficientul de restituire (sau coeficientul de elesticitate la 
ciocnire) raportul dintre percuţia de destindere  Pd  şi de comprimare PC: 
  Cd P/Pk =                 (14.27) 
 Introducând valorile obţinute pentru cele două percuţii (14.23) şi (14.26) în 
formula (14.27) se obţine expresia coeficientului de restituire: 
  )vv/()vv(k ''''''

2112 −−=               (14.28) 
 Prin urmare, se poate defini coeficientul de restituire ca fiind raportul 
dintre viteza relativă  după ciocnire ( )'''' vv 12 −  şi viteza relativă  înainte de 
ciocnire ( )21 vv ′−′ . În ceea ce priveşte valorile coeficientului de restituire k sunt 
posibile următoarele situaţii: 
1) k = 1 - ciocnirea se numeşte elastică ;  în acest caz Pd = PC  şi cele două sfere 

nu suferă deformaţii permanente în urma ciocnirii; 
2) k = 0 - ciocnirea se numeşte plastică. în aceste caz sferele rămân lipite una de 

cealaltă şi se mişcă împreună cu viteza .vv ''''
21 =  (de exemplu, când una din sfere 

este din plumb); 
3) 0 < k < 1 - cicnirea se numeşte naturală  şi sferele suferă parţial deformaţii 

permanente în urma ciocnirii.  Este cazul cel mai răspândit în practică. 
Sunt date în continuare câteva valori ale acestui coeficient, care 

caracterizează din punctul de vedere elastic fenomenul de ciocnire pentru diferite 
materiale: sticlă-sticlă:  k = 15/16, oţel-oţel: k = 5/9, lemn-lemn: k = 1/2, argilă-
argilă: k = 0. 
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Din cele prezentate mai sus rezultă că pentru studiul fenomenului de 
ciocnire centrică a două sfere se folosesc relaţiile (14.20) şi (14.28), precizându-se 
de obicei, valoarea coeficientului de restituire k. Din cele două ecuaţii rezultă 
vitezele sferelor după ciocnire. 

 ( )( ) ( )( )

1

2

21
22

2

1

21
11

1

1

1

1

m
m

kvvvv;

m
m

kvvvv
''

'''
''

'''

+

+−+=
+

+−−=            (14.29) 

 Pentru calculul mărimii percuţiei totale P care acţionează asupra fiecărei 
sfere, se observă că aceasta reprezintă suma percuţiilor din fazele de comprimare 
şi de destindere. Utilizând relaţiile (14.23), (14.26) şi (14.27) rezultă: 

 ( )( ) .
mm

mmvvkPkPPPP ''
CCdC

21

21
211

+
−+=+=+=            (14.30) 

 
 

 14.4. Determinarea coeficientului de restituire  
 Pentru determinarea coeficientului de restituire k se poate recurge la o 
experienţă simplă cu două pendule A şi B, având aceeaşi lungime L, şi masele m1 
şi m2 (fig. 14.7). Pendulul A este lăsat să cadă liber din poziţia A0, care face 
unghiul α cu verticala şi se ciocneşte cu pendulul B care iniţial se afla în poziţia 
B1, în repaus pe verticală.  În urma ciocnirii pendulul se depărtează cu unghiul β  
faţă de verticală (poziţia OB2). 
 Studiul problemei implică trei faze: 

a. mişcarea sferelor înainte de ciocnire 
b. ciocnirea propriu-zisă 
c. mişcarea sferelor după ciocnire. 

 
  

a. Mişcarea înainte de ciocnire.  
Sfera B fiind în repaus rezultă .vv ''

B 02 ==  
  Pentru a găsi viteza sferei A înainte de ciocnire 

''
A vv 1=   se aplică  teorema  energiei  cinetice  în  

mişcarea acestei sfere din poziţia A0 în poziţia A1: 
  ,LEE AAAA 1001

=−  

unde:  ( ) ( )αcosgLmL;vmE,E AA
'

AA −=== 1
2
10 1

2

11 1010
          (14.31) 

şi rezultă:    ( ).cosgLv' α−= 121               (14.32) 

 

Fig.14.7 
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 b. Ciocnirea propriu-zisă.  
Aplicând teorema impulsului proiectată pe linia centrelor pendulelor şi 

observând că intervin numai percuţiile de legătură, se ajunge la concluzia că 
impulsul sistemului (de două sfere) se conservă, adică: ''

x
'
x HH = sau: 

     '''''' vmvmvmvm 22112211 +=+ . 

 Expresia coeficientului de restituire este: .
vv
vvk ''

''''

21

12

−
−=           (14.33) 

 c. Mişcarea după ciocnire. 
 Aplicând teorema energiei cinetice pentru sfera B: 

,LEE BBBB 2112
=−   

unde: ( ) ( )βcosgLmL;E,vmE BBB
''

B −−=== 10
2
1

2

2

22 2121
 

rezultă:  ( ).cosgLv '' β−= 122               (14.34)
  

Din relaţia de conservare a impulsurilor avem: 

  ( ) ( ).cosgL
m
mcosgLv

m
mvv '''' βα −−−=−= 1212

1

2
2

1

2
11          (14.35) 

           Introducând expresiile vitezelor obţinute în expresia coeficientului de 
restituire se obţine:  

 .
sin

sin

m
m

cos
cos

m
mk 1

2

211
1
11

1

2

1

2 −





+=−

−
−







+= α

β

α
β            (14.36) 

 14.5. Ciocnirea a două corpuri solide. 
Se consideră două corpuri oarecare notate 
cu (1) şi (2), (fig.14.8) şi aflate în mişcare 
generală, care se ciocnesc în punctul A (A1 
şi respectiv A2). Corpurile sunt raportate la 
sistemele de axe cu originea în punctele O1 
şi respectiv O2.  
Se deosebesc două cazuri: 

a) Corpurile nu au legături cu mediul fix (sunt libere).  
Datele problemei sunt: 

• distribuţiile de viteze ale celor două corpuri (1) şi (2), înainte de ciocnire (în 
momentul t’), adică: '''' ,vsi,v 2211 ωω   

• coeficientul de restituire k şi direcţia Aυ  a normalei în punctul de ciocnire, prin 
cosinuşii directori (lA, mA, nA), faţă de un sistem de axe oarecare.  

Fig.14.8 
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 Necunoscutele problemei sunt:  
• distribuţiile vitezelor corpurilor după ciocnire (în momentul t’’), adică 

'''''''' ,vsi,v 2211 ωω  (echivalente cu 12 necunoscute scalare),  

• percuţia totală din punctul A de ciocnire: PA  (echivalentă cu trei necunoscute 
scalare).  

Rezultă deci în total 15 necunoscute scalare  şi 13 ecuaţii şi anume: 
• 12 ecuaţii, rezultând din aplicarea teoremelor generale (a impulsului şi a 

momentului cinetic), pentru fiecare corp în parte, prin proiecţiile pe axele 
sistemului ales; 

• o ecuaţie dată de relaţia coeficientului de restituire sub forma (14.28), între 
componentele normale ale vitezelor punctelor de contact la ciocnire. 

 Celelalte două ecuaţii, necesare pentru determinarea necunoscutelor 
problemei, se obţin diferit pentru următoarele două cazuri: 
• dacă corpurile sunt perfect netede în punctul de contact A, percuţia AP   are 

direcţia normalei comune din acest punct, deci ,P AA 0=×υ  sau: 

 
A

z

A

y

A

x

AAA

zyx n
P

m
P

l
Psau,

nml
PPP
kji

=== 0  ,    

obţinându-se astfel două ecuaţii scalare. 
• dacă corpurile sunt aspre şi nu are loc alunecarea între ele, componentele 

vitezelor punctelor de contact ale celor două corpuri A1 şi A2 din planul tangent 
comun, după ciocnire (din momentul t” ), sunt egale: ( ) ( ) .vv t''

A

t''
A 21

=  

  
b) Corpurile au legături cu reperul fix 
 În acest caz, datorită legăturilor lor exterioare, se micşorează numărul 

gradelor de libertate cinematică corespunzătoare ale corpurilor. Rezultă astfel o 
serie de relaţii geometrice (cinematice), privind distribuţiile de viteze ale 
corpurilor. Vor apărea în plus, un număr corespunzător de necunoscute legate de 
percuţiile forţelor din legături. 
  
 

A p l i c a ţ i e 
O bară omogenă (1), de greutate G şi de lungime 2L, articulată la unul din 

capete, în punctul O, este lăsată să cadă liber (sub acţiunea greutăţii) din poziţia 
orizontală. Când ajunge în poziţia verticală, se loveşte de un corp (2) fixat la 
distanţa OA = h < 2L. Dacă coeficientul de restituire este k şi se neglijează 
frecarea din articulaţie, se cere să se determine valoarea maximă a unghiului α de 
revenire a barei (figura 14.9). 
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R e z o l v a r e 
 Se studiază mişcarea corpului (1) în cele trei etape (figura 14.9): înainte de 
ciocnire, în timpul ciocnirii şi după ciocnire. 
1) În prima etapă (înainte de ciocnire) se determină distribuţia de viteze a celor 

două corpuri la momentul t’, când începe ciocnirea; avem astfel: '' iar,v 12 0 ω=  
se determină din teorema energiei cinetice aplicată corpului (1), adică: 
  ,LEE AAAA 00

=−  

unde: ( ) ( ) LGL,JE,vE AA
'

zOAAA ⋅====
0100

2

12
100 ω ; 

deci: ( ) 





=⋅=

g
GlJ,LGJ zO

'
zO 32

1 2
2

1ω ,   prin urmare:  .
J

LG
zO

' 2
1 =ω  

2) În etapa a doua (în timpul ciocnirii) se foloseşte relaţia coeficientului de 

restituire:  ''

''''

vv
vvk

21

12

−
−= ,    în care dacă înlocuim expresiile vitezelor: 

 00 211211 =′′′′−=′′=′′=′ v;hv;v;hv ωω , 

se obţine: '

''

k
1

1

ω
ω= ,  adică: 

OzJ
GLkk 2

11 =′=′′ ωω . 

3) În etapa a treia (după ciocnire)  unghiul α se determină aplicând teorema 
energiei (sub forma finită) între poziţiile de la momentul t’’ şi poziţia finală A1 
pentru corpul (1): 

11 AAAA LEE =− ,  unde:  ( ) ( )αω cosGLL,JE,E AA
''

zAA −−=== 1
2
10

11

2

10  

şi deci: ( ) ( )αω cosLGJ ''
z −= 1

2
1 2

10  

unde înlocuind pe 1ω′′ se obţine:    ( ).kcosarc,kcos 22 11 −=−= αα  

Fig.14.9 
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14.6. Ciocnirea unui corp solid aflat într-o 
         mişcare  de rotaţie.  Centrul de percuţie 

 Se consideră un rigid de masă M (fig. 14.9)  având două puncte fixe O1 şi O2 
(O1O2=h) şi care în mişcarea sa de rotaţie, suferă o ciocnire, echivalentă cu 
aplicarea unei percuţii ( )zyx P,P,PP  într-un punct al său A(x, y, z). Se consideră de 
asemenea un sistem de axe, Oxyz, ales solidar cu rigidul, a cărui axă Oz  trece prin 
punctele O1 şi O2 (axa de rotaţie), iar axa Ox trece prin centrul de masă al rigidului 

)OC( ξ= . Să notăm cu ω′ viteza unghiulară a rigidului înainte de ciocnire. Ne 
propunem să determinăm viteza unghiulară  ω′′  a rigidului imediat după ciocnire 
şi percuţiile ( )zyx P,P,PP 1111  şi ( )zyx P,P,PP 2222  care se dezvoltă în punctele O1 şi O2  
precum şi poziţia centrului de percuţie. 

Pentru rezolvarea problemei se aplică 
teoremele generale: teorema impulsului şi 
teorema momentului cinetic, prezentate 
anterior, care pentru acest caz se scriu: 

2211

21

PrPrPrKK

PPP'HH

OO ×+×+×=′−″
++=−′′

   (14.37) 

unde:     

k;khOOr

;khOOr;kzjyixOAr
ωω ===

==++==

222

111  

 
iar expresiile analitice ale percuţiilor sunt: 

kPjPiPP

kPjPiPP;kPjPiPP

zyx

zyxzyx

2222

1111

++=

++=++=
          (14.38) 

În mişcarea de rotaţie impulsul şi momentul cinetic se scriu: 

( )
jM

kji
M)(Mdm)r(H

D

ωξ
ξ

ωρωω ==×=×= ∫
00

001          (14.39) 

kJjJiJkKjKiKK zzyzxzyxO ωωω +−−=++=           (14.40) 

Expresiile (14.38) se mai scriu:  

k)yPxP(j)xPzP(i)zPyP(
PPP
zyx
kji

Pr xyzxyz

zyx

−+−+−==×     (14.38’) 
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Fig.14.9 
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;jPhiPh
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Ecuaţiile generale (14.37) devin: 

zzz

yyy

xxx

PPP
PPP)(M

PPP

21

21

21

0

0

++=
++=′−′′

++=
ωωξ               (14.41) 

respectiv:  

xyz

xxzxyz

yyyzxz

yPxP)(J
PhPhxPzP)(J
PhPhzPyP)(J

−=′−′′
++−=′−′′−
−−−=′−′′−

ωω
ωω
ωω

2211

2211

          (14.41’) 

Rezultă un sistem de şase ecuaţii cu şapte necunoscute: 
  zyxzyx P,P,P,P,P,P, 222111ω′′ , deci un sistem nedeterminat.  

Pentru ridicarea nedeterminării se poate considera P2z=0, ceea ce practic 
corespunde unei articulaţii cilindrice în punctul O2. Rezolvând acest sistem rezultă 
percuţiile de legătură yxzyx P,P,P,P,P 22111  şi  viteza unghiulară după ciocnire:

  
z

xy

J
yPxP −

+′=′′ ωω               (14.42) 

Un interes deosebit din punct de vedere practic îl reprezintă găsirea 
condiţiilor pentru care, aplicând rigidului cu axă fixă o percuţie P , percuţiile de 
legătură ( )zyx P,P,PP 1111  şi ( )zyx P,P,PP 2222  să fie nule, ceea ce ar reprezenta o 
măsură de protecţie a articulaţiilor O1 şi O2. Introducând în sistemul (14.41, 
14.41’) aceste condiţii rezultă: 

zyx P;P)(M;P ==′−′′= 00 ωωξ     

 

xyz

zxyz

yzxz

yPxP)(J
xPzP)(J
zPyP)(J

−=′−′′
−=′−′′−
−=′−′′−

ωω
ωω
ωω

             (14.43) 

Prima şi a treia ecuaţie arată că percuţia aplicată în A trebuie să aibă direcţia 
axei Oy, adică să fie normală la planul determinat de axa de rotaţie O1O2 şi centrul 
de masă C. 

 Ţinând seama de aceste condiţii celelalte condiţii se scriu:  
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yz
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xP)(J
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;zP)(J
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ωω
ωω
ωω
ωωξ
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            (14.44) 

deoarece Py este diferit de zero şi 0≠′−′′ ωω , din aceste condiţii rezultă: 

ξξ M
Jz;

M
Jx

;J

xzz

yz

==

= 0
          (14.45) 

    Aceste rezultate conduc la următoarele concluzii: 
1. suportul percuţiei P , terbuie să treacă prin punctul 

B 





ξξ M
J,,

M
J xzz 0 numit centrul de percuţie 

(fig.14.10). 
2. Axa de rotaţie trebuie să fie axă principală de 

inerţie pentru punctul D 





ξM
J,, xz00 , care este 

piciorul perpendicularei  dusă din punctul B pe 
axa de rotaţie (fig.4.10). 

 Această proprietate rezultă din condiţia 0=yzJ  şi observaţia că momentele 
centrifugale în raport cu axele DB şi Dz  sunt nule; conform formulei lui Steiner 

avem:   0=−⋅⋅+=−⋅⋅+= )
M
J(MJ)OD(MJJ xz

xzxzDz,DB ξ
ξξ . 

 A p l i c a ţ i e 
Se dă o  bară omogenă de masă M şi de lungime L, articulată la unul din 

capete, în punctul O, asupra căreia acţionează percuţia exterioară P . Să se 
determine centrul de percuţie B (fig.14.11).   

R e z o l v a r e 
Alegând sistemul de axe Oxyz  ca în fig.14.11, 
avem: 

0== yzxz JJ   şi 
23

2 L,MLJ z == ξ  

În aceste condiţii centrul de percuţie se determină 
cu ajutorul relaţiilor (14.45): 
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Fig.14.10 
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CAPITOLUL 15 

ELEMENTE DE MECANICĂ ANALITICĂ  
 
 15.1. Obiectul mecanicii analitice.  

 Coordonate generalizate.  Deplasări. 
 În capitolele precedente s-a studiat mişcarea mecanică a corpurilor folosind 
principiile enunţate de Newton (din care cauză mecanica teoretică se mai nuneşte 
şi mecanica newtoniană sau clasică): principiul inerţiei, al acţiunii forţei, al 
acţiunii şi reacţiunii şi principiul paralelogramului.  

În afara acestor principii s-a mai folosit şi axioma legăturilor. 
 Pornind de la aceste adevăruri, verificate experimental, pentru studiul 
mişcării a fost construită în mod deductiv mecanica newtoniană, un rol deosebit 
avându-l teoremele generale ale dinamicii: teorema impulsului, a momentului 
cinetic şi a energiei cinetice. Caracteristic studiului echilibrului şi mişcării 
sistemelor mecanice este faptul că se introduc forţele de legătură, care complică 
destul de mult studiul, în multe situaţii aceste forţe nu interesează, motiv pentru 
care s-a încercat eliminarea lor. 
 Mecanica analitică îşi propune să găsească metode directe de determinare a 
ecuaţiilor de mişcare, în care nu mai apar forţele de legătură, iar sistemul de 
ecuaţii diferenţiale obţinute astfel, să fie scris sub o formă generală (aceeaşi 
oricare ar fi problema studiată) denumită forma canonică. Mecanica analitică 
permite un studiu sistematic al oricărei probleme de mişcare mecanică a 
sistemelor. Pentru aceasta a fost nevoie să se enunţe principii noi. În cele ce 
urmează se vor studia numai o parte din aceste principii, urmărindu-se aplicarea 
rezultatelor mecanicii analitice la câteva probleme ridicate de tehnică. 
 Mecanica analitică studiază îndeosebi cazul legăturilor ideale (fără 
frecare), ceea ce restrânge într-o oarecare măsură domeniul de aplicabilitate al 
acestui studiu. În cazul în care se ţine seama şi de forţele de frecare, acestea se vor 
considera drept forţe direct aplicate. De remarcat faptul că modul de tratare a 
problemei legăturilor în mecanica analitică se deosebeşte esenţial de cel folosit în 
mecanica newtoniană. 
 În mecanica analitică se aduce o generalizare noţiunii de coordonată, care 
nu mai este legată strict de un anumit sistem de axe de coordonate (cartezian, 
cilindric, sferic, polar, etc.), definindu-se coordonatele generalizate sau 
lagrangiene   care se notează cu: q1, q2,....,qh.  

De exemplu, dacă un sistem de n  puncte materiale este caracterizat în 
spaţiul euclidian prin 3n coordonate carteziene (x1, y1, z1), (x2, y2, z2),...,(xn, yn, zn), 
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în  mecanica analitică aceste coordonate sunt înlocuite prin 3n coordonatele 
generalizate: q1, q2,....q3n.  

Astfel, mişcarea sistemului de n  puncte materiale în spaţiul cu trei 
dimensiuni poate fi studiată în acelaşi mod ca  mişcarea unui singur punct în 
spaţiul 3n –dimensional al coordonatelor generalizate. 
 Coordonatele generalizate sunt mărimi geometrice independente, cu ajutorul 
cărora se determină configuraţia sistemului la un moment dat. Ele pot fi lungimi 
sau unghiuri, fără a vreo restricţie sau precizare asupra naturii lor. Coordonatele 
generalizate permit studiul mişcării într-un spaţiu n- dimensional şi oferă 
posibilitatea unor raţionamente cu grad mai mare de generalitate, deci permit 
studiul problemelor cu mai multe grade de libertate.  
 Corespunzător coordonatelor generalizate q1, q2,...,qh, se definesc vitezele 
generalizate hq,....,q,q !!! 21  care pot fi viteze liniare sau unghiulare, după cum 
coordonatele generalizate reprezintă lungimi, respectiv unghiuri, precum şi 
acceleraţiile generalizate  hq.....,,q,q !!!!!! 21   corespunzătoare. 
 S-a definit legătura în mecanica newtoniană, ca fiind o restricţie geometrică 
impusă unui punct, rigid sau sistem mecanic de puncte sau rigide, de a rămâne pe 
o suprafaţă sau o curbă în spaţiu; legăturile pot fi ideale (fără frecare) sau reale (cu 
frecare). În cadrul acestui capitol se consideră numai cazul legăturilor ideale, care 
se exprimă cu ajutorul unor relaţii matematice.  

 
Legăturile ideale în mecanica analitică se clasifică astfel: 
1.  în funcţie de timp: 
a) legături scleronome, când timpul nu apare explicit (cazul suprafeţelor sau 
curbelor fixe), adică sub forma ecuaţiilor: 
 ( ) ( ) 00 21 == hq,.....,q,qfsauz,y,xf ;     (15.1) 
b) legături reonome, când timpul apare explicit (cazul legăturilor – 
suprafeţelor sau curbelor – care variază în timp după o anumită lege 
independentă de forţele care acţionează), deci de forma ecuaţiilor: 

  ( ) ( ) .t;q,......q,qfsaut;z,y,xf h 00 21 ==     (15.2) 
2. din punct de vedere analitic: 
a) legături olonome, când nu apar explicit derivatele în raport cu timpul, 
adică nu apar explicit componentele vitezelor sau /şi acceleraţiilor, adică de 
forma:  

( ) ( ) ;t,q,.....,q,qfsaut,z,y,xf h 00 21 ==      (15.3) 
b) legături neolonome, când apar explicit componentele vitezelor sau (şi) 
acceleraţiilor, deci forma: 

  
( )
( ) .t;q,.....,q;q,.....q;q,....qf

saut;z,y,x;z,y,x;z,y,xf

hhh 0
0

111 =
=

!!!!!!

!!!!!!!!!
     (15.4) 
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 Deplasări 
În mecanica analitică se folosesc două categorii de deplasări: reale şi 

virtuale: 
a. prin deplasarea reală se înţelege o deplasare elementară a unui punct material 

(sau corp) pe suprafaţa sau curba care reprezintă legătura, ce se realizează sub 
acţiunea forţelor exterioare direct aplicate. Deplasările reale sunt compatibile 
cu legăturile şi se notează cu rd ; într-un sistem cartezian au componentele (dx, 
dy, dz) au următoarea expresie analitică 

  .kdzjdyidxrd ++=        (15.5) 
Fiind o deplasare elementară (infinitezimală), rd  poate fi considerată ca 
situată în planul tangent la suprafaţa, sau pe tangenta la curba ce reprezintă 
legătura. 

b. prin deplasare virtuală se înţelege orice deplasare elementară posibilă a 
punctului material (sau corpului) pe suprafaţa sau curba care reprezintă 
legătura, independent de forţele exterioare. Prin urmare, deplasarea virtuală 
este o deplasare fictivă (poate fi imaginată şi nu are loc efectiv sub acţiunea 
forţelor direct aplicate) fiind posibilă, sau compatibilă cu legăturile şi având un 
caracter geometric (deoarece timpul în acest caz este un parametru arbitrar şi 
constant, sau este “îngheţat”); ca şi deplasarea reală, aceasta este o deplasare 
elementară (infinitezimală) şi prin urmare poate fi considerată ca fiind situată 
în planul tangent la suprafaţă sau pe tangenta la curba ce reprezintă legătura; 
într-un sistem cartezian componentele deplasării virtuale sunt ( z,y,x δδδ ) 
adică: 

  .kzjyixr δδδδ ++=        (15.6) 

    Din punct de vedere matematic δ( ) este tot un operator diferenţial, ca şi d( ). 
În cazul unui sistem de puncte materiale vectorul de poziţie r  al unui punct 

oarecare A, depinde de parametrii q1, q2,.....,qh  şi explicit de timpul t (cazul 
legăturilor olonome şi reonome) şi se scrie: 

  ( ),t,q,.....,q,qrr h21=        (15.7) 
Pentru cele două tipuri de deplasări definite anterior, avem evident: 

  dt
t
rdq

q
r.......dq

q
rdq

q
rrd h

h ∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++++= 2

2
1

1

   (15.8) 

  .q
q
r..........q

q
rq

q
rr h

h

δ
∂
∂δ

∂
∂δ

∂
∂δ +++= 2

2
1

1

    (15.9) 

 Forţe de inerţie. 
 Fie un corp de masă m, care se află într-o stare inerţială (repaus sau mişcare 
rectilinie şi uniformă). Pentru a-i imprima o acceleraţie a  este necesar ca un alt 
corp (numit şi agent extern) să acţioneze cu o forţă F  asupra corpului studiat, 
conform principiului acţiunii forţei: amF =             (15.10) 
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 Conform principiului acţiunii şi reacţiunii, corpul studiat acţionează 
asupra agentului extern cu o forţă egală şi direct opusă, numită  forţă de inerţie, 
adică: 
  amF I −=                 (15.11) 
 Deci, forţa de inerţie reprezintă reacţiunea exercitată de corpul studiat 
asupra corpului cu care vine în contact în timpul mişcării (care îi imprimă 
acceleraţia a ).  

Se poate afirma că forţa de inerţie este o forţă reală pentru agentul motor 
dar nu şi pentru corpul studiat (deşi uneori ea se presupune aplicată corpul studiat, 
aceasta nu este decât o forţă fictivă). 

 
      Torsorul forţelor de inerţie 

Se defineşte torsorul forţelor de inerţie ca fiind 
format din cele două componente: rezultanta IR  şi 
momentul rezultant I

OM
1
 al forţelor de inerţie.  

În cazul unui sistem material discret (fig.5.1) 
acestea au expresiile: 




 ×−=−=

−=−=


−=−=

∑

∑

=

=

n

i
iii

I
O

C

n

i
ii

I

vmr
dt
d

dt
KdM

MaMvm
dt
d

dt
HdR

1
1

1

1
1

1

1

ρ!!
 

iar pentru un sistem material continuu (rigid) : 






 ×−=−=

−=−=





−=−=

∫

∫

)D(

I
O

C
)D(

I

dmvr
dt
d

dt
KdM

MaMdmv
dt
d

dt
HdR

11
1

11
1

1

ρ!!

 

 

 15.2. Principiul lui d’Alembert 
 În studiul mişcării punctului material liber, este valabilă relaţia 
fundamentală a dinamicii conform principiul acţiunii forţei, al lui Newton (15.10):
    Fam =                        (15.12) 
unde:  F  este rezultanta forţelor direct aplicate (cunoscute) ce acţionează asupra 

punctului;  
  m - masa punctului; 

a - acceleraţia considerată în raport cu un sistem de referinţă inerţial.  
Din (15.12) se poate scrie: 0=− amF            (15.12’) 
Relaţia (15.12’) nu mai poate fi folosită în cazul punctului material supus la 

legături, unde ( ) ( )lega FFF += , aşa cum se ştie de la dinamica punctului material. 

1ρ  

O1 

z1 

y1 

x1 

ir1  

IR

Fig.15.1 

C 

Ai (mi) iv  

1ρ!  

I
OM
1
 

ir  
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 Prin urmare, în dinamica punctului material supus la legături se poate scrie: 
   ( ) ( ) ;amFF lega 0=−+ adică: ( ) 0≠− amF a  

Se face notaţia : ( ) ( ) ( )Iaa
p FFamFF +=−==φ            (15.13) 

unde: φ=pF  se numeşte forţă pierdută sau vectorul lui d’Alembert, 

 iar vectorul ( )am−  este tocmai forţa de inerţie )I(
iF . 

 Fiind dat un sistem de puncte materiale Ai (i = 1, 2,......,n)  supus acţiunii 
forţelor date ( )a

iF  şi supus unor legături geometrice, forţele pierdute (sau vectorii 
lui d’Alembert) sunt: 
  ( ) ( )n,.....,,iFFamF )I(

i
a

iii
a

ii 21=+=−=φ          (15.13’) 
 În acelaşi timp, deoarece legăturile implică existenţa unor forţe de legătură 

( ) ,F leg
i  acţionând asupra punctelor Ai (i = 1, 2,..., n), conform ecuaţiei 

fundamentale a lui Newton, ar trebui să avem:  
 ( ) ( ) ,FFam leg

i
a

iii +=               (15.14) 
unde: ( )leg

iF  este rezultanta forţelor de legătură care acţionează asupra 
punctului Ai. 

 Înlocuind relaţia (15.14) în relaţia (15.13’)  se obţine o primă formă a 
principiului lui d’Alembert: 
  ( ) ( )n....,,,iF leg

ii 210 ==+φ             (15.15) 
deci principiul lui d’Alembert se enunţă astfel:  “la fiecare moment t, forţele 
pierdute iφ (vectorii lui d’Alembert)  echilibrează forţele de legătură ( )leg

iF ”  sau 
“la fiecare moment t, forţele pierdute şi forţele de legătură îşi fac echilibru în 
virtutea legăturilor”. 
 Dacă se folosesc metodele generale ale mecanicii clasice şi în locul 
legăturilor se introduc forţele de legătură ( ) ,F leg

i  se obţine : 
( ) ( ) 0=++ leg)I(

i
a FFF               (15.16) 

adică principiul lui d’Alembert  într-o a doua formă echivalentă: “forţele date 
( )a

iF ,  forţele de inerţie ( ii
)I(

i amF −= ) presupuse aplicate punctelor materiale Ai  
formează împreună cu forţele de legătură ( )leg

iF un sistem de forţe în echilibru”.  
 Principiul lui d’Alembert sub această formă, nu este un principiu nou, ci 
mai curând o metodă nouă cunoscută în mecanica generală, sub numele de metoda 
cinetostatică. Se obsearvă că principiul lui d’Alembert reduce o problemă de 
dinamică la una de statică : echilibrul fiind aici (în esenţă) o consecinţă a 
introducerii forţelor de inerţie, presupuse aplicate punctelor materiale ale 
sistemului. Se reaminteşte faptul că în realitate forţele de inerţie nu acţionează 
asupra punctelor materiale ci asupra agentului exterior punctului sau corpului. 
Este vorba deci de un echilibru fictiv. 
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 Dacă se extinde relaţia (15.16) la toate punctele sistemului, deci însumând 
pentru toate punctele se obţine: 

• pentru forţe: ( ) ( ) 0
1 11

=++ ∑ ∑∑
= ==

n

i

n

i

leg
i

)I(
i

n

i

a
i FFF             (15.17) 

• pentru momente: ( ) ( ) ( ) 0=++ ∑∑∑ )F(M)F(M)F(M leg
iO

I
iO

a
iO          (15.17’) 

  

A p l i c a ţ i e 
 Două corpuri de greutăţi G1 şi G2 (G1 > G2) sunt legate de capetele unui fir 

inextensibil care este petrecut peste un scripete fix de rază r. Neglijând frecările şi 
masa scripetelui (fig.15.1.a), să se determine folosind principiul lui d’Alembert 
acceleraţia cu care coboară greutatea G1, tensiunea din fir şi reacţiunile din 
articulaţie. 

R e z o l v a r e 
În fig.15.1.a sunt figurate forţele date G1, G2 şi forţele de legătură Rx şi Ry 

precum şi forţele de inerţie .FsiF )I()I(
21 Conform principiului d’Alembert, 

sistemul de forţe reprezentat în figura 15.1.a este în echilibru. Scriind ecuaţiile de 
proiecţii şi ecuaţia de momente în raport cu centrul scripetelui O   de masă 
neglijabilă şi întrucât : 
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de unde deducem:    .
GG
GGR,R;g

GG
GGa yx

21

21

21

21 40
+

==
+
−=  

Pentru determinarea tensiunii din fir, se izolează greutatea G1 (fig.15.1.b), 

iar ecuaţia de proiecţie pe direcţia firului va fi: ,Ga
g

GS 01
1 =−+ din care, ţinând 

seama de expresia acceleraţiei, se deduce expresia tensiunii din fir: 

.
GG
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 Izolând greutatea G2 se obţine pentru S aceeaşi expresie, datorită faptului că 
nu s-a ţinut seama de masa scripetelui. Dacă s-ar fi ţinut seama şi de această masă, 
atunci tensiunile din cele două porţiuni de fir ar fi fost diferite. 
 

 15.3. Principiul lucrului mecanic virtual  
 Fie un punct material A acţionat de un sistem de forţe date a căror rezultantă 
este F , care este obligat să rămână în echilibru pe o suprafaţă lucie )( Σ  (fig. 
15.2). În acest caz forţa de legătură este reacţiunea normală N . Dându-se 
punctului A o deplasare virtuală elementară rδ  (compatibilă cu legăturile) ea se 
va găsi în planul Π  tangent la )( Σ  în A. Rezultă că rN δ⊥  şi deci produsul 
scalar:  .rN 0=⋅δ                (15.18) 

 Această relaţie exprimă proprietatea că lucrul mecanic al reacţiunii N  
pentru deplasarea virtuală elementară rδ  este nul; cu alte cuvinte lucrul mecanic 
virtual al reacţiunii normale N  este nul. La aceeaşi concluzie se ajunge în cazul 
unui punct material obligat să rămână pe o curbă lucie sau în cazul unui rigid 
supus la legături fără frecare.  

De exemplu, în cazul unui rigid supus legăturilor de tip: 
a) reazem simplu, reacţiunea este normală la 

suprafaţa de sprijin, iar deplasarea virtuală, 
fiind tangentă la această suprafaţă, este 
normală pe reacţiune;  

b) articulaţie, lucrul mecanic virtual al 
reacţiunii R  este nul, deoarece deplasările 
virtuale rδ  sunt nule;  

c) încastrare, lucrul mecanic virtual al 
reacţiunii R  şi al momentului M  sunt nule, 
deoarece deplasările cât şi rotirile virtuale 
sunt nule. 

 Revenind la relaţia (15.18) şi generalizând pentru n punctele materiale (sau 
rigide) supuse la legături fără frecare şi aflate în echilibru, însumând pentru aceste 
n puncte se obţine: 

  ( )n,.....,,ir.N i

n

i
i 210

1
==∑

=
δ            (15.19) 

şi se ajunge la prima formulare a principiului lucrului mecanic virtual: “în cazul 
unui sistem material supus la legături ideale, aflat în echilibru, lucrul mecanic 
virtual al forţelor de legătură este nul”(I). 
 Să considerăm în continuare un sistem de puncte materiale în echilibru, la 

care rezultanta forţelor date (direct aplicate): ( ) ( ) ∑∑
==

==
n

i
i

n

i

a
i

a FFR
11

 şi a forţelor de 

A 

Fig.15.2 
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legătură exterioare şi interioare: ( ) ( ) ∑∑∑
===

+==
n

i

(int)
i

n

i

)ext(
i

n

i

leg
i

leg RRRR
111

 este nulă, 

adică:  ( ) .RRF
n

i

(int)
i

n

i

)ext(
i

n

i

a
i 0

111
=++ ∑∑∑

===
             (15.20) 

 Dându-se sistemului deplasări vitruale ( )δ r i ni = 1 2, , .... ,  compatibile cu 
legăturile fiecărui punct al sistemului pentru acest caz, se obţine lucrul mecanic 
virtual:  

.rRrRrFL i
(int)

ii

)ext(

iii 0=⋅+⋅+⋅= ∑∑∑ δδδδ           (15.21) 
 Deoarece în baza primei formulări a principiului lucrului mecanic virtual 

,rR i
)ext(

i 0=⋅∑ δ  legăturile fiind fără frecare şi deoarece în cazul unui sistem 
nedeformabil,  lucrul mecanic elementar al forţelor de legătură interioare este nul: 

,rR i
(int)

i 0=⋅∑ δ  rezultă: .r.FL ii 0== ∑ δδ                       (15.22) 
şi se ajunge la o a doua formulare a principiului lucrului mecanic virtual: 
“condiţia necesară şi suficientă ca un sistem material să rămână în echilibru sub 
acţiunea unui sistem de forţe date ( ),n,.....,,i,Fi 21=  este ca lucrul mecanic 
virtual, corespunzător oricăror deplasări virtuale,  al acestor forţe să fie nul” (II). 
 Acest principiu mai poate fi exprimat şi sub alte forme; de exemplu: 
conform definiţiei produsului scalar a doi vectori 
  ( ) ,r,FcosrF iiii 0=⋅∑ δδ              (15.23) 

sau în funcţie de proiecţiile acestor vectori pe axele sistemului de coordonate 
cartezian: ( ) .zZyYxX iiiiii 0=++∑ δδδ              (15.24) 
 Este interesant de aplicat principiul lucrului mecanic virtual pentru găsirea 
legii de mişcare a unui sistem material (deci care nu se află în echilibru). Astfel, 
înmulţind scalar relaţia (15.16)  cu irδ , însumând apoi şi ţinând seama de faptul 
că lucrul mecanic virtual al forţelor de legătură este nul, se obţine: 
 ( ) ( )( ) 00 =⋅=⋅+=⋅− ∑∑∑ i

p
ii

)I(
i

a
iiiii rFrFF:sau,ramF δδδ          (15.25) 

adică se ajunge la a treia formulare a principiului lucrului mecanic 
virtual: “lucrul mecanic virtual al forţelor pierdute este nul”(III). 
 Relaţia (15.25) este de fapt o sinteză a celor două formulări enunţate mai sus 
şi se aplică în dinamică; de asemenea ea este extrem de generală şi exprimă 
punctul de plecare pentru mecanica analitică. 
 Pentru un sistem de rigide, introducând pentru fiecare corp torsorul forţelor 
de inerţie, se obţine: 

 ( ) ( )[ ]{ } 0
1

=⋅++⋅−= ∑
=

n

i
i

I
iOiOiiii )F(M)F(MramFL θδδδ .          (15.26) 

 În cazul legăturilor cu frecare, se consideră forţele şi cuplurile de frecare, 
drept forţe şi cupluri exterioare active. De exemplu, o forţă de frecare coulombiană 
se exprimă în următoarea formă cunoscută: v/vNT µ−= . 
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 Avantajul aplicării principiului lucrului mecanic virtual pentru determinarea 
legii de mişcare a unui sistem, faţă de metoda cinetostatică, constă în aceea că sunt 
eliminate din calcule reacţiunile. 
 
 A p l i c a ţ i a   1. 

Se consideră sistemul format din barele omogene OA = L şi AB = 2L având 
greutăţile, G şi respectiv 2G. Sistemul are articulaţii în punctele O şi A şi rezemare 
simplă în C (fig.15.3), astfel că OC = L. Legăturile sunt fără frecare. Se cere să se 
determine unghiul α  corespunzător poziţiei de echilibru a sistemului. 

  
R e z o l v a r e 
Forţele date sunt F1 = G şi F2 = 2G 
sunt aplicate în centrele de masă ale 
barelor D1 şi D2 Se consideră sistemul 
de axe xOy din figură, ales în planul 
sistemului de bare. 
Se aplică formula (15.24) unde : 
X1 = X2 = 0, Y1 = G,  Y2 = 2G,  

care devine:  02 212211

2

1
=+=+≡∑

=
yGyGyYyYyY i

i
i δδδδδ      (a) 

 Configuraţia de echilibru a sistemului de bare depinde de un singur 
parametru α, iar pentru calculul deplasărilor virtuale 

21 21 DD yy,yy δδδδ ==  se 
exprimă y1 şi y2 în funcţie de acest parametru şi se diferenţiază, obţinându-se: 
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
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    (b) 

 În acest caz relaţia (a) devine: 
  ( ) 0222 =⋅−+⋅ δαααδαα cosLcosLGcosLG   (c) 

şi deoarece 0≠δα ,    rezultă:  
.coscos 0225 =− αα  

 Înlocuind 122 2 −= αα coscos  se obţine ecuaţia: 
 ,coscos 05210 2 =−− αα care rezolvată ne furnizează soluţiile α1 şi α2.  
 Se observă că la rezolvarea problemei de echilibru cu ajutorul principiului 
lucrului mecanic virtual nu a fost necesară determinarea forţelor de legătură din 
articulaţii şi reazeme. 

Fig.15.3 
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A p l i c a ţ i a   2 
Se dă sistemul format din trei corpuri de greutăţi G1, G2 şi G3 , legate între 

ele prin fire inextensibile (aceeaşi cu aplicaţia de la paragraful 13.6) ca în figura 
15.4, unde sunt date elementele mecanice şi geometrice corespunzătoare. Discul 
(3),  se rostogoleşte fără alunecare pe planul înclinat cu unghiul  α  .  

Se cere să se stabilească legea de mişcare a sistemului. 
  R e z o l v a r e 

Analiza cinematică este prezentată în 
tabelul 15.1. Discul (3), rostogolindu-
se fără să alunece, atunci punctul I  de 
contact cu planul înclinat este centrul 
instantaneu de rotaţie, iar forţa de 
frecare, de alunecare NT µ≤  fiind 
aplicată în I nu dă lucrul mecanic 
(viteza relativă dintre roată şi plan  în 
punctul I  fiind zero). Se aplică 
principiul lucrului mecanic virtual 
sub forma (15.26): 
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        Tabelul 15.1. 
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Înlocuind masele m1, m2, m3 cu greutăţile G1, G2, G3 şi forţele de inerţie 
II

i F,F 3  precum şi cuplurile de inerţie II M,M 32  cu sensurile lor date în  figura 15.4, 
în relaţia (a),  se obţine: 
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 Dând factorul comun 01 ≠hδ  se obţine o ecuaţie de gradul întâi a cărei 
soluţie este :  

 .
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15.4. Principiul lucrului mecanic virtual în cazul  
         unui sistem cu mai multe grade de libertate  

 Fie un sistem cu h grade de libertate, caracterizat prin coordonatele 
generalizate: q1, q2,....,qh  şi acţionat de n forţe exterioare direct aplicate 

.F,.....,F,F n21 Vectorul de poziţie al punctului Ai de aplicaţie al forţei iF  este: 
  ( ).t;q,....q,.....q,qrr hkii 21=               (15.27) 
 Ne propunem să determinăm condiţia de echilibru a sistemului (de exemplu, 
valorile forţelor pentru o anumită poziţie de echilibru dată). Pentru aceasta se 
aplică principiul lucrului mecanic virtual sub forma (15.22):   
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unde conform relaţiei (15.27) avem: 
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şi prin urmare: 
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iar prin inversarea ordinei de însumare rezultă: 
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 Se defineşte forţa generalizată prin expresia: 
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 Se observă că forţa generalizată Qk poate să aibă dimensiunea unei forţe 
dacă qk are dimensiunea unei lungimi sau a unui cuplu, dacă qk este o mărime 
adimensională (un unghi). Relaţia (15.30) se mai scrie în funcţie de forţele 
generalizate astfel: 
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k
k 02211
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=+++++== ∑
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 Analogia formală dintre relaţiile (15.32) şi (15.26) justifică denumirea de 
forţă generalizată dată expresiei (15.31). 
 Dacă legătura este olonomă (şi prin urmare hq,...,q,q δδδ 21  sunt 
independente), pentru ca ecuaţia (15.32) să fie posibilă este necesar să existe 
simultan relaţiile:  

.Q,....,Q,Q h 000 21 ===              (15.33) 
 Forţele generalizate pot fi calculate cu ajutorul formulei (15.31) sau mai 
simplu, în modul următor: se consideră variabilă succesiv, câte o singură 
coordonată generalizată qk , deci 0≠kqδ  şi se păstrează constante celelalte 
coordonate generalizate, obţinându-se: 

  
( )

.
q

qL
Q

k

iabilvark
k δ

δ
=                (15.34) 

 De exemplu, dacă : ,q.....qqsiq h 00 321 ===≠ δδδδ   adică: 

  ( ) 111 qQqL iabilvar δδ ⋅=   şi   se obţine: 
( )

1
1 q

L
Q iabilvar

δ
δ

= .    

În mod analog se obţin şi celelalte forţe generalizate. 
      Relaţiile 0=kQ  (k=1,2,3,...h) conform (15.32), reprezintă condiţiile de 
echilibru căutate. 
   

A p l i c a ţ i e 
 Se dă sistemul de două bare articulate în O (articulaţie fixă) şi A2 

(articulaţie mobilă) acţionate de forţele P1, P2, P3, P4 aplicate respectiv în punctele 
A1, A2, A3, A4, ca în fig.15.5. Barele fac cu orizontala respectiv unghiurile α1 şi α2 
şi au lungimile ( )21112 /LOA,LOA ==  respectiv ( )2232242 /LAA,LAA == .  

Se cere să se determine poziţia de echilibru a sistemului. 
 

 R e z o l v a r e 
Sistemul are două grade de libertate α1 şi 
α2, care joacă rolul coordonatelor q1 şi q2.  
Se aleg axele ca în figura 15.5. Pentru a 
determina poziţia de echilibru vom 
determina forţele generalizate Q1 şi Q2 şi le 
vom egala cu zero.  
Sistemul fiind în planul xOy, formula 
(15.31) se scrie pentru Q1 astfel: 
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în care proiecţiile pe axe ale forţelor Xi, Yi sunt:     
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Coordonatele celor patru puncte în care sunt aplicate forţele  sunt respectiv: 
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Calculând derivatele parţiale 
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Poziţiile de echilibru ale sistemului se obţin din ecuaţiile: Q1=0  şi respectiv Q2=0 
:  
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 15.5. Calculul reacţiunilor cu ajutorul toeremei  
  lucrului mecanic virtual.  

 Pentru a se calcula o anumită reacţiune a unui corp sau sistem material 
supus la legături, se suprimă legătura respectivă şi se introduce reacţiunea căutată. 
În continuare se aplică sistemului o deplasare virtuală elementară, care să fie 
compatibilă cu legăturile rămase. Pentru această deplasare, reacţiunea în cauză şi 
forţele direct aplicate (date) efectuează un lucru mecanic virtual: aplicând 
principiul lucrului mecanic virtual se obţine o relaţie ce conţine ca necunoscută 
tocmai reacţiunea pe care dorim să o calculăm. 
 În mod analog se pot calcula eforturile din barele unei grinzi cu zăbrele: 
pentru aceasta se secţionează bara respectivă a grinzii cu un plan imaginar, se 
introduce un efort axial (de întindere) şi în continuare se aplică principiul lucrului 
mecanic virtual, dând sistemului deplasări virtuale (compatibile cu legăturile 
rămase). 
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 A p l i c a ţ i e 
Se consideră o bară AB = L, articulată în A şi simplu rezemată în B, 

acţionată în punctul C  de forţa concentrată P  , înclinată cu unghiul α faţă de axa 
barei (fig.15.6). Aplicând principiul lucrului mecanic virtual, se cer forţele de 
legătură din A şi B. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 R e z o l v a r e 
 Pentru calculul reacţiunilor din A şi B  (fig. 15.6,a) se izolează bara AB  

prin suprimarea legăturilor, introducându-se reacţiunile H, V şi N  (fig.15.6,b). 
a. Pentru calculul reacţiunii N se dă barei o rotire virtuală 1δθ , în jurul punctului 

A (fig.15.6,c). Deplasările virtuale liniare CB y,y δδ  ale punctelor de aplicaţie ale 
forţelor ce acţionează respectiv în punctele B, C sunt legate de deplasarea 1δθ , 

prin relaţia: 11 δθδθδδ ≈== )(tg
L
y

a
y BC  

     deoarece 1δθ fiind un unghi foarte mic : .cos,sin 1111 ≈≈ δθδθδθ  
Avem deci relaţiile: .Ly,ay BC 11 δθδδθδ ==  

 Lucrul mecanic virtual corespunzător acestor deplasări este nul, deci: 
   0=⋅−⋅= BC yNysinPL δδαδ  
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 Cum ,01 ≠δθ  rezultă reacţiunea N  din anularea primului factor: 

   .sin
L

PaN α=  

b. Pentru calculul reacţiunii V se dă barei AB o rotaţie virtuală (elementară) δθ2  în 
jurul punctului B (fig.15.6.d). Se obţin pentru deplasările virtuale ale punctelor 
C şi A valorile: 22 δθδδθδ Ly;by AC ==′ ,  iar lucrul mecanic virtual al 
forţelor respective corespunzător acestor deplasări este nul:   

( ) 02 =+−=′⋅+⋅−= δθαδαδδ sinbPVLysinPyVL CA  
Cum ,02 ≠δθ  rezultă reacţiunea V din anularea primului factor: 

  .sin
L

PbV α=  

c. Pentrul calculul reacţiunii H, se dă o deplasare virtuală orizontală δx 
(fig.15.6.e). Lucrul mecanic virtual al forţelor respective corespunzător acestei 
deplasări este nul: 0=⋅−=⋅−⋅= x)cosPH(xcosPxHL δαδαδδ  

     de unde:  H = P cos α. 
      Se poate aplica acelaşi raţionament în cazul unei bare încastrate acţionată de 
o forţă exterioară, sau unui sistem de două sau mai multe bare articulate şi 
rezemate. 
 

 15.6. Ecuaţiile lui Lagrange de speţa a doua  
 Cele mai reprezentative ecuaţii ale mecanicii analitice sunt ecuaţiile lui 
Lagrange. Pentru deducerea lor se pleacă de la relaţia ce reprezintă sinteza celor 
două principii prezentate anterior, adică relaţia (15.25): 

  ( ) .ramF i
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 Să considerăm un sistem material (de puncte sau corpuri) a cărui 
configuraţie este definită de h parametri independenţi q1, q2,.....,qk,.....,qh cunoscuţi 
sub numele de coordonate generalizate. Vectorul de poziţie ri  al unui punct 
oarecare Ai al sistemului depinde de coordonatele generalizate, iar în cazul 
legăturilor reonome, depinde explicit şi de timpul t, adică:  
  ( ).t;q,.....,q,.....q,qrr hkii 21=                       (15.36) 
 Deplasarea virtuală irδ  se poate deci scrie astfel: 
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 Introducând (15.37) în (15.35) obţinem: 
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sau:  0
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sau inversând ordinea de însumare: 
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 Se observă că primul termen al parantezei reprezintă forţele generalizate 
care au fost  definite anterior (15.31) prin: 
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 Totodată se pot efectua asupra celui de-al doilea termen al parantezei 
următoarele transformări: 
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pentru masele mi constante. 
 Pe de altă parte, din relaţia (15.27) rezultă 
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unde 
dt

dqq k
k =!  fiind vitezele generalizate. 

 Consecinţa imediată a relaţiei (15.42) este faptul că: 
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 În acest caz relaţia (15.41) devine: 
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 Energia cinetică E a întregului sistem material este: 
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deci expresia (15.44) însumată pentru toate punctele materiale ale sistemului se 

mai poate scrie: 
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 În virtutea relaţiilor (15.40), (15.46) şi a unei schimbări de semn, relaţia 
(15.39) devine: 
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 Deoarece legătura este olonomă, în consecinţă deplasările virtuale 
hq,.....,q,q δδδ 21  sunt independente şi diferite de zero, atunci pentru ca ecuaţia 

(15.47) să fie satisfăcută, este necesar ca toţi coeficienţii să fie nuli, adică: 
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şi sunt numite ecuaţiile lui Lagrange de speţa a doua şi reprezintă un sistem de h 
ecuaţii diferenţiale scalare cu h necunoscute q1, q2, ...qh  deci comod de aplicat în 
diferitele probleme concrete. Forţele generalizate sunt date de (15.31) sau (15.34): 
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 Observaţii: 
1) Pentru studiul mişcării unui sistem de puncte materiale cu mai multe grade de 

libertate, cu ajutorul sistemelor de ecuaţii (15.44), este necesar să se stabilească 
expresia energiei cinetice a întregului sistem E  şi a forţei generalizate Qk , în 
funcţie de coordonatele generalizate, de vitezele generalizate şi de timp. 

2) Expresia energiei cinetice E  se determină relativ uşor. Se exprimă 
coordonatele (xi, yi, zi ) ale unui punct oarecare Ai în funcţie de coordonatele 
generalizate q1, q2,.....qh; se derivează în raport cu timpul coordonatele 
punctului Ai  şi apoi se formează suma: 
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Expresia lui E  poate fi determinată şi ca suma energiilor cinetice ale fiecărui 
corp din sistem ţinându-se seama de particularitatea mişcării corpului 
respectiv. 

3)  Expresia forţei generalizate Qk  se poate determina fie ţinând seama de   

expresia (15.31):   ,
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     sau de formula (15.34):    
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A p l i c a ţ i e 
Se dă sistemul format din trei corpuri K1, K2, K3, legate între ele prin fire 

inextensibile din figura 15.7 ; în figură sunt trecute elementele mecanice şi 
geometrice ale corpurilor, precum şi sensurile de mişcare ale  corpurilor; aşa cum 
se observă corpurile au următoarele mişcări: de translaţie, de rotaţie şi plan-
paralelă.  
      Se cere să se determine mişcarea sistemului cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange. 
 

R e z o l v a r e 
Problema are două grade de 
libertate şi se iau drept 
coordonate generalizate 
distanţele q1 şi q2  din fig. 15.7. 
Energia cinetică a întregului 
sistem este suma energiilor 
cinetice ale celor trei corpuri 
(cu mişcările lor particulare, iar 
roţile se consideră omogene): 
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 Pentru corpul K2, care execută o mişcare de rotaţie în jurul centrului său de 

masă C2, se poate scrie:
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 Pentru corpul K3, , care execută o mişcare plan paralelă, avem: 
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Rezultă energia totală a sistemului: 
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Derivatele ei parţiale în raport cu q1 , q2 şi în raport cu 21 q,q !!  sunt: 
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 Pentru determinarea forţelor generalizate Q1 şi Q2 se calculează lucrul 
mecanic virtual considerând pe rând ca variabile, coordonatele q1 şi respectiv q2: 
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 Ecuaţiile lui Lagrange (15.48) se scriu deci 
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 Rezolvând sistemul se obţine: 
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15.7.Ecuaţiile lui Lagrange pentru cazul particular  al 
forţelor derivând dintr-o funcţie de forţă. 
 

 Să considerăm cazul particular (destul de des întâlnit în problemele de 
mecanica teoretică) în care forţele iF  date derivă din funcţia de forţă Ui , adică 
avem:  
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unde Ui depind de coordonate şi eventual de timp, adică 
  Ui = Ui (x1, y1, z1,.....,xi, yi, zi,......,xn, yn, zn; t)                  (15.50) 
 Relaţia (15.49) este echivalentă cu relaţiile: 
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 În acest caz forţa generalizată conform (15.31) se scrie: 
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unde s-a notat UU
n

i
i =∑

=1
 funcţia de forţă corespunzătoare întregului sistem, 

care depinde de aceleaşi coordonate ca şi funcţiile Ui şi eventual de timpul t : 
U = U (q1, q2,....,qh, t)               (15.53) 

În cazul în care forţa generalizată Qk derivă dintr-o funcţie de forţă U se 
obţine din relaţia (15.52). Ca şi în mecanică newtoniană, forţa generalizată Qk se 
numeşte conservativă. 
 Ţinând seama de expresiile (15.52) ale forţelor  Qk, ecuaţiile (15.48) devin:
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sau:   
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 Aceste ecuaţii capătă o formă mai simplă dacă se consideră funcţia:   
  L = E + U                (15.56) 
numită funcţia lui Lagrange sau potenţialul cinetic al sistemului material. 
 Se observă că, în general, energia cinetică depinde de coordonatele 
generalizate, vitezele generalizate şi timp, iar funcţia de forţă depinde de 
coordonatele generalizate şi timp: 
  ( ) ( ).t;q,...,q,qUU;t,q,....,q,q;q,....,q,qEE hhh 212121 == !!!          (15.57) 
şi deci: 

 ( ),t;q,.....,q,q;q,....,q,qLUEL hh 2121 !!=+=            (15.58) 
atunci este evidentă relaţia: 
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şi noua formă a ecuaţiilor (15.55) este:      
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 Ecuaţiile lui Lagrange scrise sub una din formulele (15.48), (15.54) sau 
(15.60) sunt ecuaţiile generale de mişcare din mecanica analitică pentru un sistem 
material supus la legături olonome.  

Acestea reprezintă un sistem de h ecuaţii diferenţiale de ordinul doi, cu 
necunoscute funcţiile qk = qk (t), care în condiţii date (care satisfac condiţiile 
iniţiale referitoare la poziţii (qk)0 şi la viteze ( )!qk 0 ) conduc la soluţii unice. De 
menţionat că problema directă a dinamicii are întodeauna soluţia unică. 
 

 A p l i c a ţ i e 
Se consideră un sistem format din trei corpuri de mase 
m1, m2, m3  şi două discuri de mase neglijabile (fig.15.8) 
avân razele R1 şi R2. Să se studieze mişcarea sistemului 
cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange, scrise sub forma 
(15.60).  
 
  Rezolvare: 
 Sistemul de corpuri are două grade de libertate 
cinematică, adică poziţia sistemului este determinată de 
doi parametri independenţi, reprezentaţi de unghiurile:   
1ϕ  şi 2ϕ : 11 ϕ=q , 22 ϕ=q , (cu condiţia ca firele să nu 

alunece pe discuri). Vitezele celor trei corpuri, aflate în 
mişcare de translaţie, sunt: 
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Funcţia de forţă a sistemului este: 
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Calculând derivatele parţiele ale funcţiei lui Lagrange (L=E+U) în raport cu 
2121 ϕϕϕϕ !! ,,, şi în raport cu timpul, şi introducând aceste derivate în ecuaţiile 

lui Lagrange (15.60) se obţine următorul sistem de ecuaţii diferenţiale: 
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Rezolvând acest sistem, obţinem acceleraţiile unghiulare  
2211 εϕεϕ == !!!! , ,  constante. 
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15.8. Ecuaţiile canonice ale lui Hamilton 
 Se reia studiul mişcării unui sistem de n puncte materiale supus unor 
legături olonome şi reonome, având h  grade de libertate (parametrii { } h,..kkq 1= ) şi 
care este acţionat de un sistem de forţe conservative. Această problemă a fost 
studiată anterior cu ajutorul ecuaţiilor lui Lagrange, care se scriu sub forma: 
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unde ( )t;q,.....,q,q;q,....,q,qLL hh !!! 2121=  este funcţia lui Lagrange sau 
potenţialul cinetic al sistemului material. 

 În anumite probleme este mai comod să se reducă ordinul ecuaţiilor 
diferenţiale (15.61) de la doi la unu, adică să se găsească un sistem echivalent cu 
cel anterior, care să conţină 2h  ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, rezultat care de 
datorează lui W.R. Hamilton. 
 Înmulţind cele h  ecuaţii (15.61) respectiv cu:  hq,...,q,q !!! 21  şi însumându-le 
se obţine:   
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 Folosind identitatea vu)uv(vu ′−′=′ , derivatele fiind în raport cu timpul, se 
poate scrie:  
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 Introducând această relaţie în (15.62) se obţine: 
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 Observând că funcţia Lagrange depinde de coordonatele generalizate, de 
vitezele generalizate şi (eventual) de timp, derivata totală în raport cu timpul a 
acestei funcţii este: 
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 Comparând relaţiile (15.64) şi (15.65) constatăm că prima relaţie se mai 
poate scrie sub forma: 
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 Se defineşte impulsul generalizat , corespunzător coordonatei generalizate 

qk, prin expresia:   
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Relaţia (15.66) se mai scrie: 0
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Se observă că dacă 0=
t
L
∂
∂ , relaţia (15.68) conduce la o integrală primă, adică:
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se numeşte funcţia lui Hamilton. Această funcţie are dimensiunea funcţiei lui 
Lagrange L, respectiv a unei energii şi joacă un rol important în mecanică.  

Această funcţie este o constantă a mişcării atunci când funcţia lui Lagrange 
nu depinde explicit de timp. În cazul legăturilor scleronome, funcţia lui Hamilton 
reprezintă energia mecanică totală a sistemului. Deoarece în cazul legăturilor 
scleronome, energia cinetică este o formă pătratică în vitezele generalizate kq! , 
aplicând teorema lui Euler pentru funcţii omogene de gradul m :  
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şi obsevând că:
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expresia (15.69) devine:  
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 Din această ultimă relaţie rezultă că în cazul menţionat H reprezintă energia 
mecanică totală a sistemului de puncte materiale considerat. De asemenea rezultă 
şi faptul că H=const.   reprezintă o integrală primă a mişcării, adică 
E+V=Em=const. 
 În continuare se urmăreşte transformarea ecuaţiilor lui Lagrange (15.61) din 
ecuaţii de ordinul doi,  în ecuaţi diferenţiale de ordinul întâi. Pentru aceasta se 
înlocuiesc variabilele kq , kq!  (k=1,2,...h) şi t , prin variabilele: kq , kp (k=1,2,...h) şi 
t,  adică de la funcţia lui Lagrange ( )t;q,.....,q,q;q,....,q,qLL hh !!! 2121=  se trece la o 
funcţie de coordonate generalizate, de impulsuri generalizate şi de timp, numită 
funcţia lui Hamilton: 

( )t,p,...p,p;q,...,q,qHH hh 2121=             (15.72) 
Aplicând operatorul diferenţial d( )  acestei funcţii, rezultă: 
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Aplicând acelaşi operator diferenţial d( )  relaţiei (15.69), şi ţinând seama de 
expresia funcţiei L se obţine: 
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Ţinând seama de expresia impulsului generalizat (15.67) relaţia (15.74) se 

scrie:  dt
t
Ldpqdq

q
LdH k

h
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k

h

k
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== 11
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Pe de altă parte, ţinând seama de (15.67), ecuaţiile lui Lagrange  (15.61) se scriu:
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Relaţia (15.75) se scrie:      
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 Comparând cele două expresii (15.73) şi (15.77) ale diferenţialei dH  şi 
ţinând seama că variabilele kq , kp  (k=1,2,...h)  şi t  sunt independente, rezultă: 
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şi   
t
L

t
H

∂
∂−=

∂
∂                 (15.79) 

 Ecuaţiile (15.78) formează un sistem de 2h ecuaţii diferenţiale de ordinul 
întâi, mai uşor de rezolvat decât cele h ecuaţii diferenţiale de ordinul doi ale lui 
Lagrange. Ecuaţiile (15.78) se numesc ecuaţiile canonice ale lui Hamilton. 
 Derivând în raport cu timpul funcţia lui Hamilton (15.72), se obţine: 
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 Înlocuind expresiile (15.78) în expresia derivatei (15.80) se obţine: 
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deci derivata totală şi derivata parţială în raport cu timpul a funcţiei lui Hamilton 
sunt egale.  

Dacă H nu depinde explicit de timp şi respectiv dacă L nu depinde explicit 
de timp (vezi relaţiile (15.78) şi (15.80)), atunci: 

0=
td

dH , deci  H=constant.              (15.82) 

 În cadrul teoriei lui Hamilton, mişcarea se studiază cu ajutorul 
coordonatelor generalizate şi a impulsurilor generalizate, care se determină cu 
ajutorul relaţiilor (15.78).  

Mărimile kq , kp (k=1,2,...h)  se numesc coordonate canonice  şi cu ajutorul  
lor se determină  starea dinamică a unui sistem de puncte materiale. Se poate 
spune că mişcarea sistemului este cunoscută dacă se cunosc coordonatele unui 
punct în spaţiul 2h -dimensional, numit spaţiul fazelor. În acest spaţiu kq şi kp  
sunt coordonate conjugate. În cazul unui sistem cu un singur grad de libertate, 
spaţiul fazelor  devine planul fazelor,  coordonatele fiind q şi p. 
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      A p l i c a ţ i e 
Se consideră o bară omogenă de lungime 

OA=L şi greutate G, care se mişcă în planul 
vertical, în jurul unei axe orizontale ce trece prin 
capătul ei O (fig.15.9). Se cere să se obţină ecuaţia 
diferenţială a mişcării folosind cele două metode: 

a. Ecuaţiile lui Lagrange 
b. Ecuaţiile lui Hamilton 

 
Rezolvare: 

a. Sistemul are un singur grad de libertate, parametrul mişcării fiind unghiul 
θ . Deci  unica coordonată generalizată fiind θ=q  şi singura forţă exterioară 
fiind greutatea barei G, care este o forţă conservativă, căreia îi corespunde 
funcţia de forţă : 

CqcosGLCcosGLU +=+=
22

θ  

 unde C este o constantă arbitrară. 
Energia cinetică la un moment oarecare t este: 
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 Deci funcţia lui Lagrange are expresia: 

CqcosGLq
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Mişcarea depinzând de un singur parametru, se scrie o singură ecuaţie a lui 
Lagrange, de tipul (15.61), pentru aceasta se calculează derivatele : 
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deci ecuaţia lui Lagrange se scrie: 
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ecuaţie cunoscută de la pendulul fizic, studiat la paragraful 13.4. 
b. La aceeaşi ecuaţie se poate ajunge folosind teoria lui Hamilton. Funcţia lui 

Hamilton se scrie conform relaţiei (15.69), pentru cazul particular în care 
avem o singură coordonată generalizată şi un singur impuls generalizat p:    
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unde impulsul generalizat ce scrie conform relaţiei (15.67):  
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Fig. 15.9 
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Dacă se exprimă din această relaţie viteza generalizată în funcţie de 

impulsul generalizat: p
GL

gq
2

3=! şi se înlocuieşte în expresia de sus a 

funcţiei lui Hamilton, se obţine: 




 ++−= CqcosGLp

GL
gp

GL
gH

22
33 2

2
2

2  

Ecuaţiile canonice ale lui Hamilton (15.78):   p
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în acest caz devin: pqsinGL;qp
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unde dacă se elimină impulsurile generalizate, se obţine ecuaţia diferenţială 
de ordinul doi a mişcării barei, pe care am obţinut-o mai sus folosind 
ecuaţiile lui Lagrange: 
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15.9. Elemente de stabilitate 
15.9.1. Echilibrul stabil. Teorema Lejeune-Dirichlet 
Fie un sistem de n puncte materiale supus la legături ideale olonome, a cărui 

poziţie depinde de h parametri – coordonatele generalizate q1, q2, ... qh – şi 
acţionat de forţe conservative, care derivă din funcţia de forţă U(q1, q2, ... qh). 

Pentru ca sistemul să fie în echilibru, conform principiului lucrului mecanic 
virtual şi conform relaţiei (15.56) avem: 

0
1

2
2

1
1

==+++== ∑
=

h

k
k

k
h

h

i q
q
Uq

q
U...q

q
Uq

q
UUL δ

∂
∂δ

∂
∂δ

∂
∂δ

∂
∂δδ          (15.83) 

Deplasările virtuale  fiind arbitrare, din relaţia (15.83) rezultă condiţiile de 
echilibru:  

000
21

===
hq

U,....,
q
U,

q
U

∂
∂

∂
∂

∂
∂             (15.84) 

Aceste relaţii reprezintă expresia matematică a faptului că funcţia U  ia 
valori extreme (maxime sau minime) pentru configuraţiile de echilibru ale 
sistemului de puncte materiale considerat. 

În continuare ne interesează determinarea condiţiilor pentru care 
configuraţiile de echilibru sunt stabile. Se spune că o configuraţie de echilibru 
este stabilă dacă la o perturbare foarte mică a sistemului de puncte materiale aflat 
în echilibru, noua configuraţie nu se îndepărtează foarte mult de configuraţia de 
echilibru. 
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Studiul stabilităţii echilibrului are la bază teorema Lejeune-Dirichlet, cu 
următorul enunţ: “dacă în configuraţia de echilibru a unui sistem material, 
asupra căruia acţionează un sistem de forţe conservative, funcţia de forţe U,  are 
un maxim,  atunci echilibrul este stabil”. 
 Pentru demonstrarea acestei teoreme se consideră un sistem material în 
echilibru şi se notează cu 00

2
0
1 hq...,q,q  valorile coordonatelor generalizate date de 

ecuaţiile (15.84) şi care corespund ecuaţiilor de echilibru. Se efectuează o 
schimbare de variabile astfel încât configuraţia de echilibru să corespundă originii 
noului sistem de coordonate: q1=0, q2=0, ... qh=0. Întrucât funcţia de forţe U poate 
fi determinată cu aproximaţia unei constante, se alege această constantă astfel 
încât funcţia de forţe să fie nulă în origine, adică configuraţiei de echilibru îi 
corespunde U(0, 0, ...0)=0,  valoare ce este considerată maximă pentru U.  Rezultă 
că, într-o vecinătate a originii, U are valori negative, respectiv energia potenţială 
V=-U,  are valori pozitive, iar în origine valoarea zero. 
 Se presupune că sistemul este deplasat într-o configuraţie vecină arbitrară şi 
că se impun punctelor sistemului, viteze arbitrare mici. În noua configuraţie, 
funcţia de forţe U are valoarea U0<0  şi datorată variaţiilor mici ale coordonatelor 
şi vitezelor mici imprimate, valoarea funcţiei de forţe în modul şi a energiei 
cinetice sunt inferioare unor valori pozitive 21 εε ,  arbitrar de mici, adică: 

2010 εε << E,U . Între configuraţia iniţială, caracterizată prin U0 şi E0 şi o poziţie 
infinit vecină, caracterizată prin U şi V se aplică teorema energiei cinetice: 
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Membrul stâng al expresiei (15.87) reprezintă tocmai energia cinetică totală 
E a sistemului material, care este o mărime pozitivă, deci şi membrul drept al 
egalităţii trebuie să fie pozitiv. Paranteza din membrul drept este pozitivă, pentru 
că este suma dintre o energie cinetică pozitivă şi cantitatea (-U0) care este pozitivă 
întrucât U0 <0.  Deoarece, după raţionamentul de mai sus, avem:  
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unde: εεε =+ 21 este un număr pozitiv, arbitrar de mic.  
Relaţia (15.87) devine: 
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Primul membru al inegalităţii (15.89) fiind pozitiv, avem: 
0>+εU                 (15.90) 

 Dacă configuraţia de echilibru considerată nu ar fi stabilă, atunci sistemul 
material  s-ar îndepărta mult de configuraţia de echilibru, deci parametrii q1, q2, ... 
qk ... qh ar lua valori mari şi implicit funcţia de forţe U(q1, q2, ..., qh) ar lua de 
asemenea valori mari, ceea ce ar duce la 0<+εU , U  fiind negativ.  

Dar 0<+εU implică 0
2
1

1

2 <∑
=

n

i
iivm ,  ceea ce este imposibil. Deci funcţia de 

forţe U , trebuie să fie neapărat mică, adică: 
 εηη << ,U ,                (15.91) 

unde η  este un număr pozitiv, arbitrar de mic, mai mic decât ε  care este de 
asemenea un număr pozitiv, arbitrar de mic. 
În concluzie, conform relaţiilor (15.91), valorile coordonatelor generalizate 

q1, q2, ... qk ... qh  trebuie să difere foarte puţin de cele din configuraţia de 
echilibru, deci echilibrul este stabil în condiţiile teoremei Lejeune-Dirichlet 
(funcţia de forţă U trebuie să fie maximă). 

Din punct de vedere matematic, pentru ca o funcţie de forţe U(q1, q2, ..., qh)  
să fie maximă este necesar şi suficient să fie îndeplinite condiţiile (15.84): 
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şi toate expresiile următoare să fie pozitive: 

000

21

22221

11211

2221

1211
2111 >=>=>−=

hhhh

h

h

h

A...AA
....

A...AA
A...AA

...;
AA
AA

;A ∆∆∆      (15.92) 

,qq,...qq,qqji
ij

hh
qq

UA:unde
00

22
0
11

2

===






∂∂

∂=               

iar    00
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0
1 hq,...,q,q reprezintă soluţiile sistemuluide ecuaţii (15.84). 

         În cazul unui sistem cu un singur grad de libertate, condiţiile (15.92) devin: 
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Pentru un sistem cu două grade de libertate, condiţiile de ehilibru stabil 
(15.92) devin:  
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Aplicaţia 1  
 Se dă bara AB=L omogenă, de greutate G, AC=CB=L/2, rezemată de un 
perete vertical şi de punctul O (fig. 15.10). Se cere să se determine poziţia de 
echilibru şi să se stabilească dacă echilibrul este stabil sau instabil (distanţa a>L/2  
este dată). 

Rezolvare 
În raport cu sistemul de axe ales în fig. 15.10., 

funcţia de forţă este: 
U=-GyC+C 

sau: CtgasinLGU +
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Poziţia de echilibru se determină cu condiţia:  
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 Pentru a vedea dacă echilibrul este stabil, se verifică dacă este îndeplinită 
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Se observă că pentru valori ale unghiului 
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0 πθ ≤≤  (care convin problemei), 

se obţine:  
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ceea ce indică existenţa unui echilibru instabil. 
 

Aplicaţia 2  
 Se dă o placă omogenă, de latură a  şi greutate G1, se poate roti în plan 
vertical în jurul unei axe orizontale ce trece prin colţul notat cu O (articulaţie 
cilindrică plană, fig. 15.11). De colţul A este prins capătul unui fir. Firul este 
petrecut peste scripetele ideal B fără frecare, iar de celălalt capăt al firului se 
suspendă greutatea 12 22 G/G = .Se cunosc distanţele OA=OB=a 

x 

y 
B 

A 
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Fig.15.10 
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Se cere să se determine poziţiile de echilibru ale sistemului şi să se studieze 
stabilitatea lor. 

Rezolvare 
Se notează unghiul θ=∠ AOB  şi atunci în raport cu 
sistemul de axe ales în fig. 15.11., funcţa de forţă este: 
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unde cu L s-a notat lungimea totală a firului (de la A la 
greutatea G2). Singurul parametru de care depinde 
echilibrul sistemului este unghiul θ , iar condiţiile de 
stabilitate sunt date de ecuaţiile (15.93). Se calculează 
mai întâi prima derivată a lui U în raport cu θ  şi se 
egalează cu zero: 
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 Întrucât 12 22 G/G = se obţine: 
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 Derivata de ordinul al II- lea este: 
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care pentru poziţiile de echilibru: ;;;
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capătă valorile: 
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          Prin urmare, echilibrul este stabil pentru 
22

πθ =  

şi instabil pentru .;
2

3
6 31

πθπθ ==  

 

15.9.2. Stabilitatea mişcării. Criteriul Routh-Hurwitz 
Noţiunea de stabilitate întâlnită la echilibru, a fost extinsă şi la mişcarea 

unui sistem de puncte materiale. Astfel, mişcarea sub acţiunea unui sistem de forţe 
dat depinde de condiţiile iniţiale. Dacă la perturbaţii foarte mici ale condiţiilor 
iniţiale corespund mişcări ale sistemului care rămân tot timpul în vecinătatea 
mişcării neperturbate, mişcarea neperturbată, este considerată stabilă, iar în caz 
contrar, este considerată nestabilă. Prin anumite schimbări de variabile şi 
obţinerea sistemului de ecuaţii ale mişcării neperturbate, se ajunge la concluzia că 
studiul stabilităţii mişcării se reduce la studiul stabilităţii echilibrului, analizată 
anterior. 

Problema stabilităţii mişcării este vastă, cu multe implicaţii teoretice, iar 
tratarea ei mai dezvoltată depăşeşte obiectivele prezentei lucrări. În consecinţă ne 
vom limita numai la unele aspecte cu caracter aplicativ. 

Se consideră ecuaţiile de mişcare ale unui sistem material sub o formă în 
care timpul nu apare explicit, adică: 

)n...,,i(,)x,...x,x,x(x nii 321321 ==ϕ!            (15.95) 
 Studiul stabilităţii mişcării dată de aceste ecuaţii se poate reduce la studiul 
stabilităţii unei configuraţii de echilibru, considerată că are loc pentru 

)n...,,i(,xi 3210 == , conform ipotezelor adoptate. Dacă variabilele ix sunt 
foarte mici, dezvoltând în serie funcţiile  )x,...x,x,x( ni 321ϕ (atunci când este 
posibil), se pot păstra numai termenii de gradul I, atunci sistemul (15.95) se 
transformă în: 

)n...,,i(xa...xaxax niniii 3212211 =+++=!            (15.96) 
denumit şi sistemul primei aproximaţii. 
Ecuaţiile (15.96) reprezintă un sistem de ecuaţii diferenţiale liniare, astfel 

încât  soluţiile pot fi de forma: rt
ii eCx = . Din condiţia ca aceste soluţii să verifice 

ecuaţiile (15.96), şi după simplificarea cu  rte rezultă un sistem de n ecuaţii 
algebrice liniare şi omogene în constantele Ci   (i=1, 2, 3, ... n). Sistemul fiind 
omogen, pentru ca 0≠iC , trebuie ca determinantul coeficienţilor să fie nul , 
adică: 
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Acest determinant este echivalent cu o ecuaţie algebrică de gradul n în 
necunoscuta r, numită ecuaţie caracteristică, şi anume: 

01
1

10 =+++ −
−

nn
nn ara...rara              (15.98) 

Dacă soluţiile ecuaţiei (15.98) sunt reale şi negative, sau sunt complex 
conjugate cu partea reală negativă, atunci soluţiile ecuaţiilor diferenţiale (15.96) 
tind spre zero când ∞→t , iar configuraţia de echilibru este asimptotic stabilă. 
Dacă există o combinaţie a celor două cazuri anterioare, configuraţia de echilibru 
este simplu stabilă. Dacă numai una din rădăcinile ecuaţiei (15.98) nu se 
încadrează în unul dintre cele două cazuri anterioare, configuraţia de echilibru 
este nestabilă. 

 Pentru aprecierea naturii rădăcinilor ecuaţiei (15.98) se foloseşte criteriul 
Routh-Hurwitz  care arată că toate rădăcinile ecuaţiei au partea reală negativă 
dacă: 
1. Polinomul  nn

nn ara...rara)r(P +++= −
−

1
1

10   are toţi coeficienţii nenuli şi de 
acelaşi semn; 

2. Toţi determinanţii principali ai matricii : 
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           (15.99)  

trebuie să fie pozitivi, adică:  

      ...;
aa
aa

;a 00
23

01
211 >=>= ∆∆  
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42322212

0123

01
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−−−− mmmmm
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... ∆         (15.100) 

 Se observă că există relaţia de recurenţă:   
1−= mmm a ∆∆               (15.101) 

 Dacă se aplică criteriul Routh-Hurwitz  unei ecuaţii caracteristice de gradul 
al II lea, deoarece 01 >∆ totdeauna,   trebuie verificat că: 

03021
23

01
2 >−== aaaa

aa
aa

∆   şi 0233 >= ∆∆ a          (15.102) 
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 Dacă acelaşi criteriu se aplică unei ecuaţii caracteristice de gradul trei, 
atunci trebuie îndeplinite condiţiile: 

000 2333021
23

01
211 >=>−==>= ∆∆∆∆ a;aaaa

aa
aa

;a         (15.103) 

 

 Aplicaţie 
 Presupunând că ecuaţia de mişcare a manşonului regulatorului unei maşini 
se scrie sub forma:  

 )(Akxxcxm 0ωω−=++ !!!  
 unde:  x  este deplasarea manşonului regulatorului 
  m - masa echivalentă a sistemului, 
  c  - coeficientul de rezistenţă  
  k – constanta elastică a arcului regulatorului; 
  ω - viteza unghiulară instantanee a mişcării 
  0ω - viteza unghiulară medie a mişcării 
  A -  constantă 

 Pe de altă parte ecuaţia mişcării regulatorului este dată de: 
BxJ −=ω!   

unde:  J  este momentul de inerţie redus al organelor în mişcare de rotaţie 
B - o constantă 

Se cere să se determine condiţiile de stabilitate ale sistemului alcătuit din 
manşon şi regulator. 

 
 Rezolvare 

Ecuaţiile diferenţiale ale mişcării sunt: 
)(Akxxcxm 0ωω −=++ !!!     (a) 

BxJ −=ω!  
 Notând pentru mişcarea perturbată:  

10 qxx +=  
şi 20 q+=ωω  

 şi introducându-le în sistemul (a) se obţine un nou sistem: 

)xq(BqJ
Aqkxkqqcqm

012

20111

+−=
=+++

!

!!!
    (b) 

 Acest sistem se rezolvă prin metoda derivării şi a eliminării; dacă se 
derivează prima ecuaţie (b) în raport cu timpul şi se elimină 2q!  din a doua , se 
obţine : 
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001111

2111

=++++

=++

x
J

ABq
J

ABqkqcqm

qAqkqcqm

!!!!!!

!!!!!!!

   (c) 

 Ecuaţia caracteristică a ecuaţiei diferenţiale (c) este: 

023 =+++
J

ABkrcrmr      (d) 

 Aplicând criteriul de stabilitate Routh-Hurwitz se observă că: 

  
J

ABa,ka,ca,ma ==== 3
2

10    (e) 

 Conform relaţiilor (15.100), pentru ca mişcarea să fie stabilă trebuie 
satisfăcute relaţiile: 
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 Aceste condiţii sunt echivalente cu: 

  0>> AB
m
ckJ       (g) 

care reprezintă tocmai condiţiile de stabilitate căutate. 
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