Inegalitatea lui Jensen pentru functii J-convexe
in raport cu medii cvasiaritmetice
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Abstract. In this Note an elementary proof is given for Jensen’s inequality related to a (M, N)-
J-convex function (Definition 3), in the case when M and N are quasi-arithmetic means (Definition
2).
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Inlocuind in definitia functiilor J-convexe, cele doua medii aritmetice cu doua
medii oarecare M si N G. Aumann ([1], pag. 4), in anul 1933, extinde notiunea de
functie J-convexa prin notiunea de functie J-convexd in raport cu perechea ordonatd
de medii (M, N). Inegalitatea lui Jensen, adaptatd pentru functiile J-convexe in
raport cu perechi ordonate de medii (M, N) are loc pentru o clasa largd de medii, care
include mediile cvasiaritmetice. Demonstratia de mai jos adapteaza rationamentul
prezentat de noi in [3]; credem c& este noua. In particular, din inegalitatea lui Jensen
astfel generalizata, se obtin diferite inegalitati clasice.

Definitia 1. Fie I C R un interval. Un sir de functii M = (M,,),>2 se numeste
medie pe I daca pentru orice n € N,n > 2, functia M, : I™ — I satisface conditia

(1) min{x;|i = 1,n} < My (x1,...,2,) < max{x;|i = 1,n},Vz; € (0,00),i = 1,n;

numéarul M, (z1,...,%,) se numeste media numerelor z1, ..., z,.

Definitia 2. Fie I, J C R doua intervale. Fie ¢ : I — J o functie bijectiva strict
monotond. Consideram sirul de functii M = (M,,)n>2, My, : I — I, Vn > 2, definit
prin

(2) My (21, ... 2) = (,071 <§0(1‘1) +...+ @(l’n)) Ny, ... an €I
n
Evident, M este o medie pe I. Media M se numeste medie cvasiaritmetica.
Observatii. 1) In cazul particular in care I = J si ¢ = 1j, (2) este media
aritmeticd A = (A,)n>2, unde A, (x1,...,2,) = M,Vxh e, Ty €1.
= n
. 1
In cazul particular in care I = J = (0,00) gi p(z) = —, Vz € (0,00), (2) este media
T
armonica H = (Hy)n>2, unde Hy(x1,...,2,) = 5 n n > Vz1,..., 2, € (0,00).
1 .. Tn
In cazul particular in care I = (0,00), J = R si ¢(x) = Inz, Yz € (0,00), (2) este
media geometricd G = (Gp)n>2, unde G(z1,...,2,) = Y/T1 ... Tn,VZ1,..., Ty €
(0,00).

2) Daca M = (M,,)n>2 este o medie cvasiaritmeticd pe I, atunci media M este
strict crescatoare, adica pentru orice n € N, n > 2, functia M, este strict crescatoare
in raport cu fiecare din variabilele =4, ..., z,.
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Definitia 3. Fie I1,I> C R doua intervale date. Fie M o medie pe I si fie N o
medie pe I5. O functie f : I; — I se numeste convexa in raport cu perechea ordonata
de medii (M, N) (pe scurt, f este (M, N) — J-convezd), daca

(3) f(Ma(z,y)) < No(f(x), f(y), Va,y € L.

Observatii. 1) In cazul particular in care M este media aritmetici pe I; si N
este media aritmetica pe I3, (3) devine

f(x+y) < f(x)+f(y)7 oy el

2 - 2
deci functiile (A, A) — J-convexe sunt functiile J-convexe.
2) Dacd M si N sunt medii cvasiaritmetice, atunci conditia (3) devine

@ f (prl (M)) <y (w(f(w)) : V(f ()

), Yo,y € 7.

Teorema 1. Fie I,15,J1,Jo C R patru intervale date. Fie ¢ : Iy — Ji si
¥ Iy — Jo doud bijectii strict crescatoare. Fie M = (M,)n>2 media cvasiaritmeticd
determinatd de functia ¢, st fie N = (Np)n>2 media cvasiaritmetica determinatd de
functia . Dacd f: I — Iy este o functie (M, N) — J-convexd, atunci, pentru orice
n € N, n > 2, s orice x1,...,T, are loc inegalitatea lui Jensen generalizata

Demonstratie. Stabilim (5) prin inductie. Pentru n = 2, (5) are loc conform
ipotezei. Fie n € N, n > 2, o valoare pentru care are loc (5). Fie a,b € I;. Notam

¢c=M,11(a,...,a,b) sid= M,41(a,b,...,b). Avem
———’ ——
e o (mﬂ(a) + w(b)> _ 1 (= De(@) +la) + b))
n+1 nin+1)
n — Dol(a) + —1(¢la)+ne(b)
_¢1<< Jola) + ol ()Y
n ~——’
n—1
deci ¢ = M,(a,...,a,d). In mod analog, obtinem d = M, (c,b,...,b). Rezulti ci
—— ——
n—1 n—1
avem ¢ = My, (a,...,a, My(c,b,...,b)).
———— ——
n—1 n—1

Tinand cont de monotonia mediei N gi de ipoteza inductiva, obtinem

FO)=F(Mn(a, ..., a, Mp(c,b, ..., 0)<Nu(f(a), ..., f(a), Nu(f(c), f(D),.... [(D))) =
—— —— —_— —————

n—1 n—1 n—1 n—1

o1 ((n — DY(f(a)) + w(f(C))+(7;—l)¢(f(b))> |

n
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De aici, obtinem succesiv
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(6) f(Mn+1(a7 - .,a,b)) < Nn+1(f(a)7 . ‘»f(a)af(b))'

n n

Pentru orice z1,...,x,41 € I; avem

ne@)t . +e@n) + o(Tpi1)
M, e Tng1) =t n LARYAN I
+1(CU1, , L +1) ) < 1

_ (,0_1 (n(p(Mn(xh s vwn)) + @(xn+1))
n+1 ’
deci

(7) Mn—‘rl(xh s ,l’n+1) = Mn+1(Mn(x17 v axn)a RS Mn(xla s ,Z‘n)7 xn+1)~

v/

-
n

In mod analog, pentru orice y1,...,Ynt+1 € I2 avem

(8) Nﬂ+1(yla s 7yn+1) = Nn+1(Nn(ylv s 7yn)a e -aNn(yla s 7yn)ayn+1)'

~~
n

Tinidnd cont de (6), (7) si (8), de ipoteza inductivd gi de monotonia mediei N,
rezulta ca pentru orice z1,...,2x,+1 € I1 avem

. 6
J(Myy1(z1,. oo Tng1)) © J(Myyr (M (21,0, 20), oy M (21,000, 00)), Tng1) <

/

—~
=

—_—
n

Nn—i-l(f(Mn(:Ela cee 7xn))a ceey f(Mn(xlv s 7:Cn))7 f(:cn-‘rl)) <
®)

< Nn+1(Nn(f(x1)7 .. af(xTL))a .- ~7Nn(f<x1)7 .. 7f(mn))7f(mn+1)) =
= n+1(f('r1)""7f(xn+1))7

deci f(Mpt1(z1,-- s @nt1)) < Npp1(f(z1), .-+, f(2nt1))- Conform principiului inductiei
matematice rezulta cd (5) are loc pentru orice n € N, n > 2.
Observatii. 1) Evident, inegalitatea (5) generalizeazd inegalitatea lui Jensen
pentru functii J-convexe.
2) Deoarece /Ty < %(x +y), Yo,y € (0,00), rezulta ca functia f = 1( ) este
(G, A) — J-convexa,; conform Teoremei 1, obtinem inegalitatea mediilor
1+ ... +x,

VT my < I g1, € (0, 00), Y0 > 2.
n
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3) Consideram functia f : (0,00) — (0, 00), definitd prin f(z) = 14z, Vx € (0, 00).
Avem

FVEY) =1+ vay < /(L +2)1 +y) = /(@) f(y), Ya,y € (0,00),

deci functia f este (G,G) — J-convexa; rezulta ca are loc inegalitatea lui Huygens

1+ Yz - ooz, < ’\1/(1+ac1)-...~(1+xn),Vx1,...,xn € (0,00),¥n > 2.

4) In [2], inegalitatea lui Jensen generalizati este stabiliti pentru functii (M, N') —
J-convexe, corespunzator unor clase largi de medii, care includ mediile cvasiaritmetice.

5) In [3], prin aplicarea directd a metodei din demonstratia Teoremei 1, am prezen-
tat demonstratii simple pentru inegalitatea mediilor §i pentru inegalitatea lui Huy-
gens.

6) Inegalitatea (5) poate fi stabilitd si pe baza rationamentului lui Cauchy pentru
dovedirea inegalitatii intre mediile aritmetica gi geometrica. Propunem acest exercitiu
cititorului.
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Raspuns la intrebarea de la pag. 20.

x
Notand cu x durata vietii lui Diofant, din problema rezultd urmatoarele: 6

x x
perioada copilariei; ICh adolescenta; 7 perioada de dinainte de casatorie; 5 ani

c A e o x C e . . . Aoy
mai tarziu i s-a nascut fiul; 5 durata vietii fiului; 4 ani au mai trecut pana la

moartea sa. Ca urmare, pentru aflarea necunoscutei x trebuie sa rezolvam ecuatia

T T N
T T2y g T

3
Cum ecuatia se scrie 2—833 =9, rezulta ca Diofant a trait 84 de ani.
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