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Introducere

Ca urmare a peste doua secole de cercetare, suprafetele minimale reprezinta unul dintre cele
mai bine studiate subiecte ale geometriei diferentiale, avand o multitudine de aplicatii practice in
arhitectura, fizica si chimie.

Initiator este matematicianul Joseph Louis de Langrange (1736 - 1813), care a definit pentru
prima oara o suprafata minimala ca fiind cea pentru care curbura medie este nula (1760). Intuitiv,
dupa cum si numele sugereaza, sunt suprafetele de arie minima marginite de o curba data. Definitia
lui Lagrange este insa, avantajoasa, mai intai pentru ca se poate calcula curbura in orice punct mai
usor decat aria intregii suprafete, iar apoi, este independenta de curba de contur, in consecinta,
suprafetele extinse la infinit pot fi, de asemenea, minimale.

Primele exemple de suprafete minimale au aparut inca din sec. X VIII, mai intai cel trivial, al
suprafetei marginite de o curba plana inchisa, iar apoi, in 1776, inginerul si geometrul francez Jean
Baptiste Marie Meusnier (1754 - 1793) construieste alte doua exemple: catenoidul (sectiunea I1.1.),
singura suprafata minimala de rotatie, neplana si elicoidul (sectiunea I1.2.) despre care s-a
demonstrat ca este singura suprafata minimala riglata, neplana (Catalan, do Carmo). Urmatorul
exemplu a fost publicat in 1835, fiind construit de matematicianul german Heinrich Ferdinand
Scherk (1798 - 1885) (sectiunea 11.4.).

O contributie importanta in studiul suprafetelor minimale a fost adusa de catre fizicianul
belgian Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801 - 1883), care, in experimentele sale, prin
introducerea in solutie de apa si glicerina a unor fire sub forma unor curbe inchise obtinea suprafete
minimale. A aparut, astfel, intrebarea cunoscuta sub numele ,,problema lui Plateau”: , Exista, pentru
orice curba inchisa, oricat de complicata, o suprafata de arie minima care sa o aibe drept contur?”.
Aceasta problema a fost rezolvata in 1931 de matematicienii Jesse Douglas (1897-1965) si Tibor
Rado (1895-1965) (independent unul de altul) care au demonstrat existenta suprafetei minimale
avand o curba de contur data, fara a evidentia, insa, multe proprietati geometrice ale acestor
suprafete. Problema unicitatii este inca deschisa, primele conditii pentru unicitatea suprafetelor
minimale in R* , marginite de curbe Jordan, se datoreaza lui T. Rado, J.C.C. Nitsche si A. Tromba.
Incercarile experimentale ale lui Plateau au relevat totodata importanta suprafetelor minimale in
teoria capilaritatii ca suprafete de energie potentiala minima. O alta observatie importanta este ca
suprafetele construite in maniera experimenetelor lui Plateau au propietatea de a avea aceeasi
presiune de ambele parti ale suprafetei si deci, de a fi in echilibru — intuitiv, stratul aflat in echilibru,
perturbat, va reveni la starea initiala care este suprafata minimala. Tot experimental au luat nastere
suprafetele cunoscute sub numele de “bulele lui Plateau”. Asupra bulelor duble s-a dat conjectura ca
doua parti egale de sfera avand ca frontiera comuna un disc (deci o suprafata plana) au o suprafata
totala minima. Cazul celor doua parti egale ca volum a fost demonstrat in 1995 (Hass) prin
reducerea problemei la un set de 200260 de integrale rezolvate cu ajutorul calculatorului. La
inceputul anului 2000, Frank Morgan, Michael Hutchings, Manuel Ritoré, si Antonio Ros au
demonstrat conjectura pentru bule duble oarecare. In acest caz, al celor doua parti de sfera inegale,
s-a aratat ca suprafata separatoare care minimizeaza aria totala este o portiune de sfera care se
intersecteaza cu cealalta suprafata sferica sub unghiul diedru de 120°. Mai mult, curbura acestei
suprafete de separare este diferenta curburilor celor doua parti de sfera ce formeaza bula dubla.
Problema bulelor duble ale lui Plateau a fost apoi extinsa si in spatiul 4-dimensional si pentru
anumite cazuri in spatiul 5-dimensional.



Suprafetele minimale nu pot fi privite, insa, ca suprafete ce pot fi obtinute cu ajutorul ideii
experimentelor lui Plateau. Fiecare portiune suficient de mica a oricarei suprafete minimale poate fi
obtinuta, intr-adevar, in aceasta maniera, dar pentru suprafete mult mai largi nu mai este posibil,
ceea ce conduce la ideea unui echilibru instabil al energiei potentiale. Apare, de asemenea, ideea
unei noi clase de suprafete minimale ce reprezinta interesul de studiu din ultimii treizeci de ani, din
punct de vedere conceptual destul de departe de intelesul initial al notiunii de ,,suprafata minimala”,
anume suprafetele minimale fara o anumita curba drept frontiera, ce pot fi extinse la infinit.
Observatia naturala ca o astfel de suprafata minimala infinita, fara autointersectii, este suprafata
separatoare ce imparte spatiul in doua regiuni, a fost folosita in numeroase modele fizice si in
chimie, in experimente precum echilibrul polimerilor cu lanturi lungi, ale caror structuri, pentru o
mai buna intelegere, sunt comparate cu suprafetele minimale triplu periodice.

Suprafetele minimale au o sfera larga de aplicabilitate si in cristalografie, de exemplu pentru
cristalele zeolite, constituite dintr-un schelet de silicon, aluminiu si atomi de hidrogen, spatiul ramas
fiind completat cu cristale de gheata. In timpul unei incalziri atente, apa se evapora, ramanand un
schelet foarte poros folosit in schimburile de ioni, in separarea moleculelor si in cracarea uleiului. S-
a constatat ca unitatile tetraedrale de structura ale sodalitelor au forma unei suprafete minimale
Schwarz. Legaturi similare au fost gasite si pentru alte zeolite. O asemanare interesanta a fost gasita
si in investigarea campurilor electrice ale retelelor de cristale lichide, intre suprafetele minimale si
campurile de potential zero (unde punctele incarcate sunt in nodurile retelei de cristale). In aceste
studii suprafetele minimale joaca rolul de modele pentru potentiale structuri spatiale, cele din viata
reala fiind mai complicate, insa, decat modelele pur matematice.

Una dintre metodele de a genera noi exemple de suprafete minimale este aceea de a
modifica suprafete minimale infinite existente. Aceasta incercare a fost incurajata de studiul lui
Robert Osserman, care a readus in atentie o metoda a lui Karl Theodor Weierstrass (1815 - 1897),
care, folosind analiza complexa, a descoperit “formulele de reprezentare” (sectiunea V.I.) cu
ajutorul careia poate fi generata orice suprafata minimala prin alegerea unei perechi de functii
complexe, dar care nu imi descrie proprietati geometrice ale suprafetei (de exemplu,
autointersectiile). Cu ajutorul parametrizarilor Weierstrass, R. Osserman a reusit sa modifice
suprafete minimale cunoscute facandu-le mult mai complicate, chiar daca modificarea efectuata are
un efect vizibil numai pe o mica parte a suprafetei. Cu ajutorul noii teorii Osserman, s-au obtinut
trinoidul (catenoidul cu trei terminatii) si binoidul (obtinut prin adaugarea a inca doua terminatii in
zona cea mai ingusta a catenoidului) (Luquesio P. Jorge, William M. Meeks). De asemenea a fost
descoperita una dintre cele mai interesante suprafete minimale: suprafata Costa (numita si Costa-
Hoffman-Meeks), ce-a de-a treia suprafata neperiodica — alaturi de catenoid si plan
(sectiuneaV.2.6.).

De asemenea, pot fi modificate suprafete minimale existente si prin adaugarea de ,,tunele”.
Cu ajutorul acestei metode au fost obtinute cele mai recente exemple de suprafete minimale, prin
adaugarea de noi tunele verticale in tunelele orizontale ale suprafetei Schwarz. In general, pot fi
complicate prin adaugarea de tunele suprafetele minimale triplu-periodice. Mai mult, s-a dovedit ca
aceasta metoda nu poate fi aplicata catenoidului (rezultat demonstrat de Richard Schoen), insa, in
mod surprinzator, functioneaza la catenoidul cu patru terminatii (A. Arnez, M. Steffens, C. Teitzel,
si independent, J. Berglund, W. Rossman).

Lucrarea de fata reprezinta o introducere in studiul suprafetelor minimale, din a caror
multitudine au fost alese exemple mai cunoscute, avand proprietati interesante, prezentate in Cap.I1.

Interpretarea suprafetelor minimale ca fiind cele de arie minima ce pot fi construite avand
drept contur curbe date, este justificata in Cap. III prin introducerea notiunii de variatie normala, o
familie de suprafete r— J(t) reprezentand modificarile suprafetei JM atunci cand acesteia i se
impune o miscare pe o directie normala. Se arata ca suprafata M are curbura medie nula daca si
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numai daca derivata aplicatiei 1 A(?) (aria) se anuleaza pentru ¢ = 0, adica pentru suprafata J.
Deci interpretarea cu ajutorul ariei este echivalenta cu definitia data de Lagrange.

In Cap. IV este folosita tehnica variabilelor complexe si, cu ajutorul notiunilor de
parametrizari izoterme si armonice introduse in acest capitol, se poate construi famila asociata unei
perechi de parametrizari izometrice minimale conjugate armonic si se pot defini suprafete
minimale conjugate ale uneia date.

Ultimul capitol trateaza subiectul suprafetelor minimale cu ajutorul parametrizarilor
Weierstrass care pot defini orice suprafata minimala. Atfel, sunt reluate exemple prezentate in
Cap.II a caror definitie este obtinuta, de aceasta data, cu ajutorul reprezentarii Weierstrass si sunt
prezentate noi exemple, finalizand cu suprafata Costa (1984), exemplu de suprafata minimala
completa, elucidand presupunerea ca singurele suprafete minimale complete ce pot fi scufundate
in R , de gen finit, sunt planul, catenoidul si elicoidul. Mai mult, David Hoffman si W. H.
Meeks au demonstrat ca exista suprafete minimale complete scufundate de orice gen k>0 cu trei
terminatii dar scufundarea este imposibila pentru cele de curbura totala finita, genul O si trei, patru
sau cinci terminatii.

Anexa 5 contine reprezentari grafice ale unor exemple de suprafete minimale, unele dintre
ele fiind definite pe parcursul lucrarii, impreuna cu proprietatile mai interesante.

Multumesc domnului profesor indrumator Conf. dr. Catalin Gherghe pentru sprijinul acordat
si rabdarea in intierea in studiul acestui subiect frumos, indelung cercetat, dar totusi plin de
necunoscute.



CAPITOLUL 1. Notiuni introductive

In acest capitol vor fi prezentate pe scurt principalele notiuni si rezultate ce vor fi folosite pe
parcursul acestei lucrari, anumite completari putand fi gasite in Anexa 1.

Definitie: O submultime M c R® se numeste suprafata diferentiabila (regulata, sau simplu:
suprafata) daca V pe M 3V o vecinatate deschisa a lui p in R®, o multime deschisa U ¢ R? si o
aplicatie x:U — V[ M astfel incat:

1) x este diferentiabila x(u,v ):(xl (u,v ),xz (u,v ),x3( u,v))

2) x este homeomorfism

3) VgeUrang J(g)=2 (conditia de regularitate)
Perechea (U,x) (sau simplu, x) poarta numele de parametrizare, iar (V() M, x '1) se numeste harta .

Fie M o suprafata regulata din R si un punct pe M.

Fie v, un vector tangent in p la M. Notand cu T,M spatiul vectorilor tangenti in punctul p la
suprafata M, putem scrie v, T, M. Multimea vectorilor tangenti la R? in punctul peR? se noteaza cu
Tp[R3. In general, T,R"={ (p,v), veR" } b

Pe TP[R3 avem produsul scalar <(p,v),(p,w)>=<v,w> V (p,v), (p,w)e Tp[R3, care induce in
mod natural un produs scalar in subspatiul T,JM Tp[RS, vV McR? suprafata, V pe M.

Definitie: Fie J( o suprafata regulata in R” si un punct pe M. Forma biliniara I(v,,w,)=<v,,w,> V
vp,wpe Tp M se numeste prima forma fundamentala a suprafetei M in punctul p.

Observatii:

1. Prima forma fundamentala este o forma biliniara simetrica, pozitiv definita.

2. Daca v, , wy,e TpM, (U.x) parametrizare locala in jurul lui pe M, avem v,=ax,+bx, , wy=a x,+b’x, ,
unde {x,x,} e baza in T,JM si x,, x, reprezinta derivatele partiale ale lui x calculate in (u,v)e U astfel
incat x(u,v)=p.

' Se considera ca R" are structura naturala de spatiu vectorial real si, de asemenea Tp[Rn are o structura de spatiu
vectorial real de dimensiune n cu operatiile de adunare si inmultire cu scalari definite astfel: (p,v)+(p,w)=(p,v+w) ,

A (p,v)=(p, A v), pentru orice p,y,weR", 1 €R.



Atunci <v,w>=<x,,x,>aa '+ <x,,x,>ab’+<x,,x,>a b+<x,x,>bb’. Pentru usurinta, se pot face notatiile:
<X X >=E, <x,x,>=<x,x,>=F , <x, ,x,>=G, iar E, F, G sunt numiti coeficientii primei forme
Jundamentale.

Fiind data o parametrizare (U,x) a punctului pe M, putem alege un vector normal unitar in
. X, XX
fiecare punct ge x(U) astfel: N(g) = —4—-(qg). (normala Gauss)
[ 6,
Asadar, avem o aplicatie diferentiala N:x(U) — R’ care asociaza fiecarui punct ge x(U) un
vector normal unitar N(q).

Definitie: Fie M — R’ o suprafata si sfera unitate S’={(x,y,z) €R> | x¥*+y*+z°=1}. Aplicatia N:
M—> §* definita anterior se numeste aplicatia Gauss .

Aplicatia Gauss fiind diferentiabila, putem defini diferentiala lui N, dN,,: Top, M — Ty M. 2

Definitie: Fie M suprafata regulata in R? si un punct pe M. Forma biliniara definita prin O(vp,wp) =
- <dNy(vp)wp >V vpw,e T M se numeste a doua forma fundamentala a suprafetei M in punctul
p.

Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale vor fi astfel dati de expresiile
e=-<N,x,>=<Nx,,>
f=-<N,x,>=<Nx,,>=<Nux,,>=- <N,x,>
g =-<N,x,>=<Nx,,>

Fie x(u,v) parametrizare in punctul pe M si c(t)=x(u(t),v(t)) o curba parametrizata a
suprafetei M cu ¢(0)=p. Vectorul tangent al curbei ¢ in punctul p este ¢’ = xu’ + xv si
dN(c’)=N,u’+N,v’. N, si N, sunt in T,JM, deci putem scrie

Ns=-Ljyxy - Lzx, ,

N,=- Li>x, - Loox, . (ecuatiile lui Weingarten)
Functiile L;; definesc un endomorfism simetric L al Iui T, /M. L se numeste operatorul Weingarten.
Obtinem dN(c’)=(-L;ju’+L;v’ )x,+(Loju’+Lv’ )x, sau, scris matriceal

o) )
V' Lyy Ipp)\V'

de unde se deduce ca, in baza {x,,x,}, dN este dat de matricea operatorului Weingarten 3,
Prin urmare, putem scrie a doua forma fundamentala cu ajutorul operatorului Weingarten:
I(vp.wp) = <Lv, ,w, > .

Definitie: A treia forma fundamentala a unei suprafete M R? in punctul p este data de aplicatia
biliniara II(v,,w,) = < Lv, ,Lw, > ¥V v,w,e T, M.

2 dN, masoara cum se modifica N din N(p) intr-o vecinatate a lui p. In cazul curbelor, aceasta masura era data de un
numar, curbura. In cazul suprafetelor, se caracterizeaza cu ajutorul unei aplicatii liniare.
? Completari asupra operatorului Weingarten sunt prezentate in Anexa 1.



Definitie:  Fie J suprafata regulata in R®, vpye Tp M. Atunci functia k,: T, M —R definita prin
11 (v pVp ) )

ka(v P )=—"—— Vv, #0sik,(0)=0 se numeste curbura normala.
1(vy,vp)

Observatii:
1. Daca v,e T, M astfel incat Hv PH =1, atunci ky( v, )=II(vp , vp).

2. Fie c:I— M o curba parametrizata canonic (||c'(t)|| =1 Vtel) din suprafata M R?, pec, {t,n,b}
reperul Frenet al curbei ¢ (n vectorul normal principal in punctul p), N normala Gauss, k curbura lui
¢ in p. Atunci curbura normala a curbei ¢ < M in p este k,=k cos(n,N ).4 -

Demonstratie. Aratam mai intai ca <c¢”,N>=Il(c’,c’). Daca c(t)e M ¥V tel, vectorul viteza ¢’ este
mereu tangent la suprafata M, de cunde <c’,N>=0. Daca diferentiem, avem <c”,N>+<c’,dN>=0,
<c”,N>= - <dN,c’>=Il(c’,c’).

Alegand in definitie v,=c’, avem k,=Il(c’,c’)=<c”,N> (tocmai am aratat) si, folosind prima formula
a lui Frenet (T”(s)=k(s)n(s)) avem k,=<c”’,N>=<kn,N>=k<n,N>=kcos(n,N). -

3. kn(u,)=% k(7 ), unde yeste curba canonic parametrizata obtinuta prin intersectia suprafetei M cu

planul determinat de v, T, M si N(p) si Hu PH =].

Definitie: O curba c:1— M se numeste (linie) asimptotica daca curbura sa normala se anuleaza in
directia ¢’: ku(c’(t))=0 ¥V tel.

Fie x:U— M parametrizare locala, y:I— M curba pe suprafata, Imyc h(U) , ¥
parametrizata canonic. Fie {#,n,b} reperul Frenet al curbei ¥ si N normala Gauss.

Definitie:  Se numeste geodezica pe suprafata o curba canonic parametrizata ¥ pentru care
curbura geodezica k, = <y ‘‘, NXt> se anuleaza in fiecare punct al curbei y.

Observatii:

1. Produsul vectorial din definitia geodezicei se noteaza I = NXt si se numeste normala intrinseca a
curbei y.

2. y este geodezica daca si numai daca y“ este normal la suprafata in orice punct al curbei ¥,
adica ¥ “ este coliniar cu N.

Pentru fiecare pe M exista o baza ortonormala {e;,e>} a lui T,M astfel incat dN,(e;)=-k;e; ,
dNy(ez)= - kre; . Mai mult, k;, k> (k;> k) reprezinta valorea maxima si minima a curburii normale,
iar ej,e; € T, sunt vectorii pentru care apar aceste valori extreme. Totodata, k; si k; reprezinta
valorile proprii ale operatorului Weingarten ~

* Cu alte cuvinte, k, este lungimea proiectiei vectorului kn pe normala la suprafeta in punctul p cu semnul dat de
orientarea lui N.

> Completari asupra acestor aspecte pot fi gasite in Anexa 1



Definitie: Valorile k; si k, sunt numite curburile principale in punctul pe M.
Vectorii unitari e;,e; € Tp M se numesc vectorii principali (directiile principale).

Definitie: O curba c:.I— M se numeste curba principala (linie de curbura) daca si numai daca

vectorul viteza ¢’ este vector principal al operatorului Weingarten; adica Lc’=k;c’, unde k; este o
curbura principala.

Definitie: Fie M suprafata regulata in R®, peJ . Determinantul matricii aplicatiei
dN,: TpM— T, M se numeste curbura Gauss K a suprafetei M in punctul p, iar urma aceleiasi

matrici, luata pe jumatate si cu semn schimbat poarta numele de curbura medie H a lui M in
punctul p.

Exprimand definitia cu ajutorul curburilor principale, putem scrie:

K=k k, H=¥.
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CAPITOLUL II. Suprafete minimale

Definitie. Exemple

Definitie: O suprafata regulata parametrizata se numeste minimala daca curbura sa medie este
nula
O suprafata regulata M — R> este minimala daca pentru fiecare parametrizare a sa este minimala.

O intelegere mai intuitiva a unei suprafete minimale este aceea de suprafata de arie minima
printre cele avand aceeasi curba de contur. Vom arata in Cap. III, cu ajutorul notiunii de variatie
normala, ca aceste doua definitii coincid.

II.1. Suprafata Enneper

Definita prin
3 3

u %
x(u,v) = u—?+uv2,—v+?—vu2,u2—v2 , 2

este una dintre suprafetele cu cele mai simple -2
definitii, dar cu o trasatura interesanta:
autointersectiile.

Fig. I1.1.1.a. Suprafata

% Prima definitie a suprafetelor minimale (Lagrange, 1760).

Importanta suprafetelor minimale a fost reliefata de fizicianul belgian Joseph Antoine Ferdinand Plateau (1801-1883).
In experimentele sale a format suprafete minimale prin scufundarea unor fire(sub forma de curbe in spatiu) in solutie de
sapun si glicerina. Problema lui Plateau este aceea de determina suprafete minimale printr-o curba data.
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Observatii:

1. Daca se modifica (u,v) in (-v,u),atunci (x,y,z) se va schimba in (-y,x,-z), realizandu-se astfel o
rotatie cu z/2 in jurul axei Oz

urmata de o simetrie fata de planul xOy.
Suprafata ramane invarianta la aceasta
compunere de transformari.

2. Prin transformarile (x,y,z) — (x,-y,2)
si (x,y,z) — (-x,y,z) suprafata Enneper
ramane invarianta. Cu alte cuvinte, ea este
simetrica fata de planele xOz si yOz.

3. Rotatia cu z/2 in jurul axei Oz se obtine
schimband (x,y,z) in (y,-x,z) — Fig.Il.2.

(iar rotatia cu unghiul -7z/2 prin

(x,y,z2) = (y,x,z). Fiind simetrica fata de
planul xOz, prin rotatia cu 7x/2 sau
-m/2 suprafata va avea aceeasi reprezentare
grafica ).

Fig. I1.1.1.b. Suprafata

Fig. I1.1.2. Rotatie cu z/2 in jurul axei Oz
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Propozitia I1.1.
Suprafata Enneper are autointersectii.
Demonstratie. Consideram u = pcos@, v = psin@ si in acest caz vom scrie

3

3
x(p,0 )= [pcosé? —%0053 0+ ,03 cos@sind, psinf + % sin® 69— ,02 sinfcos’ 6, ,02 cos’ - p2 sin’ 0}:

= (,0 cosf — %SCOS 49(0052 0 —3sin’ 0), psin 6+ %SSin 6?(sin2 6 —3cos’ o), ,02 cos(ZH)} .
Cum
cos 6?(0052 6 — 3sin> @)=cos 49[(cos2 6 —sin’ o) — 2sin? 0] = cosBcos(28) —2(cosBsin B)sin 8 =
=%(cos(30) + cos(—8)) +sin(26)sin 6 = %(cos(39) +cosd) + %(005(30) —cos8) =cos(36),
sin 6’(sin2 6 —3cos’ 6) =sin 0[(sin2 6 — cos? 0)— 2cos? 0] = —sinf@cos(260) —2(sinfcosf)cos 8 =
:%(sin(Sﬁ) —sin(—6)) —sin(26)cos 8 = %(sin(36’) +sinf) — %(sin(S@) —sin#) =sin(36),

3 3
x(p,0)= (,0 cosf — %cos(?)é?),psin 6 — %sin(%’), ,02 cos(29)} .
Daca x( p;,6, )=x( p»,6, ) (adica, in coordonate: (x;,y;,27) = (x2,y2,22 ) ), prin calcule obtinem:

o’ i o’ :
X4y = plcosé?l—Tlcos(%ﬁ) + plsin01+Tlsin(301) =

P 4 6 o
=,012 cos? 6 +?1cos2 36, - 2'01?cos6] cos(36)) + ,012 sin® 6 +'01?sin2 36, - ZTlsinéll sin(36))

6 4
= ,012(0052 o+ sin? o)+ '%(cos2 36, + sin? 36,)— 2'0?1(cos 6, cos(36,) —sin G;sin(36))) =

2
6 4 3
4
= pf + 52 P cosiahy) = (pl +%1] (7 cos20)) =

3V,
_ ('02 +%} -0} cos(26) 2= Prnr’a.

2
3
Din p12 cos(26,) = p22 cos(26,) ( z; = z2 ) si calculele efectuate anterior rezulta ca [,02 +'0—32J =

2
3
(,02 +%] , care implica p;=p, si, imediat, cos(26;) = cos(26,).

13



3

Pentru 6 =27-6,, inlocuind in y; = 1y avem ca pjsing +pTlsin(3(91) =
o
p15in(2x —6,) +Tlsin(3(27[— 6,)), deci y = - y, de unde y = 0; deci punctele ( p;,6,) si ( p7,6;)
2
apartin curbei siné; +%sin(361)= 0. Este evident ca pentru fiecare punct ( p,6 ) apartinand

acestei curbe, punctul ( p,27 — @ ) de asemenea apartine curbei.

Deci, intersectia suprafetei Enneper cu planul xOz ( y = 0 ) este o curba prin care suprafata
se intersecteaza cu ea insasi.

Analog ( se alege 6, =7 —6, in egalitatea x; = x, ) se arata ca intersectia suprafetei cu
planul yOz ( x = 0 ) este o curba de autointersectie. Acestea sunt singurele autointersectii ale
suprafetei Enneper.

I1.2. Elicoidul

Elicoidul  poate  fi  definit  prin
parametrizarea standard
x(u,v) = (av cosu,av sinu, bu)
sau prin reparametrizarea
x(u,v) = (b shv cosu, b shv sinu, bu),
O<u<2m,-o <v< oo,

Considerand o elice data de

x(u,v)=(cosu , sinu, bu),
putem desena prin fiecare punct al elicei o linie
paralela cu planul xOy care intersecteaza axa Oz.
Suprafata generata de aceste drepte este elicoidul.

Definitie: O familie 1-parametru de (linii) drepte
{a(t), w(t) } este o corespondenta care atribuie

fiecarui e/ un punct a(r)eR’ si un

vector w(t) eR?, w(t)=0, atat «a(t) catsi w(t)
sunt functii diferentiabile de .

Pentru fiecare te I, dreapta L, care trece prin «(t) si este paralela cu w(t) se numeste dreapta familiei
int.

Fig. I1.2. Elicoid (3=1, b=1)

Definitie: Fie familia 1-parametru de drepte {a(f),w(t)}. Suprafata parametrizata
x(t,v)=a(t) +vw(t), te I, ve R se numeste suprafata riglata.
Dreptele L, se numesc generatoare, iar curba a(t) (dreapta) directoare a suprafetei x.

14



Teorema I1.2.
Elicoidul este singura suprafata minimala care este riglata, excluzand planul.

Pentru a demonstra acest fapt ne vom folosi de urmatoarele rezultate:

Teorema I1.3.

Fie o suprafata regulate M [R3, c:I— M curba regulata, {z,n,b} triedrul Frenet, k curbura lui ¢, N
normala Gauss. Atunci ¢ este curba asimptotica daca si numai daca, in fiecare punct c(t), fie k(t)=0,
fie <n(t),N(q)>=0.

Demonstratie. Este evidenta din Observatia 2. pentru curbura normala: k,=k cos(n,N).

Corolar 11.4.
O dreapta continuta intr-o suprafata regulata este asimptotica.
Demonstratie. Curbura unei drepte este nula.

Corolar ILS.
Generatoarele unei suprafete riglate M c R? sunt curbe asimptotice.

Lema IL.6.
Curbura Gauss a unei suprafete riglate J# din R? este nepozitiva in orice punct al suprafetei.
Demonstratie. Fie x(t,v)=a(t) +vw(t) parametrizare a suprafetei riglate M. Atunci x, ,=0, rezulta ca

2
g=<N, x,, > =0si, folosindu-ne de Teorema 1.1. din Anexa I, avem K = % <0.
EG-F
Teorema IL.7. (Osserman)
Fie M c R’ suprafata minimala regulata, inchisa(ca submultime a lui R’) care nu este plana. Atunci
imaginea aplicatiei Gauss N: M — S? este densa in sfera S*.

Putem incepe acum demostratia Teoremei I1.2.

Fie § suprafata minimala regulata, riglata. Presupunem ca suprafata nu este plana. Atunci, intr-o
vecinatate V a suprafetei § curbura Gauss K este strict negativa (Lema I1.6 si observatia ca, daca ar
fi 0, cum si curbura medie este 0, ar rezulta curburile principale nule, deci § plan, contradictie cu
presupunerea facuta) . Deoarece curbura medie este zero, V este acoperita de doua familii de curbe
asimptotice care se intersecteaza ortogonal. Dat fiind ca generatoarele unei suprafete riglate sunt
curbe asimptotice (Corolar I1.4) si suprafata nu este plana, putem alege un punct ge V astfel incat o
curba asimptotica ce trece prin punctul ¢, alta decat generatoarea, sa aiba torsiunea nenula in punctul
q. Deoarece planul osculator al unei curbe asimptotice este planul tangent la suprafata, exista o
vecinatate W < V astfel incat generatoarele lui V sa fie normale principale la familia de curbe
asimptotice torsionate. Acest fapt se intampla daca si numai daca curbele torsionate sunt elici
circulare, deci V este o parte de elicoid. Cum torsiunea unei elice circulare este constanta, deducem
usor ca intreaga suprafata S este o parte de elice, g.e.d. .

15



I1.3. Catenoidul

Catenoidul este dat de

x(u,v)= (a cos uch(lj, asin uch[l} v] ,
a a

O<u<2m, -0 <y< oo,
si este suprafata obtinuta prin rotatia catenei

c(t) = (ach(i}o,t} in jurul axei Oz.
a

Definitie: Fie IT un plan in R? ,d c II dreapta, ¢
o curba situata in planul IT. Suprafata M rezultata
prin rotirea curbei ¢ in jurul dreptei d se numeste
suprafata de rotatie.

Curba ¢ este numita curba generatoare (profilul)
suprafetei J, iar dreapta d axa de

rotatie a lui M.

Pentru simplitate, se alege planul IT ca fiind
planul xOz , Oz axa de rotatie , curba c : (a,b) > R?
parametrizata, regulata , simpla (fara autointersectii)
situata in planul xOz, c(t) = (¢(1),0,w()), ¢ >0
V te(a,b) (pentru anu se intersecta cu axa Oz ) si
putem scrie parametrizarea standard a suprafetei
de rotatie x: (0,27)%(a,b) —>[R3,

x(u,v)=(@(v)cosu,p(v)sinu, iy (v)).

Teorema II.8.

Catenoidul este singura suprafata de rotatie minimala,
excluzand planul.

Demonstratie. Fie M suprafata generata prin rotirea
curbei c(t) = (¢(1),0,(¢)) in jurul axei Ox.

Exista trei cazuri.

Cazul I: y * este functia identic nula, rezulta ca ¥ este constanta, deci curba c¢ este o dreapta

paralela sau confundata (pentru i nula) cu axa Ox. Asadar M va fi un plan paralel cu planul xOy.

Cazul 2: y ‘ nu este nula in niciun punct. ¥ fiind inversabila, are inversa ¥ !

Definim curba ¢ (1) = ¢( ¥ ° ](t)) = (f(t), O, t) , unde f = @oy " si vom avea acum
x(u,v)=(h(v)cosu,h(v)sinu,v). Deoarece ¢ este o reparametrizare a curbei ¢ si cum orice
reparametrizare a unei curbe are aceeasi imagine geometrica cu a curbei initiale, ¢ genereaza prin

rotatie tot suprafata M. Deci, este suficient sa aratam ca suprafata
x(u,v)=(h(v)cosu,h(v)sinu,v) este o parte de catenoid.
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Curburile principale ale suprafetei’ M sunt
h" 1
kj=————+ ky =

(h?+1)3'2 mh2+1

h" 1

+
>+ pf )2 +1

2h'h" 2h
5= Notand z :1+(h')2, ecuatia se scrie
1+ (h") h

=0,deunde h’'h=1+(h’) ?. Pentru

M fiind suprafata minimala, H = —

a rezolva aceasta ecuatie diferentiala, scriem

Al 1

2
- = % Prin integrare obtinem In z = 2in h+c = In( W )—In (k2 )=1In [gj , ¢,keR. Revenind la
Z

2 2
h h
notatiile initiale avem In (1+(h')%) = ln(;] . rezultand 1+ (K')%= (Ej . altfel scris

Wic = l, care prin integrare devine cosh ~ ! (ﬁj =Y +b cu solutiile h(v)=c cosh (K + bj ,
c

Jio -1 ¢ c) ¢

deci M este o parte de catenoid.
Cazul 3: y * este nula in anumite puncte si nenula in altele. Dar acest caz nu poate sa apara. Sa

presupunem, de exemplu, ca exista un punct vy pentru care ¥ ‘(vo)=0, dar ¥ ‘(v) > 0 pentru v<vy.
Din Cazul 2, curba generatoare pentru v<vy este o catena cu unghiul de inclinatie dat de ¢'/y".
Deci, ¥ ‘(vg)=0 implica faptul ca unghiul de inclinatie devine infinit in vy, ceea ce este imposibil
deoarece curba generatoare este graficul functiei cosh.

I1.4. Parametrizari Monge. Suprafata Scherk

Definitie: Fie h:U — R diferentiabila, U c R? deschisa si suprafata data de graficul functiei & : Gy,
=M={(x y hxy)) | (x,y)e U }. Suprafata M se poate acoperi cu o singura harta a carei
parametrizare este x:U — M, x(u,v) = (u, v, h(u,v)) (parametrizare Monge).

Calculele efectuate in Anexa 2 ne ajuta sa dam urmatoarea lema.

Lema IL.9.
O parametrizare Monge x(u,v) = (u, v, h(u,v)) este suprafata minimala daca si numai daca
(1+h°,) My =20y hy by + (14K, ) by = 0.

Un exemplu de suprafata minimala data de o parametrizare Monge este suprafata Scherk, in
care parametrizarea este de forma x(u,v) = (u, v, f(u) + g(v) ). Teorema urmatoare ne va ajuta sa
definim suprafata Scherk.

" Anexa 2
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Teorema II1.10.
Daca o parametrizare Monge x:U — M, x(u,v)=(u, v, f{u) + g(v) ) este suprafata minimala, atunci
M este parte a unui plan sau exista o constanta nenula a astfel incat

fu) = —llog cos(au), glv)= llog cos(av).
a a

Demonstratie. Fie h(u,v)=f(u) + g(v). Atunci h,=f(u), h,=g’(v), h,u=f"(w), h,=0
, h, v = g’(v). M este suprafata minimala si, folosind Lema 11.9. obtinem

fla)  _ —g'w)
1+ (@) 1+(g'()?

u siv fiind variabile independente, cei doi membri ai ultimei egalitati sunt egali cu o constanta a.
Cazul I: Daca a = 0 atunci f'si g sunt liniare, deci J este parte a unui plan.

J' () -8

Cazul 2: Daca a# 0 , prin rezolvarea ecuatiilor diferentiale =a =g vom

(' @)?  1+(g')?

(1 +(g’(u))z)f”(u)+(]+(f’(u))2)g”(v) = 0, care se poate scrie sub forma

obtine f'si g din concluzia teoremei.

Folosind teorema anterioara definim suprafata
minimala Scherk prin

x(u,v) = (u, v,llog( cos(av) D .
a cos(au)

Pentru simplitate, vom considera in cele ce urmeaza a = 1.
Suprafata Scherk este bine definita pe multimea
P ={(uv) | cosucosv >0}. Multimea & poate
fi privita drept patratele negre ale unei table de sah
infinita cu liniile ce delimiteaza patratele de forma

{(m+72z,n7£+72[)lm,ne Z}. Putem considera @(m,n)={(x,y) Imﬂ'—%<x< m7r+%,m’-§<y<nﬂ'+72[},
patrat pe care il putem colora cu negru cand m+n par si cu alb cand m+n impar (Fig. 11.10.).

Astfel, & =U { @ (mn) | m,n intregi cu m+n par }. Este usor de observat ca,V u,ve R, V

mneZ x(u+2mz,v+2n 7 )=x(u,v). Deci, o parte a suprafetei Scherk definita pe un patrat negru
((m,n) este translatie a partii din patratul €(0,0). O astfel de parte apare in Fig.IL5..

Fig. I1.6. Suprafata Scherk




IL.5. Suprafata Henneberg

Este definita de parametrizarea

x(u,v) = (2shu cosv — %sh(?)u) cos(3v),2shusinv + %sh(&t) sin(3v),2ch(2u) cos(2v)J .

Observatii:

1. Suprafata Henneberg este regulata, cu exceptia punctelor de forma (0,%], ne Z.

2. Suprafata este simetrica fata de planul xOz (ramane invarianta la transformarea (x,y,z)— (x,-y,z)).

3. Deoarece x(u,v) = x(-u,v+ 7 ), pentru orice portiune U din jumatatea dreapta a planului,
{ (uv) | v>0 } exista o portiune U’ din jumatatea stanga { (u,v) | v< 0 } care au
aceeasi imagine prin x. Dar normala Gauss indeplineste conditia N(u,v)=- N(-u,v+ 7 ),
deci x(U) si x(U’) au orientari opuse.

iy
il %
iy, M
.

/

J
il
o
7

Fig. I1.7. Suprafata Henneberg
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I1.6. Suprafata Catalan

O problema in teoria suprafatelor minimale este aceea de a determina o suprafata care
contine o curba data ca geodezica, curba asimptotica sau curba principala.

Suprafata Catalan este definita prin

x(u,v)=a (u —sinuchv,1 — cosuchv,—4 sin%sh%}

si contine o reparametrizare a unei cicloide ( c(t) = a(t-sin t,1-cos t), t€R ) ca si geodezica
(u—x(u,0) este o cicloida ).

Fig. I1.8. Suprafata Catalan (a=1)

10

Fig. I1.9. Cicloida
u—>x(u,0), (a=1)
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CAPITOLUL III. Variatia normala

In capitolul anterior suprafata minimala a fost definita ca fiind o suprafata regulata a carei
curbura medie se anuleaza in orice punct. Cu ajutorul notiunii de variatie normala se va putea da o
intrepretare mai intuitiva, explicandu-se, astfel, folosirea cuvantului ,sminimal” pentru astfel de
suprafete.

Fie U c R? multime deschisa, M — R* suprafata diferentiabila.
Fie (x,U) parametrizare, x:U— J.
Definitie: Fie D — U domeniu, h:D A[R_aplicatie diferentabila si ¢>0. Numim variatia normala a

lui x(D) determinata de & aplicatia @ :DX(- &, g) >R?, O (u,v,t)=x(u,v)+th(u,v)N(u,v).
Pentru r€ (-&,¢) fixat, aplicatia x:D —R?>, x'(u,v)= @ (u,v,t) este suprafata.

(x + t hN) (D)

x (D)

(x-thN) (D)

Fig. II1.1. Variatia normala a lui x(D)
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Definitie: Fie R — x(U) domeniu. Numarul pozitiv
2
AR) =] jx,l ® VEG—F? dudv= | J.x’l ® Jdet I dudy

unde / reprezinta matricea coeficientilor primei forme fundamentale E, F, G, se numeste aria
portiunii de suprafata R.

Observatie:
Avem, in general, relatia ||u||2||v||2 = ||u ><v||2+ <u,v >2, de unde

u><v||=\/< Uyl >< VY > — <,y >

2 22
ol = ol = < v >,

Atunci ||xu ><xv|| = \/< XX, >< XX, > — < X,,X, >2 :\/EG —F? . Astfel, aria portiunii  de

suprafata R se mai poate scrie A(R) = J L_l ‘Xu X XVHdeV .

(R)‘

Fie E(t), F(t), G(t) coeficientii primei forme fundamentale ale suprafetei x':
E(t) = <x', x>, F(t) = <x',x',>, G(t) = <x',,x',> (observam ca E(0)=E, F(0)=F, G(0)=G).
Fie D c U inchisa. Atunci aria portiunii de suprafata x'(D) este data de

A(t) = A(X(D)) = ”D VE@®G() — F )2 dudv .

Lema IIL.1.
Fie D < U domeniu, A(t) aria suprafetei x'(D) (definita anterior) si H curbura medie a suprafetei JU.

Atunci  A’(0) =—2”DhH EG—F 2 dudv.

Demonstratie. Din definitie x'(u,v) = x(u,v) + t h(u,v) N(u,v) si diferentiind in raport cu u si v
obtinem:
X,=x,+th,N+thN,
X,=x,+th,N+thN,
Coeficientii primei forme fundamentale ale suprafetei x’ sunt:
E(t)=<x'yX'>=<xy+thyN+thN,,x,+th,N+thN,>
=< Xy, Xy >+ 2t h <xy, N> + 1 (ho)* + £ W <N, N,>
=E -2the+t [(h,)’ +}h* <N,, N,>]
=E-2the+0(F),
F(t)=<xXy,xX\>=<x,+thyN+thN,,x,+th,N+thN,>
=< Xy X, >+ 2th <x,, Ny> + £ hy h,+ £ i* <N,, N,>
=F -2thf+¢ [h,h,+ K <N,, N,>]
=F-2thf+ O(),
G(t)=<x'\x,>=<x,+thyN+thN,,x,+th,N+thN,>
=< X, Xy >+ 2t h <xy, N> + £ (h,) + £ h* <N, N,>
=G -2thg+ 1 [(h,)’ + 1 <N,, N,>]
=G-2thg+ O(F).
Din calculele efectuate anterior rezulta
E(0)G(t)-F(tf ={E -2the+ OFN{ G -2thg+ O(F)} = { F -2thf+ O(F)}* =
= EG — F* - 2t h(Eg - 2Ff + Ge) + O(F’).
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eG—2fF + gE

Din Anexa 1-Teorema 1.1., avem H = ,de unde 2(Eg-2Ff+Ge) = 4H(EG—F2). Prin

2EG - F?)
inlocuire obtinem ca E(t)G(t) — F(t)’ = (EG — F°) (1 — 4t h H) + O(’), de unde
JEOG@H)—F0)? = (EG—F2)(1-4thH)+0(>) = (EG—-F*)\(-4thH)+0G>) =

=(EG - F2)3/(1- 4thH) + 0(%) =

= J(EG = F)\(1- 4thH + 40> H?) — 42 h2H* + 0(%) =
= J(EG - F*)(1-2thH) + O(:*) .

Deci A(1)= | ID\/E(t)G(t)—F(t)zdudv= jjp( (EG—FZ)(1—2thH)+0(t2)jdudv _

- ([ VEG=F?dudv-2t[[ hHNEG-F?dudv+0@?).
D D

Diferentiind in raport cu ¢ si evaluand expresia in 0 obtinem

A(0) = _2IIDhHmdudv q.e.d.

Teorema I11.2.

Fie U c R? multime deschisa, x:U —R> o parametrizare a unei suprafete si D — U inchisa. Atunci
suprafata data de x este minimala daca si numai daca A’(0) = 0 pentru orice D si pentru orice
variatie normala a lui x(D).

Demonstratie. Implicatia directa: daca x este suprafata minimala, atunci curbura medie H este nula
si A’(0) = 0 pentru orice D si orice h.

Implicatia inversa: presupunem prin absurd ca x nu este suprafata minimala, deci 3ge D astfel incat
H(q)#0. Fie h: >R astfel incat h(q) = H(q) si h este identic nula in afara unei vecinatati a lui g.
Dar, din lema anterioara rezulta ca A’(0) < 0, contradictie cu ipoteza. Cum ¢ a fost ales arbitrar,
rezulta ca x este suprafata minimala.,q.e.d.
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CAPITOLUL 1V. Coordonate izoterme

IV.1. Parametrizari izoterme. Transformari conforme

Definitie: Fie U c R? multime deschisa. Parametrizarea x:UU —R" se numeste izoterma daca <X,

XS>=<X, , X,>= 2 s <x, ,x>=0, unde A:U—R este functie diferentiabila numita functie de
scalare.

Definitie: Fie M; , M, suprafate diferentiabile. Un difeomorfism f: M;—> M, se numeste
transformare conforma daca <df,(v,).df,(w,)> = 2 (p)<vp.wp> VpeM;, v,w, € TyM;, unde
A2 este functie diferentiabila pe M;. M, si M, se numesc suprafete conforme.

Fie U vecinatate a punctului pe M. Difeomorfismul f: U— M, se numeste transformare local

conforma in punctul p daca 3 V vecinatate a lui f{p) astfel incat f:U—V este transformare
conforma. Daca V pe M; exista o transformare local conforma in p , suprafetele M; si M, se
numesc suprafete local conforme.

Observatii:
1. Local conformalitatea este o relatie de echivalenta.

2. Pentru f transformare conforma si v, = w), se obtine de D v » )H = A( p)Hv PH'

Din definitia transformarii conforme se deduce lema urmatoare.

LemaIV.1.
O parametrizare x:U —R’ este izoterma daca si numai daca este conforma vazuta ca aplicatie
x:U—x(U).

Definitie: Fie f: U c R*—R functie diferentiabila. Laplacianul functiei f este definit prin
2 2

Af = J ]20 + 8_]2‘
u” v

(u,v)e U.
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Folosind definitia data, vom calcula curbura Gauss si cea medie a unei suprafete izoterme.

Propozitia I'V.2.
) . 3 A . ) et+g
Curbura Gauss a unei parametrizari izoterme x:U —R” este K=———, iar curbura medie este H=—2

Va 2#

Demonstratie. Din definitia parametrizarii izoterme cunoastem ca F = <x,,x,> = 0. Putem aplica

Corolarul 2.4 din Anexa 1.2. si atunci avem formula K = _—1 J LE +i Lﬁ ,
JE ou | JG v

JEG | ou

cu E =<x,,x,> = 22 , G=<x,x,>= 2. Inlocuind, va rezulta
~1[9 (1094}, a(194) ~-1]d? 9> ~Aln2
= ||+t | == |t == —=InA+—Ind} =———.
2 lou\Aou) ovidov 2| ou? w2 22
Folosind Teorema 1.1.din Anexa 1 si cunoscand coeficientii primei forme fundamentale ai unei
eG-2fF+gE eG+gE e+g
2EG - F?) 2EG 22

parametrizari izoterme obtinem H =

Propozitia IV.3.
Fie x:U—R® parametrizarea izoterma si N normala Gauss a suprafetei. Atunci avem relatia

XuuFX =2 A2HN .
Demonstratie. Din definitia parametrizarii izoterme cunoastem ca <x,,x,> = <x,,x,> si, diferentiind
in raport cu u, respectiv v, obtinem <x;, ,x,>=<x,, ,X,> sl <X, ,x,>= - <X, ,X,>, de unde 0 = <x,,
XS = <Xy, Xp> = <Xy, X> + <Xy, X> = <Xy +Xyy,X,>. Analog se obtine <x,,+x,,,x,> = 0. Rezulta ca
Xuu+Xy, este normal la suprafata M , deci multiplu de N. Mai exact, folosind propozitia anterioara
etg <Xy tx,,N>

2 2 , de unde si concluzia x,,+x,,=2 A2HN .
2 2

obtinem H =

Una dintre proprietatile interesante ale suprafetelor minimale este descrisa de urmatorul rezultat.

Lema IV 4.

Fie x:U—R® parametrizare a suprafetei M — R® . Aplicatia Gauss este conforma daca si numai
daca suprafata este sfera JW sau suprafata minimala.

Demonstratie. Demonstram mai intai afirmatia reciproca. Fie N: M — S 2 aplicatia Gauss.
Presupunem ca J este o sfera. Fara a restrange generalitatea, putem presupune ca centrul sferei U
este in origine, astfel x = r e3 , unde r este raza sferei, e; vectorul normal la suprafata J .
Atunci dx=rde; ,deci

I=r21I;cum prima si a treia forma fundamentala sunt proportionale, deducem ca aplicatia Gauss
este conforma.

Daca M este suprafata minimala, atunci avem K<O0. Din Corolar 1.2. (Anexa 1) avem relatia intre
cele trei forme fundamentale Il —-2H Il + KI=0 sicum H =0, obtinem IIl =- K I, ceea ce
implica N transformare conforma si, in acest caz, cum — K >0, aplicatia Gauss N are acelasi sens.
Pentru a demonstra afirmatia directa presupunem ca IIl = ¢ I si H# 0, c# 0 constanta. Atunci, in
identitatea Il - 2H Il + K1 =0 avem % = %—(K; ©) , ceea ce arata ca fiecare punct al suprafetei
M este punct ombilical, deci M este o sfera.
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IV.2. Parametrizari armonice. Deformari izometrice

In aceasta sectiune ne vom folosi de elemente de analiza complexa pentru a studia
suprafetele minimale.
Fie A — C deschisa, f: A— C functie analitica , notam g = Re f, h = Im f care verifica

8u=hy
gy =—h,
In particular, pentru parametrizari ale suprafetelor, se poate da definitia urmatoare.

relatiile Cauchy-Riemann {

Definitie: Fie U ¢ R? multime deschisa si x,y : U— R" parametrizari. Spunem ca x si y verifica

Xy =

relatiile Cauchy-Riemann daca { . In acest caz x si y se numesc conjugate armonic.
X, =—Y
1% u

Observatie:

Daca x si y snt suprafete conjugate armonic, din definitie x, =y, si x, =—y,; diferentiind,
Xyu = Yuv SL X, ==Y, > de unde x, + Xy = Yy — You = 0. Analog, yu + Yow = — Xy + X = 0.

Deci xu, + Xy = Yuu + Yoo = 0.

Definitie: Fie U multime deschisa in R” si x : U— R" parametrizare. Spunem ca x este armonica
daca laplacianul sau este nul: Ax = x,,+x,, = 0.

LemalIV.4.

Fie U c R* multime deschisa. Daca x,y: U— R" verifica relatiile Cauchy-Riemann atunci sunt
armonice

Demonstratie. Se constata usor din Observatia facuta anterior.

O consecinta imediata a Propozitiei IV.3. este:

Corolar IV.5.

. 2 . . 3 . . . ..
Fie U ¢ R” multime deschisa, x:U —R” parametrizare izoterma. Atunci x este suprafata minimala
daca si numai daca este armonica.

Ultimul rezultat ne ajuta sa definim suprafata minimala in R" pentru orice n:

Definitie: O parametrizare x : U— R" este suprafata minimala izoterma daca este si izoterma si
armonica.

In continuare, vom descrie o metoda de obtinere a unei familii 1-parametru de suprafete
minimale izometrice.

Definitie: Fie x,y: U— R" parametrizari izometrice minimale conjugate armonic.
Familia 1 - parametru de suprafete ¢+ z(f) unde z(1):U — R" este definita de
Z(t)=xcost+ysint=Re(e” " (x+iy)) se numeste familia asociata parametrizarilor x si y.
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Lema IV.6.
Fie U c R? multime deschisa, x,y:U —R" suprafete minimale izometrice conjugate armonic. Atunci
familia asociata lui x siy ¢ > z(t) verifica relatiile:

z(t), = x, cost — x,,sint

z(t), = x, sint + x, cost

2Oy = —2(8)y, = Xy, COSE — X, SINt
2(t),y = X, SInt — x,,,, cost

iar z(t) si z(t+ /2 ) sunt conjugate armonic.

. . .. . . o .. . Xy =Y
Demonstratie. x si y fiind cojugate armonic, verifica relatiile Cauchy-Riemann { " Y

Diferentiind z(t) obtinem
(Hu=Xxycost+y,sint=Xx,co08t—X,sint
Z(t)y,=x,cos t+y,sint=x,cos t+ x,sin t
Z(H)uu = Xuu COS T + Yy SIN t = Xy COS t — Xy SIN T
Z(t)yy = Xpy COS t+ Yy SIN t = — V,,,COS t + Xy SIN T = — Xy COS t + Xy, SIN 1
2(t)uy = Xuy COS t + Xy Sin 1.
Aratam ca z(t) si z(t+ /2 ) sunt conjugate armonic:
A1) = Re (¢ "(xiva) = Re (¢ (v, — ix)) = Re (€ T2 x4 iy,)) = 21+ 7/ 2),.
Analog se arata z(t), =—z(t+ 7 /2),.

Ultima lema este folositoare pentru a calcula coeficientii primei si celei de-a doua forme
fundamentale ale unei familii asociate.

Teorema IV.7.
Fie x,y:U— R" parametrizari minimale izoterme conjugate armonic si ¢+ z(7) o familie asociata
lui x si y. Atunci z(t) este o suprafata izoterma minimala pentru orice ¢ si t+> z(t) este o deformare
izometrica.
Demonstratie. Din cea de-a treia ecuatie din Lema IV.6. rezulta ca z(t),, + z(t),, = 0, deci z(t)
armonica.
Folosind lema anterioara putem calcula E(¢), F(t), G(t) - coeficientii primei forme fundamentale ai
Tui z(¢).
E(t)=<z(t),, z(t),>=<x,cos t —x,sint ,x,cos t—x,sin t > =
=coszt<xu,xu> +sin2t<xv,xv>—25intc0st<xu,xv>.
Deoarece x este parametrizare izoterma, < x,, x,>=<X,, X,> Si <x,, x,>=0, deci
E(t) = <x,x,>=FE.
F(t)=<z(t),, z(t),>=<x,cost—x,sint, x,cos t + x, Sin t>=
=coszt<xu,xv>—sin t COS 1<X,X,>+SIn t coS 1<X,,X,>- sin2t<xu,xv> =0.
G(t) =<z(t), z(t),> =<x,cos t+ x,sint, x,cos t + x, sin t>
= c0s2t<xv,xv> +sin’t <XypXy>+ 2 €OS t SIN 1<X,,X,> = <X, X%,> = E.
Deci, E(t) = G(t) si F(t) = 0, deci z(t) este izoterma si, fiind si armonica este suprafata minimala
izoterma. In plus, are aceeasi prima forma fundamentala pentru orice ¢, deci este izometrie.
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Teorema IV.8.
Fie x , y : U— R" parametrizari izometrice minimale conjugate armonic si ¢+ z(z) familia
asociata. Atunci normala Gauss a suprafetei z(#) in z(t)(u,v) este paralel cu normala Gauss N a
suprafetei x in punctul x(u,v).
Demonstratie. Folosind Lema IV.6.

(), Xz(t), = (x,cos t—x,sint) X( x,cost+x,8int)= cos’t (X XXy) — sinzt(xv XXy) = Xy XXy
de unde este evident ca normalele Gauss ale celor doua suprafete date de parametrizarile x si z(1)
sunt paralele.

Observatii:

1. Din teorema anterioara deducem ca spatiul tangent al suprafetei z(¢) in z(¢)(u,v) este paralel cu
spatiul tangent al suprafetei x in punctul x(u,v).

2. Putem identifica normala Gauss a suprafetei z(f) cu normala Gauss N a suprafetei data de
parametrizarea x.

Desi familia asociata unei suprafete x are aceiasi coeficienti ai primei forme fundamentale si
aceeasi normala Gauss, a doua forma fundamentala este diferita. In acest sens avem urmatoarea
lema.

Lema IV.9.
Fie x , y : U— R" parametrizari izometrice ~minimale conjugate armonic, t—> z(t) familia
asociata. Fie e(t), f(t), g(t) coeficientii celei de-a doua forme fundamentale ai parametrizarii z(7).
Atunci avem relatiile:
e(t)=—g(t) = ecost— fsint L(t)z(t), = Lx,
f(t) = fcost+esint L(t)z(t), = Lx,
Demonstratie. Relatiile rezulta prin calcul, folosind a treia relatie din Lema IV.6.:
—2(t)=—<z(t)y ,N> =<z(t)yu , N>=e(t) =< xy,cos t —x,,5int, N>=
=cost<Xy,N>-sint<x,,N>=ecost—fsint,
unde cu e, f, g am notat coeficientii celei de-a doua forme fundamentale ai parametrizarii x.
ft) =< z(t)yu, N>=<x,co8t+ xy,8int, N>=cost<xu, ,N>+sint<xy,,N>=
=fcost+esint.
Am obtinut, deci, primul set de ecuatii.
Din Teorema 1.1. din Anexa I cunoastem ca

e(HG{@) - f(t)F(t) 20, + L SOE@ - €(t)F(t

, S(t)=(cos t)S+(sin t)SJ.

L()z(0), = u 20,
E@)G(1) - F(t) E()G(t) - F(t)

Loz, = LOOO—SOF® ) gOEOFOF®
EOG(®H) - F®) EOG(®H ~F®)’

Din Teorema IV.7., t+— z(t) este deformare izometrica, deci E(t) = G(t) = E = 2 , F(t) = 0 si, prin
inlocuire obtinem

e®) f (t)

L(t)z(t), = 2 z(), +—=-z(1),
L(Hz(t), = ff) 20, +222 g (t ) 2(1),
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Folosind si expresiile coeficientilor celei de-a doua forme fundamentale calculate anterior si Lema
IV.6. obtinem

Lt)z(@), = %((ecost — f sint)(x,, cost — x,,sint) + ( f cost +esint)(x, sinf + x;, cost)) = %(e)ql + fx,) = Lx,

L(t)z(t), = %(( f cost +esint)(x, cost —x,,sint) +( f sint —ecost)(x,, sinf + x,, cost)) = %( fx, +gx,)=Lx,

t t
L@)z(),, = %) z(t), + sz) (1),
Din ecuatiile deduse anterior j?(t) /l(t) si Lema 1IV.6., rezulta ecuatiile
Loz, =220, +g/1—2z(t)v

S(t)x, = (cost)Sx, +(sint)Sx,

Sx, = (cost)S(t)x, —(sint)S(1)x,
S(t)x, = —(sint)Sx, +(cost)Sx,,

) , sirezolvand obtinem
Sx, = (sin?)S(t)x, +(cost)S(t)x, {

) ) ) S(t)x, = (cost)Sx, + (sint)SJx, ]
Cum x, =J x, putem rescrie ultimul sistem sub forma ) , mai scurt
S(t)x, = (sin?)SJx, + (cost)Sx,

S(t) = (cos t)S+(sin t)SJ.

IV.3. Derivate complexe. Complexificari

Din rezultatele sectiunii anterioare remarcam Lema [V.6., care arata ca functiile armonice
sunt foarte importante in studiul suprafetelor minimale.
In plus, uneori este avantajos sa trecem de la coordonatele (u,v) din R? la coordonatele

_ zZ=u+iv
complexe z si z. Formulele algebrice care leaga cele doua tipuri de coordonate sunt {_ _
=Uu—-1
Z+z
u= > 3
, _ . Putem privi z si z ca si coordonate abstracte pentru R?*=C si apoi sa definim u
72—z
2i
si v ca mai inainte. Asadar, putem folosi { z, z } ca sistem de coordonate pentru R? , in locul
sistemului de coordonate standard {u,v}. Putem in contiunare folosi operatorii
0o 1(o0 .0 . d 1({o0 .9 .
—=—|——-i— sSi. —=—|—+i— | sivomavea
Jdz 2\du v dz 2\odu v

2 92 92

dz=du+idv, dz =du- idv,deunde |df” = ddz=du® +dv® si A="F+ " =4"—
ou” ov 020z
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. ale . n . . ) o 1 i
Definitie: Fie x:U— R" parametrizare. Derivata complexa a lui x este a—x(z) = E(xu —ix,)(u,v),
Z

unde z = u+iv.

ox; .dx aﬁ _ axnj
ou v du o )

Putem scrie 8_ = (¢ (x),....0,(x)) = (__ b §

Lema IV.10.
Derivata complexa a unei parametrizari x:U — R" verifica

< 1 1 .
z¢k(x)2 :Z(< XXy > — < X, %, > =21 < Xx,,X, >) =Z(E—G—2iF) s

1
Z|¢k(x)| <xu,xu >+ < X, X, ):Z(E+G).

Demonstratle. Ambele identitati se obtin prin aplicarea definitiei si calcul direct:
ox ax T30, V¥ (ax V . dx, ) ox
ot 3-8 3T )
4 5\ ou av 4.5\ ou v du )\ ov
= Z(< Xy Xy > — <Xy, X, > =20 < X, %, >).

Sacp=3 i z[

k 1

A
v

axk
ou

ax k ax k

ou av

1
= Z(< X0 X, >+ < X%, >).

Teorema IV.11.
Fie x : U— R" parametrizare. Atunci:

. . . ) ) ox .
(i) x este armonica daca si numai daca derivata sa complexa 8_ este analitica;
Z

n
(ii) x este izoterma daca si numai daca z¢k (x)2 =
k=1

n
(iii) daca x este izoterma, atunci x este regulata daca si numai daca Z|¢k (x)|2 #0.
k=1

n
Reciproc, daca @,....¢,: U— C" functii analitice satisfacand conditiile Zgi)k(x)z =0 si
k=1

n
Z|¢k (x)|2 # 0, atunci exista o suprafata minimala regulata izoterma x : U— R" astfel incat ¢ =
k=1
(@,....0, ) este derivata complexa a lui x.
. . . . ox .
Demonstratie. (i) Observam ca relatiile Cauchy-Riemann pentru derivata complexa P sunt chiar
Z
Xuut Xpy = 0, Xy - X, = 0, adica definitia unei parametrizari armonice.
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n
e . 1 .
(ii)) Din lema anterioara avem ca Zg/ﬁk(x)z = Z(< XXy >—<X,,x, >-2i<x,,x,> = 0
k=1
& <X x> = <x,X,> S <x,x,> = 0, deci x este izoterma.

(iii) Acest punct rezulta tot din Lema IV.I0. , a doua relatie. Daca
4 2 1 . .

Z|¢k(x)| = Z(< Xy X, > +<X,,X, >): 0, atunci  <x,x,> = - <Xx,,X,> si, impreuna cu punctul
k=1

anterior (ii) obtinem ca <x,x,> = <x,x,> = <X,,x,> = 0, de unde ar rezulta ca x nu este regulata,
contradictie cu ipoteza.

n
Pentru a demonstra reciproca, alegem x = ﬂe(.[ (¢1(z),...¢n(z))dz). Din ipoteza Z¢k (x)2 =0 si
k=1

n
punctul (ii) rezulta ca x este izoterma, iar din Z|¢k(x)|2 # (0 si (iii) reiese regularitatea lui x.
k=1
Deoarece x este partea reala a unui n-tuplu de functii analitice, rezulta ca x este armonica. Asadar x
este suprafata minimala regulata izoterma.

Un fapt important in teoria functiilor complexe este ca o pereche de functii conjugate
armonice determina o functie analitica. Aceasta ne sugereaza sa gasim o functie complexa analitica
pe care sa o putem asocia cu o pereche de suprafete minimale conjugate.

Definitie: Fie x,y: U— R" parametrizari izometrice minimale conjugate armonic. Numim
complexificarea perechii de parametrizari x,y aplicatia x+iy : U— C".

Lema IV.12.
Complexificarea x+iy : U— C" a perechii de suprafete minimale conjugate x , y : U— R" este

0x

o d . .
analitica si derivata sa complexa este d—(x +iy) = 28_ =X, —ix,.
z 74

Demonstratie. Aplicatia x+iy este analitica deoarece este un n-tuplu de functii complexe intr-o
singura variabila, fiecare fiind analitica.

d 1({d .9 1 ox
Derivata sa complexa va fi —(x+iy) =—| — —i— [(x+iy) =—=(x, —ix, +iy, + y,) =X, —ix, =2—
p dz( y) 2[814 avj( y) 2( u T DY, Yy) =X, i, P
(am folosit faptul ca x,y conjugate armonic, deci verifica ecuatiile Cauchy-Riemann {Xu W ).
A=
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IV.4. Curbe minimale

Definitie: Fie U < C submultime deschisa. O functie analitica ¥ :U — C" pentru care
<Y'(2),¥w'(z) >=0, ze U se numeste curba minimala .

Daca, in plus, < ¥'(z),¥'(z) ># 0, ze U, numim functia analitica ¥ curba minimala regulata.

Observatii:

1. O curba minimala poate fi privita ca o generalizare a unei parametrizari izoterme minimale; dar,
in alt sens poate fi privita ca o generalizare a unei curbe reale din R" .

2. O curba paremetrizata care satisface conditia din definitia curbei minimale se numeste izotropica.

Lema IV.13.

O parametrizare minimala izoterma da o curba minimala si anume la complexificarea sa. Reciproc,
data o curba minimala ¥ : U — C", parametrizarile x,y:U — R" definite prin x(u,v) = Re (¥ (u+iv))
si y(u,v) = Im (¥ (u+iv)) sunt suprafete minimale izoterme conjugate.

Spunem ca x si y sunt suprafete minimale izoterme conjugate determinate de y .

Demonstratie. Fie x o suprafata minimala izoterma. Prin definitie ea este izoterma si armonica.

Aplicand punctele (i) si (ii)) ale Lemei [IV.I1. obtinem ca X este analitica i
Z

n

1
z¢k(x)2 =—(< Xy, X, >—<X,,X, > =20 < X,,X, >) =< X, —iX,,X, —iX, > =<i(x+iy),i(x+iy) >=0
k=1 4 dz dz

adica x+iy (complexificarea lui x) este curba minimala.
Reciproc, din Lema IV.11., x si y sunt suprafete minimale izoterme daca derivatele lor complexe
sunt analitice si suma patratelor componentelor acestor derivate este 0. ¥ este functie analitica,

implicit partea reala si cea imaginara sunt analitice, de unde x,y armonice. ¥ este curba minimala,

n
din definitie < ' (u+iv),¥'(u+iv) >=0 & ||ly'||2 =0 & z¢k (1/1)2 =0, deci ¥ esteizoterme,
k=1
de unde rezulta imediat ca x,y sunt deasemenea, izoterme. In concluzie, x,y sunt suprafete minimale
izoterme. In plus, se observa ca x,y verifica relatiile Cauchy-Riemann, deci x,y suprafete minimale
izoterme conjugate.

Lema enuntata anterior ne arata ca a studia suprafetele minimale izoterme este echivalent cu

a studia suprafetele minimale izoterme conjugate, implicit curbele minimale. Asadar, are sens
notiunea de familie asociata unei curbe minimale.

Definitie: Fie w:U — C" curba minimala. Familia 1-parametru de suprafete 7> z(f) cu
7(1):Ur— R" data de z(t)(u,v) = Re( e'”l// (u+iv)) se numeste familia asociata curbei minimale y .
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Observatii:
1. Familia aociata curbei minimale y este aceeasi familie asociata suprafetelor minimale conjugate

determinate de ¥ .
2. Din Teoreme 1V.7. deducem ca familia asociata curbei minimale ¥, f+—> z(t) este o deformare
izometrica si pentru fiecare ¢, z(?) este suprafata minimala izometrica.

Putem rescrie Lema IV.6. pentru familia asociata unei curbe minimale.

Corolar 1V.14.
Fie w : U — C " curba minimala. Atunci familia asociata ¢t z(z) satisface conditiile
z(t), (u,v) = fRe(e'”w' (u+iv))
z(t), (u,v) = 5m(e_”l//'(u +iv))
2O V) = =2(0), V) = Re(e" " u +iv))
2ty = 5m(e_”l//"(u +iv))
Demonstratie. Aplicand Lema IV.12. pentru x(u,v)=Re (W (u+iv)) si y(u,v)=Im (¥ (u+iv))
obtinem z(t), — iz(t), = e v', de unde rezulta primele doua relatii, iar prin diferentiere se obtin si
celelalte.

wt)e—iz(t)y = eV

Observatie:
Pentru derivata complexa a unei parametrizari x:U— R" putem rescrie rezultatul Lemei IV.12. sub
forma:

! x_ 1, .

%= X :a_jzz(xu —i%) = (@1 0n)
% ax _1 . - -
S === S 9 = 018,

Definitie: Aplicatia Gauss N a curbei minimale Y este aplicatia Gauss a unuia dintre membri
familiei asociate curbei y .

Lema IV.15.
Fie ¥ : U — C° o curba minimala. Atunci
1//:!// = x, % = éxu X x, =é(fﬁz(¢2%),7”z(¢3%),yﬂz(¢@)),
NXx, XXXy ATl y03) Tl 301 ), Tl 46 )

sl P %
Demonstratie. Din Observatia anterioara W‘x%‘ =2x,X X deci vy = XXX
l//'xa' =((x, —ix,) X (x, +ix,)) = (x, Xx,) + (x, Xix,) — (ix, X x,,) — (ix, Xix,,) = 2i(x, X x,,) , deci
VY _ L,
4 2
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Din Lema 1.1.(iii), Anexa 4, cunoastem ca Wxy'= 2i(Jm( ¢ s ). Im( P30, ), Im(d o, ), deci

Eo = (Im( 0205).9m( 030, ). Im( 00, ).
Din definitie, N = 2%

EREN
Din M= éxu XXy = XXX rezulta x,, ><xv=% XXX si din Lema 1.1.(ii), Anexa 4 avem ca

i
2)(' XX
HxZXxE“:”xZ 2,deci, prin inlocuire, N = M XXy i : 22 = xzxxzz .
”x” Xx"” 2||xz|| i”xz”

Cum”l//'xﬂ‘ =|wl* . %, ><xv=2iiw<$' si yxy' =2i(Im( ¢y ).Im( 38, ), Im( §y > )) obtinem

L - _ _ _ _
v wxn _ oYy 2T 0a05) T 039, ). T 46, )
x5 ] i’ v i

Vom cauta in cele ce urmeaza sa dam formule pentru coeficientii formei a doua
fundamentale a membrilor familiei asociate unei curbe minimale si pentru curbura Gauss.

Lema IV.16.
Fie y:U —»C 3 curba minimala, N normala Gauss a familiei asociate 7> z(t). Atunci coeficientii

celei de-a doua forme fundamentale a suprafetei z(¢) sunt dati de
{e(t) ==8(0) = Rele "w )
fO) =—Ime "y ) .

Demonstratie. Din  Teorema IV.14. avemca e " v’ = z(t),—iz(t),, de unde rezulta ca
<e’ itl// N> = < () — 12w, N> =< 2(t)u , N> — i< 2()uy , N> = e(t) — lf(t)’ de unde
concluzia.

Teorema IV.17.
Curbura Gauss a unei curbe minimale y : U —C" este

1Rl 12 o)
AN AT

116
7
Demonstratie. Din Propozitia IV.2. K = — A/llzn/l .
||l//'||2 =<' W' >=<(x, —ix, ) , (X, —iX,) S=<h, x> + <6, x6,> +2i<n, 0,>=2 A ;
1 2 92 2 92 — ol <y .y >
Alog A=~ Alog(A2) = 2= tog(ly|*) =2-2—1 RIS DR L A I
%7 og) 020z oe(lv 1" 0707 BV Y 9z lw ”2
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IV.5. Suprafete minimale conjugate.
Familii asociate

Din Lema IV.13. enuntata in sectiunea IV.4. deducem ca o suprafata izoterma minimala
x:U —-R " reprezinta partea reala a unei functii analitice ¥ :U — C " . Vrem insa si reciproc:

avand data x, sa putem determina functia analitica ¥ a carei parte reala sa fie x. In acest sens, vom
demonstra urmatorul rezultat general.

Propozitia IV.18.
Fie U c C multime deschisa , zop=up + i voe U , h:U— C functie armonica. Fie f:U— C o functie
analitica astfel incat Re f(u+iv) = h(u,v) si Im f(zp) = 0. Atunci

flmy =24 F250 2750 — h(ug,vp)
2 2i
Demonstratie. Putem lua zp = 0. Cum h(u,v) = Re fl(u+iv), putem scrie h(u,v) =

."Re%(f(u+iv)+f(u+iv)).

.. = ) .. ) 1
Definim g(z) = f(z) (g este functie analitica). Atunci h(u,v) = ﬁeg( f(u+iv)+ gu—iv)). Pentru
ca h este armonica, se poate dezvolta in serie in orice punct pe U. Asadar, desi zeC, are sens

Z z . ooz 2 ) o 1 _1
h(E’z_j , deci putem scrie h[E’Z_zj =Re 5 (f(2)+g(0) 5 (f(2)+h(0,0)).

l

Putem aplica acest rezultat in cazul parametrizarilor minimale izoterme; avem urmatorul
Corolar.

Corolar IV.19.
Fie U c C multime deschisa, x:U —R

n

suprafata minimala izoterma si y:U —C "

complexificarea parametrizarii x astfel incat Jmy (0) = 0. Atunci ¥ (z) = 2x(§’2£ij —x(0,0).
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Demonstratie. Prima afirmatie rezulta din lema anterioara: x = (x5.., X, ) si WY, este

complexificarea lui x; cu Jmy ;=0 V j= 1,n, deci Viz)= 2)@(% Zij -x;(0,0) V j= Ln ie.

9

1
<

—2d 2 2
w(z)= 29{2,21_) x(0,0).

Observatia 1V.20.
Parametrizarea izoterma minimala conjugata parametrizarii x cu y(0,0)=(0,..,0) este

- 22 '
y(u,v) Jm( X(Z’Zij x(0,0)j

Folosind rezultatele anterioare putem afla suprafata conjugata a unei suprafete date si, implicit,
familia asociata celor doua suprafate conjugate z(¢) = x cos t + y sin t. Vom relua cateva din
exemplele din Cap.1l. pentru a descrie familile asociate ale ecestora.

IV.5.1. Elicoidul si1 catenoidul. Familia asociata. Deformare.

Vom arata ca elicoidul si catenoidul, prin deformare, pot degenera una din cealalta,
suprafetele rezultate in timpul procesului deformarii fiind suprafete minimale izometrice; de unde
rezulta ca suprafetele de inceput si sfarsit in procesul deformarii, adica elicoidul si catenoidul sunt,
de asemenea, izometrice.

Pentru a demonstra acest lucru, consideram familia asociata elicoidului x(u,v) = (shv cosu,
shv sinu, u) si catenoidului y(u,v)= (cos uchv,asin uchv,v): zZ(t)(u,v)=cost(shv sinu,-shv cosu,u)+sin
t(chv cosu,chv sinu,v).

Teorema IV.21.

Familia 1-parametru de suprafete t — elicoid-catenoid(t) este o deformare a elicoidului in catenoid
astfel incat elicoid-catenoid(0) este o reparametrizare a elicoidului, iar elicoid-catenoid(7/2) este
un catenoid. Mai mult, pentru fiecare ¢ suprafata elicoid-catenoid(t) este o suprafata minimala local
izometrica cu elicoid-catenoid(0) ; in particular, elicoidul este local izometric cu catenoidul.
Demonstratie. Fie E(z), F(t), G(t) coeficientii primei forme fundamentale ai suprafetei elicoid-
catenoid(t). Prin calcul ® se obtine E(t)(u,v)=G(t)(u,v)=ch’v, F(t)(u,v)=0. Deci E(t), F(t), G(t) sunt
functii constante de ¢, deci, pentru orice t suprafata elicoid-catenoid(t) are aceeasi coeficienti ai
primei forme fundamentale, deci, pentru fiecare ¢ se obtine o suprafata izometrica cu elicoid-
catenoid(0).

Observatii:

1. Nici elicoidul nici catenoidul nu au autointersectii. Totusi, suprafetele intermediare care apar in
timpul deformarii au autointersectii.

2. Prin deformare curbele asimptotice ale elicoidului se transforma in curbe principale ale
catenoidului.

8 Anexa 3.1.
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Figurile urmatoare ilustreaza deformarea elicoidului in catenoid:
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Fig. IV.1.c.
elicoid-catenoid(n15)




IV.5.2. Familia asociata suprafetei Catalan

Pentru a gasi familia asociata unei suprafetei Catalan
. LU v Co }
x(u,v)=a (u —sinuchv,l —cosuchv,—4 sm55h5j vom afla mai intai suprafata conjugata y(u,v),

folosind  Observatia IV.20. si, astfel, putem defini familia asociata
Z(t)=cos t x(u,v)+sin t y(u,v).
Asadar, conform Observatiei V.20 suprafata conjugata suprafetei Catalan este

y(u,v) = Im| 2x E,i —x(0,0) | =Im | 2a E—sinichi,l—cosichi,—4sin£shi =
2 2i 2 2 2 2 20 4 4

=9JIm | 2a u+w—sin£ch _E ,l—cosich _E ,—4sin£sh _k .
2 2 2 2 2 4 4

Cum ch _z =cos£ si sh _k =isin£, rezulta
2 2 4 4

u+iv

4 Z Z Z . Z.. 2
—sin—cos—,l —cos—cos—,—4sin—isin— | |.
2 2 2 2 4 4

y(u,v) =JIm (Za(

2 2

) = Im | 2q) LEL 802 IHCosz o osE )=
2 2 2 2

Z zZ sinz Z 2 1+cosz Z 2 l-cos—
Dar sin—cos—= , |cos=| = , | sin— -2 , deci
2 2 2 4 2

—a|v—29m 222 29m | E222 ) 4.4 9m | icost
2 2 2
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Cum sinz=ishvcosu+chvsinu si -5
. . 9
cosz=chvcosu -ishvsinu’ deducem

y(u,v)=a| v—cos u shv,sin u shv,4 - 4cos%ch% . 10

Familia asociata celor doua suprafete conjugate este

At)=a cos {” —sinuchv,l - cosuchv,—4 sin%sh %J +a 5

sin t(v —cosushv,sinushv,4 — 4cos%ch§j

Observatie:

7(0) reprezinta suprafata Catalan, iar z(%j este

suprafata sa conjugata.

Fig. IV.2. Conjugata

Cateva suprafete din procesul deformarii suprafetei Catalan: suprafetei Catalan




Fig. IV.3.e. Conjugata suprafetei Catalan

w(n/2)

40



IV.5.3. Familia asociata suprafetei Enneper

Pentru a gasi familia asociata unei suprafetei Enneper

3 3
u v c .
x(u,v) = (u Y + uv2,—v + 3 vuz,u2 - V2J aflam mai intai suprafata conjugata y(u,v) :

3 3 .2
Wuv) = ~7m(2x(§,%j—x(0,0)J = Jm (Z-%,izﬂ'%,%] -

. u3+3iu2v—3uv2—iv3,
=Im| u+iv— 3 Ju—v+ 3 u

3 3
V u

= v—u2v+—,u +——uv2,2uv .
3 3

Fig. IV.4. Conjugata suprafetei Enneper

.. 3 .2 2 .3
i(u” +3iu“yv—=3uv" —iv .
( ) 2+2mv—v2]=
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Familia asociata celor doua suprafete conjugate este data de

u3 2 V3 2 2 2 2 V3 u3 2
z(t) =cos t u—?+uv ,—v+?—vu - =vo | +sint|v—u v+?,u+?—uv ,2Uv

Propozitia IV.22.
Fie ¢+ z(t) familia asociata a suprafetei Enneper. Atunci z(?) este o reparametrizare a suprafetei

. . r. . .
Enneper rotita cu unghiul — 5 in jurul axei Oz.

Demonstratie. Pentru a demonstra aceasta afirmatie folosim coordonatele polare. Vom scrie deci
u=pcos@, v=psiné.
Din demonstratia Propozitiei II.2. am obtinut scrierea parametrizarii suprafatei Enneper in

3 3
coordonate polare: (0,0 )= [,0 cosf — %005(39), psinf — %sin(?aé?), ,02 cos(ZQ)} .

Printr-un calcul asemanator obtinem scrierea suprafetei conjugate:

3 3 3
P

y(p,0 )= (psine — ?cos2 @sinf + %sin?’ 0, pcosl + %cosz 60— ,03 cos@sin’ 0,2/02 cos@sin@]:

3 3
:(psin - %sin 0(cos2 6 —3sin> 0), psinf + %cos 6’(cos2 6 —3sin> 0),,02 sin(ZQ)J .

Cum sin 9(0052 6 —3sin? 6) =sin té’[(cos2 6 —sin’ o) — 2sin? 0] =sin @ cos(26) —2(sinfsin @) sin @ =
=%(sin(39) —sin(—8)) + (cos(28) —1)sin 8 = %(sin(f&ﬁ) +siné) + %(sin(%’) +sinf)—sinf =
= sin(36) ;

cos 0(0052 6 — 3sin> @)=cos 49[(cos2 6 —sin’ o) — 2sin? 0] = cosBcos(268) —2(cosBsin B)sin 8 =
=%(cos(30) +cos(—8)) +sin(260)sin 8 = %(005(349) +cosd) + %(005(30) —cos8) =cos(36),

P P
¥(p.6) = | psing —-sin(36), peos 6~ £-cos(30), p?sin(26) |.

Familia asociata se va scrie
p’ p’
Z(t)=cost | pcos@— ?cos(36’),psin - ?sin(30),p2 cos(260) | +
p’ P’
sint| psin@— ? sin(38), pcos @ — ?COSG@), ,02 sin(26) |,

3 3
unde cos t (p cosf — %cos@@), psing — %sin(S@), p2 cos(ZQ)J =
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3

= (%p(cos( t+80)+cos(t—8)) — %%(cos( t+36)—cos(t—380)),

3
%p(sin( t+60)—sin(t—80)) — %%(sin( t+360)—sin(t—30),

%pz(cos( t+26)+cos(t— 29)))

p P
sint| psinf— ? sin(36), pcos @ — ?cos(36’), ,02 sin(26) |=

1 P31 P>
=| - Ep(cos( t+86)—cos(t—80)) + TE(COS( t+360)—cos(t—30)) — T(COS( t+8)—cos(t—8)),

3

%p(sin( t+6)+sin(t—80)) + %%(sin( t+36)—sin(tr —360),

- %pz(cos( t+26)—cos(t— 26))}

Deci, din calculele anterioare obtinem
P p
Z(t)=| pcos(t—0)— ?cos(t —30), psin(t+6) + ?sin(t —36), ,02 cos(t—26) |.
Consideram o reparametrizare a suprafetei Enneper cu u= pcos(@ - éj , V= psin(ﬁ - éj
x'(p,0 )= pcos(@ - Lj - p—3cos 3(6’ - Lj psin(@ - Lj - p—3sin 3(6’ - Lj p2 cos 2(6’ - Lj
’ 2) 3 2)) 2) 3 2)) 2)))
Rotind suprafata data de parametrizarea x’ in jurul axei Oz cu unghiul —% obtinem
x'(p,0) = pco{@—ij—éco 3 6’—£ co _L +| psi 0—1 —p—3s1 0——
’ 2) 3 2 2 2) 3
3 | 3
psin[@—ij—p—si 3 9—1 co A pco 0—1 —'O—co 9—1 i
2) 3 2 2 2) 3 2/

t\)lN

L 1

fp{o-gp o{fo-gomfo-g ufio)olho-t)

Observam ca expresia suprafata x’’ , obtinuta prin rotirea in jurul axei Oz cu unghiul 5 a

suprafetei x”, este chiar z(¢), de unde concluzia propozitiei.
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IV.5.4. Familia asociata suprafetei Henneberg

Pentru a gasi familia asociata unei suprafetei Henneberg
x(u,v) = (2shu cos Vv — %sh(3u) cos(3v),2shu sin v + %sh(3u) sin(3v),2ch(2u) cos( 2V)J aflam

suprafata conjugata y(u,v) :

— 22 -
y(u,v) = 5m(2x(2 , ZiJ x(0,0)J

=29Im| 2sh Ecos i—gsh3—zcos 3—Z,2sh Esin i+%sh 3—Zsin 3—Z,2chz cos z_ 2.
2 2i 3 2 2i 2 2i 3 2 2i i
Cum
shicosi=sh£cos L shicosE = shich£ = cosvshu _H,smvchu 0
2i 2 2 2 2 2 2
shisin§=sh5sin(— ’—Zj = —shZsinS = —ish = sh* = il—ic"s;‘f}’” + Sm;s}‘” ,
i

z . ) 1 cosvchu  sinvshu
chzcos—=chzcos(—iz) = chzcos(iz) = chzchz = —+ +1

i 2 2 2

, atunci

y(u,v)= (2 sin vchu — % sin(3v)ch(3u),2 — 2 cos vchu — % - % cos(3v)ch(3u),2 sin( 2v)sh(2u)j .

=7

L A5
N e

10

Fig. IV.5. Conjugata suprafetei Henneberg

' Calculele complete sunt prezentate in Anexa 3.2.
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Familia asociata celor doua suprafete conjugate este data de

zZ(t)=cost (2shu cos v — %sh(Su)cos( 3v),2shu sin v + %sh(3u)sin( 3v),2¢ch(2u) cos( 2v)j +

+sin t(2 sin vchu — % sin(3v)ch(3u),2 — 2 cos vchu — % - % cos(3v)ch(3u),2 sin( 2v)sh(2u)j

IV.5.5. Familia asociata suprafetei Scherk

Pentru a gasi familia asociata unei suprafetei Scherk

x(u,v) = (u,v,llog( cos(av) D aflam suprafata sa conjugata:
a cos(au

Z
a—

COS

Z Z Z Z ( 21)

uyv)=9Jm| 2x| =,— |—x(0,0) | =2Im| —,—, log| —————=

y) m( (221'} ( )] SR TRR (z]
COS aE

Z . ) cosvchu . sinvshu
cos— = cos(—iz) = cos(iz)= chz = 5 +i 5 si
i

cosz=chvcosu +ishvsinu, obtinem
suprafata conjugata:

) V u

sin| a— |sh| a—

2 2 2
y(uv)=|v,—u,—log

a v . u

sh| a— |sin| a—

2 2

Familia asociata celor doua suprafete
conjugate este

Z(t) = cos {u,v,llog( cos(av) D +
a cos(au)

o ol

vY. [ u)l||
sh(a zjsm(a 2] Fig. IV.6. Conjugata suprafetei Scherk

Cum

+sint| v,—u,—log
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CAPITOLUL V. Reprezentari Weierstrass

In aceasta sectiune vom continua abordarea temei suprafetelor minimale prin intermediul
reprezentarii Weierstrass, aceasta permitand investigarea lor intr-o maniera generala si generarea
usoara de noi suprafete minimale folosind formula Weierstrass.

V.1. Suprafete minimale prin reprezentarea Weierstrass

Definitie: O functie f: C — C se numeste meromorfa daca toate punctele sale singulare sunt poli.

Definitie: Fie f'si g functii meromorfe definite pe un domeniu U cC si zpe U fixat. Fie

X1(2)= Re jf( L(1- gy y1(2)= Im jf( L(1- g%y
2o 2y
%2(3) = Re j’f( LavgonDdw| s {92()=Im j’f( L1+ g0 yaw |
2y 2y
Z Z
x¥3()=Re | | fFOm)gwidw 3(2)= G | [ FOWgW)dw
2 2y

unde z = u+iv. Cu aceste notatii, x(u,v) = (x; (u,v), x2 (u,v), x3 (u,v)) se numeste parametrizarea
Weierstrass determinata de fsi g, iar y(u,v) = (y; (w,v), y2 (u,v), y3 (u,v)) conjugata parametrizarii
Weierstrass.
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Teorema V.1.
Oricare ar fi f functie analitica si g functie meromorfa, parametrizarea Weierstrass si conjugata
parametrizarii Weierstrass generate de f si g sunt suprafete minimale izoterme avand metrica data

1 2
de ds*= Z|f(Z)|2[1+|g(Z)|2j |dz|2.

In particular, x si y sunt izometrice si sunt suprafete regulate, mai putin unde f se anuleaza sau are
singularitati.
Demonstratie. Consideram complexificarea parametrizarilor conjugate armonic x si y

Z

: Jf(w) ( if(w) (W) (
(x+iy)(z) = | (—
2

Z()
un triplet de functii analitice. Cunoastem ca partea reala si partea imaginara a unei functii analitice
indeplinesc relatiile Cauchy-Riemann, deci x,,+ x,, = yu,+ Y = 0, adica x si y armonice. Cum x

1+ g(w) ) , f(w)g(w) ldw, care arata ca (x+iy)(z) este

1—g<w>2)

armonic, din Teorema IV.11 (i), ? analitica.
Z

Din Lema IV.12. avem ca

a_x li( iy) = %(&( l—g(z)z) ’if(;)

Jdz 2dz
Cum

2
6,02+, (02 465 (0)° (f(;)(l—gu)z)j +( EACON PP )j FF()2g()? =

= 5 ( 1+g(z)2) ,f(z)g(z)j=%(¢1(X),¢2(x)’¢3(x))

—%(f(z)z( 1—g<z)2)2—f<z>2( 1+g(z>2)2+4f<z)2g<z)2j=

aplicand Teorema IV.11.si Lema IV.13. rezulta (x+iy)(z) curba minimala si x,y suprafete minimale
izoterme (armonice si izoterme).
Cum x este izoterma, avem <x, ,x,> = <x,,X,> si, conform Lemei IV.10. deducem

3 1 2 2 1 2
E=G=zz|¢k<x>|2:§(|f|2 1=+ 1447 +4|fg|2j=z|f|2(1+|g|2] ,
k=1

2 2
deundedsz=%|f|2(1+|g|2) (du2+dv2)=%|f|2(l+|g|2j 2|

Din rezultatul anterior si Lema IV.13. putem deduce urmatorul corolar:

Corolar V.2.
Fie f,g functii meromorfe definite pe domeniul UcC, fie x parametrizarea Weierstrass si y
conjugata sa determinate de f si g. Atunci z+> (x+iy)(z) este curba minimala.

Reciproc, fie ¥ :U — € o curba minimala, ¥’ = (¢, 9,,93). Presupunand ca @ — i@, nu este

identic nula, definim f= @ — i@, si g = L Atunci f'si g ne dau reprezentarea Weierstrass a
%)
curbei minimale y: ¥’ = (g( l—gz) ,%( 1+g2) ,fgj.
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Cunoscand definitia familiei asociate unei parametrizari, din sectiunea IV.2 putem rescrie
Teorema IV.7. pentru parametrizari Weierstrass astfel:

Teorema V.3.

Fie f,g functii meromorfe. Familia asociata parametrizarii Weierstrass determinata de f'si g este data
de 1 z(1) = (21(1), z2(1), 75(1)), unde

B
a0 = e | [0 1= g0n
2o
oz
2= Re || %(H g(w)*)dw |.
2o

<
B0 = e | € [ Fngwdw

2o

Pentru fiecare ¢, z(t) este parametrizare Weierstrass determinata de functiile meromorfe e si g.

Parametrizarea Weierstrass si conjugata sa fiind izometrice, au aceeasi curbura Gauss, a carei
formula este data in urmatorul reultat:

Teorema V.4.
Parametrizarea Weierstrass determinata de functiile meromorfe f,g are curbura Gauss

K= bl
-
£P(1+[sf)

Mai mult, formula este aceeasi pentru fiecare membru al familiei asociate de parametrizari
Weierstrass determininate de f'si g.

—Aln A
/12
A=<x,x,>=A+E = %|f|(l+|g|2) (din demonstratia Teoremei V.1).

2

Aln|f(z)| = 28_—21n|f(z)|2 =2 8_ (ln f(z)+lnm):0
070z 020z

Demonstratie. Din Propozitia IV.2 cunoastem ca K =

, unde factorul de scalare

2 L o — Ao 5
Aln(1+|g(z)|2]:4aaa 1n(1+g(z)g(z)):4i_ (g | 4g')

. 2 2
20z Iz| 1+[g(2)| (1+|g(z)|2)
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Inlocuind in formula curburii Gauss, obtinem

~ 4|g'(z)|2

i —Aln(;|f|(1+|g|2jj . —Aln((1+|g|2D ) (1+|g(z)|2]2 ) —16|g'(z)|2
= = = -

OGS TG BT D T

Ca o consecinta imediata a teoremei anterioare avem urmatorul rezultat:

Corolar V.5.

Curbura Gauss a unei parametrizari Weierstrass determinata de functiile meromorfe f,g se anuleaza
in zerourile functiei g’. In plus, daca g’ nu este functie identic nula, zerourile curburii Gauss sunt
puncte izolate.

V.2. Exemple de parametrizari Weierstrass

V.2.1. Suprafata Enneper

Parametrizarea Weierstass a suprafatei Enneper se obtine prin alegerea f =1, g(z) = z. Pentru
simplitate, putem alege zyp = 0. Atunci:

£ ) 2 (L. o i, 2
612 = Re | [ 0-g00Pdw | = Re | [S(-whdw|= Re | | 2= ||=
2o 2y
. \3 3
=flle(l{u+iv—(u+lv) D:flle(l((uﬂ'v)—l(u3+3iu2v—3uv2—iv3)D—l[u—u—+uv2J
2 3 2 3 2 3
if (w) 5 i 5 i( 2
()= Re j—z A+gw))dw |= Re j5(1+w Jaw | = Re| | 2+ |=
2y Z

. . \3 . 3
= flle(é (u+iv+ (u +3W) D:ﬁe(é ((u+iv)+§ (u3 +3iuty —3uw? —iv3)D :%(—v—uzv+%]
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Z Z 2 1
3(2) = Re If(w)g(w)dw = Re jwdw = Re [ZZ} Re ( (u + 2iuy — vz)j E(MZ—VZ)
Z

Z0
3 3
. . 1 u 1 v |1 .
Deci, parametrizarea Enneper este x(u,v) = | —| u ——+ uv2 ,—| —v— uzv +—|,— ( u2 — v2) s,
2 3 2 3 /)2
eliminind constanta multiplicativa — , obtinem exact definitia suprafetei Enneper din sectiunea II.1.

Vom calcula si conjugata Weierstrass a parametrizarii Enneper:

Z
(@)= 9m J@(l—g(w)z)dw = jm(%(u +1iv —%(u?’ +3iuy = 3uv? —iv> )D = ;( —u2v+v3J
V2(2)=9Im _Z[if( )(1+g(w) )dw |= Im ((u+lv)+ | (u3 +3iu’y —3uv? —iv3)J =1 u+u—3—u

: 2 2 3 2 3

1
¥3(2) = g jf(w)g(w)dw —jm( (“2"‘2’“" Vz)j uy .
2y

Deci, conjugata parametrizarii Enneper este

3 3
y(u,v) = (2 (V MZV+V?J ; (u +u?—uv2 ], uv], expresie obtinuta si in sectiunea IV.5.3.

V.2.2. Elicoidul si catenoidul

-z

Catenoidul poate fi obtinut alegand f(z) = — e si g(z) = — e ° . Efectuand calculele,

obtinem:

Zf(W) 2 e 2w L(_; z
x(2) j—(l—g(w) ydw |= Re| [-——(1-e"")dw|= Re —(e t+e )—1 =
2 2 2
u —Uu
=fRe 1 e cosv—zs1nv)+e (cosv+zs1nv)) j—cosv%—lzcosvchu—l ,

2
x(2) = [ T (14 gmPrdw | = Re j——(1+eZW)dw = Re(é(e_z—ez)ﬂ’j:
—Uu
e_ cosv—zsmv) e”(cosv+isinv))+ij=sinv%zsinvchu,

L
2
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Z Z
x3(2) =Re | [Fmgw)dw |= Re | [(=e ™ )=e )dw |= Re z=u.
2y o
Deci, catenoidul este dat de parametrizarea x(u,v) = (cos vchu —1,sin vehu,u), care, prin translatia
cu o unitate pe axa Ox si interschimbarea variabilelor u,v conduce la definitia din sectiunea II.3.
Cu calcule similare, obtinem conjugata Weierstrass:

Z
@ =39Im I@(l—g(W)z)dw =
2y

u —Uu
= jm[l(e_”(cosv—isinv)+e”(c0sv+isinv))—1j= sinv%:sinvshu ,
Z .
iy w
1@ =m | [L22 0+ g0 |-
2y
. u__—u
= jm(i(e_”(cosv—isinv)—e”(cosv+isinv))+ij: —cosv%:—cosvshu ,

Z Z
v3(@) =Jm | [ fmgwdw |=Im | [(—e ) =e")dw|= Fmz=v,

2, <,
deci y(u,v) = (sinv shu, -cosv shu, v), suprafata ce reprezinta o reparametrizare a elicoidului, a carui
definitie e data in sectiunea I1.2.

V.2.3. Suprafata Henneberg

. ) 1 . .
Calculand parametrizarea Weierestrass pentru alegerea f{z) = 1——4 si g(z) = z vom obtine o
Z

reparametrizare a suprafetei Henneberg.

w

) = AL 1214 e | T Loy |
x1(2) = Re J-T( gw)Mdw |= S J-E —4( w)dw |=
o <,

3 3 -3
ﬁe{%[z_z_+L_lD: N L P S S

3 3,3 z 2 3 3|z|6 |z|2
1 . u3+3u2iv—3uv2—iv3 u3—3u2iv—3uv2+iv3 u—1iv
= Re| —|u+iv— + 3 - ||7
2 3 3w +v7) u”+v
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_A (1 u® —3w? | 1 1 ] r3 cos 3t R
= 5 ul 1— 3 > - 3 - —5 r cost ——2 —T ——6 =
u-+v (u2+v2)3 r r

_ l(cost(rz ~1) cos3t(r° —1)]

2 r 353
unde z=u+iv=rcost+irsint,
Z . Z .
1
(2 = Re j@mg(wﬂ)dw = Re jé(l——4j(1+w2)dw =
w
2y Zy

. 3 3 -3 -
1 1 1
= ..(Re L Z+Z—+—3+— = gze — Z+Z—+Z—6+i2 =
21773 37 2 2|73 30 i

= R i u+iv+u3+3u2iv—3uv2—iv3+u3—3u2iv—3uv2+iv3+ u—1iv B
2 3 3(u2 + \/2)3 u® +v?

L DY O U T 71 P Ui ) Psind (1|
—2 v ) ) 3 3 —2 ¥ S1n ) 3 6 =
u- +v (u2+v2) r r

1 {sint(rz ~1) _ sin 31 —1)}

2 r 33

Z b 1 221 2 7
x3(2) = Re jf(w)g(w)dw = Re I(l_FJWdW =5Re[7+—]= Re | —+———|=

2 4 |
2, Z, 2z 2 2|z|
_ {Re(”z +2uiv—v? +u2 —2uiv—v2J_u2—v2 I+ 1 B Cos(2t)(r4+l)
= - - 2 .
2 2’ +v?)? 2 (u2 +v2)2 2r

Am obtinut deci, suprafata

=L cost(r? =1) _cos3i(r®~1) | 1{sine(r® =1 sin3(r® -1 | cos@n(r® +1)
’ 2 r 33 , r 33 ’ 2r2 ’

2

ce reprezinta o reparametrizare a suprafetei Henneberg definita in sectiunea IL.5.
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V.2.4. Suprafata Bour

Parametrizarea ~ Weierstrass ~ corespunzatoare 0
alegerii f =1, g(z) = Jz se numeste suprafata Bour:

<
31(2) = Re [ | @(l—g(w)%dw]=
2y

—{Rejz.l(l—w)dw—Jlz—z—2 =
- ) M2t 2 )

= R %(u+iv)—

= %r cost — %rz cos(2t), Fig. IV.7. Suprafata Bour

x2(2) = Re fif(w) (1+gm)H)dw |= Re Ti(1+w)dw= Rd . Z+Z_2 -
2 02 217 2

2y

2 . 2
= J il(u+iv)+w = —lrcost—lrzsin(Zt),
2 4 2 4

z z
3(2)= Re _[f(W)g(W)dMJ = Re jﬁvdw]: flﬂ@zyzj = i(u3 —3u\;)3/2 = §r3/2(4cos3t—3003t)=
% %y

=§r3/2 cos(3t).

Am obtinut, deci, suprafata Bour:x(r,t) = (% rcost — i 2 cos(2t),—% rcost — % 2 sin(2t),§ P2 cos(3t)j

V.2.4. Suprafete cu terminatie plana. Suprafata Richmond

O familie interesanta de suprafete minimale este generata prin alegerea functiilor meromorfe

) |
/g pentru reprezentarea Weierstrass astfel: f{z) = — s g(z) = A

4

Z Z 2n+l - 2n+l
fw) o) 1 ) 1l 1 z 1 Z z
= —(1- dw |= =W )aw|= By = —| ———
()= Re Z_[ > (I-gW)dw|= Re J-2W2( )dw (R{Z[ . ) +1B {17%2[ |le : +1B

%
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1 rcost—isint) 2™ (cos(@n+Dr)+isin(@n+1)) || 1

cost 2" cos(@n+1)r)

:gze — =—
2 P2 2n+1 21 r 2n+1
fifon oo [ 2 1 skl | I ) I s
= L2+ dw|= A+ dw|=Re | | — = Re| | ——= A
%()=Re g S (800w =R ij‘# wl=Re || —+ ||~ Rel 5 g
_ | i[_r(cos—isint) r*"™l{cos(@n+ D) +isin@n+Dn) ||_1[ _sint  r**sin(en+1)
- 72 2n+1 2 2n+1
Z Z n . . n
50 =Re _[ FO0gO0dn| = Re Jé Ml Re z: —qel " (cos(nt)n+zs1n(nt)) _r (czs(nt)
% )

Deci, se obtin suprafetele

1[ cost r2" cos((2n + D) 1

x(r,t)n)=| — ,
(r)(n) 2 2n+1 2 r

Pentru n = 1 se obtine suprafata minimala Richmond:

x(rt)=| 1| - cost r cos(3r) A sint N r~ sin(3r) rcost
2 r 3 2 r
3 l _rcost P cos(3t) l _ rsint N P sin(3¢) y
2l 2 3 21 2 3 J
B l _u _u3—3uv2 l v _v3—3uv2 y
21 w?+0? 3 20 w202 3 ’
|- 3u— u5 + 2u3v2 + 3uv4 —3v+ v5 — 2u2v3 + 3u4v
6(u? +12) ’ 6(u” +v?) ’

Iar pentru o alegere a parametrilor: n = 1, re(0,3,1,3),
te (0, 2z ) obtinem o suprafata minimala cu terminatie plana.

Fig. I'V.9. Suprafata minimala
cu o terminatie plana

_sine r2" sin((2n + 1) ) #*(cos(nt)
2n+1 ’
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V.2.6. Suprafata Costa

Pentru a descrie aceasta suprafata vom introduce functiile Weierstrass  si ¢ .

. ) w2 ) .
Fiew; ,w, e C,w; #0, w, #0 astfel 1ncat5m[—1j > ( — geometric, acest lucru inseamna
w

ca unghiul format de w; si w, este ascutit. Definim o latice L < C prin

L= {mw; +nwy | m,neZ}sig2:6OZL4 si g3:14OZL6.

welL W wel W
w#0 w#0

Definitie: Functia Weierstrass ¢ asociata laticii L este definita prin

1 1 1
(z{g2,8D=—+ — |
plote & D=2 EL((Z_W)z sz
w0

Aplicatia z+ @ (z,{ g2, g3 }) are proprietatea de a fi dublu periodica, de perioade w; si wy.

Definitie: Multimea FPP({g>, g3 })) ={zeCl z=a w;+f wy, 0<a,f <l } se numeste
paralelogramul de perioada fundamentala al functiei ©(z,{g>, g3 }).

Observatii:
1. Este important de observat ca imaginea multimii FPP prin functia Weierstrass g este o translatie

de forma FPP({g>,g3 }))+mw;+nw, , mne”Z.
2. Functia Weierstrass g verifica urmatoarea formula:
I 0'(z)-'(z
(2 +22) = _(so( D)= (22)
4\ 9(z) - (22)

2
j —(z21) —(22) .

1 1 1
Definitie: Functia Weierstrass { este definita prin ¢ (z,{g2, g3 }) = —+ Z(— +— +LJ.

-w w2

welL
w0

Atunci cand presupunem cunoscute g» si g3, putem scrie £ (z,{ g2, 83 }) = (z) si

;(Z’{ 82,83 })= ;(Z)
Functia Weierstrass g verifica ecuatia diferentiala p’(z)z =4 go(z)4 -8 P()—-g.In
plus, legatura intre cele doua functii Weierstrass este datade ¢ ’(z) =— @(z).
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Cum functia ’(z) este impara si periodica, de perioada w;, avem

> [ M ! W ! W ([ M | W™
— == - |== -+ =— — |, de unde rezulta ca — |= 0. Analog,
v (2j p[ 2j p( 2 le p[zj unde reat p(zj £

+
©' (%)zp'(wl—zwzjz(). Mai mult, singurele zerouri ale funtiei g’ in multimea FPP sunt

+
%,%,% , radacini si pentru polinomul 4p(z)4 -2 0(2)—g;3.

wi wo wi +wy .
Daca notam ¢; = @ > ,er= > ,e3= Y , putem scrie

P =4p() - g P(2)-g=4(P(2)— e1) (P(x)— e2) (P(z) - e5), unde ey, e, s distincte
e t+e3tez = 0
doua cate doua si verifica relatiile <eje; +eyez3 +eze; =— ngz .

_ 83
€ees = T

Functia { nu este periodica, dar se poate deduce ca

C(zmwi+nwy)= ¢ (2)+2m {(%)+2n é’(%j , mne”Z ,

2 2
Pentru a putea ajunge la o parametrizare a suprafetei Costa vom folosi aceste doua functii

ceea ce implica ¢ (Mj = (ﬂj +¢ (%) (pentruz=0,m= n= %)'

Weierstrass. In plus, vom avea nevoie de relatia Legendre: (%) wr—¢ (%) wWi=T.

Putem considera cazul in care paralelogramul de perioada fundamentala este un patrat. Sa
presupunem ca patratul este { z €eC 10 < Re (z) < 1si 0 <Im(z) <I }. Functia Weierstras

corespunzatoare acestui patrat este data de valorile w; =1 siw; =i :

018,81 = iz + Z [ ! 5= ! 5 J . Tar cealalta functie Weierstrass pentru
z (m,n)eZ’ (Z—m—ni) (m+ ni)
(m,n)#(0,0)

patratul ales este ¢ (z,{g2,83}) = l+ z ( ! + 1 yZ j

ez’ z—m—ni m+ni (m+ni)2
(m,n)#(0,0)
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Putem determina g, si g; calculand
w %) 1 i
ejtez = 807’{g2’g3} + pT’{gZ’g:%} = (@E’{gz’g?)} + SOE’{gz’g?)} :0, de unde
€3 = 0
rezulta ca cele trei relatii intre e;, e;, e3 devin  <—4eje) =g, = 4e12 , lar ecuatia diferentiala
g3 =0
verificata de g devine @°(z)* =4 (2)' — g2 (2) — g3 =40 () P (2) —el’).

Pentru a simplifica, se introduc notatiile pentru functiile Weierstrass o si

P(2) = ¢(z,{c,0})

: 11 ..
¢ corespunzatoare patratului ales : { . Cu aceste notatii avem urmatorul

Z(z)={(z,{c.0})

rezultat:

Lema V.6.
Pentru orice ze C avem relatiile

. 3 . . .
P(z—lj—P(z—ij—zel 109 PQ i) = 210, z(lj:iz(ijzf, z(”lj: A=z
2 2 P'(2)> 2)2) 2 2 2

1 (SO'(Zl)—SO'(Zz)
4\ 9(z1)—9(22)

2
Demonstratie. Din formula @ ( z; + z2) = j —§(z1) —§(2p) , prin inlocuire

directa obtinem

1 2_ 2
P(z—1j=&—P(z)—el _ PP (2)" —¢ )—P(z)—e1 _ P(Z)(P(Z)+el)—P(z)—e1:
2) 4(P(z)—ep) (P(z)—e1)? P(z)—e
_ PQPQ+e)-P@* 4o’ _eP@+e’ 2’
P(2)—e P()—e;, ' P(D)—e;
Analog,
, , 2 2
P(Z_Lj:i_mz)_ez:P(z)(P(z) ) )_P(Z)_ez:P(Z)(P(z)+ez)_P(Z)_e2=
2) 4(P(2)-ey) (P(z)—e5)? P(2)—e;
_PQPR+er)-PQ@ +e” _erP@ter” | 20t 2
- P(2)—e, P()—ey 2 P(2)—ey | P(2)te
Obtinem, deci
. 2 2 3
P(z—lj— P(z—i]—zezz 2¢° 2" _ 4e '
2 2 P(z)—e; P(D)+e;  P()? +¢,°
Si cum, in general, go’(z)2 = 4p() ga(z)2 - e12), rezulta prima relatie a lemei

, 3

16e;” P

P(z —%) - P(z —éj —2e = el—gz)' Cea de-a doua relatie rezulta direct din definitia functiei ¢
P'(2)

" Prin calcul se obtine e; =6.87519, ¢ = 189.0727201
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. r . . 1 ) . .
pentru patrat. Pentru cea de-a treia luam z = 5 si obtinem Z(Ej =iZ (é] , 1ar din relatia Legendre

pentru w; = I si w> =i deducem exact relatia dorita. Cum ¢ [%J = (ﬁj +{ (%}, efectuand

aceeasi alegere, wi = 1 si W) = i, obtinem si ultima relatie
Zi :Zl +Zi =£+£=(1_l)”.
2 2 2 2 2 2

Suprafata minimala Costa poate fi definita ca parametrizarea Weierstrass corespunzatoare

,unde A=./275g, = 2e,~/27 = 34.46707 .

alegerii functiilor f= P(z) si g(z)= A
P'(2)

Definitie: Curba minimala C(z) definita ca antiderivata curbei

C'(2)= (f(Z)( e(0?)iLC )(+g() )f(z)g(z)j,

. I+i ..
cu normalizarea C (7) = (0,0,0), se numeste curba minimala Costa.

Vom folosi functia Z pentru a exprima curba minimala Costa C(z) fara a folosi integrale.
Avem urmatorul rezultat:

Teorema V.7.
Curba minimala Costa este data de C(z) = (C(z), Ca(z), C3(z)), unde

2 . .
C1(Z)=l(—Z(Z)+7L’z—i75+” a+n, = (z(z_lj_z(z_’_jjj
2 461 261 2 2

i r2(+i) « 1 i
Cz(z)—g(—Z(z)—frz+75+ Y [Z(Z_EJ_Z[Z_ED

Cy(2) = NGY (IH(P(Z) — e J B m}

4 P(z)+ e

Demonstratie. Efectuam calculele pentru prima componenta a curbei minimale Costa:

1 5) 1 A% P(w)
—fmIl-gw)™ )]=—| P(W)————
P(w) 1

5= (P(w—lj P(w——j 2e1j si, folosind definitia lui A, rezulta:
P'(w) 16¢; 3 2 2

}. Din prima relatie din Lema V.6. avem
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ksl 2o et 4 4]

1
= 1 P(w) +7Z—i P(w—lj - P(w—ij .
2 2e; 2 2
Prin integrarea ambelor parti obtinem

e 1 2 )L N ™ L I B
CJ(Z)‘IaH)/zEf(W)(I A )fw_z 1”)/2(})(»@” 2¢, (P(W 2) P(W 2m

Folosim relatia { ’(z) =— (z) si Lema V.6. si rezulta:

1 V4 1 i
C](Z) = E —Z(W)+W+Z(Z(W—EJ—Z(W—EJJJ (1+1)/2—
e e ) 2 2 4043
2 2e, 2 2 2 2 2¢\\2) 72
-1 —Z(Z)+7ZZ+l(2(z—lj—2(z—ijj—iﬂ+MJ.
2 26’1 2 2 461

Analog,
' ] z 1 '
)= I(Zl+i>/2éf(w)(1 -0 o = é(_z(w)_W_Z(Z(W_EJ_Z(W_QD

[M_(U[D<_q

Efectuam calculele si pentru ultima componenta a curbei minimale:

V4

V4

(1+i)/§

fowpg(w) = AP _ AP OIPOD v (2P = 4p (2" - g2 () - g5 rezultaca
P'w)  p(w)?
AP A 1 1 2z P P
fwpgi) = =220 = P'(w)( - j: i ( o) PO j
A Pw)—e; P(w)+e;) 2 (P(w)—e; P(w)+e
z N27 P(w)—¢ \N27 P(w)—e )
Cs(z) J-(1+i)/2f(W)g(W)dW 4 n(P(w)+e1j (1+i)/2 4 [ n[P(w) + e j mj

Ca o consecinta directa a teoremei anterioare si a Lemei IV.13. avem urmatorul rezultat care
ne da o definitie a suprafetei minimale Costa.
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Corolar V.8.

Suprafata minimala Costa este data de Costa(u,v) = (Costa;(u,v), Costay(u,v), Costasz(u,v)) unde
2

1 T T 1 i
Costa 1(z) = — - Z(u+iv)+mu+—+ Zlu+iv——|—Zlu+iv——
1(2) 2 e ( ) deg 261[ ( 2) ( ZD

1 : ) z? i . 1 . i
Costa 2(z)=5 Re| - iZ(u+iv)+ v+ —-— Z u+lv—5 -7 u+lv—5

461 261
V27 In P(u+iv) - el|
4 |Pu+iv)+e

Costa 3(z)

Lo
2R

2R

;

Fig. IV.10. Suprafata Costa
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ANEXA 1

1. Operatorul Weingarten. Curburile principale

Fie M o suprafata regulata din [R3, N normala Gauss, E, F, G coeficientii primei forme
fundamentale si e, f, g coeficientii celei de-a doua forme fundamentale.

Teorema 1.1.
Fie x(u,v) parametrizare a suprafetei JM in punctul p. Atunci curbura Gauss si curbura medie

2
- —-2fF + gE
sunt date de formulele K = eg—fz’ g cC2F 2g
EG-F 2(EG—-F~)
G- —eF
Lx = e—fixu + fE—ezxv
EG-F EG-F
G-—-gF E — )
va = f—gzxu + g—fixv
EG-F EG-F
Demonstratie. Vom incerca sa exprimam matricea operatorului Weingarten in functie de

coeficientii celor doua forme fundamentale. Coeficientii celei de-a doua forme fundamentale sunt
dati de expresiile

e=-<N,x,>=<Nx,,>
f =-<N,x,>=<Nux,,>=<Nx,,>=- <N,x,>
g=-<N,x,>=<Nyx,,>,
unde N,=- L;;x, - Loix, , Ny=- Li>x, - Lyox, . Inlocuind, obtinem
e =-<N,,x,>=< Lix,+Lyx,, x,>= Lj<x,,x,>+ L;<x,,x,>= L ;E+ LF,
f =L11F + Lz]G,
f =LpE + LyF,
g= L12F + L22G,
relatii ce pot fi scrise sub forma matriceala:

A B [ A R e S VA [
= , de unde = ,cu
/g Ly Lp)\F G Ly Ly f g)\F G
-1
(E F] =—1 (G _Fj,rezultand (Lll lQlJ:—l (e fj(G _Fj.
F G EG-F>\-F E Ly Lyp) EG-F?>\f g)\-F E

Din utima egalitate obtinem matricea operatorului Weingarten:
eG— fF JG—gF fE —eF gE - fF
L]]:— L12:— L2]:— E——

, 1ar ecuatiile Weingarten se scriu sub

forma
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Din definitie operatorului Weingarten si calculele efectuate anterior obtinem ecuatiile Weingarten:
G- fF —eF

G-/ 5 X+ fE=e 5 Xy

EG-F EG-F
G—gF E - fF

fG-g 5 X+ $E~ /i 5 Xy-

EG-F EG-F

Lx, ==N, = Lj1x, + [p1x, =

Lx, ==N, = Lipx, + Lyx, =

2
Cum dN este dat de matricea operatorului Weingarten L, K=detL=eg—fz,

EG-F
eG-2fF +gE

2(EG - F?)
Cunoastem ca K=k;k, si 2H =k; + ky, de unde rezulta ca k; si k, sunt solutiile

ecuatiei K*-2H+K=0. Deci, kj= H¥VH* —K sik,=H-VH* -K .

H=TrlL=

Lema 1.2.

Fie x:U —R’ parametrizarea suprafetei (. Atunci coeficientii celei de-a doua forme fundamentale
se pot scrie sub forma

xl/[l/t

det| x,

o= CE X,
JEG-F2 \EG-F?

'xI/tV

det| x,

f= (K> X5 Xy) — Xy
VEG-F> EG-F?

'xV

det| x,,

— (xvv,xu,xv) — 'xV
VEG-F? EG-F?

X, XXy (X Xy X,)

X X, e, > x|

Demonstratie. Din definitie avem e = - <N, x,> = <N,x, ,>=< X, In

plus, avem in general, relatia ||u||2||v||2 = ||u><v||2+ <u,v >2, de unde ||u><v||2 = ||u||2||v||2— <u,v >2

b

|Wxﬂ=¢<mu><mv>—<mv>?

(K> Xy %))

VEG - F?

Atunci ||xu><xv|| =\/< X%, >< X,,X, >—<X,,X, >2 :\/EG—F2 ,decie =

Analog se obtin si celelalte doua scrieri, pentru f, respectiv g.
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Corolar 1.3.
Fie x:U—R’ parametrizarea suprafetei J. Atunci curbura Gauss si cea medie se pot scrie sub
forma

— (xuu,xu,xv)(xvv,xu’xv)_(xuv,xu,xv)z
2012 2\
(el < 50,52

(xuu,xu,xv)||xv||2 =205 Xy 5 X)) < Xy s Xy > +()cw,xu,xv)”xu”2
3

2Pl - < 5 52 2

K

H=

2. Curbura Gauss

Urmatoarele rezultate reprezinta, practic, formule de calcul ale curburii Gauss a unei
suprafete in termeni de produse scalare ale derivatelor de ordinul intai si al doilea ale parametrizarii
X a unei suprafete.

Teorema 2.1.
Fie x:U—R?® parametrizarea suprafetei J. Atunci curbura Gauss este data de

| <Xy Xy = <XupXy > <Xyu»Xy > <X Xy = <Xy Xy > <Xy X, >
K=m det <x,,x,,> <Xx,,x%,> <Xx,Xx,> |—detl <x,,x,> <Xx,X,> <X,X,>
<Xy Xy > <X,X, > <Xp,X, > <Xy Xy > <X,X, > <X, >

2
(xuu’xu’xv)(xvv’xu’xv) - (xuv’xu’xv)

si scriind x
(EG - Fz)z

Demonstratie. Din Corolarul 1.3 avem ca K =

= (xy, X2 ,x3) obtinem
XMuu  uu XBuu Myw  X2vp A3y

(xuu > Xy s Xy )(xvv » Xy xv) =det XMu X2u X3y det Xu X2u Xy | =

Xy X2y A3y v X2y A3y
Muu  X2uu Xuu || Xlvv  X2vp X3py < X Xpy > < Xy Xy >0 < Xy Xy >
=det|| x1, X2, X3, | X Xou X3y || =det] <x,,x,, > <x,.x,> <X,,Xx,>
Xy X2y A3y v 20 A3y <Xy, Xyy > <Xy, Xy >0 <X, >
Myy  X2py AByy Myy  X2vy X3y

2
(xuv > Xy xv) =det XMu  X2u  Xu det Mu  X2u X3y

Xy X2y X3y Xy X2y X3y
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Moy X2y Xy || Xlvw - X2vw M3yy <X Xy > < Xy Xy > < Xy Xy >
=det) | xy, X X3 | X X X3y | |=del <xux, > <xx > <xx, >
My X2y By A\ 2y A3y <X Xyy > <X,8 > <X,X, >

Lema 2.2.
Fie x:U—R?® parametrizarea suprafetei J. Atunci

1 1
<Xy Xov> — < Xypy Xyp> = _EEW +F,, _EGW .

Demonstratie. <x,, x,,>, — < Xy, Xuw>v = <Xy Xov>+ <Xy XS — < X Xy — < Xip Xy
Deci  <xuu, Xpv> — < Xuy, Xi> = <Xy Xpv>u — < Xy XivSy §))

Evaluam fiecare termen din membrul drept .

(<Xuy Xy> )y = <Xy, Xp>+ <Xy, Xpy> = <Xy Xpy> = (<X X>)y — <Xy Xp>
= (<xm xvv>)u = ((<-xm -xv>)v — <Xuy xv>)u = (<-xu, xv>)vu - ( <Xuv xv>)u

1
Dar (<x,, x,>)u = <Xup, X0> + <Xy, Xpy> = 2 <Xy %> = <Xy Xp> = E (<X, X,>)u

= (<xm xvv>)u = (<-xu, xv>)vu - %(<xw xv>)uu (2)

1
(<X Xu> )y =<Xuy, Xy>+<Xy Xy >=2<Xy, Xy> = <Xy Xy> = E (<Xu» Xu>)y

= (<-xuv, xu>)v = %(<xm xu>)vv (3)

. 1 1 .
Deci <Xuws Xpy> — < Xyyy Xyyp=> = (<-xu, xv>)vu - E (<-xv, xv>)uu - E (<xm xu>)vv s adica

1 1
<Xuuy Xpy> — < Xyyy Xypp> = _EEW + F,, —EGW g.e.d.

Teorema 2.3. (Formula lui Brioschi)
Fie x:U—R?® parametrizarea suprafetei J. Atunci curbura Gauss se poate scrie sub forma K

1 1 1 1 1 1
_EEvv"'Fuv_EGuu EEM Fu_EEv 0 EEv EGM
1 1 1
= det F,—=G, E F |-de{-E, E F
(EG-F?)? | 2 %
G F G G F G

Demonstratie. Vom folosi scrierea curburii Gauss sub forma de diferenta de determinanti din
Teorema 2.1. si vom calcula elementele care apar in scrierea celor doi determinanti, folosind si
calcule efectuate in Lema 2.2.

1 1
(<xu:xu>)u = Xy Xy >+ <Xy Xy = 2<xuu’xu> = Xy Xy> = E (<xu’xu>)u = XypXy> = EEM 5
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(<X X0>)u = <Xy X0>+<Xyy Xiy> = <Xy %> = (<Xipy 0> )y — <Xy Xyu>
1
Dar (<x,, x,>), = <Xuy Xu> + <Xy Xpu> = 2 <Xy Xu> = <Xy Xy> = 5 (<Xy, Xu> )y

1 1
= <Xy Xp> = (<xm xv>)u - 5 (<xm xu>)v = <Xy, Xp> = Fu - EEV 5

Din Lema 2.2, relatia (2) avem ca

1 1
<-xm -xvv> = (<xm -xv>)v - E (<-xv, xv>)u = <-xu, xvv> = Fv - 5 Gu 5

1 1
(<xv:xv>)v = Ky, Xy > <Xy, Xyp> = 2<xvv’xv> = Xy Xyp> = E (<xv:xv>)v = AypXy> = E Gv 5

1 1
(<xu:xu>)v = Xy Xyy> <Xy, Xyyp> = 2<xu’xuv> = XpXp> = E (<xu’xu>)v = ApXy> = EEV 5

1 1
(<xv,-xv>)u = Xy Xy >+<Xy, Xyyp> = 2<xuv,-xv> = Xy Xy> = E (<xv,-xv>)u = XypXy> = 5 Gu 5

Asadar, folosind calculele anterioare si Teorema 2.1. avem urmatoarea scriere pentru curbura
Gauss:

1 1 1 1
<'xMM’xVV > EEM Fu —EEV <xuv,xuv > EEV EGM
1 1 1
K=————4det F,——G, E F —det —E, E F
(EG-F?)? | 2 %
-G, F G -G, F G
2 2

Observam ca, la un calcul al determinantilor prin dezvoltare dupa prima linie, <x,,,x,, > si
< X, X,, > se vor inmulti cu determinantul aceleiasi submatrici F oGl deci acelasi coeficient,

EG-F .In concluzie, putem rescrie curbura Gauss sub forma:

1 1 1 1
<xuu,xvv>—<xw,xuv> EEM FM—EEV O EEV EGM
1 1 1
K:—22 det F,—-—G, E F —det| —E, E F
(EG-F~) . 2 %
-G, F G -G, F G
2 2
. 1 1
si, din Lema 2.2, cunoastem ca <X, Xp> — < Xyp Xip> = — EEW +F,, - EGW , de unde rezulta

formula Brioschi.
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Corolar 2.4.
Fie x:U—R’ parametrizarea suprafetei J pentru care F = 0. Atunci curbura Gauss este data de:

) ) il 2

Demonstratie. Pentru ' = 0 formula lui Brioschi devine

1 1 1 1 1 1
_EEvv_EGuu EEM _EEV 0 EEv -Gy
1 1 1
K = det -—G, E 0 |—det—-E, FE 0 =
(EG)? 2 2
Gy 0 G G 0 G

1 1 1 1 1 1 1
= (——EW ——GWJEG+—EMGMG+—EVGVE+—EVZG+—GM2E =
(EG)? |\ 2 2 4 4 4 4
1B, 1 E’ 1EG, 1G, . 1G> 1EG,
+— — Ly +—
2 EG s E2G 4 EG? 2EG 4EG? 4 E%G
Pe de alta parte,

1
1118\@_1_@8\/_182\/_ 1 GE, , 1 9|,
JEG v\ JG v JEG 3 o J_ w2 | JEG 3 2\/_ v v
2G? 4G2VE
2
— 1 _ GVEV + 1 EVV V _ E + EVV
JEG 3 WG| E \/E 462E 4E2G 2EG
4G2\E 2E2
Similar,
I 91 a¥G|_ 1 | E &G 19VG|_ 1 | EG, | CE P
JEG ou\ JE du JEG 3 ou JE 92 | JEG 3 2J_ ou
2E? 4E2G
2 2
_ )] EG 1| G’ Gul|l_ EG. G. ,Gu
VEG 3 WE 3 JG 4E2G 4G2E 2EG’
4E2G 2G2

Prin insumarea ultimilor doua expresii luate cu semn schimbat obtinem scrierea curburii Gauss K
rezultata din calculul diferentei de determinanti.



ANEXA 2

1. Curburile unei suprafete de rotatie

Fie M  suprafata de  rotatie  parametrizata  prin  x:(0,27)X(a,b) —> R?,
x(u,v)=(@(v)cosu,p(v)sinu,y(v)).

Calculam coeficientii primei forme fundamentale.

x,=(-@() sin u, (v)cos u, 0), X, =(@'(v)cosu, ¢'(v)sinu, ¥'(v)),
Xuu=(-@Wv)cosu, - ¢(v)sinu, 0), Xuv=Xpu=(-@'(vV)sinu, ¢'(v)cos u, 0),
Xpy=(@"(v)cosu, ¢"(v)sinu, y"(v)).

2, = ) 2 ’

F =<x,x,>=<x,x,>=- @ ¢ sinucosu+ ¢ ¢ cosusinu=0,
G =<x,,x>=(¢ )V cosu+ (@) sin'u+(y)=¢)V+(y)

E =<x,x,>= ¢2 sin‘u+ ¢2 cos

Calculam coeficientii celei de-a doua forme fundamentale.

X, X X
Normala Gauss este N = —4—V_ |
e, X x,
€ 9} €3

X, Xx, = |—@sinu @cosu O|=(@Qy'cosu, -py'sinu, - ¢ ¢')
@'cosu @'sinu Y’

x| = VO W2+ 02(@)? = p ) + ()2 .

e = <Nx,,> =< x“—xx‘”xuu _ O Xy, )
o %, e x|
—g@sinu  @cosu 0
1 ' . \ —W'¢2(Sin2u+cos2u) —y'e
= ; ~ | @'cosu gisinu ) = - - _ . .
@)+ |- pcosu —psinu 0 (0\/((1") +y) \/(qf) +")
f = <]\],.xuv> =< —xuxxv ’xuv> - (xu’xwxuv)=
[ %, o %,
1 —@sinu  @cosu O . .
= 5 > @g'cosu @'sinu Y __9¢ Sm”COSM;WP Slznucosu _o.
(p\/((p') +W)” —psinu @'cosu 0 (P\/(¢') + (")
g = <NX > =< xuxxv X, > = (xu’xv’xvv) —
[ > x, [ 3,
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. —@sinu  @cosu 0

- 2 > @'cosu @'sinu Y| =

(”\/((”') +W)7 |g'cosu  @'sinu y"

_l//'(/?ql?”(sinzu+cos2 u)— " @' o(sin® u + cos” u) )
(/’\/((/")2 +(")?

_ vy |

V@) + 7

Folosind Teorema 1.1. din Anexa I si calculele efectuate anterior obtinem
eg—f> _eg _—YW'Q-Y'9) _—y'W'e—y"9)
EG-F? EG X (@)+w)D)  o(@)+wHH
¢G-2fF+gE _¢G+gE _e g _-Y'¢_  yoy'¢ _
AEG-F%)  2EG 2E 2G 292  2((¢)%+(y")?)
_L =y @+ @) o'y )
2 PP + ")) ’

2 '
k= H+t /HQ_K _ eG + gE +\/(€G+gEj _eg _ e -y

2EG 2EG EG E 0 \/((0.)2 +(W,)2

eG+gE i \/(eG+gEj2_ eg 8 v'e'-y'e ,

K=

H=

ko=H-VH?-K = = .
EG G ((¢)+@w)»)?

2EG 2EG G

Observatie:
Daca profilul (curba generatoare) suprafetei M, c(t) = (¢(1),0,w(t)), este parametrizata canonic,

atunci (@' )2 +(y' )2 = 1 si formulele anterioare devin:

K= VWoy'e)

¢
g Lovew'eye)
2 @
k=2,
¢
k2 — w|¢'|_w'|¢l .
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2. Curburile unei parametrizari Monge

Fie h:U — R diferentiabila, Uc R? deschisa si suprafata M data de x(u,v) = (u, v, h(u,v)),
unde x:U — M (parametrizare Monge).

Calculam coeficientii primei forme fundamentale.

x.=(1,0,h,), x,=(0,1,hy), x,,=(0,0,hyy), Xy»=2%,=(0,0hy,), x,,=(0,0h,,).
E =<xx>=1+h/ ,

F =<x,x,>=<x,x,>=h, h,,

G =<x,,x>=1+h’,

Calculam coeficientii celei de-a doua forme fundamentale.

Normala Gauss este N = —4 2 ,
e, > x,,
€ e €3
x,Xx, =10 hy| =(hy, hy,1), ||xu><xv||=w/1+hu2+hv2.
0 1 h
10 &
e — (.xM,-xv’-xuu) :; 0 1 hv — h’/u
10 &
— (xM,-xV’xuv) :; 0 1 hv — }lMV
[ 6, 1+h2+h? 00 hy, 1+ h,”+h)}
1 0 h,

(g, x0)

I
g = ¥ = 0 1 hv S
Poxnl ien2en o o g | V1eR2 42

Din Teorema 1.1. din Anexa 1 si calculele anterioare putem calcula curbura Gauss, curbura
normala si curburile principale:

K= eg—f2 — huuhvv_huvz
EG-F> (1+h>+h>?>’
G =2fF +8E _ 1 Iy (1+/,°) = 2hyyhyhy + Iy, (14 )

H=
AEG-F?) 2 (A+h,%+h2)>?
k _ i_ huu k _ i_ hvv
1= = ) 2= - .
E (1+hM2)\/1+th+hV2 G (1+hV2)\/1+hM2+hV2
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ANEXA 3

1. Suprafete minimale izoterme conjugate armonic

Propozitia 1.1.

Elicoidul si catenoidul sunt suprafete minimale izoterme conjugate armonic.

Demonstratie. Fie elicoidul dat de parametrizarea x(u,v) = (b sh v cosu, b sh v sinu, bu) si
. v ) v

catenoidul dat de y(u,v)= (a cos uch[—j, asin uch[—

j,v] . Pentru simplitate vom considera a =b =1.
a

a
Vom arata mai intai ca cele doua suprafete sunt izoterme verificand definitia :

<Xy, Xp> = <Xy, Xp> =2 si <X, ,x%>=0.
Catenoidul este suprafata de rotatie si, folosind rezultatele din Anexa 2.1. (¢ (v) = ch v si ¥ (u)=v)
obtinem:

Yyu=(-chvsinu, chvcosu, 0), y,=(shvcosu, shvsinu, 1) ;

E =<y,y>= ch’v ;

G =<y,,»w>=((chv) P+l=sh’v+1=ch’v, deci <YV = <Yy, W>= /12, cu A= chy :
F =<y,y>=0.
Deci catenoidul este suprafata izoterma.
Efectuam acum calculele pentru elicoid:
Xu=(-shvsinu shvcosu 1), x,=(chvcosu, chvsinu, 0) ;
E =<xu,xu>=sh2vsin2u +sh2vcossu+r 1=sh’v+1=ch’v ;

G =<x,,x,>=ch’vcos’ u + ch’vsin® u=ch’®vdeci <x, ,x,> = <x, ,x,>= 22 ,cu A=chv;

F =<x,x,>=-shvsinuchvcosu+ shvcosuchvsinu=20.
Deci si elicoidul este suprafata izoterma si ambele suprafete au aceeasi coeficienti ai primei forme
fundamentale.
Se verifica si faptul ca sunt suprafete conjugate armonic, verifica relatiile Cauchy-Riemann.
Atunci, din Teorema IV.7. rezulta ca avem o deformare izometrica cu z(¢) suprafata izoterma
minimala (deci toate suprafetele intermediare din procesul deformarii sunt minimale).

2. Functii complexe

Fie ze C, z=u+iv. Atunci, VzeC e“=e"™" =e"(cosv +isinv)si
elZ +e—lZ ) elZ _e—lZ eZ +e_Z eZ _e_Z
cosz=——— ,sing=———— , chz=—— , shz= ———,
2 2i 2 2

, MY — MY o™V (cosu+isinu)—e” (cosu—isinu) sinu(e "’ —e") | €08 ue”’ —e")
sinz= = = =
21 21 2 21

70



=chvsinu+ishvcosu,

iu —iu+v

eV tre e V(cosu+isinu)+e’(cosu—isinu) cosu(e ' +e") N sinu(e”” —e")
= = l

2 2 2 2
=chvcosu +ishvsinu,

coS 7=

—iz iz
chz = ch(— iz)z% = COS(iZ) s

MV 4T e (cosv+isiny) + e (cosv—isiny)  cosv(e’ +e ) i sinv(e —e™")
= = l

2 2 2 2
cosvchu . sinvshu
= +i
2 2

u+iv —u—iv
—e

chz=

9

e e"(cosv+isinv)—e “(cosv—isinv) cosv(e” —e %) L sinv(e" +e7%)
= = l

2 2 2

shz =

cosvshu .sinvchu
= +i
2 2

—Z Z Z —Z
.. e " —e . . e”—e .
sin(iz) = ———=ishz , sh(-iz)=———=-ishz ,
2i 2i
u+iv _p U eu+zv+e—u—zv 62(u+tv) _62(—u—tv)
shzchz = = =
2 2 4

_ e (cos(2v) +isin(2v)) — e 2% (cos(2v) —isin(2v)) _
4

_ cosv)(e? —e M) +l,sin(2v)(62“ +e72)  cos(2v)sh(2u) 4 ;Sin@v)ch(2u)
4 4 2 2

. . N2 . .
(euﬂv _e—u—le 82(u+lv) +62(—u—lv) )

2 - 4
2u .. —2u ..
l N e”" (cos(2v) +isin(2v)) +e “7(cos(2v) —isin(2v))
2 4

1 cos2v)(e® +e72)  sin2v)(e™ —e ) 1 cos(2v)ch(Qu) . sin(2v)sh(2u)
——+ +i =——+ +1i

2 4 4 2 2 2

. . N2 . .
5 (euﬂv +e—u—lv] 62(u+lv) +62(—u—lv) +2
Ch zZ= = =

2 4
e (cos(2v) +isin(2v)) + e~ (cos(2v) — isin(2v)) _
4

1 cos()(e® +e 2y sin(2v) e —e ) 1 cos(2v)ch(2u) .sin(2v)sh(2u)
=—+ +i =—+ +1i

1
=—+
2

2 4 4 2 2 2
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ANEXA 4

Vectori complecsi

Lema 1.1.
Fie a,be C 3. Atunci avem egalitatile:

@) Jaxt]” =l P - < 0>

(ii) HaxEH = [d?

(iii) axa =2i(Im( araz ), Im( azay ), Im( aya, )), unde a = (aj, a, as).
Demonstratie.

(i) Ja 2ol = a2 [B]” = Jal2[B] sin? @+ cos® p) = Jaxt] +]< a.b 5| ¢ = costa.b)

(ii) Haxauz =< aXa,axa>=—<axa,axa>=—<axa,axa>+<a,a>= ||a||4
ik
(iii) axa = a ay az|= (aza_3—a3£,a1%—a3a_1,a1£—a2a_1).
@ a a3
Cumaj, az azeC,vomnotaa;=a;; +ia; ,a>=daz; +1iax ,dz;=az +idaz slobtinem:
ayay—ayay =(az +ian ) ay—iayn )— (az +iazp)(a—iaxn )
_ =2i(apazi—axaz ).
2i Jm(ayaz ) =2i Iml(az; + i az )Naz —iasx )] =2i Im(az; az; + az as + i(az; az — az; as))
=2i(as; az — az; as).
= azg—c@z = 2i Im( aza ) . Analog se arata si pentru celelalte:

ajaz—azay =(app +iap Jasg—ias )— (az+ias)(an—iap )
_ =2i(apan—azan ).
2i Im( azay ) =2i Iml(az; + i as; Nay; —iapp )] =2i Im(as; a;; + as ap + i(as ap —az; a))
=2i(az aj;—asz; az).
= ala_3—a3a_1 = 2i .7m(a3a_1) ;
alg—aza_l =(ajp+iay )ay—iax )— (ay+iax)(ap—iap )
_ =2i(apan—azan ).
2i Im( ayay ) =2i Iml(a;; +iar; Nax —iaz )] =2i Im(a;; app+ arp axn + i(a;; az —aj; az))
=2i(as; az; —aj; az).
= ala—aza_l =2 ]m(alz) .
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Anexa 5
Suprafete minimale

Fig.1.1. Suprafata Enneper
w 2 v 2 .2 2
x(u,v)= u—?+uv ,—v+?—vu uU-—v

Fig.1.2. Suprafata Enneper

rotatie cu By sau Y in jurul axei Oz
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Fig.1.3. Suprafata Enneper

Jjurul axei Oy

T

rotatie cu —— in

2

Fig.1.4. Suprafata Enneper

/4

rotatie cu — in

jurul axei Oy

2
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Fig.1.5. Suprafata Enneper

. T, . .
rotatie cu Y in jurul axei Ox

Fig.1.6. Suprafata Enneper

rotatie cu 5 in jurul axei Ox
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0.5
0.25

-0.25

Fig.1.8. Suprafata Enneper de grad 3
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Fig.1.9. Suprafata Enneper de grad 5§

Fig.2.a. Elicoid (a=1,b=1)
elicoid-catenoid(0)
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'i\\ ‘.I““‘ 'A

Fig.2.b. o Fig.2.c:
elicoid-catenoid( 7 110) elicoid-catenoid(7/5)

Fig. 2.e.
elicoid-catenoid(2rx /5)

Fig. 2.d.
elicoid-catenoid(37 /10 )
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Fig.3. Catenoid (a=1)
elicoid-catenoid(0)

Fig. 4. Suprafata Henneberg
x(u,v) = £2shu cosv — %sh(3u) cos(3v),2shusinv + %sh(f&u) sin(3v),2ch(2u) cos(2v)j
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Fig.5. Suprafata Scherk 4

x(u,v) = (u,v,llog( cos(av) B (a=1)
a cos(au)

Fig. 6.a. Suprafata Catalan

x(u,v)=a (u —sinuchv,1— cosuchv,—4 sin%sh%) (a=1)
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Fig. 6.d. Catalan(n/3)

Fig.6.e. Conjugata suprafetei Catalan
Catalan( 7 /2)
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Fig. 7. Suprafata Bour

1 1 4
x(r,t) = (r cost — Erz cos(2t),—rsint — E 72 sin(2t),§ 312 cos(%t)j

SN

1

Fig.8. Suprafata Costa Fig.9. Suprafata Thomsen
/ 2 / 2
x(u,v) = éu + 1+2b sh(au)cos(av), I+b v+ —zch(au)sin(av),izsh(au)ain(av) (a=b=1)
a a a a a
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Fig. 10. Conjugata suprafetei Enneper

Fig.11.1. Suprafata Richmond
—3u— u5 + 2u3v2 + 3uv4 —3v+ 3u4v — 2u2v3 + v5
x(u,v) = u

6(u +v?) ’ 6(u +v?)
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Fig.11.2. Suprafata Richmond
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