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11.26Extreme cu legături . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

11.27Exerci̧tii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

11.28Metode varia̧tionale pentru valori proprii . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

11.29Exerci̧tii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

11.30Principiul lui Hamilton, principii varia̧tionale . . . . . . . . . . . . . . . . 87

11.31Alte principii varia̧tionale în elasticitate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

11.32Metode directe în calcul varia̧tional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

11.33Exerci̧tii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
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14 FUNCŢII ARMONICE 199

14.1 Scurt istoric . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
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16 ECUAŢII DE TIP PARABOLIC 317

16.1 Probleme pentru ecua̧tii parabolice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

16.2 Principiul de minim-maxim pentru ecua̧tia parabolică . . . . . . . . . . . 319
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ATICĂ 347
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17.3.4 Teorema limită a lui Poisson a evenimentelor rare . . . . . . . . . 363

17.3.5 Teorema limită locală a lui Moivre-Laplace . . . . . . . . . . . . . 365
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17.4.2 Valoarea medie, proprietă̧ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372
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17.4.4 Funçtii generatoare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376

17.4.5 Exerci̧tii şi probleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 379

17.5 Variabile aleatoare oarecare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 381

17.5.1 Valori medii ale variabilelor aleatoare oarecare . . . . . . . . . . . 381
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CAPITOLUL 11

ELEMENTE DE CALCUL

VARIAŢIONAL

11.1 Probleme clasice de calcul varia̧tional

Din punct de vedere istoric, prima problemă de calcul varia̧tional este aşa numita

problemă a lui Dido. Legenda mitologică spune că Dido, sau Didona, priņtesă a unuia

din cetă̧tile vechii Grecii şi soră a lui Pygmalion, era măritată cu pontiful Siharbas.

Pygmalion îl asasinează pe pontif şi Dido fuge cu fratele său şi cu averea so̧tului într-o

flotilă improvizată. Debarcând pe ţărmul african, localnicii îi oferă ca loc de adăpost

atâta pământ cât poate cuprinde cu o piele de taur. Dido taie pielea în fâşii înguste pe

care le leagă cap la cap şi înconjoară cu ele o bucată de teren pe care va construi cetatea

Cartaginei, a cărei regină devine Dido.

Incă din antichitate, latura matematică a legendei a interesat pe matematicieni: cum

trebuie dispus firul alcătuit din fâşiile înguste pentru ca el să înconjoare o poŗtiune de

arie maximă?

Problema are mai multe variante. Una dintre acestea ar fi următoarea: să pre-

supunem că axa x0Ox reprezintă ţărmul mării şi că punctele A(a, 0), B(b, 0) reprezintă

capetele firului, graficul funçtiei y = y(x), definită şi derivabilă pe [a, b], este firul. Aria

limitată de fir şi de ţărm este

S =

bZ
a

y(x)dx,
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în timp ce lungimea firului este

L =

bZ
a

p
1 + y0(x)2dx.

Atunci problema lui Dido revine la determinarea funçtiei y = y(x), definite şi derivabile

pe [a, b], care satisface condi̧tiile

y (a) = 0, y (b) = 0, L =

bZ
a

p
1 + y0(x)2dx

astfel încât integrala

S =

bZ
a

y(x)dx

să aibă valoarea maximă. Din motive evidente, o asemenea problemă se numeşte pro-

blemă izoperimetric̆a. Incă din antichitate se cunoştea că forma căutată a firului este

cea a unui arc de cerc, aşa cum vom arăta şi noi mai încolo.

Putem ra̧tiona şi altfel. FiedAB arcul graficului. In rela̧tia
S =

Z
dAB
y(x)dx

considerăm pe x,y ca funçtii de abscisa curbilinie s şi integrăm prin păŗti

S = yx|BA −
Z
dAB
xdy = −

LZ
0

x(s)
p
1− x0(s)2ds.

Problema revine la a determina funçtia x = x(s) definită pe intervalul [0, L] cu propri-

etatea că x(0) = a, x(L) = b şi că integrala

S =

LZ
0

x(s)
p
1− x0(s)2ds

are valoare minimă.

O altă variantă a problemei lui Dido ar fi aceea în care presupunem că firul ar

reprezenta o curbă netedă închisă cu ecua̧tiile parametrice x = x(t)

y = y(t)
t ∈ [t1, t2],
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funçtiile x(t), y(t) fiind deci derivabile pe poŗtiuni pe [t1, t2]. Atunci lungimea firului este

L =

t2Z
t1

p
x0(t)2 + y0(t)2dt,

iar aria limitată de fir este

S =
1

2

t2Z
t1

[y(t)x0(t)− x(t)y0(t)] dt.

Problema revine deci la determinarea celor două funçtii x(t), y(t) definite şi derivabile

pe poŗtiuni pe intervalul [t1, t2] astfel încât să aibă loc rela̧tia

L =

t2Z
t1

p
x0(t)2 + y0(t)2dt

şi ca integrala

S =
1

2

t2Z
t1

[y(t)x0(t)− x(t)y0(t)] dt

să fie maximă. Şi aceasta este tot o problemă izoperimetrică şi curba care dă solu̧tia

este un cerc.

O altă problemă importantă care a dus la apari̧tia calculului varia̧tional este problema

brahistocronei. Ea a fost propusă în 1696 de către Jean Bernoulli şi a fost rezolvată în

diferite moduri de Jacob Bernoulli, Leibniz, l’Hospital, Euler. Ea constă în determinarea

unei curbe care uneşte punctele A(0, h) şi B(b, 0) pe care se mi̧scă un punct material

de masă m plecând din A cu viteză ini̧tială nulă şi ajunge în B sub influieņta greută̧tii

după un timp T minim. Dacă presupunem că y = y(x) este ecua̧tia curbei căutate şi

v(x) este mărimea vitezei punctului în pozi̧tia (x, y(x)), atunci conform legii conservării

energiei avem

gm(h− y) = mv(x)2

2
,

de unde

v(x) =
p
2g(h− y).

Pe de altă parte

v =
ds

dt
=
p
1 + y0(x)2dx
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şi deci timpul în care mobilul se deplasează din punctul (x, y(x)) în punctul (x+dx, y(x+

dx)) este

dt =

s
1 + y0(x)2

2g(h− y)dx.

Rezultă că timpul în care mobilul ajunge din A în B este

T =

bZ
0

s
1 + y0(x)2

2g(h− y)dx.

Deci problema brahistocronei revine la determinarea funçtiei y = y(x), definite şi deri-

vabile pe [0, b] astfel încât y(0) = h, y(b) = 0 şi astfel încât integrala

T =

bZ
0

s
1 + y0(x)2
2g(h− y(x))dx

să fie minimă. Este evident că şi în acest caz curba poate fi căutată ca în problema

precedentă sub formă parametrică.

O problemă asemănătoare este problema opticii geometrice. Intr-un mediu izotrop

neomogen lumina se propagă în fiecare punct M(x, y, z) cu o viteză v(x, y, z) indepen-

dentă de direçtie. Timpul necesar ca lumina să ajungă din punctul M1(x1, y1, z1) în

punctul M2(x2, y2, z2) de-a lungul curbei de ecua̧tii y = y(x), z = z(x) este

T =

x2Z
x1

p
1 + y0(x)2 + z0(x)2

v(x, y(x), z(x)
dx.

Principiul lui Fermat afirmă că lumina se propagă de-a lungul acelei curbe pentru

care T este minim. Problema opticii geometrice este deci determinarea funçtiilor y =

y(x), z = z(x) definite pe [x1, x2] astfel încât y(x1) = y1, y(x2) = y2, z(x1) = z1,

z(x2) = z2 şi pentru care integrala de mai sus are valoare minimă.

O altă problemă clasică a calculului varia̧tional este aşa numita problemă a lui Plateau

(Plateau, Antoine Ferdinand Joseph, 1801-1883, belgian, profesor de fizică şi anatomie

la Universitatea din Gand). Ea constă în determinarea formei de echilbru a unei pelicule

de săpun suştinute de două inele (pentru simplitate de aceeaşi rază R) perpendiculare

pe axa comună Ox în punctele de abscise −b, b. Neglijând greutatea peliculei, din

proprietă̧tile tensiunii superficiale rezultă că pelicula se dispune astfel încât ea să aibă

o suprafa̧tă minimă. Din motive de simetrie evidente, pelicula are forma unei suprafȩte
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de rota̧tie de arie minimă. De aceea problema lui Plateau se mai numeşte şi problema

suprafeţei de rotaţie de arie minimă. Dacă notăm cu y = y(x), −b ≤ x ≤ b ecua̧tia
curbei de seçtiune cu planul xoy, atunci aria suprafȩtei de rota̧tie este

S = 2π

bZ
−b

y(x)
p
1 + y0(x)2dx.

Deci, problema lui Plateau revine la determinarea funçtiei y = y(x) definite şi derivabile

pe [−b,−b] astfel încât y(−b) = R, y(b) = R şi astfel încât integrala

S = 2π

bZ
−b

y(x)
p
1 + y0(x)2dx

să fie minimă.

Tot problemă clasică de calcul varia̧tional este problema formei de echilibru a unui fir

greu omogen flexibil şi inextensibil de lungime dat̆a l fixat la capete. Se vede uşor că la

echilibru firul se află într-un plan vertical. Considerând acest plan vertical drept planul

xOy, unde axa Oy este dirijată după verticala locului, curba de echilibru corespunde

la acea curbă pentru care energia poteņtială a firului este minimă, adică la acea curbă

pentru care ordonata yG a centrului de greutate al firului este minimă. Dacă punctele

A(a, ya), B(b, yb) sunt capetele firului, dacă y = y(x), x ∈ [a, b] este ecua̧tia explicită a
curbei de echilibru, cu y(x) funçtie derivabilă pe [a, b], dacă ρ este densitatea lineară a

firului, atunci ordonata centrului de greutate al firului este

yG =

bR
a

ρy(x)
p
1 + y0(x)2dx

bR
a

ρ
p
1 + y0(x)2dx

=
1

l

bZ
a

y(x)
p
1 + y0(x)2dx

lungimea firului fiind

l =

bZ
a

p
1 + y0(x)2dx.

Deci, problema revine la determinarea funçtiei y(x) definite şi derivabile pe [a, b], astfel

încât

y(a) = ya, y(b) = yb,

bZ
a

p
1 + y0(x)2dx = l
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şi astfel încât integrala
bZ
a

y(x)
p
1 + y0(x)2dx

să fie minimă. Şi aici curba de echilibru poate fi căutată sub formă parametrică luând

ca parametru o abscisă curbilinie. Aşa cum vom vedea, curba de echilibru a firului este

o poŗtiune din aşa-numitul l̆anţişor, un arc de curbă apropiat de un arc de parabolă.

Altă problemă clasică de calcul varia̧tional este problema geodezicelor pe o suprafaţ̆a

S, adică problema determinării pe o suprafa̧tă S a unei curbe care uneşte două puncte

de pe acea suprafa̧tă şi are lungimea minimă. Dacă suprafa̧ta S este dată parametric

prin ecua̧tia vectorial parametrică

~r = ~r(u, v), (u, v) ∈ Du,v,

dacă

ds2 = d~r2 = E(u, v)du2 + 2F (u, v)dudv +G(u, v)dv2,

este prima sa formă fundamentală cu coeficieņtii

E(u, v) = ~ru(u, v) · ~ru(u, v),
F (u, v) = ~ru(u, v) · ~rv(u, v),
G(u, v) = ~rv(u, v) · ~rv(u, v)

şi dacă

u = u(t), v = v(t), t ∈ [t1, t2], u(t1) = u1, v(t1) = v1, u(t2) = u2, v(t2) = v2

sunt ecua̧tiile parametrice ale unei curbe care uneşte punctele M1(u1, v1), M2(u2, v2),

atunci lungimea acestei curbe este

l =

t2Z
t1

p
E(u(t), v(t))u0(t)2 + 2F (u(t), v(t))u0(t)v0(t) +G(u(t), v(t))v0(t)2dt.

Deci, problema determinării geodezicelor pe S revine la determinarea funçtiilor deri-

vabile

u = u(t), v = v(t), t ∈ [t1, t2], u(t1) = u1, v(t1) = v1, u(t2) = u2, v(t2) = v2
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astfel încât integrala

l =

t2Z
t1

p
E(u(t), v(t))u0(t)2 + 2F (u(t), v(t))u0(t)v0(t) +G(u(t), v(t))v0(t)2dt

să fie minimă. In cazul în care suprafa̧ta S este planul xOy cu ecua̧tia parametrică

~r = x~i + y~j, (x, y) ∈ R2 cu prima formă fundamentală ds2 = dx2 + dy2, problema

geodezicei care uneşte punctele M1(x1, y1), M2(x2, y2) revine la determinarea funçtiilor

derivabile x = x(t), y = y(t), t ∈ [t1, t2] cu x(t1) = x1, y(t1) = y1, x(t2) = x2, y(t2) = y2
astfel încât integrala

t2Z
t1

p
x0(t)2 + y0(t)2dt

să fie minimă. Dacă alegem ca parametru coordonata x, problema revine la determinarea

funçtiei derivabile y = y(x), x ∈ [x1, x2] cu y(x1) = y1, y(x2) = y2 astfel încât integrala
x2Z
x1

p
1 + y0(x)2dx

să fie minimă.

11.2 Funçtionale

Toate problemele enuņtate mai sus erau probleme de extremum - determinarea ma-

ximului sau minimului - pentru o anumită integrală, care depinde de o anumită curbă,

deci de una sau mai multe funçtii definite pe un anumit interval. Spre deosebire de

problemele de extremum pentru funçtiile de o variabilă sau mai multe variable, rezolvate

cu mijloacele calculului difereņtial, unde aveam de-a face cu probleme cu unul sau mai

multe grade de libertate (dar în număr finit), aici avem de-a face cu probleme cu un

număr infinit de grade de libertate. In cazul extremelor funçtiilor de n variabile, cele n

variabile x1, x2, ..., xn erau coordonatele unui element, unui punct x = (x1, x2, ..., xn) din

Rn. InRn avem opera̧tiile de adunare a două asemenea elemente şi opera̧tia de înmuļtire

a unui element cu un număr real, Rn fiind astfel un spa̧tiu vectorial n-dimensional, de

aceea spuneam că avem un număr finit de grade de libertate. In plus, în Rn puteam

introduce o normă, deci o distaņtă, astfel încât să putem vorbi de puncte vecine. In
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problemele calculului varia̧tional este vorba de găsirea extremului unei integrale care

depinde de una sau mai multe funçtii şi de derivatele acestora. O asemenea integrală este

o funçtie definită pe o muļtime de funçtii şi are valori reale. Ea se numeşte funcţional̆a

exprimat̆a printr-o integral̆a. Deci calculul varia̧tional studiază extremele funçtionalelor

exprimate prin integrale. In continuare, vom conveni ca funçtionalele să fie notate prin

litere mari latine, marcând argumentele lor, deci funçtiile de care depind, între paranteze

drepte. Vom conveni să marcăm în paranteze rotunde argumentul sau argumentele

funçtiilor, deşi acestea sunt variabile “mute”, deci pot fi notate oricum.

Astfel, funçtionala din problema lui Dido este

I[y(x)] =

bZ
a

y(x)dx

sau

I[x(s)] =

LZ
0

x(s)
p
1− x0(s)2ds

sau

I[x(t), y(t)] =
1

2

t2Z
t1

[x(t)y0(t)− y(t)x0(t)]dt

după cum folosim reprezentarea explicită sau parametrică a curbei. In celelalte probleme

enuņtate funçtionalele sunt:

- în problema brahistocronei

I[y(x)] =

bZ
0

s
1 + y0(x)2

2g(h− y(x))dx;

- în problema suprafȩtei de rota̧tie minime

I[y(x)] = 2π

bZ
−b

y(x)
p
1 + y0(x)2dx;

- în problema echilibrului firului greu

I[y(x)] =

bZ
a

y(x)
p
1 + y0(x)2dx;

- în problema geodezicelor în plan

I[y(x)] =

x2Z
x1

p
1 + y0(x)2dx.
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11.3 Spa̧tii de funçtii

Domeniul de defini̧tie al unei funçtionale este o muļtime de funçtii reale definite pe

un interval în cazul funçtiilor de o variabilă, sau pe un domeniu în cazul funçtiilor de

mai multe variabile, care satisfac anumite condi̧tii de netezime - derivata continuă sau

continuă pe poŗtiuni - în interval sau domeniu şi anumite condi̧tii la capetele interva-

lului sau pe frontiera domeniului. Muļtimile de funçtii reale definite pe un interval sau

domeniu cu anumite condi̧tii de netezime înzestrate cu opera̧tia de adunare a funçtiilor

şi cu opera̧tia de înmuļtire a funçtiilor cu numere reale formează spa̧tii vectoriale cu

dimensiune infinită. Se spune că avem de-a face cu probleme cu un număr infinit de

grade de libertate. Mai mult, aceste spa̧tii vectoriale pot fi înzestrate cu anumite norme,

deci cu anumite distaņte, şi putem astfel vorbi despre funçtii vecine şi despre vecinătatea

unei funçtii.

Ca peste tot în acest curs, vom nota prin C[a, b] spa̧tiul vectorial normat al funçtiilor

continue pe [a, b] cu norma uniformă

ky(x)k0 =max
x∈[a,b]

|y(x)| ;

prin C1[a, b] vom nota spa̧tiul vectorial normat al funçtiilor cu derivata continuă pe [a, b]

cu norma

ky(x)k1 = max
x∈[a,b]

|y(x)|+ max
x∈[a,b]

|y0(x)| ;

mai general prin Cm[a, b] vom nota spa̧tiul vectorial normat al funçtiilor cu derivata de

ordinul m continuă pe [a, b] cu norma

ky(x)km =
mX
k=0

max
x∈[a,b]

¯̄
y(k)(x)

¯̄
.

Prin Cm∗[a, b] vom nota spa̧tiul vectorial normat al funçtiilor cu derivata de ordinul m

continuă pe poŗtiuni pe [a, b] cu aceeaşi normă

ky(x)km =
mX
k=0

max
x∈[a,b]

¯̄
y(k)(x)

¯̄
.

Dacă y0(x) ∈ C[a, b] vom numi vecin̆atate de ordin zero sau vecin̆atate tare de

l̆argime 2ε a lui y0(x) muļtimea tuturor funçtiilor y(x) ∈ C[a, b] cu proprietatea că
ky(x)− y0(x)k0 < ε şi o vom nota prin V0ε(y0(x)). Analog, vom numi vecin̆atate de
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ordinul întâi sau slab̆a de l̆argime 2ε a lui y0(x) ∈ C1[a, b] muļtimea tuturor funçtiilor
y(x) ∈ C1[a, b] cu proprietatea că ky(x)− y0(x)k1 < ε şi o vom nota prin V1ε(y0(x)).

La fel, vom numi vecinătate slabă de funçtii cu derivată discontinuă de lărgime 2ε a

lui y0(x) ∈ C1∗[a, b] muļtimea tuturor funçtiilor y(x) ∈ C1∗[a, b] cu proprietatea că
ky(x)− y0(x)k1 < ε şi o vom nota prin V1∗ε(y0(x)) .

Este clar că o vecinătate slabă de lărgime 2ε a lui y0(x) este coņtinută în vecinătatea

tare de lărgime 2ε a lui y0(x).

Fie I[y(x)] o funçtională definită pe o muļtime de funçtiiM . MuļtimeaM se numeşte

şi mulţimea funcţiilor admisibile. Cum orice funçtie admisibilă are un grafic, muļtimea

M se mai numeşte şi mulţimea liniilor sau curbelor admisibile. In cazul funçtionalelor

care depind de funçtii de mai multe variabile vom vorbi de mulţimea suprafeţelor ad-

misibile.

Fie I[y(x)] o funçtională definită pe o muļtime de funçtiiM şi y0(x) ∈M. Funçtionala
I[y(x)] este continŭa în y0(x) în sensul unei anumite norme dacă pentru orice ε > 0

există un δ(ε) > 0 astfel încât pentru orice funçtie y(x) ∈ M din vecinătatea de ordin

δ(ε) a lui y0(x), ||y(x) − y0(x)|| < δ(ε), are loc inegalitatea |I[y(x)] − I[y0(x)]| < ε.

Este evident defini̧tia obi̧snuită a continuită̧tii în spa̧tii normate. Această defini̧tie este

echivalentă cu faptul că oricare ar fi funçtia η(x) din vecinătatea lui 0 (funçtia nulă) are

loc rela̧tia

lim
t→0

I[y0(x) + tη(x)] = I[y0(x)].

Dacă funçtionala I[y(x)] definită pe muļtimea de funçtii M nu este continuă în y0(x) ∈
M0, se spune că ea este discontinuă în y0(x).

Exemplul 1. Funçtionala

I[y(x)] =

Z 1

0

[y(x) + 2y0(x)]dx

definită pe C1[0, 1] este continuă în funçtia y0(x) = x în sensul normei din C1[0, 1] pentru

că oricare ar fi funçtia y(x) ∈ C1[0, 1] cu |y(x)− x| < δ, |y0(x)− 1| < δ avem

|I[y(x)]− I[x]| = |
Z 1

0

[y(x) + 2y0(x)− x− 2]dx| ≤

≤
Z 1

0

|y(x)− x|dx+ 2
Z 1

0

|y0(x)− 1|dx.

Oricare ar fi ε > 0 alegând δ = ε
3
avem |I[y(x)]− I[x]| < ε.
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Exemplul 2.Fie funçtionala I[y(x)] = y0(x0) definită pe C1[a, b], x0 fiind un punct

fixat din [a, b]. Această funçtională este discontinuă în orice funçtie y0(x) ∈ C1[a, b] în
norma uniformă din C[a, b]. Intr-adevăr, fie ϕ(x) ∈ C1[a, b] astfel încât ϕ0(x0) = 1 şi

|ϕ(x)| < δ,∀x ∈ [a, b]. Funçtia y(x) = y0(x) + ϕ(x) ∈ C1[a, b] şi are derivata y0(x0) =
y00(x) + 1. Deci |I[y(x)]− I[y0(x)]| = 1.
Se vede uşor că aceeaşi funçtională este continuă în orice funçtie y0(x) ∈ C1[a, b] în

norma lui C1[a, b].

11.4 Clasificarea extremelor

Fie I[y(x)] o funçtională definită pe o muļtime de funçtiiM . Vom spune că funçtio-

nala I[y(x)] are minim (maxim) pe muļtimea M0 ⊂M în y0(x) ∈M0 dacă pentru orice

y(x) ∈M0 are loc rela̧tia I[y(x)]− I[y0(x)] ≥ 0 (≤ 0) .
Dacă funçtionala I[y(x)] are minim (maxim) pe muļtimea M0 ⊂ M în y0(x) ∈ M0

atunci ea are minim (maxim) în y0(x) pe orice muļtime mai micăM1 ⊂M0, y0(x) ∈M1

.

Fie I[y(x)] o funçtională definită pe o muļtime de funçtii M . Vom spune că funçtio-

nala I[y(x)] are un minim (maxim) tare în y0(x) ∈ C[a, b]∩M dacă există o vecinătate

tare V0ε(y0(x)) astfel încât funçtionala are un minim (maxim) pe V0ε(y0(x)) ∩ M în

y0(x) . Analog, vom spune că funçtionala I[y(x)] are un minim (maxim) slab în y0(x) ∈
C1[a, b] ∩M dacă există o vecinătate slabă V1ε(y0(x)) astfel încât funçtionala are un

minim (maxim) pe V1ε(y0(x)) ∩M în y0(x) . La fel vom defini minimul (maximul) slab

cu derivată discontinuă.

Dacă funçtionala I[y(x)] definită pe muļtimea de funçtii M are un minim ( maxim)

pe M în y0(x) ∈ M vom spune că ea are un minim (maxim) absolut pe M în y0(x).

Minimele (maximele) tari sau slabe se numesc şi minime (maxime) relative.

Este evident că un extremum tare este deasemenea şi un extremum slab. De aseme-

nea, un extremum absolut este şi un extremum relativ.

Exemplul 3. Fie funçtionala

I[y(x)] =

Z
0

πy(x)2(1− y0(x)2)dx
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definită pe muļtimea M a funçtiilor cu derivata integrabilă pe [0,π] astfel încât y(0) =

y(π) = 0. Funçtia nulă pe [0,π] realizează minimul slab al acestei funçtionale pentru

că pentru |y(x)| + |y0(x)| < ε < 1 integrandul este pozitiv şi se anulează numai pentru

y(x) ≡ 0. Funçtionala nu î̧si atinge minimul tare pe y(x) ≡ 0 pentru că luând funçtiile

yn(x) =
1√
n
sinnx

avem

I[yn(x)] =
π

2n
− π

8

şi deci I[yn(x)] < 0 pentru n > 4. In acelaşi timp kyn(x)k0 → 0, adică funçtiile yn(x)

sunt în vecinătatea tare a funçtiei nule.

Exemplul 4. Fie funçtionala

I[y(x)] =

1Z
−1

x2y0(x)2dx

definită pe muļtimeaM a funçtiilor cu derivată integrabilă pe [−1, 1] astfel încât y(−1) =
−1, y(1) = 1. Ea este evident pozitivă pe M . Pentru funçtiile

yα(x) =
arctan x

α

arctan 1
α

,α > 0,

avem

I[yα(x)] =

1Z
−1

x2y0a(x)
2dx <

1Z
−1

(x2 + α2)y0a(x)
2dx =

2α

arctan 1
α

şi deci I[yα(x)]→ 0 pentru α→ 0. In C1[−1, 1] nu se poate atinge minimul pentru că
ar trebui să avem y0(x) = 0 şi deci y(x) = const, contradiçtie cu condi̧tiile la capete. In

C1∗[−1, 1] minimul se atinge pentru funçtia

y0(x) =


−1 x ∈ [−1, 0)

0 x = 0

1 x ∈ (0, 1]

spre care tind funçtiile yα(x) pentru α→ 0.

Defini̧tiile date mai sus se extind în mod natural atât în cazul funçtionalelor care

depind de o funçtie de mai multe variabile definită pe un domeniu şi de derivatele paŗtiale

ale acesteia cât şi în cazul funçtionalelor care depind de mai multe funçtii de o variabilă
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definite pe un interval şi de derivatele acestora. In ultimul caz, în locul funçtiei y(x)

putem considera că avem de-a face cu o funçtie vectorială y(x) cu n componente funçtii

de o singură variabilă.

11.5 Exerci̧tii

1. Să se arate că funçtia y(x) ≡ x realizează minimul tare (chiar absolut) pentru
funçtionala

I[y(x)] =

1Z
0

y0(x)dx

definită pe muļtimea funçtiilor

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1.ª

.

2. Să se arate că funçtia y(x) ≡ x realizează minimul slab, dar nu tare, pentru

funçtionala

I[y(x)] =

1Z
0

y0(x)3dx

definită pe muļtimea funçtiilor

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1.ª

şi că minimul absolut al funçtionalei este egal cu −∞.
3. Să se arate că pentru funçtionala

I[y(x)] =

1Z
0

xy0(x)2dx

definită pe muļtimea funçtiilor

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[0, 1], xy0(x)2 integrabilă pe [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1.ª

nu există o funçtie care să realizeze minimul.

Ind. Se va observa că I[y(x)] = 0 şi că I[x 1
n ] = 1

2n
→ 0.
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4. Să se arate că pentru funçtionala

I[y(x)] =

1Z
0

x
2
3y0(x)2dx

definită pe muļtimea funçtiilor

M =
n
y(x)|y(x) ∈ C1[0, 1], x 23y0(x)2 integrabilă pe [0, 1], y(0) = 0, y(1) = 1.

o
minimul absolut se atinge pentru y(x) ≡ x 13 .

11.6 Extremele funçtiilor reale de mai multe vari-

abile

Calculul varia̧tional clasic rezolvă problema extremelor funçtionalelor prin mijloace

asemănătoare celor folosite de analiza clasică în rezolvarea problemei extremelor funçti-

ilor de una sau mai multe variabile. Şi în analiza clasică şi în calculul varia̧tional clasic,

metoda eseņtială este metoda variaţiilor : studiul extremelor este făcut prin atribuirea

de mici varia̧tii argumentului. De aceea vom reaminti pe scurt rezultatele analizei clasice

în cazul funçtiilor reale de n variabile. Notând x = (x1, x2, ..., xn), o asemenea funçtie se

poate scrie sub forma f(x). Funçtia f(x) definită într-o vecinătate a lui a are derivată

în a în direçtia vectorului h, notată∂f
∂h
, dacă funçtia de variabilă reală t, f(a + th) are

derivata ∂f
∂h
în t = 0, adică

∂f

∂h
=
d

dt
f(a+ th) |t=0 ,

sau altfel scris

f(a+ th) = f(a) + t
∂f

∂h
+ o(t), t→ 0.

Reamintim că am notat prin o(t) un “infinit mic” neglijabil în raport cu t, adică lim
t→0

|o(t)|
|t| = 0. Derivatele paŗtiale ∂f

∂x1
, ∂f
∂x2
, ..., ∂f

∂xn
sunt derivatele în a în direçtia versorilor

bazei canonice e1 = (1, 0, ..., 0) , e2 = (0, 1, 0, ..., 0) , ... , en = (0, ...0, 1).

Funçtia f(x) definită într-o vecinătate a lui a are derivată de ordinul doi în a în

direçtia vectorului h, notată∂
2f

∂h2
, dacă funçtia de variabilă reală t, f(a+ th) are derivata

de ordinul doi ∂2f
∂h2

în t = 0, adică

∂2f

∂h2
=
d2

dt2
f(a+ th) |t=0 ,
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sau altfel scris

f(a+ th) = f(a) + t
∂f

∂h
+
1

2
t2
∂2f

∂h2
+ o(t2), t→ 0.

Funçtia f(x) definită într-o vecinătate a lui a este difereņtiabilă în a dacă creşterea

sa în a: f(a+h)−f(a) are o parte principală lineară în creşterea argumentului h, adică
există o aplica̧tie lineară de la Rn la R, deci o formă lineară, derivata de primul ordin

f 0(a)(h), numită şi difereņtiala de primul ordin notată df(a;h), astfel încât

f(a+ h)− f(a) = f 0(a)(h) + o(khk), khk→ 0

sau

f(a+ h)− f(a) = df(a;h) + o(||h||), khk→ 0.

Dacă funçtia f(x) este difereņtiabilă în a, ea are în a derivate paŗtiale după orice vector

şi componentele derivatei f 0(a) sunt tocmai derivatele paŗtiale în a ∂f
∂x1
, ∂f
∂x2
, ..., ∂f

∂xn
ale

lui f(x). Rela̧tia de defini̧tie se poate scrie matricial sub forma

f(a+ h)− f(a) = (
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, ...,

∂f

∂xn
)(h1, h2, ..., hn)

t + o(khk),
sau

f(a+ h)− f(a) =
∂f

∂x1
h1 +

∂f

∂x2
h2 + ...+

∂f

∂xn
hn + o(khk)

unde prin exponentul t am notat opera̧tia de transpunere. Cum pentru funçtiile f(x) =

xi avem df(a;h) = hi este normal să se noteze dxi în loc de hi şi dx în loc de h şi expresia

difereņtialei este

df(a; dx) =
∂f

∂x1
dx1 +

∂f

∂x2
dx2 + ...+

∂f

∂xn
dxn

O funçtie definită şi difereņtiabilă într-o vecinătate a lui a este difereņtiabilă de

ordinul doi în a dacă difereņtiala sa de primul ordin f 0(x)(h) este difereņtiabilă în a, în

raport cu x, deci există o aplica̧tie lineară de la spa̧tiul formelor lineare pe Rn la R,

adică o formă bilineară f 00(a)(h, k) de la Rn la R, astfel încât

f 0(a+ k)(h)− f 0(a)(h) = f 00(a)(h, k) + o(kkk).

Se arată că forma bilinearăf 00(a)(h, k) este simetrică şi că matricea sa în baza canon-

ică este aşa numita matrice hessian̆a a lui f , matricea derivatelor paŗtiale de ordinul

doi ale lui f în a, adică are loc rela̧tia

f 00(a)(h, k) =
nX

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
hikj.
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Mai mult, se arată că defini̧tia de mai sus este echivalentă cu existeņta formulei lui

Taylor de ordinul doi

f(a+ h) = f(a) +
1

1!
f 0(a)(h) +

1

2!
f 00(a)(h, h) + o(khk2), khk→ 0.

De obicei f 00(a)(h, h) este numită difereņtiala de ordinul doi şi se notează prin

d2f(a;h) sau d2f(a; dx). Cu nota̧tiile de mai sus

d2f(a; dx) =
nX

i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
dxidxj.

Peste tot în aceste rela̧tii, derivatele paŗtiale sunt calculate în a.

De asemenea are loc rela̧tia

f 00(a)(h, h) =
d2

dt2
f(a+ th) |t=0 ,

adică dacă funçtia este difereņtiabilă de două ori atunci ea are şi derivata de ordinul doi

în direçtia oricărui vector

Pe baza celor de mai sus, se demonstrează următoarele teoreme:

T1. (Condiţii necesare de minim) Pentru ca punctul a să fie punct de minim local

al funçtiei f(x) difereņtiabilă de ordinul doi în a sunt necesare condi̧tiile:

• f 0(a) = 0,

• f 00(a) ≥ 0,

ultima condi̧tie însemnând că forma pătratică f 00(a)(h, h) ≥ 0 pentru orice h.

T2. (Condi̧tii suficiente de minim) Pentru ca punctul a să fie punct de minim local

pentru funçtia f(x) difereņtiabilă de ordinul doi în a sunt suficiente condi̧tiile:

• f 0(a) = 0,

• f 00(a) > 0,

ultima condi̧tie însemnând că f 00(a)(h, h) > 0 pentru orice h nenul.
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11.7 Varia̧tia de ordinul întâi a funçtionalelor

Având în vedere cele de mai sus, suntem conduşi să introducem următoarele defini̧tii:

Defini̧tia 1. Fie I[y(x)] o funçtională definită pe muļtimea M a funçtiilor admisibile

y(x). Vom numi derivat̆a de ordinul întâi a funcţionalei I[y(x)] în punctul y0(x) ∈ M
corespunzătoare funçtiei η(x), derivata de ordinul întâi în t = 0 a funçtiei I[y0(x)+tη(x)],

adică aplica̧tia η(x)→ δI[y0(x); η(x)] definită prin rela̧tia

δI[y0(x); η(x)] =
∂

∂t
I[y0(x) + tη(x)] |t=0 ,

dacă aceasta există pentru y0(x) + tη(x) ∈M, pentru t într-o vecinătate V0 a lui 0.
Din această defini̧tie, rezultă că derivata de ordinul întâi δI[y0(x); η(x)] este o funçtio-

nală definită pe o submuļtime

M0 = {η(x)|y0(x) + tη(x) ∈M, t ∈ V0}

a muļtimii funçtiilor admisibile M . Ea depinde atât de funçtia dată y0(x) cât şi de

funçtia η(x). Dacă adoptăm un limbaj geometric, putem spune că muļtimea funçtiilor

{y0(x) + tη(x)|t ∈ V0}

alcătuiesc direcţia η(x) şi putem vorbi de derivata întâia a funcţionalei în direcţia η(x).

Defini̧tia 2. O funçtională L[y(x)] definită pe un spa̧tiu vectorial real normat de

funçtiiM se numeşte omogen̆a dacă oricare ar fi constanta reală λ şi oricare ar fi funçtia

y(x) ∈M are loc rela̧tia

L[λy(x)] = λL[y(x)].

O funçtională L[y(x)] definită pe un spa̧tiu vectorial real normat de funçtii M se

numeşte aditiv̆a dacă oricare ar fi funçtiile y1(x), y2(x) ∈M are loc rela̧tia

L[y1(x) + y2(x)] = L[y1(x)] + L[y2(x)].

O funçtională L[y(x)] definită pe un spa̧tiu vectorial real normat de funçtii M se

numeşte linear̆a dacă este omogenă şi aditivă.

Se verifică uşor că o funçtională definită pe un spa̧tiu vectorial real normat de funçtii

M este lineară dacă este continuă şi aditivă.
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Vom observa că derivata de ordinul întâi δI[y0(x); η(x)] este o funçtională omogenă

în raport cu η(x) cum rezultă din rela̧tiile

δI[y0(x);λη(x)] =
∂

∂t
I[y0(x) + λtη(x)] |t=0 =

=
∂

∂(λt)
I[y0(x) + λtη(x)] |λt=0 ∂(λt)

∂t
=

= λ
∂

∂(λt)
I[y0(x) + λtη(x)] |λt=0 = λδI[y0(x); η(x)].

Derivata de ordinul întâi fiind funçtională omogenă în raport cu direçtia δI[y0(x); tη(x)] =

tδI[y0(x); η(x)], cum tη(x) reprezintă varia̧tia efectivă a funçtiei y0(x) este natural să o

numim pe aceasta variaţia funcţiei y0(x), să o notăm cu δy(x), iar ca variaţie de ordinul

întâi a funcţionalei să considerăm pe tδI[y0(x); η(x)] = δI[y0(x); δy(x)].

Observa̧tie. Dacă y0(x) : [a, b]→ R este o funçtie reală, uneori funçtia y(x, t) : [a, b]×
(−ε, ε) → R cu proprietatea că y(x, 0) = y0(x) se numeşte variata lui y0(x). Funçtia

δy(x) = ∂y(x,t)
∂t

¯̄̄
t=0
t se numeşte varia̧tia lui y0(x). Se verifică uşor că (δy(x))0 = δy0(x). Se

defineşte varia̧tia de ordinul întâi a funçtionalei I[y(x)] în y0(x) ca fiind δI[y0(x), δy(x)] =
∂I[y(x,t)]

∂t

¯̄̄
t=0
t. Toate rela̧tiile de mai sus sau care vor urma rămân valabile cu aceste

defini̧tii.

Exemplul 5. Să considerăm funçtionala

I[y(x)] =

1Z
−1

y(x)2y0(x)dx

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[−1, 1], y(−1) = 1, y(1) = 1ª .

Cum funçtia y0(x) = x2 ∈ M , funçtia y0(x) + tη(x) ∈ M dacă şi numai dacă η(x) ∈
C1[−1, 1] şi η(−1) = η(1) = 0. In aceste condi̧tii avem

I[y0(x) + tη(x)] =

1Z
−1

[x2 + tη(x)]2[2x+ tη0(x)]dx.

Sub integrală având un polinom în t, putem deriva sub integrală şi avem

δI[y0(x); η(x)] =
∂

∂t
I[y0(x) + tη(x)] |t=0 =
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= lim
t→0

1Z
−1

[2x+ tη0(x)][2x2η(x) + 2tη(x)2] + η
0
(x)[x2 + tη(x)]2dx =

=

1Z
−1

[4x3η(x) + x4η0(x)]dx.

Din expresia ob̧tinută se vede că derivata de ordinul întâi este în acest caz chiar o

funçtională lineară pe muļtimea

M0 =
©
η(x)|η(x) ∈ C1[−1, 1], η(−1) = 0, η(1) = 0ª .

Exemplul 6. Fie acum funçtionala

I[y(x)] =

1Z
−1

3
p
y(x)3 + y0(x)3dx

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[−1, 1], y(−1) = 0, y(1) = 0}.

Cum funçtia y0(x) = 0 ∈M pentru ca y0(x)+tη(x) = tη(x) ∈M este necesar şi suficient

ca

η(x) ∈M0 =
©
η(x)|η(x) ∈ C1[−1, 1], η(−1) = 0, η(1) = 0ª .

Cum

I[y0(x) + tη(x)] = I[tη(x)] =

1Z
−1

t 3
p

η(x)3 + η0(x)3dx

rezultă că derivata de ordinul întâi a acestei funçtionale este

δI[y0(x); η(x)] =

1Z
−1

3
p

η(x)3 + η0(x)3dx.

Observăm că în acest caz derivata de ordinul întâi este o funçtională nelineară în raport

cu η(x), dar ea este o funçtională omogenă în raport cu η(x). Nelinearitatea varia̧tiei

de ordinul întâi se explică prin faptul că funçtia de sub integrala funçtionalei, f(y, y0) =

y3+y03, nu admite derivate paŗtiale de ordinul întâi în punctul (0, 0), unde y = 0, y0 = 0.

Exemplul 7. Fie acum cazul mai general al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx
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definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}.

In ce priveşte lagrangeianul funcţionalei, funçtia de trei variabile F (x, y, y0), vom admite

că ea este definită într-un domeniu D3 ⊂ R3 şi că în acest domeniu ea este o funçtie

cu derivate paŗtiale de ordinul întâi Fx, Fy, Fy0 continue în raport cu cele trei variabile.

Fie y0(x) ∈ M o funçtie admisibilă. Pentru ca y0(x) + tη(x) ∈ M,∀t ∈ V0, este necesar
şi suficient ca

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Pentru o asemenea funçtie avem

I[y0(x) + tη(x)] =

bZ
a

F (x, y0(x) + tη(x), y
0
0(x) + tη

0(x))dx.

Cum funçtia F este de clasă C, putem deriva în raport cu t sub integrală conform cu

regulile de derivare în laņt (derivarea funçtiilor compuse):

∂

∂t
I[y0 + tη] =

bZ
a

[Fy(x, y0 + tη, y
0
0 + tη

0)η + Fy0(x, y0 + tη, y00 + tη
0)η0] dx

şi deci ob̧tinem derivata de ordinul întâi a funçtionalei

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

[Fy(x, y0(x), y
0
0(x))η(x) + Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))η

0(x)] dx.

Se vede că în acest caz, derivata de ordinul întâi este o funçtională lineară şi continuă

în raport cu funçtia η(x).

Dacă presupunem că funçtia F (x, y, y0) are derivate de ordinul doi continue şi că

funçtiile admisibile sunt cu derivate de ordinul doi continue, ultimului termen al derivatei

de ordinul întâi i se poate aplica integrarea prin păŗti şi putem scrie derivata de ordinul

întâi sub forma

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

·
Fy(x, y0(x), y

0
0(x))−

d

dx
Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))

¸
η(x)dx.
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Dacă derivata de ordinul întâi δI[y0(x); η(x)] a funçtionalei I[y(x)] este o funçtională

lineară şi continuă în raport cu funçtia η(x), se mai spune că aceasta reprezintă derivata

sau diferenţiala în sensul lui Gateaux în y0(x) a funçtionalei I[y(x)] în direçtia lui η(x).

Dacă folosim varia̧tiile δy(x), δy0(x) atunci putem scrie

δI[y0(x); δy(x)] =

bZ
a

·
∂F

∂y
(x, y0(x), y

0
0(x))δy(x) +

∂F

∂y0
(x, y0(x), y

0
0(x))δy

0(x)
¸
dx,

adică, formal varia̧tia de ordinul întâi se ob̧tine prin “difereņtiere” sub semnul integrală

şi înlocuirea simbolului de difereņtiere “d” prin “ δ ”.

Defini̧tia 3. Dacă pentru funçtionala I[y(x)] definită pe muļtimea funçtiilor admi-

sibile M dintr-un spa̧tiu vectorial normat există o funçtională L[y0(x); η(x)] lineară şi

continuă în raport cu funçtia η(x) definită pe muļtimea funçtiilor

M0 = {η(x)|y0(x) + η(x) ∈M}

astfel încât

I[y0(x) + η(x)]− I[y0(x)] = L[y0(x); η(x)] + o(kη(x)k), kη(x)k→ 0,

pentru orice funçtie η(x) ∈M0, atunci spunem că funçtionala I[y(x)] este diferenţiabil̆a

Frechet în y0(x) şi funçtionala lineară L[y0(x); η(x)] se numeşte derivata sau diferenţiala

în sensul lui Frechet a funçtionalei I[y(x)] în y0(x) şi o vom nota tot prin δI[y0(x); η(x)].

Exemplul 8. Fie acum cazul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

din Exemplul 7. definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}.

In ce priveşte lagrangeianul funçtionalei, funçtia de trei variabile F (x, y, y0), vom admite,
ca şi acolo, că ea este definită într-un domeniu mărginit D3 ⊂ R3 şi că în acest domeniu
ea este o funçtie cu derivate paŗtiale de ordinul doi în raport cu cele trei variabile

continue. Fie y0(x) ∈M o funçtie admisibilă. Pentru ca y0(x) + η(x) ∈M, este necesar
şi suficient ca

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}
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şi ca norma lui η(x) să fie suficient de mică. Pentru o asemenea funçtie avem

I[y0(x) + η(x)] =

bZ
a

F (x, y0(x) + η(x), y00(x) + η0(x))dx

şi ţinând cont de formula lui Taylor

F (x, y0 + η, y00 + η0) = F (x, y0, y00) + Fy(x, y0, y
0
0)η + Fy0(x, y0, y

0
0)η

0 + o(kηk1)

putem scrie

I[y0(x) + η(x)] = I[y0(x)] +

bZ
a

[Fy(x, y0, y
0
0)η + Fy0(x, y0, y

0
0)η

0]dx+ o(kηk1),

adică funçtionala este difereņtiabilă în sensul lui Frechet şi difereņtiala sa în sensul lui

Frechet coincide cu derivata sa în sensul lui Gateaux, adică cu derivata sa de ordinul

întâi. De altfel, acest lucru este general: dacă funçtionala este difereņtiabilă în sensul

lui Frechet atunci ea este şi difereņtiabilă în sensul lui Gateaux şi cele două difereņtiale

coincid. In cele ce urmează, vom avea de-a face numai cu funçtionale care vor fi difer-

eņtiabile Frechet şi datorită tradi̧tiei vom vorbi despre varia̧tia de ordinul întâi în loc de

difereņtiala în sensul lui Frechet..

Mai mult, să observăm că dacă ţinem cont că funçtia creştere η(x) este varia̧tia

funçtiei y0(x) şi deci o notăm cu δy(x), η0(x) este varia̧tia derivatei y00(x) şi deci o notăm

cu δy0(x), varia̧tia de ordinul întâi a funçtionalei, şi deci difereņtiala sa Frechet, se scrie

sub forma

δI[y0(x); δy(x)] =

bZ
a

[Fy(x, y0(x), y
0
0(x))δy(x) + Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))δy

0(x)]dx,

adică, şi acum formal varia̧tia de ordinul întâi se ob̧tine prin “difereņtiere” sub semnul

integrală şi înlocuirea simbolului de difereņtiere “d” prin “ δ ”.

Exemplul 9. Să considerăm acum funçtionala

I[y(x), b] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a,B], y(a) = y1, b ≤ B}
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adică pe muļtimea funçtiilor al căror grafic are capătul din stânga fixat, iar capătul din

dreapta se poate deplasa liber în semiplanul x ≤ B. In calculul primei varia̧tii trebuie să
ţinem cont de faptul că extremitatea dreaptă se mi̧scă liber. Vom considera că abscisa

capătului din dreapta devine b + tβ, iar ordonata devine y(b + tβ) + tη(b + tβ). Vom

avea deci

Φ(t) = I[y(x) + tη(x), b+ tβ] =

b+tβZ
a

F (x, y(x) + tη(x), y0(x) + tη0(x))dx

şi deci

Φ0(t) =

b+tβZ
a

{Fy(x, y0 + tη, y00 + tη0)η + Fy0(x, y0 + tη, y00 + tη0)η0} dx+

+F (b+ tβ, y0(b+ tβ) + tη(b+ tβ), y
0
0(b+ tβ) + tη

0(b+ tβ))β

Φ0(0) = δI[y0; η] =

bZ
a

½
∂F

∂y
(x, y0, y

0
0)η +

∂F

∂y0
(x, y0, y

0
0)η

0
¾
dx+

+F (b, y0(b), y
0
0(b))β

integrând prin păŗti

Φ0(0) = δI[y0; η] =

bZ
a

½
Fy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)

¾
η(x)dx+

+Fy0(b, y0(b), y
0
0(b))η(b) + F (b, y0(b), y

0
0(b))β

sau în scrierea cu δy(x)

δI[y0; δy] =

bZ
a

½
Fy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)

¾
δy(x)dx+

+Fy0(b, y0(b), y
0
0(b))δy(b) +

+ (F (b, y0(b), y
0
0(b))− y00(b)Fy0(b, y0(b), y00(b))) δb.

Am notat prin δy(b) varia̧tia efectivă a ordonatei capătului din b :

δy(b) = η(b)t+ y00(b)δb.
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Dacă şi capătul din stânga ar fi variabil ar apărea cu semnul minus expresiile corespun-

zătoare lui.

Este de rȩtinut această formă generală a varia̧tiei de ordinul întâi pe care o putem

scrie sub forma

δI[y0; δy] =

bZ
a

½
Fy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)

¾
δy(x)dx+

+ [Fy0(x, y0(x), y
0
0(x))δy(x)−H(x, y0(x), y00(x))δx]ba

unde am notat

H(x, y, y0) = y0Fy0(x, y, y0)− F (x, y, y0)

aşa numita funcţie a lui Hamilton.

Exemplul 10. Fie funçtionala

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x), ..., y(m)(x))dx

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ Cm[a, b], y(i)(a) = yia, y(i)(b) = yib, i = 0, 1, ...,m− 1}

şi unde presupunem că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi în raport cu toate

argumentele continue într-un domeniu din Rm+2. Dacă y0(x) ∈ M , y0(x) + η(x) ∈ M
dacă şi numai dacă

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ Cm[a, b], η(i)(a) = 0, η(i)(b) = 0, i = 0, 1, ...,m− 1}

şi norma sa este suficient de mică. In aceste condi̧tii, funçtionala are derivata Frechet

în y0(x) dată de rela̧tia

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

[Fyη(x) + Fy0η
0(x) + ...+ Fy(m)η

(m)(x)]dx

toate derivatele paŗtiale fiind calculate în punctul corespunzător lui y0(x). Dacă pre-

supunem că funçtia F are derivate de ordin 2m în raport cu toate argumentele continue

şi că funçtiile admisibile au derivate de ordinul 2m continue pe [a, b], atunci integrând
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prin păŗti şi ţinând cont de rela̧tiile verificate în capete de varia̧tia tη(x) = δy(x) se

poate scrie varia̧tia de ordinul întâi sub forma

δI[y0(x); δy(x)] =

bZ
a

[Fy − d

dx
Fy0 + ...+ (−1)m d

m

dxm
Fy(m)]δy(x)dx.

Exemplul 11. Fie cazul unei funçtionale

I[y1(x), y2(x), ..., yn(x)] =

bZ
a

F (x, y1(x), y2(x), ..., yn(x), y
0
1(x), y

0
2(x), ..., y

0
n(x))dx,

definite pe o muļtime de n funçtii de o variabilă derivabile pe intervalul [a, b] :

M =
©
yi(x), i = 1, 2, ..., n|yi(x) ∈ C1[a, b], yi(a) = yia, yi(b) = yib

ª
,

funçtia F fiind definită într-un domeniu şi cu derivatele paŗtiale de ordinul întâi continue

în acel domeniu.

In aceste condi̧tii funçtionala are derivată Frechet în (y10(x), y20(x), ..., yn0(x))

δI(yi0(x), ηi(x)) =

bZ
a

(
nX
i=1

¡
Fyi(yi0(x), y

0
i0(x))ηi(x) + Fy0i(yi0(x), y

0
i0(x))η

0
i(x)

¢)
dx.

Dacă funçtia F are derivate de ordinul doi continue şi dacă funçtiile admisibile au

derivate de ordin doi atunci se poate scrie

δI(yi0(x), ηi(x)) =

bZ
a

(
nX
i=1

µ
Fyi(yi0(x), y

0
i0(x))−

d

dx
Fy0i(yi0(x), y

0
i0(x))

¶
ηi(x)

)
dx.

sau

δI(yi0(x), δyi(x)) =

bZ
a

(
nX
i=1

µ
Fyi(yi0(x), y

0
i0(x))−

d

dx
Fy0i(yi0(x), y

0
i0(x))

¶
δyi(x)

)
dx.

Exemplul 12. Considerăm acum cazul unei funçtionale al cărui argument este o

funçtie de două variabile definită pe un domeniu D din planul xOy

I[z(x, y)] =

ZZ
D

F (x, y, z(x, y), zx(x, y), zy(x, y))dxdy,

zx(x, y), zy(x, y) fiind derivatele paŗtiale ale funçtiei z(x, y), funçtională definită pe muļti-

mea funçtiilor admisibile

M = {z(x, y)|z(x, y) ∈ C1(D), z(x, y)|∂D = dat}.
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Presupunând că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu toate

argumentele sale într-un domeniu mărginit rezultă imediat că funçtionala are difereņtială

Frechet şi că aceasta este

δI[z(x, y); η(x, y)] =

ZZ
D

[Fzη(x, y) + Fzxηx(x, y) + Fzyηy(x, y)]dxdy

definită pe muļtimea funçtiilor

M0 = {η(x, y)|η(x, y) ∈ C1(D), η(x, y)|∂D = 0}.

Aici dacă admitem că funçtia F are derivate paŗtiale continue în raport cu toate ar-

gumentele şi că funçtiile admisibile au derivate paŗtiale de ordinul doi continue pe D,

integrând prin păŗti găsim expresia varia̧tiei de ordinul întâi sub forma

δI[z(x, y); η(x, y)] =

ZZ
D

[Fz − ∂

∂x
Fzx −

∂

∂y
Fzy ]η(x, y)dxdy

11.8 Varia̧tia de ordinul doi a funçtionalelor

Defini̧tia 4. Fie I[y(x)] o funçtională definită pe muļtimea M a funçtiilor admisibile

y(x). Vom numi derivat̆a de ordinul doi a funcţionalei I[y(x)] în punctul y0(x) ∈ M
corespunzătoare funçtiei η(x), derivata de ordinul doi în t = 0 a funçtiei I[y0(x)+tη(x)],

adică aplica̧tia η(x)→ δ2I[y0(x); η(x)] definită prin rela̧tia

δ2I[y0(x); η(x)] =
∂2

∂t2
I[y0(x) + tη(x)] |t=0 ,

dacă aceasta există pentru y0(x) + tη(x) ∈M, pentru t într-o vecinătate V0 a lui 0.
Şi aici, rezultă că derivata de ordinul doi δ2I[y0(x); η(x)] este o funçtională omogenă

de ordinul doi δ2I[y0(x); tη(x)] = t2δ2I[y0(x); η(x)] definită pe o submuļtime

M0 = {η(x)|y0(x) + tη(x) ∈M, t ∈ V0}

a muļtimii funçtiilor admisibile M . Introducând varia̧tia δy(x) = tη(x) vom considera

varia̧tia de ordinul doi ca fiind δ2I[y0(x); δy(x)] = t
2δ2I[y0(x); η(x)].

Exemplul 13. Fie acum cazul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx
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definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}.

In ce priveşte lagrangeianul funçtionalei, funçtia de trei variabile F (x, y, y0), vom admite

că ea este definită într-un domeniu D3 ⊂ R3 şi că în acest domeniu ea este o funçtie cu

derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu cele trei variabile. Fie y0(x) ∈M
o funçtie admisibilă.Cum avem

∂

∂t
I[y0 + tη] =

bZ
a

[Fy(x, y0 + tη, y
0
0 + tη

0)η + Fy0(x, y0 + tη, y00 + tη
0)η0] dx

rezultă

∂2

∂t2
I[y0 + tη] =

bZ
a

£
Fyy(x, y0 + tη, y

0
0 + tη

0)η2+

+2Fyy0(x, y0 + tη, y
0
0 + tη

0)ηη0 + Fy0y0(x, y0 + tη, y00 + tη
0)η02

¤
dx

şi deci derivata de ordinul doi este

δ2I[y0; η] =

Z b

a

©
Fyy(x, y0, y

0
0)η

2 + 2Fyy0(x, y0, y
0
0)ηη

0 + Fy0y0(x, y0, y00)η
02ª dx

sau înlocuind tη(x) cu δy(x) şi tη0(x) cu δy0(x)

δ2I[y0; δy(x)] =

Z b

a

©
Fyy(x, y0, y

0
0)δy

2 + 2Fyy0(x, y0, y
0
0)δyδy

0 + Fy0y0(x, y0, y00)δy
02ª dx

Şi aici observăm că formal varia̧tia de ordinul doi se ob̧tine difereņtiind formal cu

operatorul δ varia̧tia de ordinul întâi.

Defini̧tia 5. O funçtională B[y(x), z(x)] definită pe M × M, M fiind un spa̧tiu

vectorial real normat, se numeşte bilinear̆a pe M dacă ea este lineară în fiecare din

cele două argumente ale sale. Dacă B[y(x), z(x)] este o funçtională bilineară pe M,

funçtionala B[y(x), y(x)] se numeşte funçtională p̆atratic̆a peM. O funçtională patratică

B[y(x), y(x)] de numeşte pozitiv definit̆a dacă B[y(x), y(x)] > 0 oricare ar fi funçtia

nenulă y(x).

Vom observa că varia̧tia de ordinul doi a funçtionalei din exemplul ultim este o formă

pătratică.
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Defini̧tia 6. O funçtională I[y(x)] are o derivat̆a de ordinul doi în sensul lui Frechet

dacă creşterea sa

∆I = I[y(x) + δy(x)]− I[y(x)]

se poate scrie sub forma

∆I = L1[δy(x)] +
1

2
L2[δy(x)] + β kδy(x)k2 ,

unde L1[δy(x)] este o funçtională lineară, L2[δy(x)] este o funçtională pătratică şi β →
0 când kδy(x)k → 0. Vom spune atunci că L2[δy(x)] este derivata de ordinul doi a

funçtionalei I[y(x)] şi o vom nota prin d2I[δy(x)].

Exemplul 14. Fie cazul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

în cazul în care funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul trei continue într-un domeniu

mărginit. Folosind de această dată formula lui Taylor de ordinul doi se vede imediat

că această funçtională admite difereņtială de ordinul doi în sensul lui Frechet şi aceasta

coincide cu varia̧tia de ordinul doi calculată mai sus.

Exemplul 15. Fie funçtionala

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x), ..., y(m)(x))dx

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ Cm[a, b], y(i)(a) = yia, y(i)(b) = yib, i = 0, 1, ...,m− 1}

şi unde presupunem că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi în raport cu toate

argumentele continue într-un domeniu din Rm+2. Dacă y0(x) ∈ M , y0(x) + η(x) ∈ M
dacă şi numai dacă

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ Cm[a, b], η(i)(a) = 0, η(i)(b) = 0, i = 0, 1, ...,m− 1}

şi norma sa este suficient de mică. In aceste condi̧tii, funçtionala are varia̧tia de ordinul

doi în y0(x) dată de rela̧tia

δ2I[y0(x); η(x)] =

bZ
a

mX
k,l=0

∂2F

∂y(k)∂y(l)
η(x)(k)η(x)(l)dx
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sau altfel scris

δ2I[y0(x); δy(x)] =

bZ
a

mX
k,l=0

∂2F

∂y(k)∂y(l)
δy(x)(k)δy(x)(l)dx.

Dacă funçtia F are are derivate paŗtiale de ordinul trei continue, atunci funçtionala are

difereņtială de ordinul doi în sensul lui Frechet a cărei expresie coincide cu cea de sus.

Exemplul 16. Fie cazul unei funçtionale

I[y1(x), y2(x), ..., yn(x)] =

bZ
a

F (x, y1(x), y2(x), ..., yn(x), y
0
1(x), y

0
2(x), ..., y

0
n(x))dx,

definite pe o muļtime de n funçtii de o variabilă derivabile pe intervalul [a, b] :

M =
©
yi(x), i = 1, 2, ..., n|yi(x) ∈ C1[a, b], yi(a) = yia, yi(b) = yib

ª
,

funçtia F fiind definită într-un domeniu şi cu derivatele paŗtiale de ordinul doi con-

tinue în acel domeniu. In aceste condi̧tii funçtionala are varia̧tia de ordinul doi în

(y10(x), y20(x), ..., yn0(x)) dată de

δ2I[y10, ..., yn0; δy1, ..., δyn] =

=

bZ
a

"
nX

i,j=1

F 00yiyjδyiδyj +
nX

i,j=1

F 00yiy0jδyiδy
0
j +

nX
i,j=1

F 00y0iy0jδy
0
iδy

0
j

#
dx

unde derivatele paŗtiale ale funçtiei F sunt calculate în (y10(x), y20(x), ..., yn0(x)) . Dacă

funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul trei continue, atunci funçtionala are difereņtială

de ordinul doi în sensul lui Frechet a cărei expresie coincide cu cea de sus.

Exemplul 17. Considerăm acum cazul unei funçtionale al cărui argument este o

funçtie de două variabile definită pe un domeniu D din planul xOy

I[z(x, y)] =

ZZ
D

F (x, y, z(x, y), zx(x, y), zy(x, y))dxdy

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {z(x, y)|z(x, y) ∈ C1(D), z(x, y)|∂D = dat}.

Presupunând că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu toate

argumentele sale într-un domeniu mărginit rezultă imediat că funçtionala are varia̧tia
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de ordinul doi dată de rela̧tia

δ2I[z(x, y); δz(x, y)] =

ZZ
D

£
Fzz(δz)

2 + Fzzxδzδzx + ...+ Fzyzy(δzy)
2
¤
dxdy.

Dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul trei continue, atunci funçtionala are

difereņtială de ordinul doi în sensul lui Frechet a cărei expresie coincide cu cea de sus.

11.9 Condi̧tii necesare de extremum

Cum orice extremum absolut este şi un extremum tare şi deci şi un extremum slab,

rezultă că orice condi̧tie necesară de extremum slab va fi şi o condi̧tie necesară pentru

extremum tare şi totodată condi̧tie necesară pentru extremum absolut. Exact ca în

cazul extremelor funçtiilor de mai multe variabile avem următoarele teoreme:

Teorema 3. Dacă funçtia y0(x) realizează extremul funçtionalei I[y(x)] atunci derivata

sa de ordinul întâi δI[y0(x); η(x)] este nulă.

Teorema 4. Dacă funçtia y0(x) realizează minimul (maximul) funçtionalei I[y(x)]

atunci derivata sa de ordinul doi este pozitivă (negativă).

Avem şi o teoremă care dă condi̧tii suficiente de extremum.

Teorema 5. Dacă funçtia y0(x) este o extremală a funçtionalei I[y(x)] şi dacă există

constanta C astfel încât

δ2I[y0(x); η(x)] > C||η(x)||21

pentru orice

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0},

atunci funçtia y0(x) realizează minimul funçtionalei.

In adevăr, cum

I[y(x) + η(x)]− I[y(x)] = 1

2
δ2I[y0(x); η(x)] + o(||η(x)||21)

rezultă că fiind dat ε > 0 există δ(ε) astfel încât pentru ||η(x)||1 < δ(ε) avem

I[y(x) + η(x)]− I[y(x)] = 1

2
δ2I[y0(x); η(x)] + θε||η(x)||21 cu θ ∈ [−1, 1].
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Atunci pentru ε < C
2
avem

I[y(x) + η(x)]− I[y(x)] ≥ ||η(x)||21
µ
C

2
+ θε

¶
> 0

pentru η(x) 6= 0.
Condi̧tia nu poate fi înlocuită cu condi̧tia mai slabă δ2I[y0(x); η(x)] ≥ 0 cum se vede

în cazul funçtionalei

I[y(x)] =

1Z
0

y2(x)(x− y(x))dx

pentru care funçtia identic nulă exte extremală, δ2I[0; η(x)] =
1R
0

xη(x)2dx ≥ 0, dar

funçtionala nu are extremum pentru că pentru o funçtie

yε(x) =

 ε− x pentru x < ε

0 pentru x ≥ ε

ia valori negative I[yε(x)] = −ε4

6
. Din acest motiv această teoremă este greu de aplicat

în practică.

In particular vom avea:

Teorema 6. Dacă funçtia y0(x) realizează extremul slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}

atunci varia̧tia întâia a funçtionalei este nulă δI[y0(x); η(x)] pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Altfel spus, dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul întâi continue atunci are loc

rela̧tia

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

[Fy(x, y0(x), y
0
0(x))η(x) + Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))η

0(x)]dx = 0,

pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.
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Dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue şi dacă funçtiile admisibile

sunt cu derivată de ordinul doi atunci are loc rela̧tia

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

·
Fy(x, y0(x), y

0
0(x))−

d

dx
Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))

¸
η(x)dx = 0

pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Această condi̧tie este numai necesară pentru realizarea extremului, nu şi suficientă.

Defini̧tia 7. Dacă pentru funçtia y0(x) prima derivată a funçtionalei este nulă

δI[y0(x); η(x)] = 0 pentru orice varia̧tie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}

se spune că funcţionala este staţionar̆a de-a lungul lui y0(x).

Teorema 7. Dacă funçtia y0(x) realizează minimul (maximul) slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}

atunci derivata a doua a funçtionalei este pozitivă (negativă)

δ2I[y0(x); η(x)] ≥ 0(≤ 0)

pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Deci dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue, atunci

δ2I[y0; η] =

Z b

a

©
Fyy(x, y0, y

0
0)η

2 + 2Fyy0(x, y0, y
0
0)ηη

0 + Fy0y0(x, y0, y00)η
02ª dx ≥ 0(≤ 0)

pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Teoreme de genul celor de mai sus au loc evident şi în cazul celorlalte funçtionale

din exemplele de mai sus.
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11.10 Lemele fundamentale ale calculului varia̧tional

Condi̧tiile necesare de extremum slab stabilite mai sus coņtin în enuņtul lor funçtiile

arbitrare η(x) sau δy(x). Pentru a stabili condi̧tii necesare de extremum slab care să

coņtină numai funçtiile care realizează extremul vom da în prealabil câteva propozi̧tii

ajutătoare, cunoscute sub numele de lemele fundamentale ale calculului variaţional.

Lema 1. (lema lui Lagrange, prima lem̆a fundamental̆a) Fie funçtia continuă f(x) ∈
C0[a, b] . Dacă

bR
a

f(x)η(x)dx = 0 pentru orice funçtie η(x) ∈ C1[a, b] care verifică
condi̧tiile η(a) = η(b) = 0, atunci f(x) = 0 pentru orice x ∈ [a, b] .(In loc de C1[a, b]
poate fi Ck[a, b] , k = 0, 1, 2, ...) .

Dacă f nu ar fi identic nulă în [a, b] atunci ar exista un punct c ∈ [a, b] unde f(c) 6=
0. In virtutea continuită̧tii lui f putem presupune că punctul c este punct interior

intervalului. Dar atunci, tot în virtutea continuită̧tii, există un întreg interval (α, β)

care îl coņtine pe c şi unde funçtia nu se anulează, este de exemplu strict pozitivă. Dacă

considerăm funçtia

η(x) =

 (x− α)2(x− β)2, x ∈ (α, β),
0, x /∈ (α, β)

ea satisface condi̧tiile lemei şi avem

bZ
a

f(x)η(x)dx =

Z
αβf(x)(x− α)2(x− β)2dx > 0

şi ajungem la o contradiçtie cu ipoteza lemei.

O lemă asemănătoare avem în cazul funçtiilor de mai multe variabile:

Lema 2. (lema lui Lagrange pentru funcţii de mai multe variabile) Fie funçtia f(x) ∈
C0(D̄) undeD este un domeniu mărginit din Rn şi D̄ = D∪∂D este închiderea sa. DacăR
D

f(x)η(x)dx = 0 pentru orice funçtie η(x) ∈ C1(D̄) care verifică condi̧tia η(x)|∂D = 0,

atunci funçtia f este nulă în D.

Aici am notat prin x punctul x = (x1, x2, ..., xn) din Rn şi dx = dx1dx2...dxn.

Demonstra̧tia este identică celei de sus, în locul intervalului (α,β) luându-se vecină-

tatea Vc = {x| kx− ck < α} şi în locul funçtiei η funçtia

η(x) =

 (kxk2 − α)2, x ∈ Vc
0, x /∈ Vc

.
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Lema 3. (lema lui Paul Du Bois Raymond) Fie funçtia g(x) ∈ C0[a, b]. Dacă
bR
a

g(x)η0(x)dx = 0 pentru orice funçtie η(x) ∈ C1[a, b] care verifică condi̧tiile η(a) =

η(b) = 0, atunci g(x) =constant în [a, b].

Intr-adevăr, funçtia

η(x) =

xZ
a

g(t)dt− C(x− a)

apaŗtine lui C1[a, b], este nulă în a şi putem determina constanta

C =
1

b− a

bZ
a

g(x)dx

astfel încât şi η(b) = 0. Dar atunci avem

bZ
a

g(x)η0(x)dx =

bZ
a

g(x)(g(x)− C)dx =

=

bZ
a

[g(x)(g(x)− C)− C(g(x)− C)]dx =

=

bZ
a

(g(x)− C)2dx = 0

şi deci g(x) = C ∀x ∈ [a, b].
Lema 4. (a doua lemă fundamental̆a) Fie funçtiile f(x), g(x) ∈ C0[a, b]. Dacă

bZ
a

[f(x)η(x) + g(x)η0(x)]dx = 0

pentru orice funçtie η(x) ∈ C1[a, b] care verifică rela̧tiile η(a) = η(b) = 0, atunci funçtia

g este derivabilă pe [a, b] şi verifică rela̧tia g0(x) = f(x) ∀x ∈ [a, b].
Intr-adevăr, considerând funçtia F (x) =

xR
a

f(t)dt, F 0(x) = f(x), integrând prin

păŗti putem scrie

bZ
a

f(x)η(x)dx = F (x)η(x)

¯̄̄̄
¯̄ba −

bZ
a

F (x)η0(x)dx = −
bZ
a

F (x)η0(x)dx.

Rela̧tia din lemă devine
bR
a

[g(x) − F (x)]η0(x)dx = 0 şi după lema 3. rezultă că g(x) =
F (x) +C. Cum membrul al doilea este o funçtie derivabilă, rezultă că şi membrul întâi

este derivabil şi g0(x) = f(x).
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11.11 Ecua̧tiile lui Euler-Lagrange

Fie y0(x) funçtia care realizează extremul slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}.

Atunci conform teoremei 6., dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul întâi con-

tinue, atunci are loc rela̧tia

δI[y0(x); η(x)] =

bZ
a

[Fy(x, y0(x), y
0
0(x))η(x) + Fy0(x, y0(x), y

0
0(x))η

0(x)]dx = 0,

pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Conform celei de a doua leme a calculului varia̧tional funçtia Fy0(x, y0(x), y00(x)) este

derivabilă pe [a, b] şi are derivata Fy(x, y0(x), y00(x)), altfel spus are loc ecuaţia lui Euler-

Lagrange:

oricare ar fi x ∈ [a, b]

d

dx
Fy0(x, y0(x), y

0
0(x)) = Fy(x, y0(x), y

0
0(x)),

sau ecuaţia lui Euler-Lagrange sub formă integral̆a

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]

Fy0(x, y0(x), y
0
0(x)) =

xZ
a

Fy(t, y0(t), y
0
0(t))dt+ C

Defini̧tia . Orice funçtie y0(x) care verifică ecua̧tia lui Euler-Lagrange se numeşte

extremal̆a a funçtionalei I[y(x)].
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Teorema 8. Dacă y0(x) este funçtia care realizează extremul slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}

şi dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul întâi continue atunci ea este o extremală

a funçtionalei care verifică la capetele intervalului condi̧tiile date.

Vom observa că dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi şi dacă funçtia

y0(x) are derivată de ordinul doi, prima din ecua̧tiile lui Euler-Lagrange rezultă din a

doua formă a varia̧tiei de ordinul întâi şi din lema fundamentală a calculului varia̧tional

(lema lui Lagrange). In aceste condi̧tii, prima ecua̧tie a lui Euler-Lagrange este o ecua̧tie

difereņtială de ordinul doi:

Fxy0(x, y0, y
0
0) + Fyy0(x, y0, y

0
0)y

0
0 + Fy0y0(x, y0, y

0
0)y

00
0 − Fy(x, y0, y00) = 0.

Dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue, folosind teorema funçti-

ilor implicite se poate arăta că în toate punctele în care Fy0y0(x, y0(x), y00(x)) 6= 0 funçtia
y0(x) admite derivate de ordinul doi şi verifică ecua̧tia difereņtială de ordinul doi de mai

sus.

Teorema 9. Dacă y0(x) este o extremală a funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1, y(b) = y2}

şi dacă funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue, atunci în toate punctele în

care Fy0y0(x, y0(x), y00(x)) 6= 0 funçtia y0(x) are derivată de ordinul doi şi verifică ecua̧tia
lui Euler-Lagrange de ordinul doi:

Fxy0(x, y0, y
0
0) + Fyy0(x, y0, y

0
0)y

0
0 + Fy0y0(x, y0, y

0
0)y

00
0 − Fy(x, y0, y00) = 0.
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Vom observa că la fel ca în cazul extremelor funçtiilor de mai multe variabile, ecua̧tiile

lui Euler-Lagrange reprezintă numai condi̧tii necesare pentru funçtia care realizează

extremul funçtionalei. Cu alte cuvinte, funçtia care realizează extremul trebuie căutată

printre funçtiile care verifică ecua̧tiile lui Euler-Lagrange.

Repetăm, funçtiile care realizează extremul funçtionalei se caută printre extremalele

funçtionalei; nu orice extremală realizează extremul funçtionalei, o extremală poate fi

numai bănuită că ar putea realiza extremul.

De-a lungul unei extremale putem scrie

d

dx
F (x, y0(x), y

0
0(x)) = Fx(x, y0, y

0
0) + Fy(x, y0, y

0
0)y

0
0 + Fy0(x, y0, y

0
0)y

00
0 =

= Fx(x, y0, y
0
0) +

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)y

0
0 + Fy0(x, y0, y

0
0)y

00
0 =

= Fx(x, y0, y
0
0) +

d

dx
(Fy0(x, y0, y

0
0)y

0
0)

adică ecua̧tiile lui Euler-Lagrange sunt echivalente şi cu ecua̧tiile

oricare fi x ∈ [a, b]
d

dx
(F (x, y0(x), y

0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x)) = Fx(x, y0(x), y00(x));

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]

F (x, y0(x), y
0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x) =

xZ
a

Fx(t, y0(t), y
0
0(t))dt+ C.

Observăm că există situa̧tii când ordinul ecua̧tiilor lui Euler-Lagrange se reduce cu

o unitate, adică există integrale prime:

Teorema 10. Dacă funçtia F nu depinde de y, Fy = 0, atunci ecua̧tia lui Euler-

Lagrange admite o integrala primă

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]

Fy0(x, y0(x), y
0
0(x)) = C.

.Teorema 11. Dacă funçtia F nu depinde de x, Fx = 0, atunci ecua̧tia lui Euler-

Lagrange admite o integrală primă

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]
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F (x, y0(x), y
0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x) = C.

Exemplul 17. Fie funçtionala

I[y(x)] =

x2Z
x1

p
1 + y0(x)2dx

din problema geodezicelor în plan definită pe muļtimea

M =
©
y(x) : [a, b]→ R|y(x) ∈ C2[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
.

Funçtia de sub integrală F =
p
1 + y02 nu depinde de y, deci vom avea integrala primă

Fy0 = C, adică y0√
1+y02

= C, sau renotând constanta, y0 = C, de unde y = Cx + C1.

Constantele C,C1 se determină din condi̧tiile y(a) = ya, y(b) = yb, adică extremala este

segmentul de dreaptă care uneşte cele două puncte. In acest caz, ştim din geometrie că

extremala chiar realizează minimul funçtionalei.

Exemplul 18. Fie funçtionala

I[y(x)] =

bZ
0

s
1 + y0(x)2

2g(h− y(x))dx

din problema brahistocronei definită pe muļtimea

M =
©
y(x) : [0, b]→ R|y(x) ∈ C2[0, b], y(0) = h, y(b) = 0ª .

Funçtia de sub integrală F =
q

1+y02
2g(h−y) nu depinde de x deci vom avea integrala primă

F−y0Fy0 = C, adică, lăsând la o parte factorul constant
q

1
2g
,
q

1+y02
h−y − y02√

(h−y)(1+y02) = C,

de unde y = h− C
1+y02 . Punând y

0 = tanu, avem y = h−C cos2 u.Din rela̧tia dy = tanudx
găsim dx = 2C cos2 u = C(1 + cos 2u) şi ob̧tinem ecua̧tiile parametrice ale extremalei

x = C(u+
1

2
sin 2u) + C1

y = h− C
2
(1 + cos 2u)

Extremala este un arc de cicloidă. Constantele C,C1 se determină din condi̧tiile la

capete y(0) = h, y(b) = 0.

Fie funçtionala

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x), ..., y(m)(x))dx
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definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C2m[a, b], y(i)(a) = yia, y(i)(b) = yib, i = 0, 1, ...,m− 1}

şi unde presupunem că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul 2m în raport cu toate

argumentele continue într-un domeniu din Rm+2. Funçtia y0(x) este extremală a acestei

funçtionale dacă satisface ecuaţia lui Euler-Poisson

Fy − d

dx
Fy0 + ...+ (−1)m d

m

dxm
Fy(m) = 0.

Fie cazul unei funçtionale

I[y1(x), y2(x), ..., yn(x)] =

bZ
a

F (x, y1(x), y2(x), ..., yn(x), y
0
1(x), y

0
2(x), ..., y

0
n(x))dx,

definite pe o muļtime de n funçtii de o variabilă derivabile pe intervalul [a, b] :

M =
©
yi(x), i = 1, 2, ..., n|yi(x) ∈ C1[a, b], yi(a) = yia, yi(b) = yib

ª
,

funçtia F fiind definită într-un domeniu şi cu derivatele paŗtiale de ordinul doi continue în

acel domeniu. Funçtiile y10(x), y20(x), ..., yn0(x) constituie extremala acestei funçtionale

dacă satisfac sistemul de ecua̧tii ale lui Euler

∂F

∂yi
(yi0(x), y

0
i0(x))−

d

dx

∂F

∂y0i
(yi0(x), y

0
i0(x)) = 0, i = 1, 2, ..., n.

Dacă se introduc operatorii difereņtiali

∂

∂y
=


∂
∂y1

.

.

∂
∂yn

 ,
∂

∂y0
=


∂
∂y01

.

.

∂
∂y0n


atunci acest sistem se scrie exact ca ecua̧tia lui Euler pentru funçtionala I[y(x)] =
bR
a

F (x,y(x),y0(x))dx :

∂F

∂y
(y0(x),y

0
0(x))−

d

dx

∂F

∂y0
(y0(x),y

0
0(x)) = 0.
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In cazul unei funçtionale al cărui argument este o funçtie de două variabile definită

pe un domeniu D din planul xOy

I[z(x, y)] =

ZZ
D

F (x, y, z(x, y), zx(x, y), zy(x, y))dxdy

definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {z(x, y)|z(x, y) ∈ C2(D), z(x, y)|∂D = dat}

presupunând că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu

toate argumentele sale într-un domeniu mărginit din expresia varia̧tiei de ordinul întâi

rezultă că funçtia z0(x, y) este extremală a funçtionalei dacă ea verifică ecuaţia lui Euler-

Ostrogradski
∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂zx
− ∂

∂y

∂F

∂zy
= 0.

11.12 Exerci̧tii

1. Să se determine extremalele următoarelor funçtionale cu condi̧tiile la capete date:

a) I[y(x)] =
2R
1

(y02 − 2xy)dx; y(1) = 0, y(2) = −1.
R. y = x

6
(1− x2).

b) I[y(x)] =
3R
1

(3x− y)ydx; y(1) = 1, y(3) = 9
2
.

R. nu există extremală.

c) I[y(x)] =
2πR
0

(y02 − y2)dx; y(0) = 1, y(2π) = 1.
R. o infinitate de extremale y = cosx+ C sinx.

d) I[y(x)] =
0R
−1
(12xy − y02)dx; y(−1) = 1, y(0) = 0.

R. y = −x3.
e) I[y(x)] =

1R
0

yy02dx; y(0) = 1, y(1) = 41/3.

R. două extremale y = (x+ 1)2/3, y = (3x− 1)2/3.
f) I[y(x)] =

1R
0

(y02 − y2 − y)e2xdx; y(0) = 0, y(1) = e−1.
R. y = 1

2
[e−x + (1 + e)xe−x − 1] .

g) I[y(x)] =
1R
−1
(y02 − 2xy)dx; y(−1) = −1, y(1) = 1.

R. y = 7
6
x− 1

6
x3.
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h) I[y(x)] =
1R
0

(y02 + 4y2)dx; y(0) = e2, y(1) = 1.

R. y = e2(1−x).

i) I[y(x)] =
1R
0

(360x2y − y002)dx; y(0) = 0, y0(0) = 1, y(1) = 0, y0(1) = 2.5.
R. y = 1

2
x6 + 3

2
x3 − 3x2 + x.

j) I[y(x)] =
1R
0

(y2 + 2y02 + y002)dx; y(0) = 0, y(1) = 0, y0(0) = 1, y0(1) = − sinh 1.
R. y = (1− x) sinhx.
k) I[y(x)] =

0R
−1
(240y − y0002)dx; y(−1) = 1, y(0) = 0, y0(−1) = −4.5, y0(0) = 0,

y00(−1) = 16, y00(0) = 0.
R. y = x3

6
(x3 + 6x+ 1).

l) I[y(x)] = 1
2

R 1
0
y002dx, y(0) = 0, y0(0) = 0, y0(1) = 1.

R. y = 1
2
x2.

m) I[y(x), z(x)] =
2R
1

(y02 + z2 + z02)dx; y(1) = 1, y(2) = 2, z(1) = 0, z(2) = 1.

R. y = x, z = sinh(x−1)
sinh 1

.

n) I[y(x), z(x)] =
R
0

π(2yz − 2y2 + y02 − z02)dx; y(0) = 0, y(π) = 1,
z(0) = 0, z(π) = −1.
R. y = C sinx− x

π
cosx, z = C sinx+ 1

π
(2 sinx− x cosx), C arbitrar.

o) I[y(x), z(x)] =
π/2R
0

(y02 + z02 − 2yz)dx; y(0) = 0, y(π/2) = 1,
z(0) = 0, z(π/2) = 1.

R. y = sinx, z = sinx.

p) I[y(x), z(x)] =
1R
0

(y02 + z02 + 2y)dx; y(0) = 1, y(1) = 3/2, z(0) = 1, z(1) = 1.

R. y = x2

2
, z = 1.

2. Să se găsească extremala funçtionalei I[z(x, y)] =
1R
0

1R
0

ezy sin zydxdy cu condi̧tiile

z(x, 0) = 0, z(x, 1) = 1.

R. z = y.

11.13 Condi̧tii naturale, condi̧tii de transversalitate

Fie y0(x) funçtia care realizează extremul slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx
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pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = y1},

adică numai capătul din stânga este fixat, capătul din dreapta putându-se mi̧sca pe

verticala x = b. Relativ la funçtia F , presupunem că are derivate paŗtiale de ordinul

doi continue. Funçtia y0(x) este evident o extremală a funçtionalei I[y(x)] pentru că ea

realizează minimul acestei funçtionale pe muļtimea funçtiilor care au aceleaşi capete cu

ea. Ea verifică deci ecua̧tia lui Euler-Lagrange

d

dx
Fy0 − Fy = 0.

Vom avea prima varia̧tie

δI[y0; η] =

bZ
a

·
Fy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)

¸
ηdx+

+Fy0(x, y0(b), y
0
0(b))η(b).

Cum y0(x) realizează extremul, trebuie să avem δI[y0; η] = 0 pentru orice funçtie

η(x) ∈M0 =
©
η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) arbitrar

ª
.

Cum primul termen este nul pentru că y0(x) este extremală, rezultă că în capătul mobil

în mod necesar trebuie să aibă loc aşa numita condiţie natural̆a

∂F

∂y0
(b, y0(b), y

0
0(b)) = 0.

Exemplu 18. Fie funçtionala care dă cea mai mică distaņtă între punctul A(a, ya) şi

dreapta x = b :

I[y(x)} =
bZ
a

p
1 + y02dx.

Ştim că extremala este un segment de dreaptă y = C1x + C2. Condi̧tia naturală în

capătul x = b se scrie acum ∂F
∂y0 =

y0√
1+y02

= 0, sau y0 = 0,segmentul de dreaptă este

perpendicular pe dreapta x = b.

Dacă în locul funçtionalei de mai sus am fi avut funçtionala

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx+ ψ(y(b)),
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ψ fiind o funçtie oarecare, atunci varia̧tia de ordinul întâi ar fi fost

δI[y0; η] =

bZ
a

·
Fy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fy0(x, y0, y

0
0)

¸
ηdx+

+Fy0(x, y0(b), y
0
0(b))η(b) + ψ0(y0(b)η(b)

şi condi̧tia naturală ar fi fost

Fy0(b, y0(b), y
0
0(b)) + ψ0(y0(b)) = 0.

Dacă luăm ψ(y0(b)) = K(y0(b)− y2)2 avem

Fy0(b, y0(b), y
0
0(b)) +K(y0(b)− y2) = 0

şi pentru K →∞ ob̧tinem condi̧tia de capăt fix y0(b) = y2. Evident, putem vorbi şi de

condi̧tii naturale în capătul din a.

Condi̧tiile naturale sunt importante în rezolvarea numerică a ecua̧tiilor difereņtiale

sau cu derivate paŗtiale considerate ca ecua̧tii Euler-Lagrange a unei anumite funçtionale.

In acest caz nu trebuie să se ţină seamă în mod special de condi̧tiile naturale pentru că

ele se realizează automat dacă se rezolvă direct problema de extremum.

Să considerăm acum problema mai generală a extremului slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor

M = {y(x)|y(x) ∈ C1[a,B], y(a) = y1, yc(b) = y(b), b ≤ B}

adică pe muļtimea funçtiilor al căror grafic are capătul din stânga fixat, iar capătul

din dreapta se poate deplasa pe o curbă cu ecua̧tia explicită y = yc(x), a ≤ x ≤ B.
Dacă y0(x) realizează acest extremum, evident ea este o extremală a funçtionalei, adică

verifică ecua̧tia Euler-Lagrange

d

dx
Fy0 − Fy = 0.

Ţinând cont că y0(x) este extremală rezultă

δI[y0(x); δy(x)} = ∂F

∂y0
(b, y0(b), y

0
0(b))δy(b)+
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+

µ
F (b, y0(b), y

0
0(b))− y00(b)

∂F

∂y0
(b, y0(b), y

0
0(b))

¶
δb = 0

Punctul (b, y(b)) aflându-se pe curba y = yc(x) avem δy(b) = y0c(b)δb şi deci vom avea

condi̧tia

F (b, y0(b), y
0
0(b))− (y00(b)− y0c(b))

∂F

∂y0
(b, y0(b), y

0
0(b)) = 0.

Dacă punctul (b, y(b)) se deplasează pe curba cu ecua̧tia explicită τ(x, y) = 0 având

în vedere rela̧tia
δy(b)

δx(b)
= −

∂τ
∂x
(b, y0(b))

∂τ
∂y
(b, y0(b))

vom avea condi̧tia

F (b, y0(b), y
0
0(b))− ∂F

∂y0 (b, y0(b), y
0
0(b))y

0
0(b)

∂τ
∂x
(b, y0(b))

=
∂F
∂y0 (b, y0(b), y

0
0(b))

∂τ
∂y
(b, y0(b))

.

Aceste condi̧tii se numesc condiţii de transversalitate. Ele trebuie verificate în capătul

mobil. In cazul în care curba pe care se mi̧scă capătul din dreapta este x = b regăsim

condi̧tia naturală.

Exemplul 19. Fie funçtionala opticii geometrice în plan

I[y(x)] =

bZ
b

p
1 + y0(x)2

v(x, y(x))
dx.

Cum

F =

p
1 + y02

v
, Fy0 =

y0

v
p
1 + y02

, F − y0Fy0 = 1

v
p
1 + y02

condi̧tia de transversalitate devine

1

v
p
1 + y02 ∂τ

∂x

=
y0p

1 + y02 ∂τ
∂y

sau
1
∂τ
∂x

=
y0
∂τ
∂y

,

adică extremalele şi curba τ(x, y) = 0 se taie ortogonal.

Să considerăm acum funçtionala

I[z(x, y)] =

ZZ
D

F (x, y, z(x, y), p(x, y), q(x, y))dxdy +

Z
∂2D

ψ(x, y, z)ds

funçtia F având derivate de ordinul doi continue, p(x, y) = ∂z
∂x
, q(x, y) = ∂z

∂y
. Funçtionala

este definită pe muļtimea funçtiilor admisibile

M = {z(x, y)|z(x, y) ∈ C2(D), z(x, y)|∂1D= ϕ(x, y)|∂1D = dat},
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∂1D şi ∂2D fiind două poŗtiuni complementare ale frontierei ∂D. Vom găsi după inte-

grarea prin păŗti şi aplicarea formulei flux divergeņtă pentru varia̧tia de ordinul întâi

expresia

δI[z; δz] =

ZZ
D

[
∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂p
− ∂

∂y

∂F

∂q
]δzdxdy +

+

Z
∂2D

[Fpnx + Fqny] δzds+

Z
∂2D

ψzδzds.

Varia̧tia δz(x, y) fiind arbitrară, rezultă ecua̧tia Euler-Ostrogradski

∂F

∂z
− ∂

∂x

∂F

∂p
− ∂

∂y

∂F

∂q
= 0,

şi condi̧tia naturală

Fpnx + Fqny + ψz(x, y, z) = 0 pe ∂2D.

Exemplu 20. In cazul funçtionalei

I[z(x, y)] =
1

2

ZZ
D

¡
p2 + q2

¢
dxdy −

Z
∂2D

ψ(x, y)zds

definită pe muļtimea

M = {z(x, y)|z(x, y) ∈ C2(D), z(x, y)|∂1D= ϕ(x, y)|∂1D = dat},

condi̧tia naturală este

pnx + qny = ψ(x, y) pe ∂2D,

cu alte cuvinte, dacă vom rezolva (chiar aproximativ) problema de extremum pentru

funçtionala de mai sus, vom avea solu̧tia (chiar aproximativă) pentru problema mixtă

pentru funçtii armonice

∆z =
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0,

z(x, y)|∂1D = ϕ(x, y)|∂1D = dat,
∂z

∂n
= pnx + qny = ψ(x, y) = dat pe ∂2D.

Aceasta este de fapt una din ideile de bază ale metodei elementelor finite pentru

problema mixtă de mai sus: domeniul D se împarte în domenii mici numite elemente,
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se aproximează funçtia necunoscută pe fiecare element prin funçtii simple, de exemplu

polinoame de grad mic în x, y, căutând să fie verificată condi̧tia pe poŗtiunea de frontieră

∂1D, funçtionala de mai sus devine o funçtie de mai multe variabile, pentru care găsirea

extremului revine la rezolvarea unui sistem de ecua̧tii lineare. Aproximarea funçtiei pe

fiecare element se face în aşa fel încât matricea acestui sistem să fie cât mai rară.

11.14 Exerci̧tii

1. Să se găsească distaņta cea mai scurtă între parabola y = x2 şi dreapta x−y−5 =
0.

Ind. Problema revine la a găsi minimul funçtionalei I[y(x)] =
bR
a

p
1 + y02dx cu

condi̧tiile y(a) = a2, y(b) = b− 5. Extremalele sunt dreptele y = C1x+C2. Condi̧tiile la
capete dau C1a+ C2 = a2, C1b+ C2 = b− 5. Condi̧tiile de transversalitate dau

q
1 + C21 + (2a− C1)

C1p
1 + C21

= 0q
1 + C21 + (1− C1)

C1p
1 + C21

= 0.

Rezultă C1 = −1, C2 = 3/4, a = 1/2, b = 23/8. Deci extremala este y = −x + 3/4 şi
distaņta este

23/8R
1/2

p
1 + (−1)2dx = 19

√
2

8
.

2. Să se găsească distaņta cea mai scurtă dintre punctul A(1, 0) şi elipsa 4x2+9y2−
36 = 0.

R. 4/
√
5.

3. Să se găsească distaņta cea mai scurtă de la punctul A(1, 1, 1) la sfera x2+y2+z2 =

1.

R.
√
3− 1.

4. Să se găsească distaņta cea mai scurtă între suprafȩtele x2

25
+ y2

16
+ z2

9
− 1 şi

x2 + y2 + z2 = 4.
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11.15 Variabile canonice, sistem canonic

Considerăm funçtionala

I[y(x)] =

x2Z
x1

F (x, y(x), y0(x))dx.

Ecua̧tia lui Euler a extremalelor

∂F

∂y
− d

dx

∂F

∂y0
= 0

este o ecua̧tie difereņtială de ordinul doi care se poate reduce la un sistem de 2 ecua̧tii de

ordinul întâi în diferite moduri, cel mai simplu în y şi y0. Amintindu-ne forma generală

a varia̧tiei de ordinul întâi

δI[y(x); δy(x)] =

x2Z
x1

½
∂F

∂y
(x, y, y0)− d

dx

∂F

∂y0
(x, y, y0)

¾
δy(x)dx+

+

·
∂F

∂y0
(x, y(x), y0(x))δy(x)−H(x, y0(x), y00(x)δx

¸x2
x1

să notăm

p =
∂F (x, y, y0)

∂y0

şi să presupunem că
∂2F (x, y, y0)

∂y02
6= 0,

deci se poate explicita y0 în funçtie de x, y, p:

y0 = y0(x, y, p).

Funçtia lui Hamilton devine funçtie numai de x, y, p

H(x, y, p) = y0(x, y, p)p− F (x, y, p).

Putem scrie
∂H

∂y
= p

∂y0

∂y
− ∂F

∂y
− ∂F

∂y0
∂y0

∂y
= −∂F

∂y
,

∂H

∂p
= y0 + p

∂y0

∂p
− ∂F

∂y0
∂y0

∂p
= y0

De-a lungul extremalelor p este o funçtie de x pentru care putem scrie

dp

dx
=
d

dx

∂F

∂y0
=

∂F

∂y
= −∂H

∂y
.
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In locul ecua̧tiei difereņtiale de ordinul doi a lui Euler am ob̧tinut un sistem de 2 ecua̧tii

de ordinul întâi în variabilele y, p numite variabile canonice. Sistemul ob̧tinut

dy

dx
=

∂H

∂p
,

dp

dx
= −∂H

∂y

se numeşte sistemul canonic al lui Hamilton al extremalelor. Vom observa că putem

considera că lagrangeanul funçtionalei devine funçtie de x, y, y0, p dat de rela̧tia F =

y0p − H(x, y, p) şi că sistemul canonic poate fi considerat ca sistem de ecua̧tii ale lui

Euler pentru funçtionala

I[y(x), p(x)] =

x2Z
x1

(y0p−H(x, y, p))dx.

Pe de altă parte de-a lungul extremalelor avem F = p∂H
∂p
−H.

11.16 Exerci̧tii

Să se scrie sistemul canonic al extremalelor pentru funçtionalele:

a) I[y(x)] =
bR
a

xyy03dx.

Ind. Cum F = xyy03, Fy0 = 3xyy02 punând p = 3xyy02 rezultă y0 = ±
q

p
3xy

şi H = [−F + y0Fy0 ]y0=±√ p
3xy
= ± 2

3
√
3

q
p3

xy
şi se ob̧tin două sisteme


dy
dx
= ±

q
p
3xy

dp
dx
= ±1

3

q
p3

3xy3

semnele corespunzându-se.

b) I[y(x)] =
bR
a

xy
√
y0dx.

R. dy
dx
= x2y2

4p2
, dp
dx
= x2y

2p
.

c) I[y(x)] =
bR
a

xyy02dx.

R. dy
dx
= p

2xy
, dp
dx
= p2

4xy2
.

d) I[y(x)] =
bR
a

p
x2 + y2

p
1 + y02dx.

R. dy
dx
= p√

x2+y2−p2 ,
dp
dx
= y√

x2+y2−p2 .
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e) I[y1(x), y2(x)] =
R
0

π(2y1y2 − 2y21 + y021 − y022 )dx.
Ind. F = 2y1y2−2y21+y021 −y022 , Fy01 = p1 = 2y01, Fy02 = p2 = −2y02, H = −F +y01Fy01+

y02Fy02 = 2y
2
1 − 2y1y2 + p21

4
− p22

4
. Rezultă sistemul canonic

dy1
dx

=
p1
2
,
dy2
dx

= −p2
2
,

dp1
dx

= −4y1 + 2y2, dp2
dx

= 2y1.

f) I[y1(x), y2(x)] =
2R
1

(y021 + y
2
2 + y

02
2 )dx.

R. dy1
dx
= p1

2
, dp1
dx
= 0, dy2

dx
= p2

2
, dp2
dx
= 2y2.

11.17 Ecua̧tia lui Hamilton-Iacobi

Solu̧tia generală a sistemului canonic va depinde de 2 constante arbitrare. Prin

fiecare punct al domeniului plan în care este definită funçtia F şi în care are loc teorema

de existeņtă şi unicitate pentru sistemul canonic, putem duce un fascicul de extremale

atribuind derivatei y0 valori arbitrare. Un astfel de fascicul reprezintă o familie de curbe

depinzând de o constantă arbitrară, valoarea derivatei y0. In general, vom numi familie de

extremale o muļtime de solu̧tii ale ecua̧tiei lui Euler care depind de o constantă arbitrară

şi care umplu fără interseçtii o poŗtiune din plan în aşa fel încât prin fiecare punct al

acestei poŗtiuni să treacă o extremală şi numai una. In prezeņta unei asemenea familii

de extremale în fiecare punct de coordonate (x, y) al poŗtiunii de plan ob̧tinem pentru

y0 şi deci şi pentru p valori determinate m(x, y), respectiv p(x, y). Funçtia m(x, y) este

panta familiei de extremale, iar p(x, y) se numeşte funcţia impuls a familiei de extremale.

Motiva̧tia celei de a doua denumiri va reieşi mai târziu. Cum funçtiile y(x), p(x, y(x))

trebuie să verifice sistemul canonic vom avea

∂p

∂x
+

∂p

∂y
y0 = −∂H

∂y
.

Cum y0 = ∂H
∂p
rezultă că funçtia impuls a familiei de extremale p(x, y) verifică ecua̧tia

cu derivate paŗtiale
∂p

∂x
+

∂p

∂y

∂H

∂p
= −∂H

∂y
.

Invers, dacă o funçtie oarecare p(x, y) verifică această ecua̧tie, atunci există o familie de

extremale pentru care ea este funçtia impuls a familiei. In adevăr dacă p(x, y) verifică
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această ecua̧tie, înlocuind-o în membrul drept al primei ecua̧tii a sistemului canonic

ob̧tinem o ecua̧tie difereņtială din care scoatem pe y ca funçtie de x şi de o constantă

y = y(x,C). Prin fiecare punct al domeniului trece una din curbe şi numai una. Inlocuind

aceasta în p ob̧tinem funçtia p(x,C) = p(x, y(x,C)) depinzând şi ea de constanta C.

Avem
dp

dx
=

∂p

∂x
+

∂p

∂y
y0 =

∂p

∂x
+

∂p

∂y

∂H

∂p
= −∂H

∂y
.

Deci y = y(x,C) reprezintă o familie de extremale, adică umplu fără interseçtii o poŗti-

une a planului, p(x, y) reprezintă funçtia impuls a acestei familii.

Dacă notăm prin C graficul unei funçtii y = y(x), x1 ≤ x ≤ x2 vom numi I-lungime a
lui C valoarea funçtionalei I(C) =

x2R
x1

F (x, y(x), y0(x))dx. In problema de optică geomet-

rică I(C) reprezintă timpul în care lumina parcurge graficul C. Sa considerăm fascicolul

de extremale ieşind dintr-un punct dat M1(x1, y1) şi să presupunem că acest fascicol

formează o familie într-o vecinătate a lui M1. Pe fiecare extremală considerăm punctul

M(x, y) astfel încât I-lungimea arcului M1M să aibă o valoare dată ρ. Locul geometric

al punctelor M(x, y) va fi o curbă pe care o vom numi I-cercul de centru M1(x, y) şi de

rază ρ. In cazul problemei de optică geometrică extremalele sunt curbele după care se

deplasează lumina, deci razele în cazul mediului omogen, iar I-cercul reprezintă frontul

de undă la momentul ρ al sursei din punctul M1, chiar un cerc cu centrul înM1 de rază

ρ în cazul mediului omogen.

Funçtionala rămânând constantă ρ când punctulM se deplasează pe I-cercul de rază

ρ vom avea

δI = 0 = [−Hδx+ pδy]xx1 = −Hδx+ pδy

δx, δy fiind deplasările lui M pe I-cerc. Asta înseamnă că extremalele familiei taie I-

cercul transversal. In cazul problemei de optică geometrică transversalitatea este tot

una cu ortogonalitatea.

Dacă M(x, y) este un punct dintr-o vecinătate a lui M1 avem o extremală care

uneşte pe M1 cu M . Valoarea integralei de-a lungul arcului de extremală M1M este o

funçtie de punctulM deci de x, y, S(x, y). I-cercul cu centrul înM1 de rază ρ are ecua̧tia

S(x, y) = ρ. In mod tradi̧tional, se spune că familia de extremale ieşind dinM1 formează

un câmp central de extremale, I-cercurile sunt curbele transversale ale acestui câmp, iar

funçtia S(x, y) este funcţia fundamental̆a a câmpului.
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Fie acum o curbă oarecare C0 în plan. In fiecare punct al acestei curbe, condi̧tia de

transversalitate determină valori unice pentru derivata y0 şi deci pentru p. Luând aceste

valori ca ini̧tiale putem face ca din fiecare punct al lui C0 să plece o extremală care să

taie transversal curba C0. Dacă luăm pe fiecare extremală care pleacă din punctul M0

al curbei C0 un punct M(x, y) astfel ca valoarea integralei pe arcul M0M S(x, y)să fie

egală cu o valoare ρ ob̧tinem o curbă C, locul geometric al punctelorM . Se verifică uşor

că şi această curbă este tăiată transversal de extremale. Evident curba C are ecua̧tia

S(x, y) = ρ, în timp ce curba C0 are ecua̧tia S(x, y) = 0. Curba C şi I-cercul de rază ρ

al punctului M0 sunt tangente în punctul corespunzător M(x, y) în virtutea unicită̧tii

extremalei care pleacă transvesal la C0 din M0. Deci curba C este înfăşurătoarea I-

cercurilor de rază ρ ale punctelor curbei C0. In cazul problemei opticii geometrice

acesta este principiul lui Huygens: frontul de undă la momentul ρ al unor surse de pe

C0 este înfăşurătoarea fronturilor de undă la momentul ρ ale surselor de pe C0.

In fiecare punct al curbei transvesale C coeficieņtii de pe lângă δx, δy din condi̧tia de

transversalitate sunt propoŗtionali cu componentele normalei la curbă, deci cu derivatele

paŗtiale ale lui S(x, y). Este important că avem nu numai o propoŗtionalitate, ci chiar

egalită̧ti
∂S

∂x
= −H(x, y, p), ∂S

∂y
= p

cum rezultă din expresia generală a varia̧tiei de ordinul întâi a funçtionalei: la o deplasare

δx, δy oarecare a punctului M(x, y) în plan

δS = −H(x, y, p)δx+ pδy.

Rezultă că funçtia fundamentală a câmpului de extremale verifică ecua̧tia cu derivate

paŗtiale
∂S

∂x
+H(x, y,

∂S

∂y
) = 0

numită ecuaţia lui Hamilton-Iacobi.

Să arătăm că şi orice solu̧tie S(0)(x, y) a ecua̧tiei Hamilton-Iacobi este funçtia fun-

damentală a unui câmp. In adevăr, definim funçtia

p(0)(x, y) =
∂S(0)

∂y
.
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Dacă derivăm în raport cu y rela̧tia

∂S(0)

∂x
+H(x, y,

∂S(0)

∂y
) = 0

ob̧tinem
∂p(0)

∂x
+

∂H

∂y
+

∂H

∂p

∂p(0)

∂y
= 0

Dar atunci, aşa cum am văzut, p(0)(x, y) este funçtia impuls a unei familii de extremale.

In virtutea rela̧tiilor
∂S(0)

∂x
= −H, ∂S

(0)

∂y
= p(0)

rezultă că−Hdx+p(0)dy este difereņtiala totală a funçtiei S(0), adică curbele S(0)(x, y) =
C reprezintă o familie de curbe transversale pentru extremale şi deci familia formează

un câmp pentru care S(0)(x, y) este funçtia fundamentală.

In cele de mai sus am exprimat derivatele paŗtiale şi difereņtiala funçtiei S prin

funçtia lui Hamilton H(x, y, p(x, y)) şi prin funçtia impuls p(x, y) a câmpului. Le putem

exprima prin funçtia F (x, y,m(x, y)) şi prin panta câmpului m(x, y) :

dS = [F (x, y,m(x, y))−m(x, y)Fy0(x, y,m(x, y))] dx+ Fy0(x, y,m(x, y))dy.

Vom folosi mai târziu această expresie.

Exemplul 21. In cazul opticii geometrice în plan funçtionala este

T =

x2Z
x1

p
1 + y02

v(x, y)
dx

Variabila canonică p şi funçtia lui Hamilton se determină din rela̧tiile

p =
y0

v
p
1 + y02

H =
y02

v
p
1 + y02

−
p
1 + y02

v
= − 1

v
p
1 + y02

= −
r
1

v2
− p2

Ecua̧tiile canonice sunt

y0 =
pq
1
v2
− p2

p0 = 0.



11.18. TEOREMA LUI IACOBI 63

Ecua̧tia Hamilton-Iacobi este

∂S

∂x
−
s
1

v2
− ∂S

∂y

2

= 0

sau
∂S

∂x

2

+
∂S

∂y

2

=
1

v2
.

Când planul este omogen, v = k, şi extremalele sunt linii drepte. Ele formează un câmp

dacă şi numai dacă sunt normale la curba C0. Celelalte curbe transversale C se ob̧tin

luând de-a lungul normalelor segmente egale, adică se confirmă principiul lui Huygens.

11.18 Teorema lui Iacobi

Dacă integrăm sistemul canonic, putem construi diferite câmpuri corespunzătoare

unei probleme varia̧tionale date şi prin acestea putem găsi orice solu̧tie a ecua̧tiei

Hamilton-Iacobi. Invers, dacă cunoaştem aşa numita integral̆a complet̆a a ecua̧tiei

Hamilton-Iacobi putem integra sistemul canonic.

Numim integral̆a complet̆a a ecua̧tiei Hamilton-Iacobi o solu̧tie a sa care în afara

unei constante aditive a mai coņtine o constantă arbitrară C1 : S = S(x, y, C1) + a cu

condi̧tia ca ∂2S
∂y∂C1

6= 0.
Are loc

Teorema 11. (Teorema lui Iacobi): Dacă S = S(x, y, C1)+a este o integrală completă

a ecua̧tiei Hamilton-Iacobi, atunci prin rela̧tiile

∂S

∂C1
= C2,

∂S

∂y
= p,

unde C1, C2 sunt constante arbitrare, ob̧tinem solu̧tia generală a sistemului canonic.

Cum ∂2S
∂y∂C1

6= 0, din ecua̧tia ∂S
∂C1

= C2 putem exprima pe y ca funçtie de x, C1, C2 :

y = y(x,C1, C2). Inlocuind în ∂S
∂y
= p ob̧tinem p = p(x,C1, C2). Derivând ∂S

∂C1
= C2 în

raport cu x avem
∂2S

∂x∂C1
+

∂2S

∂y∂C1

dy

dx
= 0.

Derivând rela̧tia
∂S

∂x
+H(x, y,

∂S

∂y
) = 0
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în raport cu C1 avem
∂2S

∂x∂C1
+

∂H

∂p

∂2S

∂y∂C1
= 0.

Prin scădere avem
∂2S

∂y∂C1
(
dy

dx
− ∂H

∂p
) = 0,

adică prima ecua̧tie a sistemului canonic.Derivând ∂S
∂y
= p în raport cu x şi ∂S

∂x
+

H(x, y, ∂S
∂y
) = 0 în raport cu y avem

∂2S

∂y∂x
+

∂2S

∂y2
y0 =

dp

dx
,

∂2S

∂x∂y
+

∂H

∂y
+

∂H

∂p

∂2S

∂y2
= 0.

Prin scădere avem
∂2S

∂y2
y0 − ∂H

∂y
− ∂H

∂p

∂2S

∂y2
=
dp

dx
.

Cum

y0 =
∂H

∂p

rezultă
dp

dx
= −∂H

∂y

adică a doua ecua̧tie a sistemului canonic.

Vedem că orice câmp al unei probleme de extremale poate fi descris fie prin ex-

tremalele propriu-zise, fie prin curbele transversale ale câmpului.

Exemplul 22. In cazul mediului omogen în problema opticii geometrice ecua̧tia

Hamilton-Iacobi este
∂S

∂x

2

+
∂S

∂y

2

=
1

v2

cu v =constant. Căutăm solu̧tia cu variabile separate

S = f(x) + f(y).

Ob̧tinem

f 0(x)2 + f 0(y)2 =
1

v2

de unde

f 0(x) =
1

v
cosC1, f

0(y) =
1

v
sinC1
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şi ob̧tinem solu̧tia completă

S =
1

v
x cosC1 +

1

v
y sinC1.

Pentru ob̧tinerea extremalelor scriem

∂S

∂C1
= C2,

∂S

∂y
= p,

adică

−1
v
x sinC1 +

1

v
y cosC1 = C2

1

v
sinC1 = p.

Curbele transversale şi extremalele sunt două familii de drepte ortogonale între ele.

Pentru cazul funçtionalelor depinzând de n funçtii y1(x), y2(x), · · · , yn(x) şi de deri-
vatele lor modificările sunt evidente.

11.19 Exerci̧tii

Folosind integrala completă a ecua̧tiei Hamilton-Iacobi să se determine extremalele

funçtionalelor:

a) I[y(x)] =
bR
a

p
x2 + y2

p
1 + y02dx.

Ind. Funçtia lui Hamilton este H = −px2 + y2 − p2. Ecua̧tia lui Hamilton-Iacobi
este

∂S

∂x
−
s
x2 + y2 − ∂S

∂y

2

= 0

sau
∂S

∂x

2

+
∂S

∂y

2

= x2 + y2

Prin metoda separării variabilelor se găseşte

S =
1

2
x
√
x2 − C − C

2
ln
¯̄̄
x+
√
x2 − C

¯̄̄
+
1

2
y
p
y2 + C +

+
C

2
ln
¯̄̄
y +

p
y2 + C

¯̄̄
+ a
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Prin teorema lui Iacobi trebuie să scriem ∂S
∂C
= C1 adică după reduceri

ln

¯̄̄̄
¯y +

p
y2 + C

x+
√
x2 − C

¯̄̄̄
¯ = 2C2

sau antilogaritmând si renotând constanta

x2 − 1− C2
C2

xy − y2 = C
µ
A2 + 1

2A

¶2
adică o familie de hiperbole.

b) I[y(x)] =
bR
a

xy
√
y0dx.

R. y = C1x3 + C2.

c) I[y(x)] =
bR
a

y
p
1 + y02dx.

R. x = C1 ln
¯̄̄
y +

p
y2 − C21

¯̄̄
+ C2.

11.20 Extreme pentru funçtii netede pe poŗtiuni

Considerăm funçtionala

I[y(x)] =

1Z
−1

y2(1− y0)2dx

cu condi̧tiile la capete y(−1) = 0, y(1) = 1. Observăm că oricare ar fi funçtiile admisibile
I[y(x)] = 0, egalitatea atingându-se numai pentru funçtia y(x) ≡ 0 peste tot nulă; atunci
nu mai pot fi satisfăcute condi̧tiile la capete. Deci problema minimizării funçtionalei în

clasa funçtiilor netede nu are solu̧tie. Vom observa că totuşi pentru funçtia

y(x) =

 0 pentru x ∈ [−1, 0]
x pentru x ∈ [0, 1]

avem I[y(x)] = 0, adică minimul este atins pentru o funçtie netedă pe poŗtiuni. In unele

situa̧tii va trebui să căutăm extremele unei funçtionale pe o muļtime de funçtii netede

pe poŗtiuni. Cum pentru orice funçtie netedă pe poŗtiuni f(x) funçtionează formula lui

Leibniz-Newton f(x)− f(a) =
xR
a

f 0(t)dt şi
bR
a

f 0(t)2dt = 0 implică f(t) = const pe [a, b],

aplicarea celei de a doua leme a calculului varia̧tional conduce la faptul că din anularea

primei varia̧tii a funçtionalei pentru orice direçtie prin y0(x) netedă pe poŗtiuni, rezultă

că au loc ecua̧tiile lui Euler-Lagrange sub forma

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]
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Fy0(x, y0(x), y
0
0(x)) =

xZ
a

Fy(t, y0(t), y
0
0(t))dt+ C;

există C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ [a, b]

F (x, y0(x), y
0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x) =

xZ
a

Fx(t, y0(t), y
0
0(t))dt+ C.

Cum orice funçtie de forma
xR
a

ϕ(t)dt cu ϕ(t) continuă pe poŗtiuni este continuă

rezultă că în orice punct unghiular x0 al lui y0(x) funçtiile

Fy0(x, y0(x), y
0
0(x)), F (x, y0(x), y

0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x)

sunt continue, adică saltul lor în x0 este nul:

[Fy0(x, y0(x), y
0
0(x))]x0 = 0

[F (x, y0(x), y
0
0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))y00(x)]x0 = 0

Acestea sunt condiţiile necesare ale lui Weirstrass-Erdman în punctele unghiulare

ale extremalelor continue pe porţiuni. Vom rȩtine că în membrii stângi al acestor rela̧tii

apar aceleaşi expresii din forma generală a varia̧tiei funçtionalei. De altfel puteam

deduce aceste rela̧tii despăŗtind integrala prin punctul x0 în două integrale şi scriind că

varia̧tia este nulă. Să mai notăm că puncte unghiulare pot fi numai punctele x0 în care

Fy0y0(x0, y0(x0), y
0
0(x0)) = 0 pentru că în punctele în care Fy0y0(x0, y0(x0), y00(x0)) 6= 0,

y0(x) are neapărat derivată continuă.

In exemplul cu care am început Fy0y0 = −2y2, deci puncte unghiulare pentru ex-
tremale pot fi numai cele unde y(x) se anulează.

11.21 Exerci̧tii

Să se determine extremalele cu un punct de discontinuitate pentru prima derivată

pentru funçtionalele:

a) I[y(x)] =
2R
0

(y04 − 6y02)dx, y(0) = 0, y(2) = 0.
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Ind. Cum Fy0y0 = 12y
02 − 12 se poate anula există extremale cu puncte de discon-

tinuitaate pentru prima derivată. Extremalele fiind de forma y = C1x + C2 cautăm

extremala cu un punct c de discontinuitate sub forma

y =

 m−x+ n− pentru 0 ≤ x ≤ c
m+x+ n+ pentru c ≤ x ≤ 2.

Din condi̧tiile la capete găsim

y =

 m−x pentru 0 ≤ x ≤ c
m+(x− 2) pentru c ≤ x ≤ 2.

Condi̧tia de continuitate dă m−c = m+(c− 2). Condi̧tiile Weirstrass-Erdman dau

[Fy0 ]c = 4m3
− − 12m− − 12m3

+ + 12m+ = 0

[F − y0Fy0 ]c = −3m4
− + 6m

2
− + 3m

4
+ − 6m2

+ = 0

sau

(m− −m+)(m
2
− +m−m+ +m

2
+ − 3) = 0

(m2
− −m2

+)(m
2
− +m

2
+ − 2) = 0.

Rămând de rezolvat sistemele

m− +m+ = 0

m2
− +m−m+ +m

2
+ = 3

şi

m2
− +m

2
+ = 2

m2
− +m−m+ +m

2
+ = 3

care au solu̧tilem− =
√
3,m+ = −

√
3 şi m− = −

√
3,m+ =

√
3. In ambele cazuri rezultă

c = 1. Există deci două extremale care au un punct de discontinuitate pentru prima

derivată

y =


√
3x pentru 0 ≤ x ≤ 1
−√3(x− 2) pentru 1 ≤ x ≤ 2
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şi

y =

 −
√
3x pentru 0 ≤ x ≤ 1

√
3(x− 2) pentru 1 ≤ x ≤ 2.

b) I[y(x)] =
4R
0

(y0 − 1)2(y0 + 1)2dx, y(0) = 0, y(4) = 2.

R. y =

 −x pentru 0 ≤ x ≤ 1
x− 2 pentru 1 ≤ x ≤ 4

şi y =

 x pentru 0 ≤ x ≤ 3
−x+ 6 pentru 3 ≤ x ≤ 4

c) I[y(x)] =
x2R
x1

(y02 + 2xy − y2)dx, y(x1) = y1, y(x2) = y2.
R. nu există extremale cu prima derivată discontinuă.

11.22 Condi̧tiile necesare ale lui Legendre şi Iacobi

Fie y0(x) funçtia care realizează minimul slab al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
în ipoteza că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue. Oricare ar fi funçtia

direçtie

η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0},

funçtia Φ(t) = I[y(x) + tη(x)] are un minim pentru t = 0 şi avem condi̧tiile necesare

Φ0(0) = δI[y0(x); η(x)] = 0,Φ
00(0) = δ2I[y0(x); η(x) ≥ 0.

Să ne ocupăm de a doua condi̧tie. O putem scrie sub forma

δ2I[y0(x); η(x)] =

=

Z b

a

©
Fyy(x, y0, y

0
0)η

2 + 2Fyy0(x, y0, y
0
0)ηη

0 + Fy0y0(x, y0, y00)η
02ª ≥ 0,

oricare ar fi η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Integrând al doilea termen prin păŗti, putem scrie
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δ2I[y0(x); η(x)] =

=

Z b

a

½·
Fyy(x, y0, y

0
0)−

d

dx
Fyy0(x, y0, y

0
0)

¸
η2 + Fy0y0(x, y0, y

0
0)η

02
¾
≥ 0,

oricare ar fi η(x) ∈M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

sau cu nota̧tii evidente

δ2I[y0(x); η(x)] =

Z b

a

P (x)η(x)2 +Q(x)η0(x)2 ≥ 0,
oricare ar fi η(x) ∈ M0 = {η(x)|η(x) ∈ C1[a, b], η(a) = 0, η(b) = 0}.

Să presupunem că există un punct x0 ∈ (a, b) astfel încât Q(x0) = −2q < 0. Atunci
există o întreagă vecinătate (α,β) a lui x0 pe care Q(x) < −q. Atunci luând direçtia

η(x) =

 sin2 π x−α
β−α pentru x ∈ (α, β)
0 pentru x /∈ (α, β)

avem cu nota̧tii evidente

δ2I[y0(x); η(x)] ≤ M

Z
αβ sin4 π

x− α

β − α
dx− q π2

(β − α)2

Z
αβ sin2 2π

x− α

β − α
dx =

= M
β − α

π

1Z
0

sin4 tdt− q π

β − α

1Z
0

sin2 2tdt

Ori se vede că dacă β−α→ 0, ultimul termen tinde către minus infinit, contradiçtie

cu ipoteza. Am demonstrat

Teorema 13. (Condiţia lui Legendre) Dacă y0(x) este funçtia care realizează minimul

(maximul) funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
în ipoteza că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue, atunci

oricare ar fi x ∈ [a, b] Fy0y0(x, y0(x), y
0
0(x)) ≥ 0(≤ 0).
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Direçtia η(x) pentru care varia̧tia de ordinul doi se anulează când y0(x) realizează

minimul funçtionalei I[y(x)] este extremală a varia̧tiei de ordinul al doilea δ2I[y0(x); η(x)]

considerată ca funçtională de η(x). Ea verifică ecua̧tia Euler-Lagrange a acestei funçtionale:

d

dx
{Fyy0(x, y0, y00)η + Fy0y0(x, y0, y00)η0}−

− {Fyy(x, y0, y00)η + Fyy0(x, y0, y00)η0} = 0

Defini̧tia 8. Ecua̧tia Euler-Lagrange a varia̧tiei de ordinul doi ca funçtională de

direçtie se numeşte ecuaţia lui Iacobi pentru funcţionala iniţial̆a.

Vom observa că ecua̧tia lui Iacobi este o ecua̧tie difereņtială de ordinul doi lineară

şi omogenă şi dacă o direçtie η(x) satisface ecua̧tia lui Iacobi şi dacă η(a) = η0(a) = 0,

atunci ea este identic nulă pe tot intervalul.

Defini̧tia 9. Două puncte x1 < x2 de pe o extremală a funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

se numesc conjugate dacă ecua̧tia lui Iacobi admite o solu̧tie η(x) astfel încât η(x1) =

η(x2) = 0, dar η(x) nu este identic nulă pe (x1, x2).

Teoremă 12. (Condiţia lui Iacobi) Dacă y0(x) este funçtia care realizează minimul

(maximul) funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
în ipoteza că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue, atunci pe ea nu

există nici o pereche de puncte conjugate.

Dacă ar exista două puncte conjugate x1 < x2 există o direçtie η(x) cu η(x1) =

η(x2) = 0, dar η(x) nu este identic nulă pe (x1, x2). Atunci direçtia

v
η (x) =

 0 pentru x /∈ (x1, x2)
η(x) pentru x ∈ (x1, x2)

ar fi o extremală netedă pe poŗtiuni pentru δ2I[y0(x); η(x)]. Condi̧tiile Weirstrass-

Erdman implică η0(x1) = 0, şi deci η(x) este identic nulă, contradiçtie cu ipoteza.
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Fie acum y0(x) o extremală a funçtionalei I[y(x)] şi η(x) o funçtie astfel încât pătratul

ei şi al derivatei să fie neglijabile fa̧tă de η(x), respectiv η0(x). Funçtia y0(x) + η(x) va

fi o extremală numai dacă verifică ecua̧tia Euler-Lagrange

d

dx
Fy0(x, y0(x) + η(x), y00(x) + η0(x)) = Fy(x, y0(x) + η(x), y00(x) + η0(x))

de unde rezultă
d

dx
{Fyy0(x, y0, y00)η + Fy0y0(x, y0, y00)η0}−

− {Fyy(x, y0, y00)η + Fyy0(x, y0, y00)η0} = 0

adică tocmai ecua̧tia lui Iacobi. Rezultă că punctul x2 este conjugat cu punctul x1

dacă există o extremală y = y0(x) + η(x) infinit vecină cu extremala y = y0(x), adică

x2 este punctul de tangeņtă intre extremala y = y0(x) şi înfăşurătoarea unei familii de

extremale. Din această interpretare geometrică rezultă teorema:

Teorema (Condiţia suficient̆a de scufundare).Dacă y = y0(x) este o extremală a

funçtionalei I[y(x)] şi dacă de-a lungul ei Fy0y0(x, y0(x), y00(x)) 6= 0 şi pe intervalul [a, b]
nu există puncte conjugate atunci extremala y = y0(x) poate fi scufundată într-o familie

de extremale, adică există o familie de extremale y = y(x,α) prin fiecare punct din

vecinătatea lui y = y0(x) trecând numai câte o asemenea extremală şi există o valoare

α0 astfel că y0(x) = y(x,α0).

11.23 Condi̧tia lui Weirstrass de extremum tare

Fie y0(x) funçtia care realizează minimul tare al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
în ipoteza că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue. Ştim că y0(x) este

o extremală a funçtionalei I[y(x)]. Presupunem pentru simplitate că graficul funçtiei

y0(x) trece prin originea O(0, 0). Să dăm în vecinătatea acestui punct o varia̧tie funçtiei
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în aşa fel încât varia̧tia graficului în vecinătatea originii să fie în vârf de ac, cu alte

cuvinte pentru h > 0 mic considerăm funçtia

y(x, h,m) =


y0(x) pentru x ≤ 0
mx pentru 0 ≤ x ≤ h
y0(x) +

mh−y0(h)
h−b (x− b) pentru h ≤ x ≤ b

Pentru h mic funçtia y(x, h,m), cu derivată continuă pe poŗtiuni, este în vecinătatea

tare a lui y0(x) (cele două funçtii diferă foarte pu̧tin ca valori, dar nu şi ca derivate).

Vom avea

ϕ(h,m) = I[y(x, h,m)]− I[y0(x)] =
hZ
0

F (x,mx,m)dx+

+

bZ
h

F (x, y(x, h,m),
∂y(x, h,m)

∂x
)dx.

şi

∂ϕ(h,m)

∂h
= F (h,mh,m)− F (h, y(h, h,m), ∂y(h, h,m)

∂x
) +

+

bZ
h

·
Fy

∂y(x, h,m)

∂h
+ Fy0

∂2y(x, h,m)

∂x∂h

¸
dx.

La limită pentru h→ 0 + 0 vom avea

∂ϕ(0 + 0,m)

∂h
= F (0, 0,m)− F (0, 0, y0(0)) +

bZ
0

·
Fy

∂y(x, 0,m)

∂h
+ Fy0

∂2y(x, 0,m)

∂x∂h

¸
dx

unde Fy, Fy0 sunt calculate în punctele (x, y0(x), y00(x)). Cum y0(x) este extremală rezultă

∂ϕ(0 + 0,m)

∂h
= F (0, 0,m)− F (0, 0, y0(0)) +

Fy0(x, y0(x), y
0
0(x))

∂y(x, 0,m)

∂h

¯̄̄̄b
0

.

Dar
∂y(x, h,m)

∂h
=
(m− y0(h))(h− b)−mh+ y(h)

(h− b)2 (x− b)

∂y(x, 0,m)

∂h
=
m− y0(0)
−b (x− b)
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şi ob̧tinem

∂ϕ(0 + 0,m)

∂h
= F (0, 0,m)− F (0, 0, y0(0))− Fy0(0, 0, y00(0))(m− y0(0))

Dacă ar exista o valoare m0 pentru care
∂ϕ(0+0,m0)

∂h
< 0 atunci pentru că

ϕ(h,m0) =
∂ϕ(0 + 0,m0)

∂h
h+ o(h), h > 0

rezultă că ar exista o valoare h0 suficient de mică şi funçtia y(x, h0,m0) astfel încât

ϕ(h0,m0) = I[y(x, h0,m0)]− I[y0(x)] < 0.

Putem înlocui funçtia netedă pe poŗtiuni y(x, h0,m0) cu o funçtie netedă peste tot

y∗(x, h0,m0) astfel încât I[y∗(x, h0,m0)] să difere pu̧tin de I[y(x, h0,m0)] şi deci ca ine-

galitatea I[y∗(x, h0,m0)]− I[y0(x)] < 0 să se meņtină. Va rezulta că extremala y0(x) nu
realizează minimul tare al funçtionalei. Deci oricare ar fi x ∈ [a, b], oricare ar fi m ∈ R
trebuie să avem

F (x, y0(x),m)− F (x, y0(x), y0(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))(m− y00(x)) ≥ 0.

Defini̧tia 10. Funçtia

E(x, y, y0,m) = F (x, y,m)− F (x, y, y0)− Fy0(x, y, y0)(m− y0)

se numeşte funcţia lui Weirstrass.

Rezultă următoarea teoremă:

Teorema 13 (Condiţia lui Weirstrass). Dacă funçtia y0(x) realizează minumul tare

al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
atunci de-a lungul ei funçtia lui Weirstrass este pozitivă

E(x, y0(x), y
0
0(x),m) =

= F (x, y0(x),m)− F (x, y0(x), y00(x))− Fy0(x, y0(x), y00(x))(m− y00(x)) ≥ 0
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oricare ar fi m pentru care F (x, y,m) are sens.

Din punct de vedere geometric condi̧tia lui Weirstrass revine la faptul că funçtia

F (x, y, y0) de-a lungul extremalei care realizează minimul funçtionalei este convexă con-

siderată ca funçtie de y0.

Cum

ϕ(p)− ϕ(q)− ϕ0(p)(p− q) =
qZ
p

dr

rZ
p

ϕ00(s)ds

rezultă că dacă

Fy0y0(x, y0(x),m) ≥ 0,∀m ∈ R,

atunci condi̧tia lui Weirstrass este îndeplinită.

11.24 Condi̧tii suficiente de extremum

Fie y0(x) funçtia care realizează minimul tare al funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb

ª
în ipoteza că funçtia F are derivate paŗtiale de ordinul doi continue. Ştim că y0(x)

este o extremală a funçtionalei I[y(x)]. Să presupunem că această extremală poate fi

scufundată într-un câmp central de extremale cu vârful în (a, y0(a)). Fie m(x, y) funçtia

de pantă a câmpului şi fie y = y(x), x ∈ [a, b] o funçtie din vecinătatea tare a extremalei
y0(x). Prin fiecare punct (x, y(x)) trece o extremală din câmpul central cu ecua̧tia de

forma y = ψ(t, x), t ∈ [a, b] astfel încât ψ(a, x) = y0(a), ψ(x, x) = y(x), ∂ψ(x,x)
∂t

=

m(x, y(x)). Să considerăm funçtia

σ(x) = −
xZ
a

F (t,ψ(t, x),
∂ψ(t, x)

∂t
)dt−

bZ
x

F (t, y(t), y0(t))dt.

Vom avea

σ(a) = −
bZ
a

F (t, y(t), y0(t))dt = −I[y(t)],
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σ(b) = −
bZ
a

F (t,ψ(t, x),
∂ψ(t, x)

∂t
)dt = −

bZ
a

F (t, y0(t), y
0
0(t))dt = −I[y0(t)]

şi deci

σ(b)− σ(a) = I[y(t)]− I[y0(t)] =
bZ
a

σ0(x)dx.

Dar

σ0(x) = F (x, y(x), y0(x))− F (x, y0(x),m(x, y(x)))−
xZ
a

·
Fy

∂ψ(t, x)

∂x
+ Fy0

∂2ψ(t, x)

∂t∂x

¸
dt

sau ţinând cont că ψ(t, x) este extremală

σ0(x) = F (x, y(x), y0(x))− F (x, y0(x),m(x, y(x)))− Fy0 ∂ψ(t, x)
∂x

¯̄̄̄x
a

.

Avem ∂ψ(a,x)
∂x

= 0, ∂ψ(x,x)
∂t

+ ∂ψ(x,x)
∂x

= y0(x) de unde ∂ψ(x,x)
∂x

= y0(x)−m(x, y(x)) şi deci

σ0(x) = F (x, y(x), y0(x))− F (x, y0(x),m(x, y(x)))−
−Fy0(x, y(x),m(x, y(x)))(y0(x)−m(x, y(x))).

A reapărut funçtia lui Weirstrass şi putem scrie

I[y(t)]− I[y0(t)] =
bZ
a

E(x, y(x),m(x, y(x)), y0(x))dx.

Puteam stabili această rela̧tie pentru cazul mai general în care extremala y0(x) poate

fi scufundată într-un câmp de extremale oarecare. In adevăr dacă luăm funçtia funda-

mentală a câmpului S(x, y) avem

dS = [F (x, y,m(x, y))−m(x, y)Fy0(x, y,m(x, y))] dx+ Fy0(x, y,m(x, y))dy

şi deci integrala curbilinieZ
C

[F (x, y,m(x, y))−m(x, y)Fy0(x, y,m(x, y))] dx+ Fy0(x, y,m(x, y))dy

nu depinde decât de capetele curbei. Dacă luăm odată curba graficul extremalei y =

y0(x) şi altă dată graficul unei funçtii oarecare y = y(x) cu aceleaşi capete vom avea

I[y0(x)] =
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bZ
a

{[F (x, y,m(x, y(x)))−m(x, y(x))Fy0(x, y,m(x, y(x)))] + Fy0(x, y,m(x, y))y0(x)} dx

şi regăsim rela̧tia

I[y(x)]− I[y0(x)] =
bZ
a

E(x, y(x),m(x, y(x)), y0(x))dx.

Am ob̧tinut teorema

Teorema . (Condiţia necesar̆a si suficient̆a de minim tare a lui Weirstrass) Ex-

tremala y0(x) care poate fi scufundată într-un câmp de extremale realizează minimul

tare al funçtionalei I[y(x)] dacă şi numai dacă pentru orice funçtie y(x) dintr-o vecină-

tate tare a lui y0(x) are loc rela̧tia

bZ
a

E(x, y(x),m(x, y(x)), y0(x))dx ≥ 0.

Această teoremă greu de aplicat în practică poate fi înlocuită evident cu următoarea

teoremă mai practică:

Teorema . (Condiţia suficient̆a a lui Weirstrass de minim tare) Extremala y0(x) care

poate fi scufundată într-un câmp de extremale realizează minimul tare al funçtionalei

I[y(x)] dacă există o vecinătate tare a lui y0(x) astfel încât în orice punct (x, y) al acestei

vecinătă̧ti are loc rela̧tia

E(x, y,m(x, y),m0) ≥ 0

oricare ar fi numărul m0.

Cum E(x, y,m(x, y),m0) = 1
2
Fy0y0(x, y,m

00)(m0−m(x, y))2 cu m00 cuprins între m0 şi

m(x, y) putem enuņta teorema şi mai simplă:

Teorema . (Condiţia suficient̆a simplificat̆a de minim tare a lui Weirstrass) Ex-

tremala y0(x) care poate fi scufundată într-un câmp de extremale realizează minimul

tare al funçtionalei I[y(x)] dacă există o vecinătate tare a lui y0(x) astfel încât în orice

punct (x, y) al acestei vecinătă̧ti are loc rela̧tia

Fy0y0(x, y,m
00) ≥ 0

oricare ar fi numărul m00.

Pentru minimul slab are loc teorema:
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Teorema .(Condiţiile suficiente de minim slab ale lui Iacobi) Funçtia y0(x) realizează

minimul slab al funçtionalei I[y(x)] dacă sunt satisfăcute condi̧tiile:

• y0(x) este o extremală;

• de-a lungul său are loc condi̧tia lui Legendre întărită Fy0y0(x, y0(x), y00(x)) > 0;

• de-a lungul său are loc condi̧tia lui Iacobi întărită, adică pe intervalul [a, b] nu
există puncte conjugate cu a.

In adevăr ultimele două condi̧tii asigură că extremala y0(x) poate fi scufundată într-

un câmp de extremale. Din condi̧tia a doua rezultă că există o vecinătate slabă a lui

y0(x) astfel că în punctele acestei vecinătă̧ti vom avea Fy0y0(x, y, y0) > 0. Atunci pentru

o funçtie y(x) din această vecinătate vom avea

I[y(x)]− I[y0(x)] =
bZ
a

E(x, y(x),m(x, y(x)), y0(x))dx =

=
1

2

bZ
a

(y0(x)−m(x, y(x))2Fy0y0(x, y(x),m0(x))dx > 0

m0(x) fiind cuprins între m(x, y(x)) şi y0(x).

Condi̧tiile suficiente ale lui Iacobi se cer îndeplinite numai de-a lungul extremalei.

In cazul maximelor se schimbă semnul inegalită̧tilor în toate condi̧tiile.

11.25 Exerci̧tii

Să se studieze extremalele funçtionalelor:

1. I[y(x)] =
1R
0

(y02 − 2xy)dx, y(0) = y(1) = 0.
Ind. F = y02 − 2xy, Fy0 = 2y0, Fy = −2x, Fy0y0 = 2, Fyy0 = 0, Fyy = 0. Ecua̧tia lui

Euler 2y00 + 2x = 0 are extremalele y = −x3
6
+C1x+C2. Cea care satisface condi̧tiile la

capete este y = −x3
6
+ x

6
, ea poate fi scufundată în câmpul central cu centrul în O(0, 0).

De altfel ecua̧tia lui Iacobi este η00 = 0 cu solu̧tia care verifică condi̧tiile η(0) = 0,

η0(0) = 1, η = x care nu se anulează pe (0, 1]. Cum Fy0y0 = 2 > 0 peste tot, rezultă că
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extremala realizează minimul tare. De altfel funçtia lui Weirstrass este

E(x, y,m, y0) = F (x, y, y0)− F (x, y,m)− Fy0(x, y,m)(y0 −m) =
= y02 − 2xy −m2 + 2xy − 2m(y0 −m) =
= (y0 −m)2 ≥ 0.

2. I[y(x)] =
1R
0

ex(y2 + 1
2
y02)dx, y(0) = 1, y(1) = e.

Ind. F = ex(y2+ 1
2
y02), Fy0 = exy0, Fy = 2exy, Fy0y0 = ex, Fyy0 = 0, Fyy = 2ex. Ecua̧tia

lui Euler y00 + y0 − 2y = 0 are extremalele y = C1e
x + C2e

−2x, iar cea care satisface

condi̧tiile este y = ex. Ecua̧tia lui Iacobi este η00 + η0 − 2η = 0 cu solu̧tia necesară

η = 1
3
ex(1 − e−3x) 6= 0 pentru x ∈ (0, 1]. Funçtia lui Weirstrass este E(x, y,m, y0) =

1
2
ex(y0 − u)2 ≥ 0, deci extremala realizează minimul tare.
3. I[y(x)] =

1R
0

eyy02dx, y(0) = 0, y(1) = ln 4.

R. Pe extremala y = 2 ln(x+ 1) se realizează un minim tare.

4. I[y(x)] =
2R
1

x3

y02dx, y(1) = 1, y(2) = 4.

R. Pe extremala y = x2 se realizează un minim slab pentru că se găseşte funçtia lui

Weirstrass E(x, y,m, y0) = 2 x
3

m2 (y
0−m)2(y0+ p

2
) pozitivă numai pentru y0 în vecinătatea

lui m.

5. I[y(x)] =
aR
0

dx
y0 , y(0) = 0, y(a) = b, a > 0, b > 0.

R. Pe extremala y = b
a
x se realizează un minim slab pentru că funçtia lui Weirstrass

este E(x, y,m, y0) = (y0−p)2
p2y0 pozitivă numai în vecinătatea extremalei.

6. I[y(x)] =
1R
0

(1 + x)y02dx, y(0) = 0, y(1) = 1.

R. Pe extremala y = ln(1+x)
ln 2

se realizează un minim tare.

7. I[y(x)] =
π/2R
0

(y2 − y02)dx, y(0) = 1, y(π/2) = 1.
R. Pe extremala y = sinx+ cosx se realizează un maxim tare.

8. I[y(x)] =
2R
−1
y0(1 + x2y0)dx, y(−1) = 1, y(2) = 4.

R Nu există extremum pe funçtii continue.

9. I[y(x)] =
1R
−1
(y03 + y02)dx, y(−1) = −1, y(1) = 3.

R. Pe extremala y = 2x+ 1 se realizează minim slab.

10. I[y(x)] =
1R
0

(y03 − αy0)dx, y(0) = 0, y(1) = −2,α ∈ R.
R. Pe extremala y = −2x se realizează un minim slab.
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11. I[y(x)] =
2R
0

(ey
0
+ 3)dx, y(0) = 0, y(2) = 1.

R. Pe extremala y = x
2
se realizează un minim tare.

12. I[y(x)] =
1R
0

(y02 + x2)dx, y(0) = −1, y(1) = 1.
R. Pe extremala y = 2x− 1 se realizează un minim tare.

13. I[y(x)] =
2R
1

(xy04 − 2yy03)dx, y(1) = 0, y(2) = 1.
R. Pe extremala y = x− 1 se realizează un minim slab.

14. I[y(x)] =
aR
0

y02dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0, b > 0.

R. Pe extremala y = b
a
x se realizează un minim tare.

15. I[y(x)] =
aR
0

y03dx, y(0) = 0, y(a) = b, a > 0, b > 0.

R. Pe extremala y = b
a
x se realizează un minim slab.

11.26 Extreme cu legături

Fie y0(x) funçtia care realizează extremul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb, J [y(x)] = c

ª
,

unde J [y(x)] este funçtionala

J [y(x)] =

bZ
a

G(x, y(x), y0(x))dx.

Presupunem că funçtiile F,G au derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu

argumentele lor. Fie două funçtii direçtie η(x), ξ(x) nule în a, b η(a) = η(b) = 0, ξ(a) =

ξ(b) = 0. Funçtia de două variabile

Φ(t, s) = I[y0(x) + tη(x) + sξ(x)]

cu condi̧tia

Ψ(t, s) = J [y0(x) + tη(x) + sξ(x)] = c
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î̧si atinge extremul în punctul (t = 0, s = 0). Atunci există multiplicatorul lui Lagrange

λ ∈ R astfel încât să avem

∂

∂t
(Φ+ λΨ)|t=0,s=0 = 0

∂

∂s
(Φ+ λΨ)|t=0,s=0 = 0

ceea ce implică

δI[y0(x); η(x)] + λδJ [y0(x); η(x)] = 0,∀η(x),
δI[y0(x); ξ(x)] + λδJ [y0(x); ξ(x)] = 0,∀ξ(x).

Am demonstrat teorema

Teorema 12. Dacă funçtia y0(x) realizează extremul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx

pe muļtimea funçtiilor

M =
©
y(x)|y(x) ∈ C1[a, b], y(a) = ya, y(b) = yb, J [y(x)] = c

ª
,

unde J [y(x)] este funçtionala

J [y(x)] =

bZ
a

G(x, y(x), y0(x))dx,

dacă funçtiile F,G au derivate paŗtiale de ordinul doi continue în raport cu argumentele

lor, atunci există multiplicatorul lui Lagrange λ ∈ R asfel că y0(x) este extremala

funçtionalei I[y(x)] + λJ [y(x)].

Exemplul 23. In problema lăņti̧sorului, problema echilibrului unui fir greu, trebuia

găsit minimul funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

y(x)
p
1 + y02(x)dx
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cunoscând lungimea firului

J [y(x)] =

bZ
a

p
1 + y02(x)dx = L.

Vom căuta extremala funçtionalei I[y(x)] + λJ [y(x)] cu integrandul

f = y
p
1 + y02 + λ

p
1 + y02(x) = (y + λ)

p
1 + y02.

Acesta ne-depinzând de x avem integrala primă f−y0fy0 = C adică y+λ√
1+y02

= C. Punând

y0 = sinhu avem

y + λ = C
p
1 + sinh2 u = C coshu, y = Ccoshu− λ.

Din y0 = dy
dx
= sinhu rezultă dx = Cdu şi

du =
1

C
dx, u =

x

C
+ C1, y = C cosh(

x

C
+ C1)− λ.

Constantele C,C1,λ se determină din condi̧tiile la capete y(a) = ya, y(b) = yb şi din

condi̧tia J [y(x)] = L.

Fie cazul unei funçtionale

I[y1(x), y2(x), ..., yn(x)] =

bZ
a

F (y1(x), y2(x), ..., yn(x), y
0
1(x), y

0
2(x), ..., y

0
n(x))dx,

definite pe o muļtime de n funçtii de o variabilă derivabile pe intervalul [a, b] :

M =

 yi(x), i = 1, 2, ..., n|yi(x) ∈ C1[a, b], yi(a) = yia, yi(b) = yib,
Gj(x, y1(x), y2(x), ..., yn(x), y

0
1(x), y

0
2(x), ..., y

0
n(x)) = cj, j = 1, 2, ..., r

 ,
funçtia F fiind definită într-un domeniu şi cu derivatele paŗtiale de ordinul întâi con-

tinue în acel domeniu, funçtiile Gj(x, y1(x), y2(x), ..., yn(x), y01(x), y
0
2(x), ..., y

0
n(x)) fiind

date. In acest caz se poate arăta că există r funcţii multiplicatori ai lui Lagrange

λ1(x),λ2(x), ...,λr(x) astfel încât funçtiile care realizează extremul funçtionalei I an-

ulează varia̧tia de ordinul întâi al funçtionalei J = I + λ1G1 + ...+ λrGr.

11.27 Exerci̧tii

1. Să se găsească minimul integralei I[y(x)] =
R
0

πy02dx cu condi̧tiile J [y(x)] =R
0

πy2dx = 1, y(0) = 0, y(π) = 0.
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Ind. Pentru integrala cu integrandulH = y02+λy2 ecua̧tia lui Euler este y00−λy = 0.
Pentru a putea verifica condi̧tiile trebuie ca λ = −k2, k ∈ N∗ şi găsim extremalele

y = ±
q

2
π
sin kx. Dintre acestea numai y = ±

q
2
π
sinx satisfac condi̧tia lui Iacobi. Pe

ele I[y(x)] ia valoarea minimă 1.

2. Să se găsească extremalele funçtionalei I[y(x)] =
1R
0

y02dx cu condi̧tiile J [y(x)] =

1R
0

ydx = 3, y(0) = 1, y(1) = 6.

R. y = 3x2 + 2x+ 1.

3. Să se găsească extremalele funçtionalei I[y(x)] =
1R
0

y02dx cu condi̧tia J [y(x)] =

1R
0

(y − y02)dx = 1/12, y(0) = 0, y(1) = 1/4.
R. y = 1

4
(2x− x2).

4. Să se găsească extremalele funçtionalei I[y(x), z(x)] =
1R
0

(y02 + z02 − 4xz0 − 4z)dx

cu condi̧tiile J [y(x), z(x)] =
1R
0

(y02 − xy0 − z02)dx = 2, y(0) = 0, z(0) = 0, y(1) = 1,

z(1) = 1.

R. y = 7x−5x2
2
, z = x.

5 Să se găsească cea mai scurtă lungime a curbei de pe suprafa̧ta 15x−7y+z−22 = 0
care uneşte punctele A(1,−1, 0), B(2, 1,−1)..
Ind. Se caută extremala funçtionalei

I[y(x), z(x)] =

1Z
0

³p
1 + y02 + z02 + λ(x)(15x− 7y + z − 22)

´
unde λ(x) este funçtia multiplicator.

R. y = 2x− 3, z = 1− x, L = √6.

11.28 Metode varia̧tionale pentru valori proprii

Fie E un spa̧tiu euclidian n-dimensional ale cărui elemente le notăm cu litere latine

mici x,y, z, ...̧si o formă pătratică p(x) pozitiv definită pe E. De la algebră lineară se ştie

că există un endomorfism autoadjunct A : E→ E astfel încât p(x) =< A(x),x > şi că

există o bază ortonormată e1, e2, ..., en formată din vectori proprii ai endomorfismului

A asfel încât dacă

x = x1e1 + x2e2 + ...+ xnen
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atunci

p(x) = λ1(x1)
2 + λ2(x2)

2 + ...+ λn(xn)
2,

unde λ1,λ2, ...,λn sunt valorile proprii ale endomorfismului A. Suprafa̧ta de nivel con-

stant 1 a formei pătratice λ1(x1)2+λ2(x2)
2+ ...+λn(xn)

2 = 1 reprezintă un elipsoid ale

cărui semiaxe sunt legate de valorile proprii. De exemplu, cea mai mare semiaxă este

egală cu 1√
λ1
dacă λ1 este cea mai mică valoare proprie. Cum λ1 = p(e1) =< A(e1), e1 >

această interpretare geometrică duce la a defini cea mai mică valoare proprie λ1şi vec-

torul ei propriu prin rela̧tia

λ1 = min
<x,x>=1

p(x) = min
<x,x>=1

< A(x),x >=min
x∈E

p(x)

< x,x >
=min
x∈E

< A(x),x >

< x,x >
.

In adevăr, sfera unitate < x,x >= 1 fiind compactă minimul min
x∈E

<A(x),x>
<x,x>

se atinge

pe un vector x1şi fie valoarea sa λ1. Atunci < A(x1),x1 > −λ1 < x1,x1 >= 0 şi

< A(x),x > −λ1 < x,x >≥ 0 pentru orice vector x din E. Să notăm J(x) =<

A(x),x > −λ1 < x,x > . Atunci J(x1) = 0 şi pentru orice t real şi orice vector v

funçtia Φ(t) = J(x + tv) = 2t < A(x1) − λ1x1, v > +t2J(v) ≥ 0. Atunci Φ0(0) =

2 < A(x1) − λ1x1, v >= 0 pentru orice vector v. Rezultă A(x1) − λ1x1 = 0, adică

x1 este vector propriu corespunzător valorii proprii λ1. Se observă analogia perfectă cu

problemele calculului varia̧tional: 2 < A(x1) − λ1x1, v > poate fi considerată varia̧tia

întâi a funçtonalei <A(x),x>
<x,x>

, numită câtul lui Rayleigh, iar ecua̧tia A(x1) − λ1x1 = 0

poate fi considerată ecua̧tia lui Euler-Lagrange pentru aceeaşi funçtională.

Să considerăm funçtionala pătratică

I[y(x)] =

bZ
a

£
P (x)y0(x)2 +Q(x)y(x)2

¤
dx

definită pe muļtimea funçtiilor

M1 =

y(x)
¯̄̄̄
¯̄y(x) ∈ C2[a, b], y(a) = y(b) = 0,

bZ
a

y(x)dx = 1


cu coeficieņtii P (x), Q(x) funçtii continui pe [a, b] astfel încât P (x) > 0 pentru a ≤ x ≤ b.
Valorile funçtionalei I[y(x)] sunt mărginite inferior pentru că

I[y(x)] ≥
bZ
a

Q(x)y(x)2dx ≥ min
a≤x≤b

Q(x)

bZ
a

y(x)2dx = min
a≤x≤b

Q(x).
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Să presupunem că am demonstrat că există o funçtie y1(x) pentru care funçtionala este

minimă. Atunci după teoria extremelor condi̧tionate funçtia y1(x) satisface ecua̧tia

(P (x)y01(x))
0 − [Q(x)y1(x)− λ1y1(x)] = 0.

Problema găsirii solu̧tie acestei ecua̧tii care să verifice condi̧tiile la limită se numeşte

problemă Sturm-Liouville.

Dacă introducem operatorul difereņtial

L[y(x)] = − (P (x)y0(x))0 +Q(x)y(x)

atunci rela̧tia precedentă se scrie sub forma

L[y1(x)] = λ1y1(x),

adică putem spune că funçtia y1(x) este vector propriu, se numeşte funcţie proprie,

pentru operatorul L corespunzătoare valorii proprii λ1.

Odată găsită funçtia y1(x), să găsim minimul funçtionalei I[y(x)] pe submuļtimea

lui M1

M2 =

y(x)
¯̄̄̄
¯̄y(x) ∈M1,

bZ
a

y1(x)y(x)dx = 0.


Funçtia y2(x) care realizează acest minim va trebui să verifice rela̧tia

L[y2(x)] = λ2y2(x) + µ2y1(x).

Dar se verifică imediat că operatorul L este autoadjunct, adică are loc rela̧tia

bZ
a

L[u(x)]v(x)dx =

bZ
a

u(x)L[v(x)]dx, ∀u(x), v(x) ∈M1.

Inmuļtind rela̧tia de mai înainte cu y1(x) şi integrând de la a la b ob̧tinem că µ2 = 0,

adică funçtia y2(x) este valoarea proprie a operatorului L corespunzătoare valorii proprii

λ2.

A treia funçtie proprie y3(x) corespunzătoare valorii proprii λ3 realizează minimul

funçtionalei I[y(x)] pe submuļtimea lui M2

M3 =

y(x)
¯̄̄̄
¯̄y(x) ∈M2,

bZ
a

y2(x)y(x)dx = 0.
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şi putem continua. Ob̧tinem în acest fel un şir de funçtii proprii ale operatorului difer-

eņtial L

y1(x), y2(x), y3(x), ..., yn(x), ...

care prin construçtie sunt ortogonale două câte două şi sunt normate (apaŗtin lui M1).

Din construçtie rezultă că

I[y1(x)] ≤ I[y2(x)] ≤ I[y3(x)] ≤ ... ≤ I[yn(x)] ≤ ....

Mai mult se poate arăta că acest şir de valori tinde către infinit. Dacă aplicăm integrarea

prin păŗti primului termen al funçtionalei I[y(x)] ob̧tinem

I[y(x)] =

bZ
a

L[y(x)y(x)dx+ P (x)y(x)y0(x)|ba

şi deci

I[yn(x)] =

bZ
a

L[yn(x)yn(x)dx =

bZ
a

λnyn(x)yn(x)dx = λn.

Muļtimea valorilor proprii λn constituie spectrul operatorului L pe muļtimea M1.

In cazul endomorfismului autoadjunct vectorii proprii constituiau o bază a spa̧tiului,

adică orice vector din spa̧tiu se descompune în mod unic după vectorii proprii. Dacă

considerăm o parti̧tie a = x0 < x1 < x2 < ... < xi < ... < xn = b, xi = a + i b−a
n
, şi

considerăm valorile y0, y1, ..., yn ale funçtiei y(x) în nodurile parti̧tiei, putem exprima

integrala din funçtionala I[y(x)] printr-o formulă de cuadratură şi ob̧tinem în locul

funçtionalei un endomorfisn autoadjunct pe subspa̧tiul vectorial definit de y0 = yn =

0. Orice element din acest subspa̧tiu se va exprima în funçtie de vectorii proprii ai

endomorfismului. La limită pentru n→∞ rezultă că orice funçtie de două ori derivabilă

pe [a, b] nulă în capetele intervalului se va descompune într-o serie uniform convergentă

după funçtiile proprii. Aceasta este proprietatea de completitudine a muļtimii funçtiilor

proprii.

11.29 Exerci̧tii

Să se găsească valorile proprii şi funçtiile proprii normate ale funçtionalelor pătratice:

1. I[y(x)] =
3R
0

[(2x+ 3)2y02 − y2]dx, y(0) = 0, y(3) = 0.
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Ind. Ţinând cont de condi̧tia de normare
3R
0

y2dx = 1 ecua̧tia lui Euler este

(2x+ 3)2y00 + 4(2x+ 3)y0 + (λ+ 1)y = 0.

Făcând schimbarea de variabilă 2x+ 3 = et aceasta se scrie

4y00(t) + 4y0(t) + (λ+ 1)y(t) = 0.

Condi̧tiile la capete nu pot fi satisfăcute decât pentru valorile proprii

λn =
4n2π2

ln2 3
, n = 1, 2, 3, ...

pentru care se găsesc funçtiile proprii

yn(x) = ± 2√
ln 3

sin nπ ln(2x+3)
ln 3√

2x+ 3
, n = 1, 2, 3, ...

2. I[y(x)] =
1R
0

(y2 + y02)dx, y(0) = y(1) = 0.

R. λn = 1 + n2π2, yn(x) = ±
√
2 sinnπx, n = 1, 2, ....

3. I[y(x)] =
2R
1

x2y02dx, y(1) = y(2) = 0.

R. λn = ln2 2+4n2π2

4 ln2 2
, yn(x) = ± sin nπ ln x

ln 2√
ln
√
2
√
x
, n = 1, 2, 3, ....

4. Să se arate că pentru orice funçtie y(x) : [0,π] → R, y(0) = y(π) = 0 are loc

inegalitatea
R
0

πy02dx ≥ R
0

πy2dx.

R. Se găseşte că egalitatea se atinge pentru y(x) = sinx√
π
.

11.30 Principiul lui Hamilton, principii varia̧tionale

Considerăm un sistem de n puncte materiale cu masele m1,m2, ...,mn. Notăm cu

xj, yj, zj coordonatele punctului j. Mi̧scarea sistemului este descrisă de ecua̧tiile lui

Newton

mj
..
xj= Fjx,mj

..
yj= Fjy,mj

..
zj= Fjz, j = 1, 2, ..., n,

unde cele două puncte deasupra literei înseamnă derivarea în raport cu timpul, iar

Fjx, Fjy, Fjz sunt componentele foŗtei
−→
Fj care açtionează asupra punctului j. Pre-

supunem că foŗtele
−→
Fj admit o funcţie de potenţial U = U(x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn), adică

au loc egalită̧tile

Fjx = − ∂U

∂xj
, Fjy = −∂U

∂yj
, Fjz = −∂U

∂zj
, j = 1, 2, ..., n.
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Aceasta înseamnă şi că lucru mecanic efectuat de foŗte asupra sistemului pentru a-l

aduce din pozi̧tia ini̧tială xj(t1), yj(t1), zj(t1), j = 1, 2, ..., n până în pozi̧tia xj, yj, zj, j =

1, 2, ..., n este

W =
nX
j=1

(xj ,yj ,zj)Z
(xj(t1),yj(t1),zj(t1))

Fjxdxj + Fjydyj + Fjzdzj =

= −
nX
j=1

(xj ,yj ,zj)Z
(xj(t1),yj(t1),zj(t1))

∂U

∂xj
dxj +

∂U

∂yj
dyj +

∂U

∂zj
dzj =

= −U(x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn) +
+U(x1(t1), y1(t1), z1(t1), ..., xn(t1), yn(t1), zn(t1)),

adică funçtia U(x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn) este abstraçtie făcând de o constantă lucrul mecanic

efectuat de foŗte pentru a aduce sistemul din pozi̧tia finală xj, yj, zj, j = 1, 2, ..., n în poz-

i̧tia ini̧tială xj(t1), yj(t1), zj(t1), j = 1, 2, ..., n. Funçtia U(x1, y1, z1, ..., xn, yn, zn) se nu-

meşte potenţialul forţelor, iar valoarea sa într-o pozi̧tie a sistemului se numeşte energia

potenţial̆a a sistemului în acea pozi̧tie.

Funçtia

T = T (
.
x1,

.
y1

.
z1, ...,

.
xn

.
yn

.
zn) =

nX
j=1

mj

2

³
.
x
2
j +

.
y
2

j +
.
z
2
j

´
se numeşte energia cinetic̆a a sistemului în pozi̧tia de la acel moment.

Să considerăm două funçtionale

I1[x1(t), ..., zn(t)] =

t2Z
t1

T (
.
x1,

.
y1

.
z1, ...,

.
xn

.
yn

.
zn)dt,

I2[x1(t), ..., zn(t)] =

t2Z
t1

U(x1(t), ..., zn(t))dt

calculate de-a lungul unei traiectorii între momentele t1, t2, capetele fiind fixe. Să cal-

culăm varia̧tiile acestor două funçtionale.

Avem

δI1[x1(t), ..., zn(t); δx1(t), ..., δzn(t)] =

= −
t2Z
t1

·
d

dt

∂T

∂
.
x1

δx1(t) + ...+
d

dt

∂T

∂
.
zn

δzn(t)

¸
dt =
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= −
t2Z
t1

£
m1

..
x1 δx1(t) + ...+mn

..
zn δzn(t)

¤
dt.

δI2[x1(t), ..., zn(t); δx1(t), ..., δzn(t)] =

=

t2Z
t1

·
∂U

∂x1
δx1(t) + ...+

∂U

∂zn
δzn(t)

¸
dt =

= −
t2Z
t1

[F1xδx1(t) + ...+ Fnzδzn(t)] dt.

In virtutea ecua̧tiilor lui Newton avem

δ(I1[x1(t), ..., zn(t); δx1(t), ..., δzn(t)]− I2[x1(t), ..., zn(t); δx1(t), ..., δzn(t)]) = 0,

adică, vedem că funçtiile x1(t), ..., zn(t) care descriu mi̧scarea reală a sistemului de puncte

între momentele t1, t2 fac sta̧tionară funçtionala

I[x1(t), ..., zn(t)] =

t2Z
t1

£
T (

.
x1 (t), ...,

.
zn (t))− U(x1(t), ..., zn(t))

¤
dt

adică problema de mecanică este de fapt o problemă de calcul varia̧tional. Acest lucru

a fost observat pentru prima dată în 1835 de către Hamilton şi de aceea se numeşte

principiul variaţional al lui Hamilton.

Defini̧tia 10. Funçtia

L[x1, ..., zn,
.
x1, ...,

.
zn] = T (

.
x1, ...,

.
zn)− U(x1, ..., zn)

se numeşte funcţia lui Lagrange a sistemului de puncte.

Defini̧tia 11. Funçtionala

I[x1(t), ..., zn(t)] =

t2Z
t1

L[x1, ..., zn,
.
x1, ...,

.
zn]dt

se numeşte acţiunea sistemului de-a lungul traiectoriei.

Dacă sistemul are r grade de libertate, adică pozi̧tia sa este descrisă de r parametri

q1, q2, ..., qr, numi̧ti coordonate generalizate,

xj = xj(q1, q2, ..., qr),

yj = yj(q1, q2, ..., qr),

zj = zj(q1, q2, ..., qr), j = 1, 2, ..., n
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atunci

.
xj =

rX
k=1

∂xj
∂qk

.
qk

.
yj =

rX
k=1

∂yj
∂qk

.
qk

.
zj =

rX
k=1

∂zj
∂qk

.
qk

şi deci energia cinetică T =
nP
j=1

mj

2

³
.
x
2
j +

.
y
2

j +
.
z
2
j

´
este o formă pătratică de vitezele

generalizate
.
qj: T =

rP
j,k=1

aij
.
q .
jqk cu coeficieņtii funçtii de coordonatele generalizate.

Energia poteņtială devine o funçtie de coordonatele generalizate U = U(q1, q2, ..., qr).

Funçtia lui Lagrange L = T − U este acum o funçtie de q1, q2, ..., qr,
.
q1, ...,

.
qr . Funçtiile

pi =
∂L
∂
.
qi
se numesc impulsurile generalizate, iar Qi = ∂L

∂qi
se numesc forţele generalizate.

Condi̧tia de sta̧tionaritate a açtiunii, funçtionala
t2R
t1

Ldt, ecua̧tiile lui Euler , capătă forma

∂L

∂qj
− d

dt

∂L

∂
.
qj
= 0, j = 1, 2, ..., r,

adică aşa numitele ecuaţii ale lui Lagrange de speţa a doua.

Se poate arăta că pe intervale mici de timp, açtiunea
t2R
t1

Ldt are chiar valoare minimă;

de aceea principiul lui Hamilton se mai numeşte şi principiul minimei acţiuni.

In cazul autonom, când poteņtialul nu depinde de timp, ecua̧tiile lui Lagrange admit

integrala primă a energiei T + U = const de-a lungul traiectoriei, cum rezultă imediat

din însumarea ecua̧tiilor înmuļtite cu
.
qj

∂T

∂qj

.
qj −∂U

∂qj

.
qj −

.
qj
d

dt

∂T

∂
.
qj
=

=
∂T

∂qj

.
qj −∂U

∂qj

.
qj − d

dt

Ã
.
qj

∂T

∂
.
qj

!
+

∂T

∂
.
qj

..
qj=

=
dT

dt
− dU
dt
− 2dT

dt
= −d(T + U)

dt
= 0

Am ţinut cont că datorită omogeneită̧tii lui T avem
.
qj

∂T

∂
.
qj
= 2T.

Exemplul 24. Să considerăm mi̧scarea unui punct într-un câmp central în plan în

coordonate polare. Să considerăm în punctul de vector de pozi̧tie −→r de coordonate

polare r = |−→r | şi ϕ doi versori: −→er îndreptat în direçtia razei vectoare (̧si deci −→r = r
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−→er ) şi −→eϕ ortogonal pe −→er şi îndreptat în sensul creşterii lui ϕ. Evident, vectorii −→er ,−→eϕ
se rotesc cu viteza unghiului

.
ϕ:

.−→er= .
ϕ −→eϕ,

.−→eϕ= − .
ϕ −→er . Rezultă −→v =

.−→r = .
r −→er+ .

ϕ −→eϕ
şi deci energia cinetică este T = m

2

³
.
r
2
+r2

.
ϕ
2
´
, energia poteņtială fiind o funçtie de r,

U = U(r). Funçtia lui Lagrange este L = T − U = m
2

³
.
r
2
+r2

.
ϕ
2
´
− U(r). Impulsurile

generalizate sunt pr = ∂L
∂
.
r
= m

.
r, pϕ = mr2

.
ϕ . Prima ecua̧tie a lui Lagrange

.
pr=

∂L
∂
.
r

devine m
..
r= mr2

.
ϕ −∂U

∂r
. Cum ∂L

∂ϕ
= 0, a doua ecua̧tie a lui Lagrange este

.
pϕ= 0, adică

pϕ = mr2
.
ϕ= const, ea reprezentând legea conservării momentului cinetic.

In cazul general în care câmpul nu este central U = U(r,ϕ) am fi ob̧tinut
.
pϕ= −∂U

∂ϕ
.

Cum

dU =
∂U

∂r
dr +

∂U

∂ϕ
dϕ = −−→F d−→r = −−→F −→er dr − r−→F −→eϕdϕ

unde
−→
F este foŗta, rezultă

−∂U

∂ϕ
= r
−→
F −→eϕ = r

³−→er ×−→F ´−→ez = ³−→r ×−→F ´−→ez .
Pe de altă parte, dacă notam cu

−→
M = m−→r ×−→v avem

.−→
M= m−→r ×

.−→v = m(2r .
r
.
ϕ +r2

..
ϕ)−→ez = m

.

(
z}|{
r2

.
ϕ) −→ez .

A doua ecua̧tie a lui Lagrange se scrie

.−→
M −→ez =

³−→r ×−→F ´−→ez ,
adică teorema momentului cinetic proiectată pe Oz.

Exemplul de mai sus permite următoare generalizare a conservării momentului ci-

netic:

Defini̧tia 12. O coordonată generalizată qi se numeşte ciclic̆a dacă funçtia lui La-

grange nu depinde de ea ∂L
∂qi
= 0.

Teorema 14. Impulsul generalizat corespunzător unei coordonate ciclice se conservă

pi = const.

Din ecua̧tiile de mi̧scare ob̧tinem condi̧tiile de echilibru ale sistemului de puncte

materiale, ţinând cont că la echilibru T = 0. Aceste condi̧tii se reduc la

∂U

∂qj
= 0, j = 1, 2, ..., r,

adică la condi̧tia de sta̧tionaritate a energiei poteņtiale.
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Teorema 15. In punctul de echilibru al unui sistem, energia poteņtială este sta̧tionară.

Se poate arăta folosind integrala energiei că dacă energia poteņtială are într-un punct

minim local, adică în vecinătatea acelui punct energia poteņtială este o funçtie convexă,

atunci acel punct este punct de echilibru stabil (teorema lui Liouville).

Printr-o schimbare de coordonate generalizate, putem totdeuna presupune că punctul

de echilibru stabil corespunde originii q1 = q2 = .. = qn = 0. Atunci pentru studiul

micilor oscila̧tii în jurul pozi̧tiei de echilibru vom putea înlocui energia cinetică T =
nP

j,k=1

aij(q1, ..., qn)
.
q .
jqk cu valoarea sa pentru q1 = q2 = .. = qn = 0

T =
nX

j,k=1

aij(0, ..., 0)
.
q .
jqk

şi energia poteņtială cu partea ei pătratică pozitivă

U =
1

2

nX
j,k=1

bjkqjqk, bjk =
∂2U

∂qj∂qk
(0, ..., 0).

Cum forma pătratică T este pozitiv definită rezultă că există o schimbare lineară de

coordonate generalizate

qi =
nX
j=1

cijQj, i = 1, 2, ..., n

asfel încât

T =
nX
i=1

.

Q2i

U =
1

2

nX
i=1

.

λiQ
2
i .

Numerele λi, i = 1, ..., n sunt valorile proprii ale formei pătratice U în raport cu forma

pătratică T , adică sunt rădăcinile ecua̧tiei

det (bij − λaij) = 0.

Ecua̧tiile lui Lagrange sunt atunci

..

Qi= −λiQi, i = 1, ..., n.
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Cum solu̧tiile acestui sistem sunt de forma

Qi = C1 cosωit+ C2 sinωit,ωi =
p

λi,

rezultă că orice oscila̧tie mică este o suprapunere de asemenea oscila̧tii periodice, numite

oscilaţii proprii. Numerele ωi se numesc pulsaţiile proprii. Notăm că o suprapunere de

oscila̧tii periodice poate să nu fie peridică. Rezultă că studiul micilor oscila̧tii în jurul

pozi̧tiei de echilibru se reduce la studiul valorilor proprii şi al vectorilor proprii ai unei

forme pătratice.

Principiul lui Hamilton are caracteristica importantă că în formularea sa nu intervine

numărul finit de grade de libertate, el formulându-se în funçtie numai de energia cinetică

şi energia poteņtială. In mod euristic, suntem conduşi să admitem că orice mediu

continuu este un sistem format dintr-un număr foarte mare, dar finit, de particole, deci

să admitem că şi pentru mediile continue, deci în cazul unui număr infinit de grade de

libertate, este valabil principiul lui Hamilton. Totul este să ştim să calculăm energia

cinetică şi energia poteņtială a mediului continuu respectiv. Aceasta depinde de modelul

de mediu continuu luat în considerare.

Exemplul 25. Să stabilim ecua̧tia micilor oscila̧tii plane transversale ale unei corzi

întinsă cu foŗta de tensiune T0 între x = 0 şi x = l, asupra corzii açtionând şi foŗta

transversală f(x, t). Vom considera coarda ca un mediu continuu unidimensional care

lucrează numai la întindere, nu şi la încovoiere, fiind perfect flexibilă. Vom consid-

era că fiecare punct de abscisă x al corzii se deplasează perpendixular pe Ox; vom

nota prin u(x, t) ordonata acestui punct. Funçtia u(x, t) defineşte ecua̧tia de mi̧scare

a corzii, iar graficul ei pentru un t fixat dă forma corzii la momentul t. Ecua̧tia para-

metrică a corzii la momentul t este −→r = x
−→
i + u(x, t)

−→
j ,
−→
i ,
−→
j fiind versorii ax-

elor. Vectorul tangent la coardă
−→
r0 =

−→
i + ∂u(x,t)

∂x

−→
j este un vesor dacă admitem

că
³
∂u(x,t)
∂x

´2
este neglijabil. Foŗta

−→
F (x) cu care poŗtiunea din dreapta abscisei x

açtionează asupra poŗtiunii din stânga este dirijată după tangentă şi are mărimea

T (x) :
−→
F (x) = T (x, t)

³−→
i + ∂u(x,t)

∂x

−→
j
´
.Alungirea elementului (x, x + dx) al corzii fi-

ind
p
1 + u02x dx − dx ≈ 0 rezultă din legea lui Hooke că mărimea foŗtei de tensiune

T (x, t) = T (x) nu se modifică în timpul vibra̧tiilor. Din proieçtia legii de mi̧scare a

elementului (x, x+ dx) pe Ox rezultă că T (x) = T0. Componenta pe axa Ou a foŗtelor
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care açtionează asupra elementului (x, x+ dx) este

T0
∂u(x+ dx, t)

∂x
− T0∂u(x, t)

∂x
= T0

∂2u(x, t)

∂x2
dx.

Puterea necesară pentru a aduce coarda în pozi̧tia deformată este

P =

lZ
0

T0
∂2u(x, t)

∂x2
∂u(x, t)

∂t
dx = −T0

lZ
0

∂u(x, t)

∂x

∂2u(x, t)

∂x∂t
dx = −1

2
T0

∂

∂t

lZ
0

µ
∂u

∂x

¶2
dt,

unde la integrarea prin păŗti am ţinut cont că extremită̧tile corzii sunt fixe. Rezultă că

energia poteņtială de deforma̧tie a corzii este 1
2
T0

lR
0

¡
∂u
∂x

¢2
dt şi deci energia poteņtială a

întregii corzi este

U =

lZ
0

·
T

2
u02x − f(x, t)u(x, t)

¸
dx.

Energia cinetică a corzii este T =
lR
0

ρ
2
u02t dx, ρ fiind densitatea lineară a corzii. Funçtia

lui Lagrange este deci

L = T − U =
lZ

0

·
ρ

2
u02t −

T

2
u02x + f(x, t)u(x, t)

¸
dx.

Mi̧scarea corzii este dată de acea funçtie u(x, t) care face sta̧tionară funçtionala

I[u(x, t)] =

t1Z
0

lZ
0

·
ρ

2
u02t −

T

2
u02x + f(x, t)u(x, t)

¸
dxdt

adică acea funçtie care satisface ecua̧tia Euler-Ostrogradski

f(x, t)− ρu00tt + Tu
00
xx = 0.

Evident vom avea în plus condi̧tiile la capete u(o, t) = u(l, t) = 0 şi condi̧tiile ini̧tiale

u(x, 0) = u0(x), u0t(x, 0) = v0(x),pozi̧tia şi viteza ini̧tială.

In acelaşi mod se poate arăta că ecua̧tia micilor oscila̧tii transversale ale unei mem-

brane întinse cu o foŗtă de tensiune pe unitatea de lungime T este

f(x, y, t)− ρu00tt + T (u
00
xx + u

00
xx) = 0.

Exmplul 26. Considerăm acum vibra̧tiile longitudinale ale unei bare dispuse între

x = 0 şi x = l în pozi̧tia de echilibru. Fie u(x, t) deplasarea seçtiunii de abscisă x
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de-a lungul axei Ox la momentul t. Vom presupune că asupra barei açtionează foŗta

longitudinală pe unitatea de lungime f(x, t) şi că extremită̧tile sunt fixate cu coeficieņti

de elasticitate α0,αl. Alungirea elementului (x, x+dx) este u(x+dx)−u(x) = ∂u
∂x
dx. La

această alungire apare foŗta de elasticitate dată de legea lui Hooke F (x, t) = SE ∂u
∂x
, cu

care poŗtiunea din dreapta seçtiunii de abscisă x açtionează asupra poŗtiunii din stânga,

S fiind seçtiunea, E modulul de elasticitate. Asupra elementului (x, x+ dx) açtionează

foŗtele F (x+ dx, t)− F (x, t) = SE ∂2u
∂x2
dx. Puterea necesară deformării este

P =

lZ
0

ES
∂2u

∂x2
∂u

∂t
dx−

lZ
0

ES
∂

∂x

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶
dx =

= −
lZ

0

ES
∂2u

∂x∂t

∂u

∂x
dx = −

lZ
0

ES
1

2

∂

∂t

µ
∂u

∂x

¶2
dx.

Rezultă că energia poteņtialde deforma̧tie este
lR
0

ES 1
2

¡
∂u
∂x

¢2
dx. Intreaga energie

poteņtială este

U =

lZ
0

·
1

2
SEu02x dx− f(x, t)u

¸
dx+

1

2
α0u(0, t)

2 +
1

2
αlu(l, t)

2.

Energia cinetică este

T =

lZ
0

1

2
ρSu02t dx,

ρ fiind densitatea barei. Scriind principiul lui Hamilton rezultă ecua̧tia

ρSu00tt − SEu00xx = f(x, t)

şi condi̧tiile la limită naturale

SEu0x(0, t)− α0u(0, t) = 0, SEu0x(l, t) + αlu(l, t) = 0.

Dacă capătul x = 0 este liber atunci α0 = 0 şi condi̧tia devine u0c(0, t) = 0; dacă

capătul x = 0 este fixat rigid atunci α0 =∞ şi condi̧tia devine u(0, t) = 0.

Exemplul 27. Să stabilim acum ecua̧tiile de mi̧scare ale unui mediu elastic care

în pozi̧tia ini̧tială ocupă un domeniu D din spa̧tiu raportat la sistemul de coordonate

Ox1x2x3 cu versorii axelor −→e1 ,−→e2 ,−→e3 . In fiecare punct P (x1, x2, x3) din domeniul D este
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definit un tensor de ordinul doi simetric, tensorul tensiunii : dacă considerăm în punctul

P o suprafa̧tă mică da de normală −→n = n1
−→e1 + n2−→e2 + n3−→e3 atunci mediul din partea

spre care este îndreptată normala açtionează asupra mediului din cealaltă parte cu o

foŗtă care depinde de punct şi linear de versorul normalei şi egală cu

−→
T (−→n )da = (T1

−→e1 + T2−→e2 + T3−→e3 ) da =
= ((σ11n1 + σ12n2 + σ13n3)

−→e1 +
+(σ11n1 + σ12n2 + σ13n3)

−→e2 +
+(σ11n1 + σ12n2 + σ13n3)

−→e3 )da

sau sub forma matricială

−→
T (−→n )da = (−→e1 ,−→e2 ,−→e3 )


σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33



n1

n2

n3

 da.
Componenta σij reprezintă componenta pe axa −→ei a foŗtei cu care açtionează mediul

spre care este dirijat −→ej asupra mediului din cealaltă parte limitat de aria unitate.
In scrierea cu indici mu̧ti cu conveņtia ca ori de câte ori un indice literal se repetă

să îņtelegem sumare după acel indice, componenta pe −→ei este

Ti = σijnj.

Reamintim că tensorul tensiunilor este simetric σij = σji, i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3 cum

rezultă din teorema momentului cinetic. Componenta medie pe −→ei a foŗtelor de tensiune
care açtionează asupra unei sfere Dε care se strânge la P este

Ri =lim
ε→0

3

4πε3

Z
∂Dε

σijnjda =lim
ε→0

3

4πε3

Z
Dε

∂σij
∂xj

dv =
∂σij
∂xj

= σij,j.

(Am folosit nota̧tia cu indici mu̧ti σij,j =
∂σij
∂xj

= ∂σi1
∂x1

+ ∂σi2
∂x2

+ ∂σi3
∂x3
, prin indicele , j am

notat derivarea paŗtială ∂
∂xj
).

In mi̧scarea mediului punctul P (x1, x2, x3) capătă coordonatele x01 = x1+u1(x1, x2, x3, t),

x02 = x2+u2(x1, x2, x3, t), = x3+u3(x1, x2, x3, t), u1, u2, u3 fiind componentele deplasării.

Puterea dezvoltată în deplasare este

P =

Z
D

σij,j
∂ui
∂t
dv −

Z
∂D

σijnj
∂ui
∂t
da =

Z
D

σij,j
∂ui
∂t
dv −

Z
D

µ
σij

∂ui
∂t

¶
,j

dv =
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= −
Z
D

σij
∂2ui
∂t∂xj

= −1
2

Z
D

σij
∂2ui
∂t∂xj

dv − 1
2

Z
D

σji
∂2uj
∂t∂xi

dv =

= −
Z
D

σij
∂

∂t

1

2

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
dv = −

Z
D

σij
∂εij
∂t
dv,

unde ne-a apărut tensorul de deformaţie, evident, tot simetric

εij =
1

2

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

¶
.

Acesta măsoară deforma̧tia mediului pentru că dacă considerăm în punctul P (x1, x2, x3)

doi vectori dxi, dyi în mi̧scare ei vor deveni dx0i = dxi +
∂ui(x1,x2,x3,t)

∂xj
dxj, dy

0
i = dyi +

∂ui(x1,x2,x3,t)
∂xj

dyj. Vom avea pentru produsele scalare ale celor doi vectori

dx0idy
0
i − dxidyi =

µ
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

+
∂ui
∂xj

∂uj
∂xi

¶
dxidxj = 2εijdxidxj

considerând că ∂ui
∂xj

sunt suficient de mici ca produsele lor să fie neglijate.

Intr-un mediu elastic izotrop cu mici deforma̧tii tensorul de tensiune este legat de

tensorul deforma̧tiilor printr-o rela̧tie lineară biunivocă

σij = λ (εkk) δij + 2µεij,

sau

εij =
1 + ν

E
σij − ν

E
(σkk) δij,

între parametrii lui Lame λ, µ şi modulul lui Young E şi coeficientul lui Poisson existând

rela̧tiile

λ =
νE

(1− 2ν)(1 + ν)
, µ =

E

2(1 + ν)
,

1

E
=

λ+ µ

µ(3λ+ 2µ)
, ν =

λ

2(λ+ µ)
.

Pentru puterea dezvoltată în deplasare putem scrie

P = −
Z
D

[λ (εkk) δij + 2µεij]
∂εij
∂t
dv = −

Z
D

·
λ (εkk)

∂εjj
∂t

+ 2µεij
∂εij
∂t

¸
dv =

= −
Z
D

∂

∂t

1

2

£
λ (εkk)

2 + 2µεijεij
¤
dv,

deci energia poteņtială de deforma̧tie este
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U =

Z
D

1

2

£
λ (εkk)

2 + 2µεijεij
¤
dv.

Forma pătratică

w(εij) =
1

2

£
λ (εkk)

2 + 2µεijεij
¤

reprezintă densitatea spa̧tială a energiei poteņtiale şi este pozitiv definită ca o sumă de

pătrate. Vom observa că

σij =
∂w(εij)

∂εij

şi după teorema lui Euler pentru funçtii omogene

w(εij) =
1

2
σijεij.

Exprimănd pe εij în funçtie σij găsim exptesia densită̧tii spa̧tiale a energiei poteņtiale

în funçtie de σij

w(σij) =
1

2

·−ν
E
(σkk)

2 +
1 + ν

E
σijσij

¸
Exprimată în funçtie de deplasare, densitatea spa̧tială a energiei poteņtiale este

w =
λ

2
(div−→u )2 + µ

"µ
∂u1
∂x1

¶2
+

µ
∂u2
∂x2

¶2
+

µ
∂u3
∂x3

¶2#
+

+
µ

2

"µ
∂u1
∂x2

+
∂u2
∂x1

¶2
+

µ
∂u2
∂x3

+
∂u3
∂x2

¶2
+

µ
∂u3
∂x1

+
∂u1
∂x3

¶2#
.

Energia cinetică este

T =
1

2

Z
D

ρ

¯̄̄̄
∂−→u
∂t

¯̄̄̄2
dv =

1

2

Z
D

ρ

"µ
∂u1
∂t

¶2
+

µ
∂u2
∂t

¶2
+

µ
∂u3
∂t

¶2#
.

Se poate scrie deci expresia funçtiei lui Lagrange L = T − U . Ecua̧tiile Euler-

Lagrange sunt

ρ
∂2ui
∂t2
− λ

∂

∂xi
div−→u − µ∇2ui − µ ∂

∂xi
div−→u + ρ

−→
F = 0, i = 1, 2, 3,

sau scrise pe scurt vectorial

ρ
∂2−→u
∂t2

= (λ+ µ) grad div−→u + µ4−→u + ρ
−→
F .
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Acestea se numesc ecuaţiile lui Lame şi trebuie integrate când se cunosc deplasările −→u
şi vitezele ∂−→u

∂t
la momentul ini̧tial şi pe o poŗtiune a frontierei ∂uD la orice moment

se cunosc vitezele −→u iar pe o altă poŗtiune complementară de frontieră ∂σD se cunosc

tensiunile normale σni = σijnj.

Exemplul 28. Să considerăm acummicile vibra̧tii transversale ale unei bare orizontale

dispusă după axa Ox1, axele Ox2, Ox3 fiind axe principale de ineŗtie a seçtiunii verticale

şi asupra căreia açtionează o foŗtă transversală dirijată după verticală cu densitatea

f(x3, t) . In acest caz bara va lucra numai la încovoiere. Vom adopta modelul din

rezisteņta materialelor. Experieņta arată că are loc ipoteza lui Bernoulli-Euler conform

căreia seçtiunile transversale perpendiculare pe axa barei până la încovoiere rămân plane

şi perpendiculare pe axa deformată şi nu se deformează în planele lor. După încovoiere

punctul de pe axă cu vectorul de pozi̧tie ini̧tial x1
−→
i1 se deplasează în punctul cu vectorul

de pozi̧tie (x1 + u(x1, t)
−→
i1 + w(x1, t)

−→
i3 . Versorul tangentei la axa deformată este

(1 + u0x1(x1, t))
−→
i1 + w

0
x1
(x1, t)

−→
i3p

1 + 2u0x1(x1, t) + u
0
x1
(x1, t)2 + w0x1(x1, t)

2
.

Derivatele sunt calculate în raport cu x1. Facem ipoteza că deplasările sunt aşa de mici

că lungimea axei deformate nu se modifică, adică w0x1(x1, t) este de un ordin de mărime

ε astfel încât ε2 este neglijabil, u0x1(x1, t) este de ordinul de mărime ε
2 şi 2u0x1(x1, t) +

w0x1(x1, t)
2 h 0. In acest fel versorul tangentei la axa deformată este

−→
t = (1 + u0x1(x1, t))

−→
i1 + w

0
x1
(x1, t)

−→
i3 ∼= −→i1 + w0x1(x1, t)

−→
i3 ,

iar versorul normalei este

−→n = −→t ×−→i2 = −w0x1(x1, t)
−→
i1 + (1 + u

0
x1
(x1, t))

−→
i3 ∼= −w0x1(x1, t)

−→
i1 +

−→
i3 .

După ipoteza lui Bernoulli-Euler, punctul cu vectorul de pozi̧tie ini̧tial x1
−→
i1 +x2

−→
i2 +x3

−→
i3

se deplasează în punctul cu vectorul de pozi̧tie

(x1 + u(x1, t)
−→
i1 + w(x1, t)

−→
i3 + x2

−→
i2 + x3

−→n ,

adică deplasarea este

−→u = u(x1, t)
−→
i1 + w(x1, t)

−→
i3 + x3(

−→n −−→i3 ) =
= (u(x1, t)− w0x1(x1, t)x3)

−→
i1 + w(x1, t)

−→
i3 .
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(S-au lăsat la o parte mărimile negijabile). Singura componentă nenulă a tensorului

deforma̧tie este ε11 = −x3w00x1x1(x1, t) şi deci şi singura componentă nenulă a tensorului
tensiune este σ11 = −Ex3w00x1x1(x1, t). Rezultanta tensiunilor din seçtiunea x1 este

−→
T =

−Ew00x1x1(x1, t)
RR
x3dx2dx3

−→
i1 = 0, iar momentul rezultant este

−→
M = −Ew00x1x1(x1, t)

ZZ ¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
−→
i1

−→
i2
−→
i3

x1 x2 x3

−x3 0 0

dx2dx3 = Ew
00
x1x1

(x1, t)I3
−→
i2 ,

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

adică la încovoiere în bară apare un moment de incovoiere dat de legea lui Euler-

Bernoulli cu M = EI3C, C = w
00
x1x1

(x1, t) fiind curbura barei deformate în aproxima̧tia

făcută, I3 momentul de ineŗtie al seçtiunii în raport cu axa orizontală perpendiculară

pe bară . Energia poteņtială a unui element ini̧tial cuprins între abscisele x1 şi x1+ dx1

este
1

2
EI
¡
w00x1x1(x1, t

¢2
dx1 − f(x1, t)w(x1, t)dx1.

Se găseşte pentru açtiune expresia

I[u(x1, t)] =

t1Z
0

lZ
0

·
1

2
ρSw02t dx1 −

1

2
EI3w

002
x1x1

+ f(x1, t)w

¸
dx1dt.

Ecua̧tia Euler-Ostrogradski corespunzătoare este

ρSw00tt +EIw
0000
x1x1x1x1

= f(x1, t).

Condi̧tiile la capete depind de regimul de lucru al acestora. Dacă unul din capete este

fixat, atunci în el au loc condi̧tii de forma w = 0, w0x = 0; dacă capătul este liber

atunci au loc condi̧tii de forma w = 0, w00xx = 0. Dacă în capete se pun anumite legături

elastice, atunci în expresia energiei poteņtiale trebuie adăuga̧ti termeni de forma

1

2

£
α0w(0, t)

2 + β0w
02
x (0, t)

¤
+
1

2

£
αlw(l, t)

2 + βlw
02
x (l, t)

¤
şi atunci apar condi̧tiile naturale de forma

EI3w
00(0, t)− β0w

0
x(0, t) = 0, EI3w

000
xxx(0, t) + α0w(0, t) = 0

EI3w
00(l, t) + βlw

0
x(l, t) = 0, EI3w

000
xxx(l, t)− αlw(l, t) = 0.
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Dacă în capete apar şi foŗte exterioare şi momente exterioare aceste condi̧tii devin neo-

mogene.

Bineîņteles, ca un caz limită avem cazul echilibrului barei la încovoiere, caz în care

dispar derivatele în raport cu timpul:

EI3w
0000
xxxx = f(x)

cu condi̧tiile corespunzătoare la capete. In cazul barei (−l, l) fixate rigid la capete sub
açtiunea greută̧tii

w(x) = −EIρSg
24

(x2 − l2)2

în timp ce pentru bara rezemată la capete se ob̧tine

w(x) = −EIρSg
24

(x2 − l2)(x2 − 5l2).

Deplasarea pe orizontală u(x) se poate ob̧tine din rela̧tia u0(x) = −1
2
w0(x)2.

Exemplul 29. Experieņta arată că dacă asupra unei bare metalice 0 ≤ x ≤ l, fixată
rigid în x = 0 şi astfel încât în x = l să nu aibă deplasări laterale, açtionează sta̧tionar

în capătul x = l o foŗtă longitudinală de compresiune P , de la o anumită valoare critică

a foŗtei Pc bara se flambează. Ne propunem să determinăm această valoare critică.

După exemplul precedent seçtiunea de abscisă x capătă o deplasare u(x) în lungul

barei şi o deplasare w(x) perpendiculară pe bară. In aceeaşi ipoteză că lungimea liniei

centrelor nu se modifică vom presupune că pătratul lui w0(x) este neglijabil şi că de-

plasarea u(x) este astfel că 2u0(x) + w02(x) ∼= 0. Atunci energia poteņtială a barei va

fi

1

2
EI

lZ
0

w002(x)dx+ P (u(l)− u(0)) = 1

2

lZ
0

(EIw002(x)− Pw02(x))dx.

După principiul lui Hamilton problema se reduce la determinarea minimului açtiunii

adică al funçtionalei

I[w(x)] =
1

2

lZ
0

(EIw002(x)− Pw02(x))dx

cu condi̧tiile la capete w(0) = w(l) = 0 sau notând α(x) = w0(x)

I[α(x)] =
1

2

lZ
0

(EIα0(x)2 − Pα2(x))dx
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. Rezultă ecua̧tia lui Euler-Lagrange

α00 +
P

EI
α = 0

Pozi̧tia nedeformată a bareiw(x) ≡ 0 dă extremala α(x) ≡ 0. Problema este dacă aceasta
realizează sau nu minimul energiei poteņtiale. Condi̧tia lui Legendre este îndeplinită

pentru că Fα0α0 = EI > 0. Ecua̧tia lui Iacobi este

η00 +
P

EI
η = 0.

Solu̧tia acesteia cu condi̧tiile η(0) = 0, η0(0) = 1 este η(x) =
q

EI
P
sin
q

P
EI
x. Ea se

anulează în punctele x = nπ
q

EI
P
, n ∈ Z. Extremala α(x) ≡ 0 realizează minimul

funçtionalei numai dacă l < π
q

EI
P
. Rezultă că foŗta critică de la care poate începe

flambajul este Pc = π2

l2
EI. Dacă P = Pc avem extremala w(x) = C2√

P
EI

sin
q

P
EI
x.

Puteam demonstra cele de mai sus şi ţinând cont că o funçtie w(x) care verifică

condi̧tiile la capete este de forma

w(x) =
∞X
n=1

an sin
nπx

l

şi atunci energia poteņtială este

I[w(x)] =
π2

4l

∞X
n=1

a2n

·
π2EI

l2
− P

¸
n2.

Se vede că dacă P < Pc atunci toate parantezele sunt strict pozitive şi minimul lui

I[w(x)] este nul atins pentru to̧ti an = 0. Dacă P ≥ Pc atunci se ob̧tine o valoare strict
negativă luând an = 0, n ≥ 2 şi a1 oarecare, adică pozi̧tia nedeformată nu mai asigură
minimul energiei poteņtiale. Observăm că nȩtinând cont de factorii nelineari putem

determina numai forma barei abstraçtie de un factor de propoŗtionalitate.

11.31 Alte principii varia̧tionale în elasticitate

Să reconsiderăm acum cazul elastostaticii arătând alte funçtionale care au extreme

pe solu̧tia problemei. Trebuie să găsim câmpul de deplasări −→u (x1, xx, x2) în domeniul D
ocupat de mediul elastic pentru care tensiunile corespunzătoare lor σij(x1, xx, x2), adică

date de rela̧tiile

σij =
∂w(εij)

∂εij
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w(εij) fiind densitatea spa̧tială a energiei poteņtiale, satisfac ecua̧tiile de echilibru

σij,j + Fi = 0, i = 1, 2, 3,

şi condi̧tiile la limită

ui = udi pe ∂uD,

σni = σijnj = σdni pe ∂σD.

Vom căuta o funçtională I[ui] = I[εij] care să devină sta̧tionară în solu̧tia problemei pe

muļtimea deplasărilor cinematic admisibile, adică acele deplasări care satisfac condi̧tia

ui = u
d
i pe ∂uD.Notând cu δui, δεij varia̧tiile deplasărilor admisibile şi a deforma̧tiilor

corespunzătoare, vom căuta varia̧tia funçtionalei în aşa fel încât la anularea ei să fie

satisfăcute ecua̧tiile de mai sus

δI = k1

Z
D

(σij,j + Fi)δuidV + k2

Z
D

(σij − ∂w(εij)

∂εij
)δεijdV +

+k3

Z
∂σD

(σni − σdni)δuidA.

Cum

σij,jδui = (σijδui),j − σijδui,j = (σijδui),j − σijδεij

vom avea Z
D

σij,jδuidV =

Z
∂D

σijnjδuidA−
Z
D

σijδεijdV =

=

Z
∂σD

σniδuidA−
Z
D

σijδεijdV

şi deci

δI =

Z
D

·
−k1σijδεij + k2σijδεij − k2∂w(εij)

∂εij
δεij − Fiδui

¸
dV +

+

Z
∂σD

£
k1σniδui + k3σniδui − k3σdniδui

¤
dA.

Dacă alegem k1 = k2 = −1, k3 = 1 atunci

δI =

Z
D

·
∂w(εij)

∂εij
δεij − Fiδui

¸
dV −

Z
∂σD

σdniδuidA



104 CAPITOLUL 11. ELEMENTE DE CALCUL VARIAŢIONAL

sau

δI = δ


Z
D

[w(εij)− Fiui] dV −
Z

∂σD

σdniuidA

 .
Deci funçtionala care devine sta̧tionară pe muļtimea deplasărilor cinematic admisibile

este

I[ui] =

Z
D

[w(εij)− Fiui] dV −
Z

∂σD

σdniuidA.

Vom observa că

δ2I =

Z
D

∂2w(εij)

∂εij∂εlm
δεijδεlmdV = 2

Z
D

w(δεij)dV > 0,

adică funçtionala este chiar minimă pentru solu̧tia problemei. Funçtionala I[ui] se

numeşte energia potenţial̆a a deplas̆arilor cinematic admisibile. Am ob̧tinut urma-

torul principiu varia̧tional, numit principiul variaţional al energiei potenţiale minime

pe mulţimea deplas̆arilor cinematic admisibile:

I[ui + δui] ≥ I[ui]

oricare ar fi deplasarea ui + δui cinematic admisibilă.

Vom căuta acum o funçtională J [σij] care să devină sta̧tionară pe muļtimea tensiu-

nilor static admisibile, adică acele tensiuni care verifică ecua̧tiile de echilibru

σij,j + Fi = 0, i = 1, 2, 3,

şi condi̧tia la limită

σni = σijnj = σdni pe ∂σD.

Varia̧tiile acestor tensiuni static admisibile vor trebui să satisfacă rela̧tiile

δσij,j = 0,

δσni = δσijnj = 0 pe ∂σD.

Cum deplasările corespunzătoare tensiunilor solu̧tie trebuie să satisfacă rela̧tiile

εij =
∂w(σij)

∂σij
,

ui = udi pe ∂uD
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Vom căuta varia̧tia funçtionalei sub forma

δJ = k1

Z
D

·
εij − ∂w(σij)

∂σij

¸
δσijdV + k2

Z
∂uD

[ui − udi ]δσnidA.

Cum

εijδσij = ui,jδσij = (uiδσij),j − ui(δσij),j = (uiδσij),j

avem Z
D

εijδσijdV =

Z
∂D

uiδσijnjdA =

Z
∂uD

uiδσnidA

şi deci

δJ = −k1
Z
D

∂w(σij)

∂σij
δσijdV +

Z
∂uD

[k1uiδσni + k2uiδσni − k2udi δσni]dA

sau alegând k1 = −k2 = 1

δJ = −
Z
D

∂w(σij)

∂σij
δσijdV +

Z
∂uD

udi δσnidA.

Funçtionala care este sta̧tionară în solu̧tie pe muļtimea tensiunilor admisibile este

J [σij] = −
Z
D

w(σij)dV +

Z
∂uD

udiσnidA.

Deoarece

δ2J = −
Z
D

∂2w(σij)

∂σij∂σlm
δσijδσlmdV = −2

Z
D

w(δσij)dV < 0

funçtionala J [σij] numită energia potenţial̆a a tensiunilor static admisibile este maximă

pe solu̧tia problemei

J [σij + δσij] ≤ J [σij].

Acesta este principiul de maxim a energiei potenţiale a tensiunilor static admisibile.

Să observăm că

I[ui]− J [σij] = 2

Z
D

wdV −
Z
D

FiuidV −
Z

∂σD

σdniuidA−
Z

∂uD

udiσnidA =

=

Z
D

σijεijdV −
Z
D

FiuidV −
Z

∂σD

σdniuidA−
Z

∂uD

udiσnidA.
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Dar dacă avem o solu̧tie ui,σij prin înmuļtirea ecua̧tiilor de echilibru cu ui şi însumare

şi integrare ob̧tinemZ
D

(σij,jui + Fiui)dV =

Z
D

[(σijui),j − σijui,j + Fiui]dV =

=

Z
∂D

σniuidA−
Z
D

[σijεij − Fiui]dV = 0,

adică

2

Z
D

wdV =

Z
D

FiuidV +

Z
∂σD

σdniuidA+

Z
∂uD

udiσnidA.

Aceasta rela̧tie, numită teorema energiei poteņtiale, arată că I[ui] = J [σij] pentru solu̧tie

ui,σij , deci pentru solu̧tie are loc rela̧tia

maxJ [σ∗ij]
σ∗ statica dmisibilă

= J [σij] = I[ui] = min
u∗ cinematic admisibilă

I[u].

Aceste principii varia̧tionale stau la baza metodei elementelor finite de rezolvare a prob-

lemelor elasticită̧tii. Se vede uşor că teorema energiei poteņtiale arată că solu̧tia prob-

lemei de elasticitate este unică.

11.32 Metode directe în calcul varia̧tional

Am văzut că problema minimizării unei funçtionale I[y(x)] este rezolvată în mod

obi̧snuit în calculul varia̧tional prin reducerea acestei probleme la rezolvarea ecua̧tiei

Euler-Lagrange cu condi̧tiile la limită impuse de problemă. De multe ori aceasta poate

fi o problemă destul de complicată. De aceea se recurge la aşa numitele metode directe

de rezolvare a problemei minimizării funçtionalelor sau a problemei la limită la care se

reduce aceasta. Metodele directe sunt metode aproximative.

Fie de minimizat funçtionala I[y(x)] despre care se ştie că are o margine inferioară

exactă inf I[y(x)] = m > −∞. Să presupunem că printr-un mod oarecare reuşim să

construim un şir de funçtii y1(x), y2(x), ...,yn(x),... astfel încât

lim
n→∞

I[yn(x)] = m.

In cele mai multe situa̧tii practice se întâmplă că şirul minimizant {yn(x)} are o limită
y(x) astfel că I[y(x)] = m. In acest fel oricare din funçtiile yn(x) constituie o aproximare

a solu̧tiei problemei ini̧tiale.
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Din punct de vedere istoric prima metodă directă a fost propusă de către Euler şi se

poate numi metoda diferenţelor divizate. In această metodă pentru găsirea minimului

funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx, y(a) = ya, y(b) = yb,

pentru a ob̧tine un şir minimizant se împarte intervalul [a, b] în n păŗti egale de lungime

h = b−a
n
, se înlocuieşte funçtia necunoscută printr-o funçtie continuă lineară pe fiecare

poŗtiune, derivata se în locuieşte prin panta funçtiei pe fiecare poŗtiune, iar integrala

se înlocuieşte printr-o formulă de cuadratură. In acest fel funçtionala devine o funçtie

de cele cele n − 1 valori ale funçtiei în nodurile interioare. Punând condi̧tia de minim
a acestei funçtii rezultă un sistem de n-1 ecua̧tii cu n-1 necunoscute. Rezolvând acest

sistem ob̧tinem valorile în noduri ale unei funçtii yn(x). Pentru diferi̧ti n aceste funçtii

dau un şir minimizant a cărui limită este funçtia căutată.

Exemplul 30. Fie de minimizat funçtionala

I[y(x)] =

1Z
0

(y02 + y2 + 2xy)dx, y(0) = y(1) = 0.

Luăm n = 5, h = 1−0
5
= 0.2. Notăm

y(0) = 0, y(0.2) = y1, y(0, 4) = y2, y(0.6) = y3, y(0.8) = y4, y(1) = 0.

Ca aproxima̧tii pentru derivate vom avea

y0(0) =
y1 − 0
0.2

, y0(0.2) =
y2 − y1
0.2

, y0(0.4) =
y3 − y2
0.2

,

y0(0.6) =
y4 − y3
0.2

, y0(0.8) =
0− y4
0.2

.

Inlocuim integrala funçtionalei prin formula dreptunghiurilor stângi şi ob̧tinem în locul

funçtionalei funçtia

Φ(y1, y2, y3, y4) =


¡
y1−0
0.2

¢2
+
¡
y2−y1
0.2

¢2
+ y21 + 0.4y1 +

¡
y3−y2
0.2

¢2
+

+y22 + 0.8y2 +
¡
y4−y3
0.2

¢2
+ y23 + 1.2y2 +

¡
0−y4
0.2

¢2
+

+y24 + 1.6y4

 0.2
Avem

∂Φ

∂y1
=

2y1
0.04

− 2(y2 − y1)
0.04

+ 2y1 + 0.4 = 0
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∂Φ

∂y2
=

2(y2 − y1)
0.04

− 2(y3 − y2)
0.04

+ 2y2 + 0.8 = 0

∂Φ

∂y3
=

2(y3 − y2)
0.04

− 2(y4 − y3)
0.04

+ 2y3 + 1.2 = 0

∂Φ

∂y4
=

2(y4 − y3)
0.04

− 2y4
0.04

+ 2y4 + 1.6 = 0.

Rezolvând sistemul găsim

y1 = −0.0286, y2 = −0.0503, y3 = −0.0580, y4 = −0.0442.

Solu̧tia exactă este

y =
e

e2 − 1(e
x − e−x)− x

ale cărei valori exacte cu patru zecimale sunt

y(0.2) = −0.0287, y(0.04) = −0.0505, y(0.6) = −0.0583, y(0.8) = −0.0444.

Se vede că ob̧tinem o aproxima̧tie destul de bună.

O altă metodă directă este metoda lui Ritz propusă de acesta în 1908. In această

metodă pentru găsirea minimului funçtionalei

I[y(x)] =

bZ
a

F (x, y(x), y0(x))dx, y(a) = ya, y(b) = yb,

se consideră şirul de funçtii

y(n, x) = ϕ0(x) +
nX
i=1

ciϕi(x)

unde funçtiile ϕ0(x),ϕ1(x), ...,ϕn(x), ... sunt linear independente şi alese astfel ca yn(x)

să verifice condi̧tiile la capete, de exemplu

ϕ0(a) = ya,ϕ0(b) = yb,ϕi(a) = ϕi(b) = 0.

Funçtiile ϕi(x) se numesc funçtiile coordonate. Valoarea funçtionalei pe funçtia y(n, x)

este

I[y(n, x)] = Φ(c1, c2, ..., cn).

Din condi̧tia de minim a funçtiei Φ(c1, c2, ..., cn) se determină valorile coeficieņtilor ci.

Funçtia y(n, x) cu aceşti coeficieņti o notăm cu yn(x). In problemele practice şirul de

funçtii yn(x) este un şir minimizant care tinde către solu̧tia problemei de minim.
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Exemplul 31. Să se minimizeze funçtionala din exemplul precedent

I[y(x)] =

1Z
0

(y02 + y2 + 2xy)dx, y(0) = y(1) = 0.

Alegem funçtiile de coordonate

ϕ0(x) = 0,ϕ1(x) = x
2 − x, ...,ϕi(x) = xi+1 − xi, ...

Pentru n=2

y(2, x) = c1(x
2 − x) + c2(x3 − x2)

y0(2, x) = c1(2x− 1) + c2(3x2 − 2x)

I[y(2, x)] = Φ(c1, c2) =
11

30
c21 +

11

30
c1c2 +

1

7
c22 −

1

6
c1 − 1

10
c2.

Punând condi̧tiile de minim avem

11

15
c1 +

11

30
c2 =

1

6
11

30
c1 +

2

7
c2 =

1

10

şi deci c1 = 69
473
, c2 =

7
43
şi

y2(x) =
77x3 − 8x2 − 69x

473
.

Comparăm solu̧tia exactă cu solu̧tia aproximativă în tabelul

x y(x) y2(x)

0.0 0.0000 0.0000

0.2 −0.0287 −0.0285
0.4 −0.0505 −0.0506
0.5 −0.0566 −0.0568
0.6 −0.0583 −0.0585
0.8 −0.0444 −0.0442
1.0 0.0000 0.0000

Exemplul . Să găsim o solu̧tie aproximativă a problemei de minimizare a funçtionalei

I[z(x, y)] =

ZZ
D

µ
∂z

∂x

2

+
∂z

∂y

2

− 2z
¶
dxdy
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unde D este pătratul −a ≤ x ≤ a, −a ≤ y ≤ a şi z = 0 pe frontiera pătratului.
Vom alege aproxima̧tia

z1(x, y) = c1(x
2 − a2)(y2 − a2)

care verifică condi̧tia pe frontieră. Găsim

I[z1(x, y)] =
256

45
a8c21 −

32

9
a6c1 = Φ(c1).

Condi̧tia de minim dă c1 = 5
16a2

şi o valoare aproximativă este

z1(x, y) =
5

16a2
(x2 − a2)(y2 − a2).

Metoda lui Ritz poate fi aplicată pentru găsirea valorilor aproximative ale valorilor

proprii în problemele Sturm-Liouville.

Exemplul 32. Să găsim valori aproximative ale primelor două valori proprii ale

problemei Sturm-Liouville

y00 + λ2y = 0, y(−1) = y(1) = 0.

Această problemă Sturm-Liouville este ecua̧tia Euler-Lagrange pentru funçtionala

I[y(x)] =

1Z
−1

(y02 − λ2y2)dx, y(−1) = y(1) = 0.

Alegem aproxima̧tia

y(2, x) = c1(1− x2) + c2(x2 − x4).

Avem

I[y(2, x)] = c21(
8

3
− 16
15

λ2) + 2c1c2(
8

15
− 16

105
λ2) + c22(

88

105
− 16

315
λ2) = Φ(c1, c2).

Condi̧tiile de minim sunt

2c1(
8

3
− 16
15

λ2) + 2c2(
8

15
− 16

105
λ2) = 0

2c1(
8

15
− 16

105
λ2) + 2(

88

105
− 16

315
λ2) = 0.

Pentru a exista solu̧tie nebanală a acestui sistem trebuie ca determinantul coeficieņtilor

să fie nul, adică

λ4 − 28λ2 + 63 = 0
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de unde găsim

λ21 = 2.46744,λ
2
2 = 25.53256.

Prima şi a doua valoare proprie exactă sunt

λ21 =
³π
2

´2
= 2.46740,λ22 =

µ
3π

2

¶2
= 22.20661

adică prima valoare proprie este dată suficient de precis, în timp ce a doua este dată

mai pu̧tin precis.

11.33 Exerci̧tii

1. Să se găsească solu̧tii aproximative pentru următoarele probleme de minimizare

şi să se compare cu solu̧tia exactă:

a) I[y(x)] =
1R
0

(y02 + 2y)dx, y(0) = y(1) = 0.

R. Solu̧tia exactă este y = x2−x
2
.

b) I[y(x)] =
2R
0

(2xy + y2 + y02)dx, y(0) = y(2) = 0.

R. Solu̧tia exactă este y = 2 sinhx
sinh 2

− x.
2. Să se găsească prima valoare proprie a problemei Sturm-Liouville

y00 + λ(1 + x2)y = 0, y(−1) = y(1) = 0.

R. Alegând y(2, x) = c1(1− x2) + c2(1− x4) se găseşte pentru prima valoare proprie
aproxima̧tia λ1 = 2.1775.
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PARTEA IV

ECUAŢII CU DERIVATE

PARŢIALE





CAPITOLUL 12

ECUAŢII CU DERIVATE

PARŢIALE DE ORDINUL INTAI

12.1 Problema Cauchy, suprafȩte caracteristice

Funçtia u = u(x1, x2, ..., xn), (x1, x2, ..., x2) ∈ D ⊂ Rn cu derivate paŗtiale continue
este solu̧tie a ecua̧tiei cu derivate paŗtiale de ordinul întâi

F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn) = 0, pi =
∂u

∂xi
,
nX
i=1

µ
∂F

∂pi

¶2
6= 0,

dacă înlocuind-o în ecua̧tie o transformă într-o identitate în D.

Dacă u(x1, x2, ..., xn) este solu̧tie a ecua̧tiei, rela̧tia

u = u(x1, x2, ..., xn), (x1, x2, ..., xn) ∈ D ⊂ Rn,

poate fi considerată ca ecua̧tie a unei suprafȩte n-dimensionale în spa̧tiul Rn+1 al vari-

abilelor x1, x2, · · · , xn, u. Această suprafa̧tă se numeşte suprafaţ̆a integral̆a a ecua̧tiei cu
derivate paŗtiale.

Dacă există o expresie din care se poate deduce orice solu̧tie a ecua̧tiei cu derivate

paŗtiale de ordinul întâi, această expresie se numeşte soluţia general̆a a ecuaţiei . Ecua̧tia
∂u
∂x1

= 0 are solu̧tia generală u = ϕ(x2, x3, · · · , xn) unde ϕ este o funçtie oarecare. In

general solu̧tia generală a unei ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul întâi depinde de o

funçtie arbitrară.

Prin problemă Cauchy pentru o ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul întâi se

îņtelege determinarea unei solu̧tii u = u(x1, x2, ..., xn) pentru care se cunosc valorile
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u = u0(x1, x2, ..., xn) pe o suprafa̧tă S n-1-dimensională din spa̧tiul variabilelor inde-

pendente Rn cu ecua̧tia implicită ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0. Suprafa̧ta S poate fi dată şi

parametric prin ecua̧tiile

xi = x
0
i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n (12.1)

şi atunci valorile lui u sunt u = u0(s1, s2, ..., sn−1). Valorile date ale funçtiei necunoscute

se numesc datele problemei Cauchy, iar suprafa̧ta S se numeşte suprafaţa purt̆atoare a

datelor Cauchy.

Să presupunem că u = u(x1, x2, ..., xn) este solu̧tia unei probleme Cauchy cu datele

Cauchy u = u0(x1, x2, ..., xn) pe suprafa̧ta purtătoare S de ecua̧tie ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0.

In ipoteza că ∂ϕ
∂x1

6= 0 pe S putem face schimbarea de variabile

y1 = ϕ(x1, x2, ..., xn)

y2 = x2

.

yn = xn.

Variabila x1 devine o funçtie x1(y1, y2, ..., yn), solu̧tia u devine o funçtie u(y1, y2, ..., yn),

datele devin o funçtie u0(y2, y3, ..., yn), iar ecua̧tia devine

F (x1, y2, ..., yn, u,
∂u

∂y1

∂ϕ

∂x1
,
∂u

∂y1

∂ϕ

∂x2
+

∂u

∂y2
, ...,

∂u

∂y1

∂ϕ

∂xn
+

∂u

∂yn
) = 0.

Dacă problema Cauchy are solu̧tie unică din această ecua̧tie în fiecare punct al suprafȩtei

integrale putem scoate în mod unic valorile derivatei paŗtiale ∂u
∂y1
. Acest lucru se întâmplă

numai dacă
∂F

∂p1

∂ϕ

∂x1
+

∂F

∂p2

∂ϕ

∂x2
+ ...+

∂F

∂pn

∂ϕ

∂xn
6= 0.

Suprafa̧ta purtătoare ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0 a datelor u = u0(x1, x2, ..., xn) pentru care

∂F

∂p1

∂ϕ

∂x1
+

∂F

∂p2

∂ϕ

∂x2
+ ...+

∂F

∂pn

∂ϕ

∂xn
= 0

adică, pentru care problema Cauchy este nedeterminată sau imposibilă, se numeşte

suprafaţ̆a caracteristică. Pe o suprafa̧tă purtătoare caracteristică vectorul normal de

componente
³

∂ϕ
∂x1
, ∂ϕ
∂x2
, ..., ∂ϕ

∂xn

´
este ortogonal pe vectorul

³
∂F
∂p1
, ∂F
∂p2
, ..., ∂F

∂pn

´
, deci ultimul
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vector este în planul tangent la suprafa̧ta purtătoare. Rezultă că dacă purtătoarea este

dată parametric prin rela̧tiile (12.1) , ea este caracteristică atunci când

δ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

∂F
∂p1

∂F
∂p2

... ∂F
∂pn

∂x01
∂s1

∂x02
∂s1

... ∂x0n
∂s1

. . . .

∂x01
∂sn−1

∂x02
∂sn−1

... ∂x0n
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ = 0.

Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul întâi poate fi considerată ca o legătură între

parametrii normalelor la suprafa̧tă în fiecare punct al suprafȩtei integrale. In fiecare

punct al suprafȩtei integrale, ecua̧tia defineşte o familie depinzând de n− 1 parametrii
de posibile plane tangente la suprafa̧tă de ecua̧tii

nX
i=1

pi(Xi − xi)− (U − u) = 0

F (x1, ..., xn, u, p1, ..., pn) = 0,

unde Xi, U sunt coordonatele curente ale punctelor planelor. Infăşurătoarea acestei

familii de posibile plane tangente la suprafa̧ta integrală este un con T cu vârful în

punctul considerat. Acest con se numeşte conul caracteristic al ecuaţiei sau conul lui

Monge. Ca să găsim ecua̧tia generatoarelor acestui con, numite raze caracteristice, luăm

ca parametri independeņti pe p2, ..., pn şi scriem că planul tangent

nX
i=1

pi(Xi − xi)− (U − u) = 0

se intersectează cu oricare din planele infinit vecine

(p1 +
∂p1
∂pk

dpk)(X1 − x1) + p2(X2 − x2) + ...+ (pk + dpk)(Xk − xk) + ...

+pn(Xn − xn)− (U − u) = 0, k = 2, 3, ..., n.

Rezultă
∂p1
∂pk

(X1 − x1) + (Xk − xk) = 0, k = 2, 3, ..., n.

Pe de altă parte derivând în raport cu pk ecua̧tia dată avem

∂F

∂p1

∂p1
∂pk

+
∂F

∂pk
= 0, k = 2, 3, ..., n.
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Deci
X1 − x1

∂F
∂p1

=
X2 − x2

∂F
∂p2

= ... =
Xn − xn

∂F
∂pn

Din ecua̧tia planului tangent avem

U − u =
X1 − x1

∂F
∂p1

(p1
∂F

∂p1
+ p2

∂F

∂p1

X2 − x2
X1 − x1 + ...+ pn

∂F

∂p1

Xn − xn
X1 − x1 ) =

=
X1 − x1

∂F
∂p1

nX
i=1

pi
∂F

∂pi

Ob̧tinem ecua̧tiile generatoarelor rectilinii ale conului caracteristic

X1 − x1
∂F
∂p1

=
X2 − x2

∂F
∂p2

= ... =
Xn − xn

∂F
∂pn

=
U − u
nP
i=1

pi
∂F
∂pi

Ajungem la concluzia că o ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul întâi defineşte în

fiecare punct (x1, x2, ..., xn, u) al spa̧tiului Rn+1 un con caracteristic, conuri care joacă

acelaşi rol pe care în ecua̧tii difereņtiale îl juca câmpul tangentelor la curba integrală.

De asemenea observăm că am regăsit vectorul
³

∂F
∂p1
, ∂F
∂p2
, ..., ∂F

∂pn

´
de această dată inde-

pendent de solu̧tia integrală, asociat oricărui punct (x1, x2, ..., xn, u) al spa̧tiului Rn+1.

12.2 Ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul întâi

cvasilineare

Defini̧tia 1. Ecua̧tia de forma
nX
j=1

aj(x1, x2, ..., xn, u)
∂u

∂xj
− b(x1, x2, ..., xn, u) = 0

unde funçtiile a1, ..., an, b sunt definite şi cu derivate de ordinul întâi continue pe un

domeniu Ω ⊂ Rn+1 şi
nP
j=1

a2j 6= 0 în Ω se numeşte ecuaţie cvasilinear̆a.

Defini̧tia 2. O funçtie u : D ⊂ Rn → R de clasă C1 cu proprietatea că

(x1, x2, ..., xn, u(x1, x2, ..., xn)) ∈ Ω,∀(x1, x2, ..., xn) ∈ D

şi
nX
j=1

aj(x1, x2, ..., xn, u(, , ..., ))
∂u(, , ..., )

∂xj
= b(x1, x2, ..., xn, u(, , ..., )),

∀(x1, x2, ..., xn) ∈ D
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este solu̧tie a ecua̧tiei cvasilineare.

Ecua̧tia cvasilineară semnifică faptul că vectorul de componente

(a1(x1, x2, ..., xn, u), ..., an(x1, x2, ..., xn, u), b(x1, x2, ..., xn, u))

este un vector tangent la suprafa̧ta integrală, conul caracteristic se reduce la o dreaptă,

raza caracteristic̆a, cu ecua̧tiile

X1 − x1
a1(x1, x2, ..., xn, u)

=
X2 − x2
a2

= ... =
Xn − xn
an

=
U − u
b

.

Curbele de pe suprafa̧ta integrală care sunt înfăşurătoare ale acestor raze caracteristice

vor satisface sistemul

dx1
a1(x1, x2, ..., xn, u)

=
dx2
a2

= ... =
dxn
an

=
du

b
= dt.

Acesta este un sistem de n + 1 ecua̧tii cu n + 1 necunoscute şi poate fi considerat

independent de modul în care a fost stabilit. El se numeşte sistemul caracteristic asociat

ecuaţiei cvasilineare, orice solu̧tie a sa va fi numită curb̆a caracteristic̆a.

Teorema 1. Dacă γ este o curbă caracteristică -solu̧tie a sistemului

dx1
a1(x1, x2, ..., xn, u)

= .... =
dxn

an(x1, x2, ..., xn, u)
=

du

b(x1, x2, ..., xn, u)
= dt

care trece prin punctul P 0(x01, x
0
2, ..., x

0
n, u

0) de pe suprafa̧ta integrală

S = {(x1, x2, ..., xn, u(x1, x2, ..., xn))|(x1, x2, ..., xn) ∈ D}

atunci γ se află complet pe suprafa̧ta integrală S.

In adevăr dacă γ este dată prin xi = xi(t), i = 1, 2, n, z = z(t) unde

dx1
dt

= a1(x1, x2, ..., xn, z), ...,
dxn
dt

= an(x1, x2, ..., xn, z),
dz

dt
= b(x1, x2, ..., xn, z)

cu condi̧tiile xi(t0) = x0i , z(t
0) = u0 considerăm funçtia

U(t) = z(t)− u(x1(t), x2(t), ..., xn(t)).

Evident U(t0) = 0. Deasemenea

dU

dt
(t) =

dz

dt
−

nX
j=1

∂u

∂xj

dxj
dt

= b(x, z)−
nX
j=1

∂u

∂xj
aj(x, z) =
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= b(x, u(x(t)) + U(t))−
nX
j=1

∂u

∂xj
aj(x, u(x(t)) + U(t)),

adică am ob̧tinut că U verifică ecua̧tia difereņtială

dU(t)

dt
= b(x, u(x(t)) + U(t))−

nX
j=1

∂ju(x)aj(x, u(x(t)) + U(t)).

Dar U ≡ 0 este solu̧tie a acestei ecua̧tii, cum rezultă din faptul că u este solu̧tie

a ecua̧tiei cvasilineare. Din unicitatea solu̧tiei problemei Cauchy U(t0) = 0 rezultă că

U ≡ 0 este unica solu̧tie şi deci curba γ se află pe S, c.c.t.d..

Rezultă următoarele conseciņte

Conseciņta 1. Dacă două suprafȩte integrale au un punct comun, atunci ele se

intersectează după curba caracteristică care trece prin acel punct

Conseciņtă 2. Dacă două suprafȩte integrale se intersectează (fără a fi tangente)

după o curbă, atunci acea curbă este o curbă caracteristică.

Problema Cauchy: să se determine o solu̧tie u = u(x) a ecua̧tiei cvasilineare

nX
j=1

aj(x, u)∂ju− b(x, u) = 0

cunoscând valorile u0(x1, x2, ..., xn) ale solu̧tiei pe suprafa̧ta S n-1-dimensională din Rn

de ecua̧tie ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0, u(x) = u0(x),∀x ∈ S poate avea solu̧tie unică numai
dacă S este necaracteristică, adică dacă vectorul de componente

(a1(x1, x2, ..., xn, u
0(x1, x2, ..., xn)), ..., an(x1, x2, ..., xn, u

0(x1, x2, ..., xn)))

nu este tangent la S în (x1, x2, ..., xn), adică dacă are loc rela̧tia

nX
j=1

aj(x1, x2, ..., xn, u
0(x1, x2, ..., xn))

∂ϕ(x1, x2, ..., xn)

∂xj
6= 0,

pentru ∀(x1, x2, ..., xn) ∈ S, sau dacă S este dată parametric prin ecua̧tiile

xi = x
0
i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n

are loc rela̧tia
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∆ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
a1(x, u

0(x)) a2(x, u
0(x)) ... an(x, u

0(x))

∂x01
∂s1

∂x02
∂s1

... ∂x0n
∂s1

. . . .

∂x01
∂sn−1

∂x02
∂sn−1

... ∂x0n
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ 6= 0

Are loc următoarea teoremă

Teorema 2. Dacă S este o suprafa̧tă în Rn de clasă C1 necaracteristică, adică coefi-

cieņtii ecua̧tiei cvasilineare sunt funçtii de clasă C1 astfel încât vectorul

(a1(x, u
0(x)), ..., an(x, u

0(x)))

nu este tangent la S în x, atunci problema Cauchy are solu̧tie unică.

Considerăm suprafa̧ta n − 1-dimensională S∗ = {(x, u), u = u0(x), x ∈ S}. Dacă
u = u(x) este solu̧tie a problemei Cauchy, atunci graficul ei este alcătuit din curbele

caracteristice care se sprijină pe suprafa̧ta S∗ . Dacă considerăm S dată parametric,

ceea ce se poate presupune totdeauna, rezolvăm problema Cauchy pentru sistemul ca-

racteristic

∂xj(s, t)

∂t
= aj(x, y), j = 1, ..., n,

∂u(s, t)

∂t
= b(x, u),

xj(s, 0) = x
0
j(s), j = 1, ..., n, u(s, 0) = u

0(x0j(s)).

Avem ¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

∂x1
∂t

∂x2
∂t

... ∂xn
∂t

∂x1
∂s1

∂x2
∂s1

... ∂xn
∂s1

... ... ... ...

∂x1
∂sn−1

∂x2
∂sn−1

... ∂xn
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ = ∆.

Cum ∆ 6= 0 rezultă că din rela̧tiile xj = xj(s, t), j = 1, ..., n, se pot scoate funçtiile
s = s(x), t = t(x) . Luând u = u(x) = u(s(x), t(x)) avem evident u = u0 pe S şi prin

derivarea funçtiilor compuse ne convingem că u verifică şi ecua̧tia cvasilineară. Deci

u = u(x) este ecua̧tia unei suprafȩte integrale a solu̧tiei problemei Cauchy. Aceasta este

unică pentru că orice altă suprafa̧tă integrală care trece prin S∗ este generată de curbe

caracteristice care trec prin S∗ şi acestea sunt unic determinate ca mai sus.
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Să presupunem acum că suprafa̧ta purtătoare S este o suprafa̧tă caracteristică şi

că solu̧tia problemei Cauchy u = u(x1, x2, ..., xn) există. Atunci pe suprafa̧ta ini̧tială

S∗ = {(x, u), u = u0(x), x ∈ S} avem

∂u0

∂sj
=

nX
i=1

∂u

∂xi

∂x0i
∂sj

, j = 1, 2, ..., n− 1.

Cum ∆ = 0 rezultă că există parametrii λ1,λ2, ...,λn−1 astfel că

ai(x, u
0(x)) =

n−1X
j=1

λj
∂x0i
∂sj

, i = 1, 2, ..., n

Din ecua̧tie avem

b(x, u0(x)) =
nX
i=1

ai
∂u

∂xi
=

nX
i=1

∂u

∂xi

n−1X
j=1

λj
∂x0i
∂sj

=
n−1X
j=1

λj
∂u0

∂sj
.

Vedem deci că vectorul (a1, a2, ..., an, b) al razei caracteristice este situat în planul tan-

gent al suprafȩtei ini̧tiale S∗, altfel spus suprafa̧ta ini̧tială este alcătuită din înfăşurătoare

ale razelor caracteristice, adică din curbe caracteristice. Deci, dacă suprafa̧ta purtătoare

este o caracteristică, atunci pentru ca problema Cauchy să aibă solu̧tie este necesar ca

suprafa̧ta ini̧tială să fie generată de curbe caracteristice.

Să presupunem acum că această condi̧tie este îndeplinită. Construim o suprafa̧tă

n-1-dimensională S∗1 care să intersecteze suprafa̧ta ini̧tială S
∗ după o suprafa̧tă n-2-

dimensională S∗∗ şi a cărei proieçtie S1 pe spa̧tiul variabilelor independente să nu fie

caracteristică. Acest luctru se poate face într-o infinitate de moduri cum rezultă intuitiv

din cazul n = 2 când S∗ coincide cu o curbă caracteristică, S∗∗ reprezintă un punct luat

pe această curbă caracteristică, S∗1 este o curbă oarecare care trece prin S
∗∗. Cum S∗1

nu este caracteristică există o suprafa̧tă integrală care trece prin ea, suprafa̧tă alcătuită

din curbe caracteristici care trec prin S∗1 . Acele curbe caracteristice care trec prin S
∗∗

vor forma suprafa̧ta S∗, şi deci suprafa̧ta integrală va trece prin suprafa̧ta ini̧tială S∗.

Am demonstrat deci următoarea

Teorema 3. Dacă o suprafa̧tă purtătoare de date Cauchy este suprafa̧tă caracter-

istică, pentru ca problema Cauchy să aibă solu̧tie este necesar ca suprafa̧ta ini̧tială să

fie generată de curbe caracteristice. In acest caz problema Cauchy are o infinitate de

solu̧tii.
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Exemplul 1. Să rezolvăm problema Cauchy

u
∂u

∂x1
+

∂u

∂x2
= 1,

cu datele

u =
s

2
pe segmentul x1 = x2 = s, 0 < s < 1.

Avem

∆ =

¯̄̄̄
¯̄ 1 s

2

1 1

¯̄̄̄
¯̄ = 1− s2 6= 0, 0 < s < 1.

Rezolvăm problema Cauchy pentru sistemul caracteristic

dx1
u
=
dx2
1
=
du

1
= dt, x1(0) = s, x2(0) = s, u(0) =

s

2
.

Ob̧tinem 
x1(s, t) =

t2

2
+ st

2
+ s

x2(s, t) = t+ s

u(s, t) = t+ s
2

Rezolvând primele două găsim  t(x) = 2(x1−x2)
x2−2

s(x) =
x22−2x1
x2−2

şi deci solu̧tia problemei Cauchy este

u(x) = t(x) +
s(x)

2
=
x22 − 4x2 + 2x1
2(x2 − 2) .

Exemplul 2. Să se rezolve problema Cauchy

x1
∂u

∂x1
+ x2

∂u

∂x2
= u, u |S = u0

suprafa̧ta purtătoare S fiind muļtimea

S = {(x1, x2)|x1 = x2, x1 > 0} ⊂ R2.

In acest caz ecua̧tiile parametrice ale lui S sunt

 x1 = s,

x2 = s, s > 0
şi∆ =

¯̄̄̄
¯̄ 1 s

1 s

¯̄̄̄
¯̄ = 0,

adică S este caracteristică şi deci problema Cauchy nu are solu̧tie decât dacă curba

ini̧tială

x1 = x2

u = u(x1, x2)
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este o curbă caracteristică . Sistemul caracteristic având solu̧tia

x1 = x10e
t

x2 = x20e
t

u = u0e
t

rezultă că problema Cauchy are solu̧tie numai dacă datele sunt de forma u = Cx1. In

acest caz ea are o infinitate de solu̧tii, de exemplu u = k(x1 − x2) + Cx1.
Vom arăta că solu̧tia generală a ecua̧tiei este u(x1, x2) = x1ϕ(x1x2 ) cu ϕ funçtie arbi-

trară. Pe S avem u(x1, x2) = ϕ(1)x1 pentru x2 > 0.

12.3 Ecua̧tii lineare omogene

Fie ecua̧tia cu derivate paŗtiale lineară omogenă (e.d.p.l.o.)

nX
j=1

aj(x1, x2, ..., xn)
∂u

∂xj
= 0,

unde a1(x1, x2, ..., xn), a2(x1, x2, ..., xn), ..., an(x1, x2, ..., xn) sunt funçtii cu derivate paŗtiale

continue pe un domeniu Ω ⊂ Rn . O suprafa̧tă S din Rn de ecua̧tie ϕ(x) = 0 este

suprafaţ̆a caracteristic̆a pentru ecua̧tia dată dacă are loc rela̧tia

nX
j=1

aj(x1, x2, ..., xn)
∂ϕ

∂xj
= 0

adică dacă vectorul ~v(x1, x2, ..., xn) cu componentele

(a1(x1, x2, ..., xn), a2(, , ..., ), ..., an(, , ..., ))

este tangent la suprafa̧ta S. Pe de altă parte, ecua̧tia dată semnifică faptul că derivata

funçtiei u în direçtia vectorului ~v este nulă ∂u
∂v
= 0 . După teoria generală de mai sus

suprafȩtele integrale sunt generate de curbele caracteristice solu̧tii ale sistemulul

dx1
a1(x1, x2, ..., xn)

=
dx2

a2(x1, x2, ..., xn)
= ... =

dxn
an(x1, x2, ..., xn)

=
du

0
= dt.

Suntem conduşi să considerăm numai proieçtiile acestora pe spa̧tiul variabilelor inde-

pendente, liniile vectoriale ale câmpului vectorial ~v , adică curbele din spa̧tiul variabilelor

independente care verifică sistemul
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dx1
a1(x1, x2, ..., xn)

=
dx2

a2(x1, x2, ..., xn)
= ... =

dxn
an(x1, x2, ..., xn)

= dt.

Acest sistem se numeşte sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o., iar orice solu̧tie a sa

determină o curb̆a caracteristic̆a a e.d.p.l.o.

Este aproape evidentă următoarea teoremă

Teorema 1. Funçtia u(x1, x2, ..., xn) este solu̧tie a e.d.p.l.o. dacă şi numai dacă ea

este o integral̆a primă a sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o, adică este constantă

de-a lungul oricărei curbe caracteristice.

In adevăr, dacă u(x) este o solu̧tie a e.d.p.l.o. şi dacă x = x(t) este o curbă carac-

teristică atunci

d

dt
u(x(t)) =

nX
j=1

∂u(x(t))

∂xj

dxj
dt

=
nX
j=1

∂u(x(t))

∂xj
aj(x(t)) = 0,

adică u(x) este integrală primă a sistemului caracteristic.

Invers, dacă x0 este un punct din domeniul Ω de defini̧tie al e.d.p.l.o., dacă u(x) este

o integrală primă a sistemului caracteristic şi dacă x = x(t) este o solu̧tie a sistemului

caracteristic cu x(0) = x0, atunci pentru orice t în vecinătatea lui 0 avem rela̧tia

0 =
d

dt
u(x(t)) =

nX
j=1

∂u(x(t))

∂xj

dxj
dt

=
nX
j=1

aj(x(t))
∂u(x(t))

∂xj

şi luând t = 0 ob̧tinem
nP
j=1

aj(x0)
∂u(x0)
∂xj

= 0. Cum x0 este arbitrar, rezultă că u(x) este

solu̧tie a e.d.p.l.o., c.c.t.d.

Conseciņtă. Dacă u1(x), u2(x), ..., uk(x) sunt k integrale prime ale sistemului ca-

racteristic şi dacă F este o funçtie de k variabile cu derivate paŗtiale continue, atunci

u = F (u1(x), u2(x), ..., uk(x)) este solu̧tie a e.d.p.l.o.

In adevăr,
nX
j=1

aj(x)
∂u(x)

∂xj
=

kX
l=1

∂F

∂ul

nX
j=1

aj
∂ul
∂xj

= 0.

Teorema 2. In orice punct x0 ∈ Ω cu ~v(x0) 6= 0 există n − 1 integrale prime ale
sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o.

Presupunem că an(x0) 6= 0. Pentru sistemul caracteristic, problema Cauchy x(0) =
ξ, ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn−1, x0n) apropiat de x

0 are solu̧tia x = ϕ(t; ξ) sau scrisă pe componente
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x1 = ϕ1(t; ξ1, ξ2, ..., ξn−1, x0n)

.......................................

xn = ϕn(t; ξ1, ξ2, ..., ξn−1, x0n)

Interpretând aceste rela̧tii ca un sistem în (t, ξ1, ..., ξn−1) condi̧tia ini̧tială x(0) = ξ

arată că acest sistem are solu̧tia (0, x01, ..., x
0
n) şi că în acest punct

D(ϕ1,ϕ2,...,ϕn)
D(t,ξ1,...,ξn−1)

=

(−1)nan(x0) 6= 0.Din teorema funçtiilor implicite, rezultă că există funçtiile v, u1, ..., un−1
de clasă C1 pe o vecinătate a lui x0 astfel că t = v(x), ξ1 = u1(x), ..., ξn−1 = un−1(x).

Evident acestea nu sunt constante şi se vede că avem

D(u1, u2, ..., un−1)
D(x1, ..., xn−1)

= 1

adică funçtiile u1, ..., un−1 sunt funçtional independente în vecinătatea lui x0. Să arătăm

că aceste funçtii sunt integrale prime ale sistemului caracteristic. Din defini̧tia aces-

tor funçtii rezultă că pentru curba caracteristică x = ϕ(t; ξ) definită mai sus avem

ui(ϕ(t; ξ)) = ξi, deci este integrală primă pentru această curbă caracteristică. Dacă

x = ψ(t; ς) este curba caracteristică cu ψ(0; ς) = ς, sistemul fiind autonom avem

ψ(t + τ ; ς) = ψ(t;ψ(τ ; ς)). Dar sistemul ς = ψ(τ ; ξ) are conform teoremei funçtiilor

implicite o solu̧tie unică (τ(ς), ξ1(ς), ..., ξn−1(ς)) şi deci vom avea

ψ(t; ς) = ψ(t+ τ(ς);ψ(τ(ς), ξ1(ς), ..., ξn−1(ς))) = ϕ(t; ξ).

Deci pentru orice solu̧tie ui(ψ(t; ς)) = const .

Avem acum

Conseciņtă. Sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o are numai n− 1 integrale prime
funçtional independente.

In adevăr, dacă u1, u2, ..., un−1 sunt cele n−1 integrale prime date de teorema prece-
dentă şi u este o altă integrală primă, avem sistemul

nX
j=1

aj∂ju = 0,
nX
j=1

aj∂ju1 = 0, ...,
nX
j=1

aj∂jun−1 = 0,

care poate fi considerat ca un sistem omogen cu necunoscutele nu toate nule a1, ..., an

. Determinantul acestui sistem, chiar iacobianul funçtiilor u, u1, ..., un−1 este nul deci
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există o funçtie U astfel că u = U(u1, ..., un−1) . Am arătat astfel că ultima expresie

u = U(u1, ..., un−1) , cu U funçtie arbitrară, este solu̧tia generală a e.d.p.l.o.

Integralele prime u1, u2, ..., un−1 se determină formând combina̧tii integrabile prin

amplificarea rapoartelor ecua̧tiilor sistemului caracteristic cu funçtiii convenabile λj(x)

astfel încât expresia λ1dx1 + ... + λndxn este difereņtiala unei funçtii u(x), iar λ1a1 +

...+ λnan ≡ 0. In acest caz u(x) = const este o integrală primă.
Exemplul 1. Să determinăm solu̧tia generală a e.d.p.l.o. care rezultă din formula lui

Euler pentru funçtii omogene de grad zero:

x1
∂u

∂x1
+ x2

∂u

∂x2
+ ...+ xn

∂u

∂xn
= 0.

Din sistemul caracteristic

dx1
x1

=
dx2
x2

= ... =
dxn
xn

= dt

se găsesc imediat următoarele integrale prime

u1 =
x1
xn
, u2 =

x2
xn
, ..., un−1 =

xn−1
xn

(în ipoteza xn 6= 0 ). Rezultă că solu̧tia generală este

u = U

µ
x1
xn
,
x2
xn
, ...,

xn−1
xn

¶
adică expresia generală a funçtiilor omogene de grad zero.

Exemplul 2. Pentru a determina solu̧tia generală a ecua̧tiei

y∂xu− x∂yu = 0

observăm că sistemul caracteristic

dx

y
=
dy

−x = dt

are integrala primă x2 + y2 = const, deci solu̧tia generală este u = F (x2 + y2), cu F

funçtie arbitrară, adică suprafa̧ta integrală este o suprafa̧tă de rota̧tie în jurul axei Ou.

Să considerăm problema lui Cauchy restrânsă pentru ecua̧tia
nP
j=1

aj(x)∂ju = 0, adică

problema determinării unei solu̧tii u(x) astfel că dacă S este o muļtime deschisă din

hiperplanul xn = x0n să aibă loc u(x) = u
0(x) pentru x ∈ S.Dacă an(x1, x2, ..., xn−1, x0n) 6=
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0 problema lui Cauchy restrânsă are solu̧tie unică pentru orice funçtie cu derivate con-

tinue u0(x). In adevăr, fie u1, ..., un−1 n− 1 integrale prime ale sistemului caracteristic.
Din cele n− 1 rela̧tii

u1(x1, ..., xn−1, x0n) = ū1, ..., un−1(x1, ..., xn−1, x
0
n) = ūn−1

se pot scoate funçtiile x1 = ϕ1(ū1, ..., ūn−1), ..., xn−1 = ϕn−1(ū1, ..., ūn−1) cu derivate

paŗtiale continue. Atunci funçtia u = u0(ϕ1(u1, ..., un−1), ...,ϕn−1(u1, ..., un−1)) este

solu̧tia problemei Cauchy restrânse.

Exemplul 3. Să determinăm solu̧tia u = u(x, t) în semiplanul t > 0 a ecua̧tiei

∂tu+ a∂xu = 0

care verifică rela̧tia u(x, 0) = u0(x) . Sistemul caracteristic

dt =
dx

a
= dτ

are integrala primă x− at = const şi deci solu̧tia generală este u = F (x− at) , de unde
ţinând cont de condi̧tie F (x) = u0(x) şi deci solu̧tia căutată este u = u0(x− at) .
Observăm de aici că dacă interpretăm pe t drept timp, pe u = u(x, t) drept abaterea

în punctul de abscisă x şi la momentul t unei mărimi de la mărimea nulă, abatere

provocată de perturba̧tia la momentul ini̧tial u0(x) de la mărimea nulă, solu̧tia ob̧tinută

u = u0(x−at) arată că perturba̧tia ini̧tială se propagă în spa̧tiu şi timp, deci avem de-a
face cu o undă. Observăm că dacă perturba̧tia ini̧tială u0(x) este nenulă în vecinătatea

punctului de abscisă x0 , u = u0(x− at) este nenulă în vecinătatea punctului de abscisă
x0 + at, adică unda se propagă în direçtia pozitivă a axei Ox cu viteza a.

Problema lui Cauchy generală pentru ecua̧tia
nP
j=1

aj(x)
∂u
∂xj

= 0 constă în determinarea

unei solu̧tii u(x) care verifică u(x) = u0(x),∀x ∈ S, S fiind o hipersuprafa̧tă n − 1-
dimensională în Rn . Dacă ϕ(x) = 0 este ecua̧tia lui S, prin schimbarea de variabilă y1 =

x1, ...., yn−1 = xn−1, yn = ϕ(x) problema Cauchy generală se transformă în problema

restrânsă pentru ecua̧tia
k=nP
k=1

āk
∂ū
∂yk

= 0 . Condi̧tia ān 6= 0 este de fapt condi̧tia
j=nP
j=1

aj
∂h
∂xj

6=
0 , adică avem teorema:

Teorema 3. Dacă S nu este o suprafa̧tă caracteristică pentru e.d.p.l.o. şi dacă u0(x)

este o funçtie de clasă C1 în vecinătatea lui S, atunci problema Cauchy pentru S cu
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datele u0(x) are solu̧tie unică, adică există într-o vecinătate a lui S o solu̧tie u a e.d.p.l.o.

care verifică rela̧tia u = u0 pe S.

Şi acum solu̧tia problemei Cauchy se determină imediat dacă se cunosc n−1 integrale
prime ale sistemului caracteristic u1, ..., un−1 . Din rela̧tiile

u1(x1, ..., xn) = ū1, ...., ūn−1(x1, ..., xn) = ūn−1, h(x1, ..., xn) = 0

se determină funçtiile

x1 = ϕ1(ū1, ..., ūn−1), ...., xn = ϕn(ū1, ..., ūn−1).

Atunci funçtia

u = u0(ϕ1(u1, ..., un−1), ...,ϕn(u1, ..., un−1))

este evident solu̧tia problemei Cauchy.

Dacă suprafa̧tă S este dată parametric

x1 = x
0
1(s1, ..., sn−1), x2 = x

0
2(s1, ..., sn−1), ...., xn = x

0
n(s1, ..., sn−1),

din rela̧tiile

ui(x
0
1(s1, ..., sn−1), ..., x

0
n(s1, ..., sn−1)) = ūi, i = 1, ..., n− 1

determinăm parametrii si ca funçtiii de ūi şi apoi procedăm ca mai sus.

Problema Cauchy poate fi rezolvată şi fără determinarea integralelor prime. Anume

dacă suprafa̧tă S este dată parametric prin x = x0(s) se rezolvă problema Cauchy pentru

sistemul caracteristic dxj
dt
= aj(x), x(0) = x0(s) găsind solu̧tia x = ϕ(t;x0(s)) . Din

aceasta se găseşte t = t(x), s = s(x) . Solu̧tia problemei Cauchy este u = u0(x0(s(x))).

Iacobi a arătat că ecua̧tiei cvasilineare
nX
j=1

aj(x, u)∂ju− b(x, u) = 0

i se poate asocia o ecua̧tie lineară omogenă cu un număr de variabile independente cu o

unitate mai mare:
nX
j=1

aj(x, u)
∂V

∂xj
+ b(x, u)

∂V

∂u
= 0.

Teorema următoare arată legătura între cele două ecua̧tii:
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Teorema 4. a) Dacă V este o solu̧tie a e.d.p.l.o asociată ecua̧tiei cvasilineare definite

pe Ω̃ ⊂ Ω iar (x0, u0) ∈ Ω̃ este astfel că ∂V
∂u
(x0, u0) 6= 0 , atunci funçtia u = u(x) definită

de ecua̧tia V (x, u)− V (x0, u0) = 0 este solu̧tie a ecua̧tiei cvasilineare.
b) Dacă u = u(x) este o solu̧tie a ecua̧tiei cvasilineare, atunci există V solu̧tie a

e.d.p.l.o. astfel că V (x, u(x)) ≡ 0.
Demonstra̧tie

a) Cum ∂V
∂u
(x0, u0) 6= 0 există o funçtie u :: D̃→ R astfel că V (x, u(x))−V (x0, u0) = 0

şi ale cărei derivate paŗtiale sunt date de rela̧tiile

∂V

∂xj
(x, u(x)) +

∂V

∂u
(x, u(x))

∂u

∂xj
= 0, j = 1, ..., n.

Inmuļtind cu aj(x, u(x)) şi adunând avem

nX
j=1

∂V

∂xj
(x, u(x))aj(x, u(x)) +

∂V

∂u
(x, u(x))

nX
j=1

aj(x, u(x))
∂u

∂xj
(x, u(x)) = 0.

Cum V este solu̧tie a e.d.p.l.o. avem şi

nX
j=1

aj(x, u(x))
∂V

∂xj
(x, u(x)) +

∂V

∂u
(x, u(x)) b(x, u(x)) = 0.

Rezultă

∂V

∂u
(x, u(x))

"
nX
j=1

aj(x, u(x))
∂u

∂xj
(x, u(x))− b(x, u(x))

#
= 0

şi cum ∂V
∂u
(x, u(x)) 6= 0 rezultă că u este solu̧tie a ecua̧tiei cvasilineare.

b) Fie V1, V2, ..., Vn n integrale prime ale sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o.

dx1
a1(x, u)

= .... =
dxn

an(x, u)
=

du

b(x, u)
= dt.

Fie Ui(x) = Vi(x, u(x)) . Avem

D(U1, U2, ..., Un)

D(x1, x2, ..., xn)
=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

∂V1
∂x1
+ ∂V1

∂u
∂u
∂x1

... ∂V1
∂xn

+ ∂V1
∂u

∂u
∂xn

... .... ....

∂Vn
∂x1

+ ∂Vn
∂u

∂u
∂x1

... ∂Vn
∂xn

+ ∂Vn
∂u

∂u
∂xn

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

Scriind că V1, V2, ..., Vn sunt integrale prime şi că u este solu̧tie ob̧tinem un sistem de

n+ 1 ecua̧tii cu n necunoscute a1, a2, ..., an. Pentru compatibilitate trebuie să avem
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0 =
¯̄̄

∂V1
∂x1

... ∂V

¯̄̄
.

Cum b(x, u(x)) 6= 0 rezultă că funçtiile U1, ..., Un sunt funçtional dependente, deci

există Φ de clasă C1 astfel că

Φ(U1, ..., Un) ≡ 0 . Dar atunci funçtia V (x, u) = Φ(V1(x, u), ..., Vn(x, u)) este solu̧tie

a e.d.p.l.o. şi V (x, u(x)) ≡ 0.
Teorema precedentă ne dă o modalitate de a găsi solu̧tia generală a ecua̧tiei cvasi-

lineare.

Exemplul 4. Să găsim solu̧tia generală a ecua̧tiei date de formula lui Euler pentru

funçtii omogene de gradul m:

x1∂1u+ x2∂2u+ ...+ xn∂nu = mu.

Sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o.

dx1
x1

=
dx2
x2

= ... =
dxn
xn

=
du

mu

are evident integralele prime

x1
xn
= const,

x2
xn
= const, ...,

xn−1
xn

= const,
u

xmn
= const

şi deci solu̧tia generală este dată implicit prin ecua̧tia Φ
³
x1
xn
, ..., xn−1

xn
, u
xmn

´
= 0 sau ex-

plicitând ultimul raport u = xmn ϕ
³
x1
xn
, ..., xn−1

xn

´
, adică forma generală a unei funçtii

omogene de gradul m.

12.4 Ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul întâi ne-

lineare

Considerăm ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul întâi

F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn) = 0, pi =
∂u

∂xi
,
nX
i=1

µ
∂F

∂pi

¶2
6= 0

şi o suprafa̧tă integrală a sa u = u(x1, x2, ..., xn), (x1, x2, ..., x2) ∈ D ⊂ Rn. Prin fiecare
punct al acestei suprafȩte integrale se poate duce conul caracteristic corespunzător. Unul
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din planele tangente la conul caracteristic va coincide cu planul tangent la suprafa̧ta

integrală în vârful conului. In acest plan tangent la suprafa̧ta integrală va exista o gen-

eratoare a conului. Pe aceasta o vom numi raza caracteristic̆a a suprafeţei integrale în

punctul dat. Această rază caracteristică este determinată de coordonatele x1, x2, ..., xn, u

ale punctului şi de mărimile p1, p2, ..., pn,−1, parametrii normalei la planul tangent în
care se află. Curbele de pe suprafa̧ta integrală care sunt înfăşurătoare ale razelor carac-

teristice vor satisface sistemul

dx1
∂F
∂p1

=
dx2
∂F
∂p2

= ... =
dxn
∂F
∂pn

=
du

nP
i=1

pi
∂F
∂pi

= dt,

t fiind un parametru real. Derivând ecua̧tia dată în raport cu variabila xi, i = 1, 2, ..., n

avem
∂F

∂p1

∂p1
∂xi

+
∂F

∂p2

∂p2
∂xi

+ ...+
∂F

∂pn

∂pn
∂xi

+
∂F

∂u
pi +

∂F

∂xi
= 0, i = 1, 2, ..., n

sau ţinând cont de sistemul de mai sus şi de faptul că ∂pi
∂xj

=
∂pj
∂xi
găsim

∂pi
∂x1

dx1
dt
+

∂pi
∂x2

dx2
dt
+ ...+

∂pi
∂xn

dxn
dt

+
∂F

∂u
pi +

∂F

∂xi
= 0, i = 1, 2, ..., n

sau
dpi
dt
= −

µ
∂F

∂u
pi +

∂F

∂xi

¶
, i = 1, 2, ..., n.

Deci înfăşurătoarele razelor caracteristice de pe suprafa̧ta integrală trebuie să verifice

sistemul

dx1
∂F
∂p1

=
dx2
∂F
∂p2

= .. =
dxn
∂F
∂pn

=
du

nP
i=1

pi
∂F
∂pi

= − dp1
∂F
∂u
p1 +

∂F
∂x1

= .. = − dpn
∂F
∂u
pn +

∂F
∂xn

= dt

cu condi̧tia

F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn) = 0.

Acest sistem de 2n + 1 ecua̧tii cu 2n + 1 necunoscute x1, x2, ..., xn, p1, p2, ..., pn poate

fi considerat independent de modul în care a fost dedus. El se numeşte sistemul car-

acteristic asociat ecua̧tiei cu derivate paŗtiale nelineare. Dacă derivatele paŗtiale ∂F
∂pi
,

i = 1, 2, ..., n, ∂F
∂u
sunt funçtii cu derivate paŗtiale de ordinul doi continue atunci pentru

condi̧tii ini̧tiale date sistemul caracteristic are solu̧tie unică cu derivate de ordinul doi

continue. In plus dacă condi̧tiile ini̧tiale sunt funçtii de două ori derivabile continuu de



12.4. ECUAŢII CU DERIVATE PARŢIALE DE ORDINUL ÎNTÂI NELINEARE133

ni̧ste parametri, atunci şi solu̧tiile vor avea derivate de ordinul doi continue în raport cu

acei parametri.

Cum

dF

dt
=

nX
i=1

∂F

∂xi

dxi
dt
+

∂F

∂u

du

ds
+

nX
i=1

∂F

∂pi

dpi
ds
=

=
nX
i=1

∂F

∂xi

∂F

∂pi
+

∂F

∂u

nX
i=1

pi
∂F

∂pi
−

nX
i=1

∂F

∂pi
(
∂F

∂u
pi +

∂F

∂xi
) = 0

rezultă că funçtia membru stăng al ecua̧tiei F (x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn) este integrală

primă a sistemului caracteristic.

Orice solu̧tie x1 = x1(t), x2 = x2(t), ..., xn = xn(t), u = u(t), p1 = p1(t), p2 =

p2(t), ..., pn = pn(t) a sistemului caracteristic care verifică rela̧tia F (x1(t), x2(t), ..., xn(t),

u(t), p1(t), p2(t), ..., pn(t)) = 0 se numeşte band̆a caracteristic̆a, iar curba x1 = x1(t),

x2 = x2(t), ..., xn = xn(t), u = u(t), suportul benzii caracteristice se numeşte curb̆a

caracteristic̆a.

Exact ca la ecua̧tii cvasilineare, are loc teorema

Teorema 1. Dacă o bandă caracteristică are un element comun cu o suprafa̧tă inte-

grală, atunci ea apaŗtine în întregime suprafȩtei.

Ca o conseciņtă

Conseciņtă. Dacă două suprafȩte integrale sunt tangente într-un punct, atunci ele

sunt tangente de-a lungul întregii caracteristici care trece prin acel punct.

Fie problema Cauchy cu suprafa̧ta S purtătoare a datelor

x1 = x
0
1(s1, ..., sn−1), x2 = x

0
2(s1, ..., sn−1), ...., xn = x

0
n(s1, ..., sn−1),

cu datele u = u0(s1, s2, ..., sn−1). Curba ini̧tială S∗ este deci

x1 = x01(s1, ..., sn−1),

x2 = x02(s1, ..., sn−1),

....,

xn = x0n(s1, ..., sn−1),

u = u0(s1, s2, ..., sn−1).

Din rela̧tiile
∂u0

∂sj
=

nX
i=1

pi
∂x0i
∂sj

, j = 1, 2, ..., n− 1.
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F (x01(s), ..., x
0
n(s), u

0(s), p1, ...., pn) = 0

definim valorile p01(s), p
0
2(s), ..., p

0
n(s). Considerăm solu̧tia sistemului caracteristic

xi = xi(t, s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n

u = u(t, s1, s2, ..., sn−1)

pi = pi(t, s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n

cu condi̧tiile ini̧tiale

xi(0, s1, s2, ..., sn−1) = x0i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n

u(0, s1, s2, ..., sn−1) = u0(s1, s2, ..., sn−1)

pi(0, s1, s2, ..., sn−1) = p0i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, 2, ..., n

Pentru acest sistem funçtia F va avea valori nule. Vom avea

D(x1, x2, ..., xn)

D(t, s1, ..., sn−1)
=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

∂x1
∂t

∂x2
∂t

... ∂xn
∂t

∂x1
∂s1

∂x2
∂s1

... ∂xn
∂s1

. . . .

∂x1
∂sn−1

∂x2
∂sn−1

... ∂xn
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ =

=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

∂F
∂p1

∂F
∂p2

... ∂F
∂pn

∂x1
∂s1

∂x2
∂s1

... ∂xn
∂s1

. . . .

∂x1
∂sn−1

∂x2
∂sn−1

... ∂xn
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ = δ 6= 0

dacă suprafa̧ta purtătoare este necaracteristică. După teorema funçtiilor implicite se

vor putea explicita variabilele t, s1, s2, ..., sn−1 ca funçtii de două ori derivabile de vari-

abilele x1, x2, ..., xn. Ca urmare şi u şi pi vor deveni funçtii de două ori derivabile de

x1, x2, ..., xn: u = u(x1, x2, ..., xn), pi = pi(x1, x2, ..., xn). Pentru a arăta că suprafa̧ta

u = u(x1, x2, ..., xn) este suprafa̧tă integrală este suficient să arătăm că

∂u(x1, x2, ..., xn)

∂xi
= pi(x1, x2, ..., xn).

Cum sistemul

∂u

∂t
−

nX
i=1

∂u

∂xi

∂xi
∂t

= 0

∂u

∂sj
−

nX
i=1

∂u

∂xi

∂xi
∂sj

= 0, j = 1, 2, ..., n− 1
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cu determinantul D(x1,x2,...,xn)
D(t,s1,...,sn−1)

6= 0 are solu̧tie unică ∂u
∂xi
, i = 1, 2, ..., n este suficient să

arătăm că funçtiile

V =
∂u

∂t
−

nX
i=1

pi
∂xi
∂t

Uj =
∂u

∂sj
−

nX
i=1

pi
∂xi
∂sj
, j = 1, 2, ..., n

sunt identic nule pentru orice valori ale lui t, s1, ..., sn−1. Din sistemul caracteristic avem

V =
nX
i=1

pi
∂F

∂pi
−

nX
i=1

pi
∂F

∂pi
≡ 0.

Mai departe

∂Uj
∂t

=
∂Uj
∂t
− ∂V

∂sj
= −

nX
i=1

µ
∂pi
∂t

∂xi
∂sj
− ∂pi

∂sj

∂xi
∂t

¶
=

=
nX
i=1

∂F

∂pi

∂pi
∂sj

+
nX
i=1

∂xi
∂sj

µ
pi
∂F

∂u
+

∂F

∂xi

¶
=

= −∂F

∂u
Uj +

Ã
nX
i=1

∂F

∂pi

∂pi
∂sj

+
∂F

∂u

∂u

∂sj
+

nX
i=1

∂F

∂xi

∂xi
∂sj

!
=

= −∂F

∂u
Uj

pentru că F ≡ 0.Rezultă

Uj(t, s1, ..., sn−1) = Uj(0, s1, ..., sn−1)e
−

tR
0

∂F
∂u
dt ≡ 0

în virtutea alegerii valorilor ini̧tiale pentru pi.

Rezultă că u = u(x1, x2, ..., xn) reprezintă o suprafa̧tă integrală care trece prin

suprafa̧ta ini̧tială S∗. Ea este unică pentru că orice altă suprafa̧tă integrală trecând

prin S∗ trebuie să fie alcătuită din curbe caracteristice trecând prin S∗. Pentru acestea

valorile lui pi se determină tot cum le-am determinat noi şi deci nu pot exista două

suprafȩte integrale care să treacă prin S∗.

Am demonstrat teorema

Teorema 2. Dacă suprafa̧ta purtătoare a datelor Cauchy cu derivată de ordinul

doi continuă este suprafa̧tă necaracteristică atunci problema Cauchy pentru ecua̧tia

nelineară cu membru stâng cu derivate paŗtiale de ordinul trei continue are solu̧tie

unică.
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Să presupunem acum că există solu̧tia problemei Cauchy în cazul în care suprafa̧ta

purtătoare S a datelor Cauchy este suprafa̧tă caracteristică. Atunci din condi̧tia¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄

∂F
∂p1

∂F
∂p2

... ∂F
∂pn

∂x01
∂s1

∂x02
∂s1

... ∂x0n
∂s1

. . . .

∂x01
∂sn−1

∂x02
∂sn−1

... ∂x0n
∂sn−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ = δ = 0

rezultă că există parametri λ1,λ2, ...,λn−1 asfel încât

∂F

∂pi
=

n−1X
j=1

λj
∂x0i
∂sj

.

Vom avea
nX
i=1

pi
∂F

∂pi
=

nX
i=1

∂u

∂xi

n−1X
j=1

λj
∂x0i
∂sj

=
n−1X
j=1

λj
∂u0

∂sj

Derivând ecua̧tia şi ţinând cont de permutabilitatea derivatelor mixte avem

−p0k
∂F

∂u
− ∂F

∂xk
=

nX
i=1

n−1X
j=1

λj
∂x0i
∂sj

∂p0k
∂xi

=

=
n−1X
j=1

λj

nX
i=1

∂p0k
∂xi

∂x0i
∂sj

=
n−1X
j=1

λj
∂p0k
∂sj

Ajungem la concluzia că pentru ca problema Cauchy să fie posibilă este necesar ca

vectorul

−→
V =

Ã
∂F

∂p1
, ...,

∂F

∂pn
,
nX
i=1

p0i
∂F

∂pi
,−p01

∂F

∂u
− ∂F

∂x1
, ...,−p0n

∂F

∂u
− ∂F

∂xn

!

să fie combina̧tie lineară a celor n-1 vectori

−→
Tj =

µ
∂x01
∂sj

, ...,
∂x0n
∂sj

,
∂u0

∂sj
,
∂p01
∂sj

, ...,
∂p0n
∂sj

¶
, j = 1, 2, ..., n− 1

adică vectorul
−→
V este situat în planul tangent al suprafȩtei Σ n-1-dimensionale din

spa̧tiul 2n+1 dimensional al variabilelor x1, x2, ..., xn, u, p1, p2, ..., pn

xi = x0i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, ..., n,

u = u0(s1, s2, ..., sn−1)

pi = p0i (s1, s2, ..., sn−1), i = 1, ..., n
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Să presupunem acum că avem o problemă Cauchy cu suprafa̧ta purtătoare S carac-

teristică pentru datele ini̧tiale. Mai presupunem că pe suprafa̧ta ini̧tială S∗ este satis-

făcută condi̧tia de mai sus. Construim o nouă suprafa̧tă ini̧tială S∗1 care să intersecteze

pe S∗ după o suprafa̧tă n-2 dimensională S∗∗ şi astfel încât proieçtia sa S1 să nu fie car-

acteristică. Există o suprafa̧tă integrală care trece prin S∗1 generată de caracteristicile

care trec prin S∗1 . Acele caracteristici care trec prin S
∗∗ vor genera în spa̧tiul vari-

abilelor x1, ..., xn, u, p1, ..., pn o suprafa̧tă Σ∗. Vectorul
−→
V este tangent atât la suprafa̧ta

Σ∗,cât şi la suprafa̧ta Σ. In virtutea unicită̧tii solu̧tiilor sistemului caracteristic cele două

suprafȩte Σ∗,Σ vor coincide şi proiçtia lor pe spa̧tiul variabilelor x1, ..., xn, u coincide ci

suprafa̧ta ini̧tială S∗. Asta înseamnă că suprafa̧ta ini̧tială este generată de caracteristici

şi că suprafa̧ta integrală care trece prin S∗1 trece şi prin S
∗. Am demonstrat deci

Teorema 3. Dacă suprafa̧ta purtătoare este caracteristică pentru ca problema Cauchy

să aibă solu̧tie este necesar ca suprafa̧ta ini̧tială să fie generată de curbe caracteristice.

In aceasta situa̧tie problema Cauchy are o infinitate de solu̧tii.

12.5 Condi̧tii de compatibilitate

In ideea de a căuta o solu̧tie generală pentru ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul

întâi nelineară să ne ocupăm mai întâi de problema unui sistem de două ecua̧tii difer-

eņtiale de ordinul întâi cu o funçtie necunoscută: să se determine funçtia u(x, y) solu̧tie

a sistemului de ecua̧tii

F (x, y, u, p, q) = 0

G(x, y, u, p, q) = 0, p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
,

unde funçtiile F,G au derivate paŗtiale de ordunul doi în raport cu toate variabilele

continue. Dacă D(F,G)
D(p,q)

6= 0 atunci putem explicita p, q şi suntem conduşi la sistemul de

forma

p = A(x, y, u)

q = B(x, y, u), p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
.
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Dacă acest sistem are solu̧tia u(x, y) cu derivate paŗtiale de ordinul doi, atunci în virtutea

intervertirii derivatelor mixte trebuie să avem în mod necesar

∂A

∂y
+

∂A

∂u
B =

∂B

∂x
+

∂B

∂u
A.

Să presupunem această condi̧tie satisfăcută. Prima ecua̧tie

∂u

∂x
= A(x, y, u)

poate fi considerată ca o ecua̧tie difereņtială de ordinul întâi în u şi x, y fiind considerat

ca parametru. Fie u = ϕ(x, y, C) solu̧tia sa generală depinzând de constanta arbitrară

C. Vom avea deci

∂ϕ(x, y, C)

∂x
= A(x, y,ϕ(x, y, C)),∀x,∀y,∀C

∂2ϕ(x, y, C)

∂y∂x
=

∂A(x, y,ϕ(x, y, C))

∂y
+

∂A(x, y,ϕ(x, y, C))

∂u

∂ϕ(x, y, C)

∂y
,∀x,∀y,∀C

∂2ϕ(x, y, C)

∂C∂x
=

∂A(x, y,ϕ(x, y, C))

∂u

∂ϕ(x, y, C)

∂C
.

Să facem acum în sistem schimbarea de funçtie u = ϕ(x, y, v) trecând de la funçtia

u(x, y) la funçtia v(x, y). Sistemul va deveni

∂ϕ(x, y, v)

∂x
+

∂ϕ(x, y, v)

∂C

∂v

∂x
= A(x, y,ϕ(x, y, v))

∂ϕ(x, y, v)

∂y
+

∂ϕ(x, y, v)

∂C

∂v

∂y
= B(x, y,ϕ(x, y, v))

sau ţinând seama de rela̧tiile de mai înainte

∂v

∂x
= 0

∂v

∂y
=
B(x, y,ϕ(x, y, v)− ∂ϕ(x,y,v)

∂y

∂ϕ(x,y,v)
∂C

Să arătăm că membrul drept al celei de-a doua rela̧tii nu depinde de x. Numărătorul

derivatei în raport cu x al acestui membru este

(
∂B

∂x
+

∂B

∂u

∂ϕ

∂x
− ∂2ϕ

∂x∂y
)
∂ϕ

∂C
− ∂2ϕ

∂x∂C
(B − ∂ϕ

∂y
) =

= (
∂B

∂x
+

∂B

∂u
A− ∂A

∂y
− ∂A

∂u

∂ϕ

∂y
)
∂ϕ

∂C
− ∂A

∂u

∂ϕ

∂C
(B − ∂ϕ

∂y
) =
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=
∂ϕ

∂C
(
∂B

∂x
+

∂B

∂u
A− ∂A

∂y
− ∂A

∂u
B) = 0.

Sistemul se reduce de fapt la o singură ecua̧tie difereņtială de ordinul întâi

dv

dy
= R(y, v)

cu solu̧tia generală v = v(y, a) unde a este o constantă arbitrară. Rezultă că solu̧tia

generală a sistemului

p = A(x, y, u)

q = B(x, y, u), p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
,

cu condi̧tia de compatibilitate

∂A

∂y
+

∂A

∂u
B =

∂B

∂x
+

∂B

∂u
A

este u = ϕ(x, y, v(y, a)), deci şi ea depinde de o constantă arbitrară.

Revenind la sistemul

F (x, y, u, p, q) = 0

G(x, y, u, p, q) = 0, p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
,

el poate fi adus la forma de mai sus dacă D(F,G)
D(p,q)

6= 0. Cum prin derivări ale celor două

ecua̧tii găsim

∂p

∂u
= −

D(F,G)
D(u,q)

D(F,G)
D(p,q)

,
∂q

∂u
= −

D(F,G)
D(u,p)

D(F,G)
D(p,q)

∂q

∂x
= −

D(F,G)
D(x,p)

D(F,G)
D(p,q)

,
∂p

∂y
= −

D(F,G)
D(y,q)

D(F,G)
D(p,q)

găsim în final condi̧tia de compatibilitate¯̄̄̄
¯̄ ∂F

∂p
dF
dx

∂G
∂p

dG
dx

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄ ∂F

∂q
dF
dy

∂G
∂q

dG
dy

¯̄̄̄
¯̄ = 0

unde am folosit aşa numitele derivate totale

dF

dx
=

∂F

∂x
+ p

∂F

∂u
, ...,

dG

dy
=

∂G

∂y
+ q

∂G

∂u
.
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Deci sistemul de ecua̧tii

F (x, y, u, p, q) = 0

G(x, y, u, p, q) = 0, p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
,

este compatibil dacă este satisfăcută condi̧tia de compatibilitate¯̄̄̄
¯̄ ∂F

∂p
dF
dx

∂G
∂p

dG
dx

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄ ∂F

∂q
dF
dy

∂G
∂q

dG
dy

¯̄̄̄
¯̄ = 0

şi solu̧tia sa generală depinde de o constantă arbitrară. Expresia din stânga condi̧tiei de

compatibilitate se numeşte paranteza lui Mayer şi se notează prin [F,G]. Dacă funçtiile

F,G nu depind de u paranteza lui Mayer se reduce la aşa numita parantez̆a a lui Poisson

(F,G).

12.6 Integrală completă

Fiind dată ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul întâi

F (x, y, u, p, q) = 0, p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂y
,

se numeşte integral̆a complet̆a a sa o rela̧tie de forma

V (x, y, u, a, b) = 0

depinzând de două constante arbitrare verificată de o familie de solu̧tii ale ecua̧tiei date.

Dacă considerăm şi rela̧tiile ob̧tinute derivând în raport cu x, y

∂V

∂x
+ p

∂V

∂u
= 0,

∂V

∂y
+ q

∂V

∂u
= 0,

prin eliminarea constantelor arbitrare a, b, între aceste aceste rela̧tii ob̧tinem ecua̧tia

F (x, y, u, p, q) = 0. In adevăr, dacă am ob̧tine şi o altă rela̧tie G(x, y, u, p, q) = 0 am

avea o famile de solu̧tii, depinzând de două constante arbitrare, comune celor două

ecua̧tii. Dar am văzut că aceasta nu se poate pentru că solu̧tia ar depinde numai de o

constantă. Deci ob̧tinem o altă defini̧tie a integralei complete: o rela̧tie depinzând de
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două constante arbitrare astfel încât prin eliminarea constantelor între cele trei rela̧tii

de mai sus ob̧tinem ecua̧tia dată.

Lagrange a arătat că orice solu̧tie u = u(x, y) a ecua̧tiei F (x, y, u, p, q) = 0 se poate

ob̧tine dintr-o integrală completă a sa prin metoda varia̧tiei constantelor a, b. In adevăr

din ecua̧tiile
∂V

∂x
+

∂u

∂x

∂V

∂u
= 0,

∂V

∂y
+

∂u

∂y

∂V

∂u
= 0,

scoatem funçtiile a(x, y), b(x, y). Dacă le introducem în prima rela̧tie şi derivăm în

raport cu x, y ob̧tinem

∂V

∂x
+

∂u

∂x

∂V

∂u
+

∂V

∂a

∂a

∂x
+

∂V

∂b

∂b

∂x
= 0,

∂V

∂y
+

∂u

∂y

∂V

∂u
+

∂V

∂a

∂a

∂y
+

∂V

∂b

∂b

∂y
= 0,

adică funçtiile găsite a(x, y), b(x, y) verifică rela̧tiile

∂V

∂a

∂a

∂x
+

∂V

∂b

∂b

∂x
= 0,

∂V

∂a

∂a

∂y
+

∂V

∂b

∂b

∂y
= 0.

Vom distinge mai multe situa̧tii.

1) Dacă funçtia u = u(x, y) verifică rela̧tiile

V (x, y, u(x, y), a(x, y), b(x, y)) = 0,

∂V (x, y, u(x, y), a(x, y), b(x, y))

∂a
= 0,

∂V (x, y, u(x, y), a(x, y), b(x, y))

∂b
= 0,

atunci se zice că integrala u = u(x, y) este o integral̆a singular̆a. Din punct de vedere

geometric, suprafa̧ta integrală singulară este înfăşurătoarea familiei de suprafȩte com-

plete depinzând de doi parametri..

2) Dacă avem a(x, y) = a0, b(x, y) = b0, atunci suprafa̧ta u = u(x, y) este una din

suprafȩtele integralei complete.

3) Dacă (∂V
∂a
)2 + (∂V

∂b
)2 6= 0, a(x, y) 6= a0, b(x, y) 6= b0 atunci¯̄̄̄

¯̄ ∂a
∂x

∂b
∂x

∂a
∂y

∂b
∂y

¯̄̄̄
¯̄ ≡ 0
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şi deci avem b(x, y) = ω(a(x, y)), cu ω o funçtie. Cele două rela̧tii se reduc la o singură

rela̧tie
∂V

∂a
+

∂V

∂b
ω0(a) = 0.

In acest caz suprafa̧ta integrală u = u(x, y) este înfăşurătoarea familiei de suprafȩte

V (x, y, u, a,ω(a)) = 0. Cum din rela̧tiile

V (x, y, u, a,ω(a)) = 0,

∂V

∂a
+

∂V

∂b
ω0(a) = 0

cu ω(a) funçtie arbitrară, ob̧tinem orice solu̧tie cu excep̧tia solu̧tiei singulare, se zice că

cele două rela̧tii definesc soluţia general̆a a ecuaţiei F (x, y, u, p, q) = 0.

In metoda lui Lagrange-Charpit pentru găsirea unei integrale complete pentru ecua̧tia

F (x, y, u, p, q) = 0 se caută o funçtie G(x, y, u, p, g) astfel ca sistemul

F (x, y, u, p, q) = 0,

G(x, y, u, p, q) = a

să fie compatibil. Atunci integrala sa generală va depinde de două constante arbitrare

a, b: V (x, y, u, a, b) = 0. Aceasta va fi o integrală completă pentru ecua̧tia ini̧tială.

Desfăcând paranteza lui Mayer din condi̧tia de compatibilitate rezultă pentru funçtia G

ecua̧tia cu derivate paŗtiale în variabilele x, y, u, p, q:

∂F

∂p

∂G

∂x
+

∂F

∂q

∂G

∂y
+ (p

∂F

∂p
+ q

∂F

∂q
)
∂G

∂u
− (∂F

∂x
+ p

∂F

∂u
)
∂G

∂p
− (∂F

∂y
+ q

∂F

∂u
)
∂G

∂q
= 0.

Altfel spus funçtia G(x, y, u, p, q) = a este o integrală primă a sistemului caracteristic

asociat ecua̧tiei nelineare

dx
∂F
∂p

=
dy
∂F
∂q

=
du

p∂F
∂p
+ q ∂F

∂q

= − dp
∂F
∂x
+ p∂F

∂u

= − dq
∂F
∂y
+ q ∂F

∂u

= dt.

Ob̧tinem următorul algoritm:

Pentru a ob̧tine o integrală completă a ecua̧tiei F (x, y, u, p, q) = 0 se caută mai

întâi o integrală primă G(x, y, u, p, q) = a a sistemului caracteristic asociat astfel încât
D(F,G)
D(p,q)

6= 0; se rezolvă sistemul F = 0, G = 0 în raport cu p, q. Ecua̧tia dz = pdx+ qdy,
cu p, q înlocuite, este o difereņtială totală. Integrala generală V (x, y, u, a, b) = 0 a acestei
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ecua̧tii coņtine două constante arbitrare a şi b introduse la integrare şi deci este integrala

completă.

Există o serie de cazuri particulare:

a) Ecua̧tia F (x, y, p, q) = 0 nu coņtine pe z. Se poateadmite şi că G nu-l coņtine pe

z şi sistemul caracteristic se reduce la forma mai simplă

dx
∂F
∂p

=
dy
∂F
∂q

= − dp
∂F
∂x

= − dq
∂F
∂y

.

b) Ecua̧tia F (y, p, q) = 0 nu coņtine pe x şi z. Avem dp = 0 şi deci integrala primă

p = a. Din sistemul F (y, p, q) = 0, p = a deducem q = f(y, a), deci avem

dz = adx+ f(y, a)dy

de unde ob̧tinem integrala completă

z = ax+

Z
f(y, a)dy + b

printr-o integrare.

c) Ecua̧tia F (z, p, q) = 0 nu coņtine pe x, y. Sistemul caracteristic admite combina̧tia

integrabilă
dp

p
=
dq

q

de unde integrala primă q = ap. Ecua̧tiile F (z, p, q) = 0,q = ap dau p = f(z, a),

q = af(z, a) şi deci

dz = f(z, a)dx+ af(z, a)dy

de unde printr-o integrare se ob̧tine integrala completăZ
dz

f(z, a)
= x+ ay + b.

d) Ecua̧tia F (p, q) = 0 nu coņtine pe x, y, u. Sistemul caracteristic admite integrala

primă p = a. Din F (a, q) = 0 scoatem q = f(a) şi integrala completă z = ax+f(a)y+b.

e) Ecu̧tia f(x, p)−g(y, q) = 0 se numeşte cu variabile separate. Sistemul caracteristic
se scrie

dx
∂f
∂p

=
dy

−∂g
∂q

= − dp

−∂f
∂x

=
dq
∂g
∂y

şi are combina̧tia integrabilă
∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp = 0
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adică f(x, p) = a este o integrală primă. Din ecua̧tie rezultă şi g(y, q) = a. Se ob̧tine

p = ϕ(x, a), q = ψ(y, a) de unde integrala completă

z =

Z
ϕ(x, a)dx+

Z
ψ(y, a)dy + b.

Fie acum V (x, y, u, a, b) = 0 integrala completă a ecua̧tiei F (x, y, u, p, q) = 0 şi

trebuie rezolvată problema Cauchy

x = x0(s),

y = y0(s),

u = u0(s)

Scriem că curba ini̧tială se află pe integrala generală

V (x, y, u, a,ω(a)) = 0,

∂V (x, y, u, a,ω(a))

∂a
+

∂V (x, y, u, a,ω(a))

∂ω
ω0(a) = 0.

Prima condi̧tie V (x0(s), y0(s), u0(s), a,ω(a)) = 0 o putem scrie sub forma U(s, a,ω(a)) =

0. A doua condi̧tie ar fi atunci ∂U(s,a,ω(a))
∂a

+ ∂U(s,a,ω(a))
∂ω

ω0(a) = 0. Dacă funçtia ω(a) ar fi

cunoscută atunci prima rela̧tie ar da pe a ca funçtie de s : a = a(s). Inlocuind în prima

şi derivând avem

∂U(s, a(s),ω(a(s)))

∂s
+

∂U(s, a(s),ω(a(s)))

∂a
a0(s) +

∂U(s, a(s),ω(a(s)))

∂ω
ω0(a(s))a0(s) = 0

şi ţinând cont de a doua rela̧tie rezultă

∂U(s, a(s),ω(a(s)))

∂s
= 0.

Din această rela̧tie şi din rela̧tia

U(s, a,ω(a)) = 0

putem scoate pe a şi pe ω ca funçtii de s. Prin eliminarea acestuia ob̧tinem funçtia

ω(a).

Exemplul 1. Ecua̧tia

u = px+ qy + pq
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are integrala completă

u = ax+ by + ab.

Pentru a rezolva problema Cauchy

x = 0.,

y = s,

u = s2

înlocuim în integrala completă

s2 = a0 + ω(a)s+ aω(a).

Derivăm această rela̧tie în raport cu s

2s = ω(a).

Introducând în prima ob̧tinem

a = −s
2
.

Deci ω(a) = −4a. Familia de integrale este

u = ax− 4ay − 4a2.

Derivăm în raport cu a

0 = x− 4y − 8a.

Eliminând pe a între ultimele rela̧tii găsim ecua̧tia suprafȩtei integrale care trece prin

curba dată

u =
(x− 4y)2
16

.
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CAPITOLUL 13

ECUAŢII CU DERIVATE

PARŢIALE DE ORDINUL 2

13.1 Defini̧tii generale

Prin ecuaţie cu derivate parţiale de ordin 2 (pe scurt, ecdpo2) în n variabile indepen-

dente se îņtelege o ecua̧tie care leagă valorile celor n variabile independente de valorile

funçtiei necunoscute şi ale unor derivate paŗtiale ale acesteia până la ordinul 2. Mai

precis, pentru că avem o funçtie u, n derivate paŗtiale de ordinul 1 ∂u
∂xi
, n(n−1)

2
derivate

paŗtiale de ordinul 2 ∂2u
∂xi∂xj

= ∂2u
∂xj∂xi

, avem următoarea defini̧tie

Defini̧tia 1. Fie F : U × V ⊂ Rn × RN → R o funçtie de n + N variabile, unde

N = 1 + n + n(n−1)
2
. Funçtia F defineşte ecuaţia cu derivate parţiale de ordinul 2 în

variabilele independente x1, x2, ..., xn cu funçtia necunoscută u(x1, x2, ..., xn)

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, ...,

∂2u

∂x2n
) = 0,

unde presupunem că apare cel pu̧tin una din derivatele de ordin 2.

Defini̧tia 2. O funçtie u = u(x) = u(x1, x2, ..., xn) : D ⊂ U → R ( D deschisă)

se numeşte soluţie clasic̆a a ecdpo2 definite de funçtia F dacă u este continuă şi toate

derivatele care apar în F există şi sunt continue pe D, (u, ∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn
, ∂

2u
∂x21
, ..., ∂

2u
∂x2n
) ∈ V

pentru orice x ∈ D şi ecua̧tia este verificată în orice punct al lui D, adică

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, ...,

∂2u

∂x2n
) = 0, ∀(x1, ..., xn) ∈ D.
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Dacă u = u(x1, x2), x = (x1, x2) ∈ D este o solu̧tie a unei ecua̧tii cu derivate

paŗtiale în două variabile independente, graficul funçtiei u, adică muļtimea punctelor

{(x1, x2, u (x1, x2))|(x1, x2) ∈ D} este o suprafa̧tă bidimensională în R3 numită suprafaţ̆a
integral̆a a ecua̧tiei. La fel în cazul general, putem spune că graficul solu̧tiei u = u(x) =

u(x1, x2, ..., xn) : D ⊂ U → R , adică muļtimea punctelor

{(x1, x2, ..., xn, u(x1, x2, ..., xn))|(x1, x2, ..., xn) ∈ D}

reprezintă o hipersuprafaţ̆a în Rn+1 , numită hipersuprafaţ̆a integral̆a a ecua̧tiei. (Sub-

liniem că folosim termenul de hipersuprafa̧tă pentru a marca dimensiunea ei (numărul

n de parametri, de grade de libertate în raport cu dimensiunea n+ 1 a lui Rn+1 ).

Defini̧tia 3. Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul 2 se numeşte lineară dacă funçtia

F care o defineşte este o funçtie linear-afină în variabilele u, ∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn
, ∂

2u
∂x21
, ..., ∂

2u
∂x2n

cu

coeficieņti funçtii numai de variabilele independente, adică ecua̧tia se poate scrie sub

forma
nX

i,j=1

Ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

nX
i=1

Bi(x)
∂u

∂xi
+ C(x)u = f(x).

Defini̧tia 4. Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul 2 se numeşte cvasilinear̆a dacă

funçtia F care o defineşte este o funçtie linear-afină în derivatele paŗtiale de ordinul 2

cu coeficieņti funçtii numai de variabilele independente, adică ecua̧tia se poate scrie sub

forma
nX

i,j=1

Ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ f(x1, x2, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0

Defini̧tia 5. Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul 2 se numeşte aproape linear̆a dacă

funçtia F care o defineşte este o funçtie linear-afină în derivatele paŗtiale de ordinul 2

cu coeficieņti funçtii numai de variabilele independente şi de derivatele paŗtiale de ordin

cel mult 1, adică ecua̧tia se poate scrie sub forma

.
nX

i,j=1

Ai,j(x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
)

∂2u

∂xi∂xj
+ f(x1, x2, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0

Uneori pentru o ecua̧tie cu derivate paŗtiale dată se poate stabili o expresie din care să

rezulte toate sau “aproape” toate solu̧tiile acelei ecua̧tii. O asemenea expresie se numeşte

soluţie general̆a a ecua̧tiei cu derivate paŗtiale. Multă vreme eforturile matematicienilor

au fost îndreptate spre găsirea unor asemenea solu̧tii generale. Cu timpul s-a dovedit
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că o asemenea problemă nu este bine pusă, în sensul că ea nu are totdeauna solu̧tie. De

altfel, aşa cum vom vedea, problemele practice cer găsirea unei solu̧tii care să satisfacă

anumite condi̧tii.

Exemplul 1. Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul întâi

∂u

∂x1
= 0

în R2 are solu̧tia generală u(x1, x2) = f(x2) unde f este o funçtie continuă arbitrară.

Exempul 2. Ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul doi

∂2u

∂x1∂x2

în R2 are solu̧tia generală u(x1, x2) = f(x1) + g(x2), unde f şi g sunt două funçtii

arbitrare cu derivate continue.

Cele două exemple ilustrează faptul că aşa cum solu̧tia generală a unei ecua̧tii dife-

reņtiale de ordinul k depinde în general de k constante arbitrare, solu̧tia generală a

unei ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul 2, dacă există, depinde de 2 funçtii arbitrare.

Acest fapt este justificat aşa cum vom vedea de solu̧tia problemei Cauchy cum se justifica

şi în cazul ecua̧tiilor difereņtiale.

In paragrafele următoare vom arăta că o muļtime de fenomene fizice conduc la re-

zolvarea unor ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul 2.

13.2 Ecua̧tia transferului de căldură

Din punct de vedere microscopic, căldura este rezultatul mi̧scării termice dezordonate

a particulelor materiale. La nivel macroscopic, gradul de încălzire al unui corp este

determinat de temperatura punctelor sale. Intre energia mi̧scării termice a unui corp

care ocupă domeniul D din spa̧tiu raportat la un sistem de coordonate rectangular

Oxyz, sau, cum se mai spune, cantitatea de căldură Q(D) acumulată de acel corp şi

temperatura punctelor sale T (x, y, z, t) este o legătură simplă dată de rela̧tia

Q(D) =

ZZZ
D

c(x, y, z, t)ρ(x, y, z, t)T (x, y, z, t)dv,

unde ρ(x, y, z, t) este densitatea corpului şi c(x, y, z, t) este capacitatea calorică a corpului

în punctul (x, y, z) la momentul t.
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Vom considera că transferul de căldură de la o poŗtiune la altă poŗtiune a corpului

se realizează numai prin transferul de energie de la o particulă la altă particulă, negli-

jând transferul prin radia̧tie, prin procese chimice, etc. Dacă considerăm o suprafa̧tă

S în interiorul corpului, energia termică a particulelor situate de o parte şi de alta a

suprafȩtei S se modifică în timp fie datorită ciocnirilor particulelor între ele, fie datorită

trecerii unor particule dintr-o parte în alta. Evident, este de presupus că prin elementul

de arie dσ de normală ~n se transferă în timpul dt în sensul lui ~n o cantitate de căldură

propoŗtională cu aria dσ şi cu timpul dt, factorul de propoŗtionalitate depinzând numai

de centrul (x, y, z) al elementului de arie, de normala la elementul de arie ~n şi de mo-

mentul t : f(x, y, z, t, ~n) . Atunci întreaga cantitate de căldură care se transferă prin S

în timpul dt în sensul lui ~n este dt
RR
S

f(x, y, z, t, ~n)dσ .

Să presupunem că în interiorul corpului sunt distribuite continuu surse de căldură

cu intensitatea i(x, y, x, t), care în intervalul de timp (t, t + dt) dau căldura dt
RRR
D

idv.

Scriind conservarea căldurii, sau cum se mai spune, bilaņtul căldurii pentru domeniul

D, avem

dQ(D)

dt
=
d

dt

ZZZ
D

cρTdv =

ZZZ
D

∂(cρT )

∂t
dv = −

ZZ
∂D

f(x, y, z, t, ~n)dσ +

ZZZ
D

idv,

unde ~n este normala exterioară. Evident, domeniul D poate fi orice parte a corpului.

Dacă considerăm un domeniu cilindric circular cu o bază centrată în punctul oarecare

(x0, y0, z0) de rază suficient de mică r cu generatoarele paralele cu versorul ~n şi cu

înăļtimea h şi aplicăm rela̧tia de mai sus, cu teorema de medie în integrale avem cu

nota̧tii evidente

∂(cρT )

∂t

¯̄
M 0πr2h = −f(x00, y00, z00, t,−~n)πr2 − f(x000, y000, z000, t, ~n)πr2 −

−f(x∗, y∗, z∗, t, ~n∗)2πrh+ i(x∗∗, y∗∗, z∗∗, t)πr2h

Impăŗtind cu r2 şi făcând r → 0, h → 0 astfel încât h
r
→ 0 ob̧tinem rela̧tia care era

de aşteptat f(x, y, z, t,−~n) = −f(x, y, z, t, ~n).
Dacă considerăm acum un tetraedru cu vârful în punctul oarecare (x0, y0, z0) , cu

muchiile plecând din acest punct paralele cu axele de coordonate şi cu a patra fa̧tă cu

aria a şi cu normala exterioară ~n = nx~j+ny~j+nz~k şi considerăm înăļtimea tetraedrului
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care pleacă din vârf h suficient de mică şi aplicăm rela̧tia de bilaņt avem, după aplicarea

teoremei de medie, ca mai sus şi cu h→ 0 ,

−f(x0, y0, z0, t,−~n)− f(x0, y0, z0, t,~i)nx − f(, , , ,~j)ny − f(, , , ,~k)nz = 0

sau ţinând cont de proprietatea de mai înainte

f(x0, y0, z0, t, ~n) = f(x0, y0, z0, t,~i)nx + f(, , , ,~j)ny + f(, , , ,~k)nz.

Suntem astfel conduşi să introducem un vector

~q(x, y, z, t) = qx(x, y, z, t)~i+ qy(x, y, z, t)~j + qz(x, y, z, t)~k

astfel încât

f(x, y, z, t, ~n) = ~q(x, y, z, t)~n.

Cantitatea de căldură care se transferă prin suprafa̧ta S în unitatea de timp în

direçtia normalei ~n este egală cu fluxul câmpului
RR
S

~q(x, y, z, t)~ndσ. Din acest motiv,

câmpul ~q se numeşte câmpul vectorial al fluxului de c̆aldur̆a.

Câmpul vectorial al fluxului de căldură într-un corp este evident legat de temperatura

punctelor sale. Căldura, arată experieņta, se transferă de la păŗtile cu temperatură mai

ridicată spre cele cu temperatură mai joasă. O măsură a varia̧tiei temperaturii într-un

punct este gradientul temperaturii în acel punct. Intr-o primă aproxima̧tie suficientă

pentru cele mai multe aplica̧tii practice se poate presupune că câmpul fluxului de căldură

depinde linear de gradientul temperaturii, adică are loc o rela̧tie de forma
qx

qy

qz

 = −


kxx kxy kxz

kyx kyy kyz

kzx kzy kzz




∂T
∂x

∂T
∂y

∂T
∂z

 .
Considera̧tii de ordin termodinamic arată că matricea tensorului termoconductibi-

lită̧tii k este simetrică. In cazul unui mediu izotrop, matricea acestui tensor se reduce la

produsul dintre o funçtie k, coeficientul de termoconductibilitate al mediului şi matricea

unitate şi deci se poate scrie

~q = −k gradT.
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Aceasta este aşa numita lege a lui Fourier. In acest caz ecua̧tia de bilaņt se scrie sub

forma ZZZ
D

∂ (cρT )

∂t
dv =

ZZ
∂D

k
∂T

∂n
dσ +

ZZZ
D

idv,

sau aplicând teorema Gauss-OstrogradskiZZZ
D

∂ (cρT )

∂t
dv =

ZZZ
D

div(k gradT )dv +

ZZZ
D

idv.

Cum domeniul D este arbitrar, rezultă că temperatura trebuie să verifice ecua̧tia

∂(cρT )

∂t
= div(k gradT ) + i.

In cazul unui mediu omogen şi izotrop, c, ρ, k sunt constante şi ob̧tinem ecua̧tia

∂T

∂t
= a2∆T +

1

ρc
i,

unde am notat a2 = k
ρc
. Constanta a are dimensiunea LT−

1
2
. Această ecua̧tie se numeşte

ecuaţia transferului de c̆aldur̆a sau simplu ecuaţia c̆aldurii.

Cum în ecua̧tie apare derivata ∂T
∂t
este clar că pentru a putea determina temperatura

în orice punct şi orice moment este necesar să cunoaştem temperatura la momentul

ini̧tial t = 0 : T (x, y, z, 0) = T0(x, y, z).

Pe de altă parte este necesar să ţinem cont de interaçtiunea dintre corpul studiat şi

mediul înconjurător. Conform unei legii a lui Newton, cantitatea de căldură care trece

prin poŗtiunea dσ din suprafa̧ta ∂D a unui corp în unitatea de timp este propoŗtională cu

difereņta dintre temperatura corpului T (x, y, z) în centrul poŗtiunii dσ şi temperatura

Te(x, y, z) a mediului exterior în acelaşi punct considerat ca apaŗtinând exteriorului,

factorul de propoŗtionalitate depinzând de gradul de izolare al suprafȩtei. Acesta poate

fi funçtie de punctul de pe suprafa̧tă sau poate fi constant pe întreaga suprafa̧tă. Din

bilaņtul de căldură pe orice poŗtiune S a lui ∂D rezultă

−
ZZ
S

k
∂T

∂n
dσ =

ZZ
S

α (T (x, y, z)− Te(x, y, z, t)) dσ.

Cum S este arbitrar, rezultă că pe suprafa̧ta ∂D trebuie să aibă loc rela̧tia

−k∂T
∂n

= α (T − Te) .
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Dacă α = 0 , adică prin suprafa̧ta ∂D nu se transferă căldură, pe suprafa̧ta ∂D vom

avea condi̧tia ∂T
∂n
= 0 , se spune că avem o problemă de tipul lui Neuman. Dacă α =∞,

adică suprafa̧ta ∂D nu este deloc izolată, pe suprafa̧ta ∂D vom avea condi̧tia T = Te,

se spune că avem o problemă a lui Dirichlet.

Dacă temperatura exterioară Te şi intensitatea i a surselor interioare nu depind de

timp, este de aşteptat că după un anumit timp temperatura în punctele corpului nu se

mai modifică în timp, adică devine, cum se spune, staţionar̆a. In acest caz problema

transferului sta̧tionar de căldură revine la rezolvarea ecua̧tiei lui Poisson

∆T (x, y, z) = − 1

a2ρc
i(x, y, z)

cu una din condi̧tiile la frontieră amintite. Se subîņtelege că valoarea ini̧tială a tempe-

raturii nu mai contează.

Dacă corpul care ocupă domeniul D este o bară cilindrică cu generatoarele paralele

cu axa Ox, dimensiunile unei seçtiuni transversale fiind mici în compara̧tie cu lungimea

barei, dacă presupunem că prin suprafa̧tă laterală nu are loc transfer de căldură, că

intensitatea surselor depinde numai de abscisa x a seçtiunii transversale i(x, t), că tem-

peratura ini̧tială depinde numai de abscisa seçtiunii T0(x) se poate presupune şi că în

toate punctele unei seçtiuni transversale temperatura este aceeaşi T (x, t) . In acest caz

se ob̧tine ecua̧tia unidimensională a transferului de căldură

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
+
1

ρc
i.

Aceasta trebuie rezolvată ţinând cont de condi̧tia ini̧tială T (x, 0) = T0(x) şi de

condi̧tiile la capete în cazul când bara este finită 0 ≤ x ≤ l. Aceste condi̧tii la capete se
deduc uşor din condi̧tiile cazului general. Cazul sta̧tionar revine la rezolvarea ecua̧tiei

T 00(x) = − 1

a2ρc
i(x)

cu condi̧tii la capetele barei.

13.3 Ecua̧tia undelor sonore

O perturba̧tie oarecare, cum ar fi sunetul produs de o persoană, se propagă în aer

sub forma undelor sonore. Dacă într-un capăt al unui tub cu gaz se mi̧scă un piston,
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perturba̧tia produsă de acesta se propagă de-a lungul tubului. Ne propunem să stabilim

ecua̧tiile care guvernează un asemenea fenomen.

Presupunem că în starea de echilibru la momentul 0, aerul (gazul) are o densitate

ρ0 constantă în întreaga masă. Dacă considerăm în gaz o suprafa̧tă mică dσ de normală

~n particulele din partea unde este dirijată normala açtionează asupra particulelor din

partea cealaltă cu o foŗtă −p~ndσ , mărimea p > 0 numindu-se presiune. Ea este nenulă
chiar în pozi̧tia de echilibru. Vom presupune că valoarea acesteia la echilibru p0 este

constantă în întreaga masă.

Vom raporta mi̧scarea la un sistem de coordonate rectangular Oxyz cu versorii axelor

~i,~j,~k. O particulă oarecare are la momentul 0 vectorul de pozi̧tie ~R = X~i + Y~j +

Z~k. La momentul t aceeaşi particulă are vectorul de pozi̧tie ~r = x~i + y~j + z~k, unde

coordonatele x, y, z sunt evident funçtii de coordonatele ini̧tiale X,Y,Z şi timpul t.

Vectorul ~U = ~r − ~R = u~i + v~j + w~k este vectorul deplasare al particulei. Viteza

particulei este ~v = ∂~r
∂t
= ∂~U

∂t
. Având în vedere că două particule oarecare distincte

trebuie considerate distincte tot timpul mi̧scării, funçtiile amintite mai sus sunt bijeçtii,

adică se pot explicita şi coordonatele ini̧tiale X,Y,Z ca funçtii de coordonatele x, y, z

şi timpul t. In acest fel orice mărime caracteristică a mi̧scării poate fi exprimată fie

ca funçtie de coordonatele ini̧tiale X,Y, Z şi timpul t, fie ca funçtie de coordonatele

x, y, z şi timpul t . Coordonatele X,Y,Z şi timpul t se numesc coordonate materiale sau

coordonate lagrangiene; coordonatele x, y, z şi timpul t se numesc coordonate spaţiale

sau coordonate euleriene. In cazul nostru deplasările ~U = ~r − ~R ale particulelor sunt

mici de un ordin de mărime ε astfel încât mărimile de ordinul lui ε2 vor fi neglijabile.

Din acest motiv este de preferat să folosim coordonatele materiale.

Datorită mi̧scării, în punctul x, y, z corespunzător pozi̧tiei la momentul t a particulei

care avea pozi̧tia ini̧tială X,Y, Z, densitatea va avea valoarea ρ(x, y, z, t) = ρ(X,Y,Z, t),

în general diferită de valoarea ρ0 . Deasemenea presiunea va avea o valoare p(x, y, z, t) =

p(X,Y,Z, t), în general diferită de p0. (Am notat funçtiile depinzând de x, y, z, t sau

X,Y,Z, t cu aceeaşi literă pentru a nu complica nota̧tia.) Abaterile densită̧tii şi presiunii

de la valorile de echilibru ρ̃ = ρ − ρ0 , p̃ = p − p0 vor fi tot mici de ordinul de mărime
ε. Intre presiune şi densitate există o rela̧tie de forma p = p(ρ). Dacă am considera că



13.3. ECUAŢIA UNDELOR SONORE 155

mi̧scarea este izotermă, cum a considerat Newton, am avea o rela̧tie de forma

p =
p0
ρ0

ρ.

Experieņta arată că mi̧scarea nu este izotermă, ci adiabatică: deplasările sunt mici, dar

mult mai mari decât drumul liber mijlociu parcurs de moleculele de gaz în mi̧scarea

termică, aşa că în timpul mi̧scării nu are loc un schimb de căldură. Vom presupune

valabilă rela̧tia

p =
p0
ρ0γ

ργ,

γ fiind o constantă care pentru aer are valoarea γ = 1.4. Rezultă că între abaterile

presiunii şi densită̧tii de la valorile de echilibru vom avea rela̧tia

p̃ = γ
p0
ρ0

ρ̃.

(Am ţinut cont că pentru u mic avem (1 + u)γ ∼= 1 + γu. )

Particulele care la momentul ini̧tial 0 ocupă un domeniuD(0) vor avea masam(D(0)) =R
D(0)

ρ0dV . La momentul t aceste particule vor ocupa un domeniu D(t) şi vor avea masa

m(D(t)) =
R
D(t)

ρ(x, y, z, t)dv. Cum iacobianul

D(x, y, z)

D(X,Y,Z)
=

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

∂x
∂X

∂x
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂X

∂y
∂Y

∂y
∂Z

∂z
∂X

∂z
∂Y

∂z
∂Z

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
1 + ∂u

∂X
∂u
∂Y

∂u
∂Z

∂v
∂X

1 + ∂v
∂Y

∂v
∂Z

∂w
∂X

∂w
∂Y

1 + ∂w
∂Z

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

se poate scrie, abstraçtie făcând de termenii de ordinul lui ε2

D(x, y, z)

D(X,Y,Z)
= 1 +

∂u

∂X
+

∂v

∂Y
+

∂w

∂Z
= 1 +DIV ~U

vom avea

m(D(t)) =

Z
D(t)

ρ(x, y, z, t)dv =

Z
D(0)

ρ(X,Y, Z, t)(1 + DIV ~U)dV.

Notăm cu ini̧tiale mari operatorii difereņtiali în raport cu variabilele X,Y, Z.

Masa se conservă în timpul mi̧scării şi deci vom avea pentru orice domeniu D(0)Z
D(0)

ρ0dV =

Z
D(0)

ρ(X,Y,Z, t)(1 + DIV ~U)dV.
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Rezultă aşa numita ecuaţie de continuitate în coordonate materiale pe care trebuie să o

verifice densitatea şi deplasarea:

ρ0 = ρ(X,Y,Z, t)(1 + DIV ~U),

sau în abaterea densită̧tii

ρ̃+ ρ0DIV ~U = 0.

Particulele care la momentul 0 ocupă domeniul D(0) au la momentul t cantitatea de

mi̧scare

~H(D(0)) =

Z
D(t)

ρ(x, y, z, t)
∂~U

∂t
dv =

Z
D(0)

ρ(X,Y,Z, t)
∂~U

∂t
(1 + DIV ~U)dV,

sau ţinând cont de ecua̧tia de continuitate

~H(D(0)) =

Z
D(0)

ρ0
∂~U

∂t
dV.

Foŗtele care açtionează asupra particulelor din domeniul D(0) la momentul t sunt

datorate presiunii din partea particulelor exterioare (neglijăm foŗtele exterioare cum ar

fi de exemplu greutatea gazului)

~F (D(0)) = −
Z
D(t)

p(x, y, z, t)~ndσ = −
Z
D(t)

grad pdv = −
Z
D(t)

grad p̃dv.

Cum avem

∂p̃

∂X
=

∂p̃

∂x
(1 +

∂u

∂X
) +

∂p̃

∂y

∂v

∂X
+

∂p̃

∂z

∂w

∂X
∼= ∂p̃

∂x

şi rela̧tiile analoage, adică GRAD p̃(X,Y,Z, t) ∼= grad p̃(x, y, z, t), expresia foŗtelor este

~F (D(0)) = −
Z
D(0)

GRAD p̃(X,Y,Z, t)(1 + DIV ~U)dV.

Dacă nu am neglija foŗtele exterioare, ar mai trebui adăugat un termen de formaR
D(0)

~f(X,Y,Z, t)ρ0dV , ~f fiind densitatea foŗtelor exterioare.

Conform teoremei varia̧tiei cantită̧tii de mi̧scare avem
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d

dt
~H(D(0)) = ~F (D(0)),

sau Z
D(0)

ρ0
∂2~U

∂t2
dV = −

Z
D(0)

GRAD p̃(X,Y,Z, t)(1 + DIV ~U)dV.

Domeniul D(0) fiind oarecare, ob̧tinem ecua̧tia de mi̧scare

ρ0
∂2~U

∂t2
= −GRAD p̃(X,Y,Z, t)(1 + DIV ~U) ∼= −GRAD p̃(X,Y,Z, t),

sau

ρ0
∂2~U

∂t2
= −γ p0

ρ0
GRAD ρ̃.

Dacă în ultima rela̧tie aplicăm operatorul DIV şi ţinem cont de ecua̧tia de continui-

tate, ob̧tinem ecua̧tia verificată de abaterea densită̧tii

∂2ρ̃

∂t2
− γ

p0
ρ0
∆ρ̃

şi ecua̧tia verificată de abaterea presiunii

∂2p̃

∂t2
− γ

p0
ρ0
∆p̃,

unde am notat prin ∆ operatorul DIV GRAD. In cazul unui tub dispus după axa

Ox = OX acesta devine ∂2

∂X2 .

Dacă aplicăm ecua̧tiei de mi̧scare

ρ0
∂2~U

∂t2
= −γ p0

ρ0
GRAD ρ̃

operatorul ROT şi ţinem cont că ROT GRAD ρ̃ = 0 rezultă că ∂
∂t
ROT ~v = 0 , adică

ROT ~v = const. Presupunând că la momemtul ini̧tial ROT ~v = 0 rezultă că această

rela̧tie va avea loc la orice moment şi deci există o funçtie ϕ(X,Y,Z, t) astfel încât ~v =
∂~U
∂t
= GRAD ϕ. Funçtia ϕ(X,Y,Z, t) determinată abstraçtie făcând de o funçtie de timp

se numeşte potenţialul mişc̆arii. Din ecua̧tia de mi̧scare rezultă GRAD(ρ0
∂ϕ
∂t
+γ p0

ρ0
ρ̃) = 0,

şi deci putem scrie ρ0
∂ϕ
∂t
+ γ p0

ρ0
ρ̃ = 0. Dacă ecua̧tiei de continuitate aplicăm ∂

∂t
ob̧tinem

ecua̧tia verificată de poteņtialul mi̧scării
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∂2ϕ

∂t2
− γ

p0
ρ0
∆ϕ = 0.

Dacă în ecua̧tia de mi̧scare ρ0 ∂
2 ~U
∂t2

= −γ p0
ρ0
GRAD ρ̃ înlocuim abaterea densită̧tii prin

valoarea dată de ecua̧tia de continuitate, ob̧tinem

ρ0
∂2~U

∂t2
= γp0GRADDIV ~U = γp0

³
∆~U +ROTROT ~U

´
.

Din rela̧tia ROT~v = ∂
∂t
ROT ~U = 0 rezultă că dacă la momentul ini̧tial avem

ROT ~U = 0 vom avea aceeaşi rela̧tie la orice moment şi vectorul deplasare verifică

ecua̧tia

∂2~U

∂t2
− γ

p0
ρ0
∆~U = 0.

Amob̧tinut faptul că în fenomenul studiat, abaterile densită̧tii şi presiunii, poteņtialul

mi̧scării şi componentele vectorului deplasare sau viteză satisfac o aceeaşi ecua̧tie de

forma

∂2u

∂t2
− a2∆u = 0,

unde constanta a =
q

γ p0
ρ0
are evident dimensiunea LT−1 a unei viteze. Ea se numeşte

viteza sunetului. Ecua̧tia de mai sus se numeşte ecuaţia undelor sonore. Dacă nu am fi

neglijat foŗtele exterioare, în dreapta ecua̧tiei ar fi apărut un termen legat de densitatea
−→
f . O ecua̧tie asemănătoare se ob̧tine şi în cazul undelor electromagnetice, din acest

motiv ecua̧tia este numită pur şi simplu ecuaţia undelor.

Pentru aer, unde γ = 1.4, p0 = 1 atm = 1.01 × 105N/m2, ρ0 = 1.29kg/m3 găsim

pentru viteza sunetului valoarea a ∼= 332 m/s . Newton, presupunând mi̧scarea izotermă
ob̧tinuse valoarea a ∼= 280 m/s.
Dacă luăm ca necunoscute abaterea presiunii p̃ şi vectorul viteză ~v vom avea sistemul

de ecua̧tii cu derivate paŗtiale de ordinul întâi ∂p̃
∂t
+ ρ0a

2DIV ~v = 0

∂~v
∂t
+ 1

ρ0
GRAD p̃ = 0

Vom semnala acum o importantă conseciņtă a ecua̧tiilor de mi̧scare stabilite. Dacă

înmuļtim scalar cu ~v = ∂~U
∂t
ecua̧tia ρ0

∂~v
∂t
+ GRAD p̃ = 0 , ţinem cont de formula

DIV(p̃~v) = p̃DIV~v + ~v ·GRAD p̃ şi de ecua̧tia de continuitate DIV ~U = − 1
γp0
p̃ ob̧tinem
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∂

∂t

µ
1

2
ρ0~v

2 +
1

2

1

γp0
p̃2
¶
+DIV (p̃~v) = 0,

sau
∂E

∂t
+DIV(p̃~v) = 0,

unde

E =
1

2
ρ0~v

2 +
1

2

1

γp0
p̃2

este evident densitatea energiei. Ecua̧tia stabilită este forma locală a conservării energiei.

De aici ob̧tinem forma integrală

− ∂

∂t

Z
D

EdV =

Z
∂D

p̃~v · ~ndΣ,

adică viteza de varia̧tie a energiei oricărui domeniu este egală cu minus fluxul prin

frontiera domeniului al vectorului p̃~v , vector numit vectorul lui Umov.

Cum mi̧scarea unui punct material este determinată de cunoaşterea pozi̧tiei şi a

vitezei sale ini̧tiale, este de aşteptat ca şi aici din ecua̧tia ∂2~U
∂t2
− γ p0

ρ0
∆~U = 0 şi din

cunoaşterea valorilor ini̧tiale ~U(X,Y,Z, 0), ∂~U
∂t
(X,Y, Z, 0) să putem determina valorile

lui ~U(X,Y, Z, t) la orice moment. De aici rezultă că la fel din ecua̧tia ∂2ρ̃
∂t2
−γ p0

ρ0
∆ρ̃ şi din

cunoaşterea valorilor ini̧tiale ρ̃(X,Y,Z, 0), ∂ρ̃
∂t
(X,Y,Z, 0) este de aşteptat ca să putem

determina valorile ρ̃(X,Y,Z, t) la orice moment. La fel în ce priveşte abaterea presiunii

sau poteņtialul. Am considerat că mi̧scarea are loc în întreg spa̧tiul.

In cazul unui tub de seçtiune S dispus după axaOX = Ox toate mărimile considerate

mai sus vor fi funçtii numai de abscisa x a unei seçtiuni şi de timp şi vor verifica ecua̧tii

de ordinul doi lineare de forma

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0.

La această ecua̧tie trebuie ataşate condi̧tii ini̧tiale u(x, 0) = u0(x),
∂u(x,0)

∂t
= v0(x).

In cazul unui tub de seçtiune S dispus după axa OX = Ox între x = 0 şi x = l la

condi̧tiile ini̧tiale de mai sus trebuie adăugate condi̧tii care să precizeze comportarea la

capete. Aceste condi̧tii se numesc condiţii la limit̆a. Dacă de exemplu, capetele tubului

sunt închise atunci trebuie verificate condi̧tii de forma
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u(0, t) = u(l, t) = 0, v(0, t) = v(l, t) = 0,

∂ρ̃
∂x
(0, t) = ∂ρ̃

∂x
(l, t) = 0, ∂p̃

∂x
(0, t) = ∂p̃

∂x
(l, t) = 0,

∂ϕ
∂x
(0, t) = ∂ϕ

∂x
(l, t) = 0.

Dacă capetele tubului sunt deschise, atunci trebuie verificate condi̧tii de forma

∂u
∂x
(0, t) = ∂u

∂x
(l, t) = 0, ∂v

∂x
(0, t) = ∂v

∂x
(l, t) = 0,

ρ̃(0, t) = ρ̃(l, t) = 0, p̃(0, t) = p̃(l, t) = 0,

ϕ(0, t) = ϕ(l, t) = 0.

Dacă la capătul x = 0 al tubului avem un piston de masă neglijabilă suştinut de un

arc cu coeficientul de elasticitate χ atunci vom avea condi̧tii de forma
∂u
∂x
(0, t)− χ

Sγp0
u(0, t) = 0, ∂v

∂x
(0, t)− χ

Sγp0
v(0, t) = 0, ∂

2ρ̃
∂t2
(0, t)− χ

Sρ0

∂ρ̃
∂x
(0, t) = 0,

∂2p̃
∂t2
(0, t)− χ

Sρ0

∂p̃
∂x
(0, t) = 0, ∂

2ϕ
∂t2
(0, t)− χ

Sρ0

∂ϕ
∂x
(0, t) = 0.

La fel pentru capătul x = l cu deosebirea că semnul - se înlocuieşte cu +. In rela̧tiile

scrise, v este componenta vitezei.

13.4 Ecua̧tia oscila̧tiilor transversale ale unei corzi

Prin coard̆a se îņtelege un mediu continuu unidimensional, omogen, elastic, perfect

flexibil. Unidimensional înseamnă faptul că lungimea corzii este mult mai mare în com-

para̧tie cu dimensiunile seçtiunii sale. Omogen înseamnă faptul că vom presupune că

peste tot seçtiunea corzii este aceeaşi σ şi că densitatea corzii-masa unită̧tii de volum-

este o constantă ρ. Perfect flexibil înseamnă faptul că dacă luăm un punct M pe coardă

açtiunea paŗtii din dreapta punctului M asupra păŗtii din stânga punctului M poate

fi reprezentată numai printr-o foŗtă (vom arăta că aceasta trebuie să fiedirijată după

tangenta la coardă în punctul M), deci coarda nu opune nici o rezisteņtă la încovoieri.

Elastic înseamnă că acea foŗtă este după legea lui Hooke propoŗtională cu alungirea

relativă a corzii în punctul M . Vom presupune că în pozi̧tia de echilibru coarda este

dispusă după axa Ox şi că ea este tensionată, adică poŗtiunea din dreapta punctului M

de abscisă x açtionează asupra poŗtiunii din stânga punctului M cu o foŗtă T0σ
−→
i ,
−→
i

fiind versorul axei Ox, T0 o constantă. Vom studia numai oscila̧tiile transversale ale

corzii, adică vom presupune că punctul M care în pozi̧tia de echilibru avea vectorul de
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pozi̧tie x
−→
i , la momentul t în timpul oscila̧tiilor va avea vectorul de pozi̧tie x

−→
i +
−−−→
u(x, t)

unde
−−−→
u(x, t) este un vector perpendicular pe Ox. Vectorul tangent la coardă în punctul

M la momentul t este
−→
i + ∂

−−−→
u(x,t)
∂x

. Poŗtiunea care la echilibru ocupa segmentul (x, x+dx)

va avea la momentul t lungimea ds =
q
1 + (∂

−−−→
u(x,t)
∂x

)2dx. Vom presupune că oscila̧tiile

sunt în aşa fel încât mărimea (∂
−−−→
u(x,t)
∂x

)2 este neglijabilă. In acest caz ds ≈ dx, adică în

timpul oscila̧tiilor alungirea relativă este nulă şi deci mărimea foŗtei cu care poŗtiunea

din dreapta punctului M açtionează asupra poŗtiunii din stânga nu depinde de timp,

ci cel mult de abscisă. Să notăm cu
−−−−→
F (x, t) foŗta cu care poŗtiunea din dreapta abscisei

x açtionează asupra poŗtiunii din stânga abscisei x. Conform principiului açtiunii şi

reaçtiunii, poŗtiunea din stânga abscisei x va açtiona asupra poŗtiunii din dreapta cu

foŗta −−−−−→F (x, t). La momentul t în oscila̧tie punctul M va avea viteza ∂
−−−→
u(x,t)
∂t

şi acceler-

a̧tia ∂2
−−−→
u(x,t)
∂t2

. Pentru a găsi ecua̧tiile de mi̧scare vom aplica teoremele fundamentale ale

mecanicii pentru o poŗtiune oarecare de coardă cuprinsă între abscisele x1 < x2. Con-

form teoremei varia̧tiei cantită̧tii de mi̧scare, derivata cantită̧tii de mi̧scare a unui sistem

este egală cu suma foŗtelor care açtionează asupra sistemului. In cazul nostru vom avea

d

dt

x2Z
x1

ρ
∂
−−−→
u(x, t)

∂t
σdx =

−−−−→
F (x2, t)−

−−−−→
F (x1, t) +

x2Z
x1

ρ
−−−→
f(x, t)σdx.

Am notat prin ρ
−−−→
f(x, t) densitatea foŗtelor exterioare care açtionează în punctul de ab-

scisă x la momentul t asupra corzii. Cum putem scrie

x2Z
x1

ρ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂t2
σdx =

x2Z
x1

∂
−−−−→
F (x, t)

∂x
dx+

x2Z
x1

ρ
−−−−→
f(x, t)σdx

şi cum intervalul (x1, x2) este arbitrar rezultă că trebuie să avem

ρσ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂t2
=

∂
−−−−→
F (x, t)

∂x
+ ρσ

−−−→
f(x, t).

Conform teoremei varia̧tiei momentului cinetic, derivata momentului cantită̧tii de mi̧s-

care a unui sistem este egală cu momentul rezultant al foŗtelor care açtionează asupra

sistemului. In cazul nostru vom avea

d

dt

x2Z
x1

ρ(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))× ∂

−−−→
u(x, t)

∂t
σdx = (x2

−→
i +
−−−−→
u(x2, t))×

−−−−→
F (x2, t)−
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−(x1−→i +
−−−−→
u(x1, t))×

−−−−→
F (x1, t) +

x2Z
x1

ρ(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))×−−−→f(x, t)σdx

sau

x2Z
x1

ρ(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))× ∂2

−−−→
u(x, t)

∂t2
σdx =

x2Z
x1

∂

∂x

³
(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))×−−−−→F (x, t)

´
dx+

+

x2Z
x1

ρ(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))×−−−→f(x, t)σdx

Cum intervalul (x1, x2) este arbitrar, rezultă

ρσ(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))× ∂2

−−−→
u(x, t)

∂t2
= (
−→
i +

∂
−−−→
u(x, t)

∂x
)×−−−−→F (x, t)+

+(x
−→
i +
−−−→
u(x, t))× ∂

−−−−→
F (x, t)

∂x
+ ρσ(x

−→
i +
−−−→
u(x, t))×−−−→f(x, t)

Ţinând cont de prima rela̧tie ob̧tinută avem

(
−→
i +

∂
−−−→
u(x, t)

∂x
)×−−−−→F (x, t) = 0

adică foŗta
−−−−→
F (x, t) este dirijată după tangentă şi dacă notăm cu T (x)σ mărimea sa

independentă de timp avem

−−−−→
F (x, t) = T (x)σ(

−→
i +

∂
−−−→
u(x, t)

∂x
).

Introducând în prima rela̧tie avem

ρσ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂t2
= T 0(x)σ(

−→
i +

∂
−−−→
u(x, t)

∂x
) + T (x)σ

∂2
−−−→
u(x, t)

∂x2
+ ρσ

−−−→
f(x, t)

Presupunând că foŗta exterioară este şi ea transversală rezultă că T (x) este o constantă

şi ea nu poate fi decât tensiunea care era la echilibru T0. Rezultă

ρ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂t2
= T0

∂2
−−−→
u(x, t)

∂x2
+ ρ
−−−→
f(x, t)

sau notând a2 = T0
ρ
avem ecua̧tia verificată de

−−−→
u(x, t)

∂2
−−−→
u(x, t)

∂t2
= a2

∂2
−−−→
u(x, t)

∂x2
+
−−−→
f(x, t)
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Notând cu u(x, t) şi f(x, t) componentele corespunzătoare lui
−−−→
u(x, t) respectiv

−−−→
f(x, t) pe

una din direçtiile transversale avem pentru fiecare din ele aşa numita ecua̧tie a oscila̧tiilor

corzii
∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t)

Mărimea introdusă a are dimensiunea
q

MLT−2L−2
ML−3 = L

T
adică a unei viteze.

Ca să putem cunoaşte oricare componentă u(x, t) trebuie să ştim valorile ini̧tiale

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x)

ale pozi̧tiei şi vitezei ini̧tiale. Când coarda este fixată la capete avem condi̧tiile la capete

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0.

Când capetele corzii se mi̧scă după anumite legi avem condi̧tii la capete de forma

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t).

Elementul corzii cuprins în intervalul (x, x+dx) are energia cinetică dT = 1
2
ρσdx(∂

−−−→
u(x,t)
∂t

)2,

deci întreaga coardă cuprinsă în (0, l) are energia cinetică T = 1
2
ρσ

lR
0

(∂
−−−→
u(x,t)
∂t

)2dx. Ener-

gia poteņtială a corzii este egală cu opusul lucrului mecanic necesar aducerii corzii din

pozi̧tia de echilibru în pozi̧tia dată. Asupra elementului (x, x + dx) açtionează foŗta

T0σ
³−→
i + ∂

−−−−−→
u(x+dx)

∂x

´
− T0σ

³−→
i + ∂

−−→
u(x)
∂x

´
= T0σ

∂2
−−−→
u(x,t)
∂x2

dx. In timpul (t, t + dt) elemen-

tul se deplasează cu ∂
−−−→
u(x,t)
∂t

dt. Deci lucrul mecanic efectuat de foŗtele interioare în acest

interval de timp este

lZ
0

T0σ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂x2
∂
−−−→
u(x, t)

∂t
dxdt = T0σ

∂u

∂x

∂u

∂t

¯̄̄̄l
0

dt−
lZ

0

T0σ
∂2
−−−→
u(x, t)

∂x∂t

∂
−−−→
u(x, t)

∂x
dxdt =

= T0σ
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

∂
−−−→
u(x, t)

∂t

¯̄̄̄
¯
l

0

dt− 1
2

∂

∂t

lZ
0

T0σ

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dxdt.

In intervalul de timp (0, t) lucrul mecanic al foŗtelor interioare va fi

−1
2
T0σ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dx

¯̄̄̄
¯̄
t

0

+ T0σ

tZ
0

∂
−−−→
u(x, t)

∂x

∂
−−−→
u(x, t)

∂t

¯̄̄̄
¯
l

0

dt =
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= −1
2
T0σ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dx+ T0σ

tZ
0

∂
−−−→
u(x, t)

∂x

∂
−−−→
u(x, t)

∂t

¯̄̄̄
¯
l

0

dt

Am ţinut cont că la echilibru u(x, t) = 0. Când coarda este fixată la capete ∂
−−−→
u(0,t)
∂t

= 0,

∂
−−−→
u(l,t)
∂t

= 0 şi lucrul mecanic necesar foŗtelor interioare să aducă coarda din pozi̧tia de

echilibru în pozi̧tia curentă este

−1
2
T0σ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dx

Deci enegia poteņtială a foŗtelor interioare este

U =
1

2
T0σ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dx

şi deci energia totală a coardei este

E = T + U =
1

2
T0σ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂x

!2
dx+

1

2
ρσ

lZ
0

Ã
∂
−−−→
u(x, t)

∂t

!2
dx.

13.5 Ecua̧tia oscila̧tiilor transversale ale membranei

Prinmembran̆a se îņtelege un mediu continuu bidimensional, omogen, elastic, perfect

flexibil. Prin bidimensional se îņtelege faptul ca membrana are de fapt forma unei

suprafȩte cu grosimea foarte mică. Omogen înseamnă faptul că vom presupune că peste

tot grosimea membranei este aceeaşi şi că densitatea superficială a membranei-masa

unită̧tii de arie-este o constantă ρ. Perfect flexibil înseamnă faptul că dacă luăm un punct

M pe membrană şi în acest punct considerăm o seçtiune curbilinie, açtiunea paŗtii din

dreapta punctului M asupra păŗtii din stânga punctului M poate fi reprezentată numai

printr-o foŗtă dirijată după normala la seçtiune în punctulM şi situată în planul tangent

la membrană în punctulM , deci membrana nu opune nici o rezisteņtă la încovoieri şi la

compresiuni. Elastic înseamnă că acea foŗtă este după legea lui Hooke propoŗtională cu

alungirea relativă a seçtiunii în punctul M . Vom presupune că în pozi̧tia de echilibru

membrana este dispusă după planul Oxy şi că ea este tensionată uniform, adică dacă

luăm un punct M pe membrană şi în acest punct considerăm o seçtiune curbilinie de

lungime ds, poŗtiunea din dreapta punctului M açtionează asupra poŗtiunii din stânga
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punctului M cu o foŗtă de mărime T0ds, T0 o constantă, dirijată după normala la

seçtiune. Cu o precizie satisfăcătoare membranele de cauciuc reprezintă modelul unor

asemenea membrane.

Vom presupune că asupra membranei açtionează o foŗtă normală la planul de echili-

bru p(x, y, t)
−→
k . Vom studia numai oscila̧tiile transversale ale membranei, adică vom

presupune că punctulM care în pozi̧tia de echilibru avea vectorul de pozi̧tie x
−→
i + y

−→
j ,

la momentul t în timpul oscila̧tiilor va avea vectorul de pozi̧tie x
−→
i + y

−→
j + u(x, y, t)

−→
k

unde u(x, y, t)
−→
k este un vector perpendicular pe Oxy. Să considerăm o poŗtiune din

membrană care în pozi̧tia de echilibru ocupă în planul Oxy domeniul D cu frontiera

∂D de ecua̧tie parametrică −→r = x(s)−→i + y(s)−→j , s fiind abscisa curbilinie pe ∂D. La
momentul t această poŗtiune de membrană va ocupa suprafa̧ta D0 cu ecua̧tia paramet-

rică −→r = x
−→
i + y

−→
j + u(x, y, t)

−→
k , (x, y) ∈ D. Frontiera acestei poŗtiuni este curba

∂D0 cu ecua̧tia parametrică −→r = x(s)−→i + y(s)−→j + u(x(s), y(s), t)−→k . Vom presupune

că vibra̧tiile membranei sunt în aşa fel încât se pot neglija mărimile de ordinul doi în

raport cu ∂u
∂x
, ∂u

∂y
. In acest caz elementul de arc pe curba ∂D0 coincide cu elementul de

arc de pe curba ∂D, deci mărimea tensiunii nu va depinde de timp, ea fiind cel mult

de forma T (x, y). Deasemenea elementul de arie de pe D0 coincide cu dxdy. Versorul

tangentei la curba ∂D0 în punctul de abscisă s este

−→τ (s) = x0(s)−→i + y0(s)−→j +
µ
∂u

∂x
x0(s) +

∂u

∂y
y0(s)

¶−→
k .

Versorul normalei la suprafa̧ta D0 în acelaşi punct este

−→ν (s) = −∂u

∂x

−→
i − ∂u

∂y

−→
j +
−→
k .

Cei doi versori fiind perpendiculari, tensiunea care açtionează asupra elementului de

lungime ds din acest punct va fi

T (x(s), y(s))−→τ (s)×−→ν (s)ds = T (x(s), y(s))

·−−→
ne(s) +

µ
−x0(s)∂u

∂y
+ y0(s)

∂u

∂x

¶−→
k

¸
ds =

= T (x(s), y(s))
h−−→
ne(s) + gradu.

−−→
ne(s)

−→
k
i
ds

−−→
ne(s) fiind versorul normalei exterioare la ∂D în punctul de abscisă s. Scriind teorema

varia̧tiei cantită̧tii de mi̧scare, vom avea

ρ

ZZ
D

∂2u

∂t2
dxdy

−→
k =

Z
∂D

T (x(s), y(s)
h−−→
ne(s) + gradu.

−−→
ne(s)

−→
k
i
ds+

ZZ
D

p(x, y, t)dxdy
−→
k
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unde am notat cu p(x, y, t)dxdy
−→
k foŗta exterioară care açtionează asupra elementului

de arie dxdy al suprafȩtei ∂D0. După formula lui Gauss-Ostrogradski vom avea

ρ

ZZ
D

∂2u

∂t2
dxdy

−→
k =

ZZ
D

gradT (x, y)dxdy +

ZZ
D

div (T (x, y) gradu(x, y)) dxdy
−→
k +

+

ZZ
D

p(x, y, t)dxdy
−→
k .

Cum domeniul D este arbitrar, rezultă că în tot domeniul ocupat de membrană vom

avea

ρ
∂2u

∂t2
= div (T (x, y) gradu(x, y)) + p(x, y, t),

gradT (x, y) = 0.

Din a doua rela̧tie rezultă că T (x, y) este peste tot constant egal evident cu mărimea

ini̧tială a tensiunii T0. Prima rela̧tie devine

∂2u

∂t2
= a24u+ p(x, y, t),

unde am notat a2 = T0
ρ
, constanta a având dimensiunea unei viteze LT−1.

Dacă renotăm cu D domeniul ocupat de proieçtia membranei pe planul Oxy prob-

lema determinării vibra̧tiilor membranei revine la determinarea funçtiei u(x, y, t) care

în domeniul D verifică ecua̧tia de mai sus. Trebuie să ne mai dăm pozi̧tia ini̧tială

u(x, y, 0) = u0(x, y), (x, y) ∈ D

şi viteza ini̧tială
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x, y), (x, y) ∈ D.

Dacă pe frontiera domeniului D membrana este fixată, atunci vom avea şi condi̧tia la

limită

u(x, y, t)|(x,y)∈∂D = 0.

13.6 Ecua̧tia oscila̧tiilor longitudinale ale unei bare

Studiem acum oscila̧tiile longitudinale ale unei bare elasice omogene dispusă după

segmentul (0, l) al axei reale. Punctele seçtiunii de abscisă x vor suferi deplasări de
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mărime u(x, t) de-a lungul barei. Elementul de bară din intervalul ini̧tial (x, x+ dx) se

va găsi la momentul t în intervalul

(x+ u(x, t), x+ dx+ u(x+ dx, t)) = (x+ u(x, t), x+ dx+ u(x, t) +
∂u(x, t)

∂x
dx).

Alungirea specifică a acestui element va fi

[x+ dx+ u(x, t) + ∂u(x,t)
∂x

dx− (x+ u(x, t))]− dx
dx

=
∂u(x, t)

∂x
.

Ca atare după legea lui Hooke, poŗtiunea de bară din dreapta seçtiunii de abscisă x va

açtiona asupra poŗtiunii din stânga seçtiunii de abscisă x cu o foŗtă egală cu ES ∂u(x,t)
∂x

dirijată după Ox, E fiind modulul lui Young corespunzător materialului barei, S fiind

aria seçtiunii barei. Pentru a fi în condi̧tiile de linearitate cerute de legea lui Hooke vom

presupune că ∂u(x,t)
∂x

este aşa de mic încât putem neglija pătratul său şi produsele în care

apare el împreună cu alte derivate. In aceste condi̧tii seçtiunea S este practic constantă.

Dacă notăm cu ρ0 densitatea în starea neperturbată într-o seçtiune oarecare şi cu ρ(x, t)

densitatea în seçtiunea de absciisă x la momentul t scriind că masa se conservă vom

avea

ρ(x, t)(dx+
∂u(x, t)

∂x
dx)S = ρ0dxS

de unde

ρ(x, t) =
ρ0

1 + ∂u(x,t)
∂x

≈ ρ0

µ
1− ∂u(x, t)

∂x

¶
Dacă aplicăm teorema cantită̧tii de mi̧scare poŗtiunii de bară cuprinsă între seçtiunile

x1 < x2 vom avea

d

dt

x2Z
x1

ρ0

µ
1− ∂u(x, t)

∂x

¶
S
∂u(x, t)

∂t
dx = ES

∂u(x2, t)

∂x
−ES∂u(x1, t)

∂x
+

x2Z
x1

ρ0Sf(x, t)dx

sau neglijând produsele despre care am amintit

x2Z
x1

ρ0S
∂2u(x, t)

∂t2
dx = ES

x2Z
x1

∂2u(x, t)

∂x2
dx+

x2Z
x1

ρ0Sf(x, t)dx.

Am notat prin f(x, t) mărimea foŗtei exterioare dirijată după Ox care açtionează asupra

unită̧tii de masă ini̧tială a barei. Cum intervalul (x1, x2) este arbitrar rezultă

∂2u(x, t)

∂t2
=
E

ρ0

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t),
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sau notând a2 = E
ρ0

∂2u(x, t)

∂t2
= a2

∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t).

Constanta a introdusă are dimensiunea
q

MLT−2L−2
ML−3 = LT−1, adică dimensiunea unei

viteze.

Dacă derivăm rela̧tia de mai sus în raport cu x avem

∂2 ∂u(x,t)
∂x

∂t2
= a2

∂2 ∂u(x,t)
∂x

∂x2
+

∂f(x, t)

∂x

şi cum
∂u(x, t)

∂x
=

ρ0 − ρ(x, t)

ρ0

ob̧tinem că densitatea verifică o ecua̧tie de aceaşi formă

∂2ρ(x, t)

∂t2
= a2

∂2ρ(x, t)

∂x2
− ρ0

∂f(x, t)

∂x
.

Funçtia u(x, t) trebuie determinată când cunoaştem valorile ini̧tiale u(x, 0) = u0(x),
∂u(x,0)

∂t
= v0(x) şi anumite rela̧tii la capete. Dacă extremitatea stângă x = 0 este fixată

atunci u(0, t) = 0. Dacă extremitatea stângă se mi̧scă după o anumită lege atunci

u(0, t) = µ1(t). Dacă extremitatea dreaptă x = l este liberă şi nu există nici o foŗtă

exterioară atunci tensiunea în această seçtiune este nulă şi deci avem −ES ∂u(l,t)
∂x

= 0,

dacă asupra capătului x = l açtionează o foŗtă F (t) atunci −ES ∂u(l,t)
∂x

= F (t). Dacă

extremitatea dreaptă x = l este legată elastic la un sistem mobil atunci −ES ∂u(l,t)
∂x

=

−k(u(l, t)− θ(t)), k fiind coeficientul de elasticitate, iar θ(t) dând mi̧scarea sistemului.

13.7 Ecua̧tiile de mi̧scare ale unui fluid perfect

Prin fluid perfect se îņtelege un mediu continuu în care au loc deforma̧tii mari şi în

care dacă considerăm într-un punct M(x, y, z) un element de suprafa̧tă dσ de versor al

normalei −→n atunci açtiunea fluidului din partea în care este dirijată normala asupra

fluidului din cealaltă parte se reduce la o foŗtă egală cu −p(x, y, z, t)−→n dσ. p(x, y, z, t)
se numeşte presiune şi este nenulă chiar în starea de echilibru a fluidului. Altfel spus în

fluidele perfecte nu există vâscozitate.

O particulă fluidă care la momentul ini̧tial are vectorul de pozi̧tie
−→
R = X

−→
i +Y

−→
j +

Z
−→
k va avea la momentul t vectorul de pozi̧tie −→r = x−→i + y−→j + z−→k unde x, y, z sunt
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funçtii de X,Y,Z, t

x = x(X,Y,Z, t)

y = y(X,Y, Z, t)

z = z(X,Y,Z, t)

Având în vedere că două particule oarecare distincte trebuie considerate distincte tot

timpul mi̧scării, funçtiile amintite mai sus sunt bijeçtii, adică se pot explicita şi coordo-

natele ini̧tiale X,Y,Z ca funçtii de coordonatele x, y, z şi timpul t

X = X(x, y, z, t)

Y = Y (x, y, z, t)

Z = Z(x, y, z, t).

In acest fel orice mărime caracteristică a mi̧scării poate fi exprimată fie ca funçtie de

coordonatele ini̧tiale X,Y, Z şi timpul t, fie ca funçtie de coordonatele x, y, z şi timpul

t . Coordonatele X,Y, Z şi timpul t se numesc coordonate materiale sau coordonate

lagrangiene; coordonatele x, y, z şi timpul t se numesc coordonate spaţiale sau coordonate

euleriene.

Determinantul funçtional

J =
D(x, y, z)

D(X,Y,Z)

va păstra semn constant şi cum la momentul t = 0 el este egal cu 1, rezultă că va fi

totdeuna strict pozitiv.

Dat fiind că în fluide deforma̧tiile sunt mari sunt de preferat coordonatele euleriene.

Viteza unei particole fluide care la momentul ini̧tial ocupa pozi̧tia (X,Y, Z) va fi în

coordonale lagrangiene

−→
V (X,Y,Z, t) =

∂−→r
∂t

=
∂x(X,Y, Z, t)

∂t

−→
i +

∂y(X,Y, Z, t)

∂t

−→
j +

dz(X,Y,Z, t)

∂t

−→
k .

Inlocuind X,Y,Z ca funçtii de x, y, z ob̧tinem pentru viteză expresia în coordonate

euleriene

−→
V (x, y, z, t) = u(x, y, z, t)

−→
i + v(x, y, z, t)

−→
j + w(x, y, z, t)

−→
k .
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Dacă cunoaştem componentele euleriene ale vitezei atunci cunoaştem mi̧scarea parti-

colelor fluide pentru că traiectoria particolei care la momentul ini̧tial se găsea în (X,Y, Z)

este solu̧tia sistemului de ecua̧tii difereņtiale de ordinul întâi

dx

u(x, y, z, t)
=

dy

u(x, y, z, t)
=

dz

u(x, y, z, t)
= dt

care verifică condi̧tia ini̧tială x(0) = X, y(o) = Y , z(0) = Z.

Prin linii de curent, respectiv suprafeţe de curent se îņteleg liniile respectiv suprafȩtele

care la un moment dat sunt tangente la vectorul viteză. Evident suprafȩtele de curent

sunt generate de linii de curent. O linie de curent este solu̧tie a sistemului

dx

u(x, y, z, t)
=

dy

u(x, y, z, t)
=

dz

u(x, y, z, t)

în care t este un parametru.

Coordonatele euleriene permit să definimmi̧scările sta̧tionare sau permanente. Anume,

mi̧scare sta̧tionară sau permanentă este acea mi̧scare în care viteza în orice punct legat

rigid de sistemul de referiņtă nu depinde de timp, altfel spus conponentele vitezei depind

numai de x, y, z şi nu de timp. In cazul mi̧scărilor sta̧tionare liniile de curent coincid cu

traiectoriile.

In cazul coordonatelor lagrangeiene derivata unei mărimi în raport cu timpul pentru

o particolă fixată este pur şi simplu o derivată paŗtială în raport cu timpul. Derivata

unei mărimi în raport cu timpul pentru o particolă fixată se numeşte derivat̆a total̆a

sau derivat̆a material̆a. Dacă o mărime scalară f(x, y, z, t) este exprimată în coordonate

euleriene derivata sa materială este

df

dt
=

∂f

∂t
+

∂f

∂x
u(x, y, z, t) +

∂f

∂y
v(x, y, z, t) +

∂f

∂z
w(x, y, z, t)

sau
df

dt
=

∂f

∂t
+
−→
V grad f.

In cazul mărimilor vectoriale trebuie aplicată această rela̧tie pentru fiecare componentă.

In particular, pentru accelera̧tia unei particole, derivata materială a vitezei particolei,

ob̧tinem

−→a = d
−→
V

dt
=

∂
−→
V

∂t
+ (
−→
V
−→∇ )−→V
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unde am introdus operatorul de derivare în direçtia lui
−→
V

−→
V
−→∇ = (u

−→
i + v

−→
j + w

−→
k )(
−→
i

∂

∂x
+
−→
j

∂

∂y
+
−→
k

∂

∂z
) = u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
.

Cum

(
−→
V
−→∇ )−→V =

1

2
(grad

−→
V 2) + rot

−→
V ×−→V

rezultă pentru accelera̧tie

−→a = d
−→
V

dt
=

∂
−→
V

∂t
+
1

2
(grad

−→
V 2) + rot

−→
V ×−→V .

Dacă considerăm o suprafa̧tă variabilă Σ(t) de ecua̧tie

G(x, y, z, t) = 0

ale cărei puncte se deplasează cu o viteză
−→
W = W−→n , −→n fiind normala la suprafa̧tă

scriind că la momentul t+ dt punctul se află pe suprafa̧tă vom avea neglijând termenii

de ordin superior lui dt

G(x+Wxdt, y +Wydt, z +Wzdt, t+ dt) =

= G(x, y, z, t) +
∂G

∂t
dt+

∂G

∂x
Wxdt+

∂G

∂y
Wydt+

∂G

∂z
Wzdt = 0

şi deci
∂G

∂t
+
−→
W gradG = 0

adică mărimea vitezei de deplasare este

W = −
∂G
∂t

|gradG| .

Pentru particolele care se află tot timpul pe suprafa̧tă vom avea

dG

dt
=

∂G

∂t
+
−→
V gradG = (

−→
V −−→W ) gradG = 0

adică avem condi̧tia
−→
V −→n = −→W−→n .

In cazul unei suprafȩte fixe vom avea condi̧tia

−→
V −→n = 0.
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De asemenea vom avea formule speciale pentru calculul derivatei în raport cu timpul

pentru integralele pe domenii materiale sau pe suprafȩte materiale. Pentru integrala

I(t) =

Z
D(t)

ϕ(x, y, z, t)dv

vom avea într-o deducere euristică

dI(t)

dt
=lim
t0→t

1

t0 − t

 Z
D(t0)

ϕ(x, y, z, t0)dv −
Z
D(t)

ϕ(x, y, z, t)dv


Domeniile D(t0), D(t) vor avea o poŗtinune comună DI = D(t0) ∩D(t) şi două poŗtiuni
DII = D(t

0) \D(t), DIII = D(t) \ D(t0). Neglijând termeni de ordinul doi în t0 − t se
vede că elementul de volum al lui DII este −→n −→V dσ(t0 − t), iar elementul de volum al

lui DIII este −−→n −→V dσ(t0− t), unde dσ este elementul de arie pe frontiera ∂D(t). Avem
deci

dI(t)

dt
=

Z
D(t)

∂ϕ(x, y, z, t)

∂t
dv +

Z
∂D(t)

ϕ(x, y, z, t)−→n −→V dσ =

=

Z
D(t)

µ
∂ϕ

∂t
+ div(ϕ

−→
V )

¶
dv.

O demonstra̧tie riguroasă a acestei rela̧tii pleacă de la formula de schimbare de

variabile în integrală. Vom avea nevoie de derivata determinantului funçtional

J =
D(x, y, z)

D(X,Y,Z)
.

Conform regulii de derivare a unui determinant avem

dJ

dt
=
D(u, y, z)

D(X,Y, Z)
+
D(x, v, z)

D(X,Y, Z)
+
D(x, y, w)

D(X,Y,Z)

şi deci

1

J

dJ

dt
=
D(u, y, z)

D(x, y, z)
+
D(x, v, z)

D(x, y, z)
+
D(x, y, w)

D(x, y, z)
=

∂u

∂x
+

∂v

∂y
+

∂w

∂z
= div

−→
V

Acum vom putea scrie

dI(t)

dt
=

d

dt

Z
D(0)

JϕdXdY dZ =

Z
D(0)

d(Jϕ)

dt
dXdY dZ =

Z
D(t)

1

J

d(Jϕ)

dt
dxdydz =

=

Z
D(t)

µ
dϕ

dt
+ ϕdiv

−→
V

¶
dv =

Z
D(t)

µ
∂ϕ

∂t
+ div(ϕ

−→
V )

¶
dv.
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Observăm că în expresia derivatei apare un termen datorat varia̧tiei în timp a funçtiei

şi un termen datorat varia̧tiei domeniului. Acest ultim termen se numeşte termenul

convectiv.

O aplica̧tie imediată a formulei stabilite este stabilirea aşa numitei ecuaţii de continu-

itate prin care exprimăm faptul că masa unui domeniu material se conservă în mi̧scare.

In adevăr putem scrie pentru orice domeniu material D(t), ρ(x, y, z, t) fiind densitatea

fluidului
d

dt

Z
D(t)

ρ(x, y, z, t)dv =

Z
D(t)

µ
∂ρ

∂t
+ div(ρ

−→
V )

¶
dv = 0.

Cum domeniul D(t) este arbitrar rezultă ecua̧tia de continuitate

∂ρ

∂t
+ div(ρ

−→
V ) = 0

sau
dρ

dt
+ ρdiv

−→
V = 0.

In cazul unui fluid incompresibil ρ = ρ0 rezultă ecua̧tia de continuitate pentru fluide

incompresibile

div
−→
V = 0

Folosind ecua̧tia de continuitate rezultă formula de derivare a integralelor care coņtin

densitatea ρ

d

dt

Z
D(t)

ρ(x, y, z, t)f(x, y, z, t)dv =

Z
D(t)

ρ(x, y, z, t)
df(x, y, z, t)

dt
dv.

Ca să găsim ecua̧tiile de mi̧scare vom scrie pentru un domeniu material oarecare

D(t) teoremele varia̧tiei cantită̧tii de mi̧scare şi a momentului cantită̧tii de mi̧scare

d

dt

Z
D(t)

ρ
−→
V dv = −

Z
∂D(t)

p−→n dσ +
Z
D(t)

ρ
−→
f dv

d

dt

Z
D(t)

ρ−→r ×−→V dv = −
Z

∂D(t)

p−→r ×−→n dσ +
Z
D(t)

−→r × ρ
−→
f dv.

Amnotat prin
−→
f densitatea masică a foŗtelor exterioare- foŗta exterioară care açtionează

asupra unită̧tii de masă a fluidului. După formulele de derivare de mai sus rezultăZ
D(t)

ρ
d
−→
V

dt
dv = −

Z
D(t)

(grad p+ ρ
−→
f )dv
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Z
D(t)

−→r × ρ
d
−→
V

dt
dv = −

Z
D(t)

−→r × (grad p+ ρ
−→
f )dv.

Am ţinut cont că Z
∂D(t)

p−→n dσ =
Z
D(t)

grad pdv

Z
∂D(t)

p−→r ×−→n dσ = −
Z
D(t)

rot(p−→r )dv

şi că

rot(p−→r ) = p rot−→r −−→r × grad p = −−→r × grad p

Cum domeniul D(t) este arbitrar rezultă că în fiecare punct al domeniului mi̧scării are

loc ecua̧tia lui Euler

ρ
d
−→
V

dt
= − grad p+ ρ

−→
f

sau
∂
−→
V

∂t
+
1

2
(grad

−→
V 2) + rot

−→
V ×−→V = −1

ρ
grad p+

−→
f .

Am ob̧tinut astfel un sistem de patru ecua̧tii cu derivate paŗtiale - ecua̧tia de continuitate

şi cele trei proieçtii ale ecuaţiei lui Euler- cu cinci necunoscute- presiunea, densitatea

şi cele trei componente ale vitezei. Dacă fluidul este incompresibil atunci avem patru

ecua̧tii cu patru necunoscute. In cazul fluidului compresibil mai trebuie adăugată o

ecua̧tie. Fluidul se cheamă barotrop dacă există o rela̧tie între presiune şi densitate. O

asemenea rela̧tie este de forma

p =
p0
ρ0γ

ργ,

γ fiind o constantă care pentru aer are valoarea γ = 1.4.

Dacă considerăm că suntem în cazul unui fluid barotrop asupra căruia açtionează o

foŗtă exterioară poteņtială
−→
f = − gradF şi aplicăm rotorul ecua̧tiei de mi̧scare a lui

Euler şi notăm −→ω = rot
−→
V ob̧tinem

∂−→ω
∂t

+ rot(−→ω ×−→V ).

Cum

rot(−→ω ×−→V ) = (−→V −→∇)−→ω − (−→ω −→∇)−→V +−→ω div−→V −−→V div−→ω
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şi div rot
−→
V = 0 rezultă

d−→ω
dt
− (−→ω −→∇)−→V +−→ω div−→V = 0

sau ţinând cont şi de ecua̧tia de continuitate

d
−→ω
ρ

dt
− 1

ρ
(−→ω −→∇)−→V = 0

sau pe componente cu folosirea indicilor mu̧ti

dωi
ρ

dt
=
1

ρ
ωj

∂Vi
∂xj

.

Făcând o schimbare de variabile
ωi
ρ
= cj

∂xi
∂Xj

rezultă
dcj
dt

∂xi
∂Xj

+ cj
∂Vi
∂Xj

= ck
∂xj
∂Xk

∂Vi
∂xj

= ck
∂Vi
∂Xk

adică dcj
dt

∂xi
∂Xj

= 0 şi deci cj =constant. Rezultă

ωi
ρ
=

ω0j
ρ0

∂xi
∂Xj

adică, dacă la momentul 0 mi̧scarea este irota̧tională ea va fi tot timpul irota̧tională.

Suntem astfel conduşi să studiem mi̧scările irota̧tionale în care va exista o funçtie

ϕ(x, y, z, t) astfel încât
−→
V = gradϕ(x, y, z, t).

O asemenea mi̧scare se mai numeşte şi potenţial̆a şi funçtia ϕ(x, y, z, t) se numeşte

potenţialul mişc̆arii.In cazul mi̧scării poteņtiale ale unui fluid incompresibil ecua̧tia de

continuitate conduce la ecua̧tia lui Laplace

4ϕ(x, y, z, t) = 0.

Aceasta trebuie rezolvată ţinând cont de condi̧tiile pe suprafȩtele obstacol şi de alte

condi̧tii care definesc mi̧scarea (condi̧tii la mari distaņte, diferite singularită̧ti ale mi̧scării,

etc).

Dacă ne situăm în cazul mi̧scării fluidului barotrop sau incompresibil în prezeņta

unor foŗte exterioare poteņtiale şi înmuļtim scalar cu
−→
V ecua̧tia lui Euler

∂
−→
V

∂t
+
1

2
(grad

−→
V 2) + rot

−→
V ×−→V = −1

ρ
grad p− gradF
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ob̧tinem
−→
V

∂
−→
V

∂t
+
−→
V grad

µ
1

2

−→
V 2 +

Z
dp

ρ
+ F

¶
= 0

Dacă notăm

B =
1

2

−→
V 2 +

Z
dp

ρ
+ F

în cazul mi̧scării sta̧tionare ob̧tinem

dB

dt
= 0

adică avem prima teoremă a lui Bernoulli

In cazul mi̧scării sta̧tionare a unui fluid perfect asupra căruia açtionează foŗte ex-

terioare poteņtiale, funcţia lui Bernoulli B = 1
2

−→
V 2 +

R
dp
ρ
+ F rămâne constantă de-a

lungul traiectoriilor.

De exemplu, dacă aplicăm această teoremă în cazul unui fluid care se scurge dintr-

un vas cu suprafa̧ta liberă printr-un orificiu situat sub suprafa̧ta liberă la distaņta h,

presiunea la suprafa̧ta liberă şi la ieşirea prin orificiu fiind p0, dacă orificiul este mic în

compara̧tie cu suprafa̧ta liberă putem presupune că la suprafa̧ta liberă viteza este nulă.

dacă notăm cu V viteza la ieşirea din orificiu vom avea pentru funçtia lui Bernoulli

valorile: la suprafa̧ta liberă B1 =
p0
ρ
, la ieşirea din orificiu B2 =

p0
ρ
+ V 2

2
− gh. Din

egalare rezultă formula lui Torricelli V =
√
2gh.

Din rela̧tia

div(ρB
−→
V ) = B div(ρ

−→
V ) + ρ

−→
V gradB

şi din ecua̧tia de continuitate avem

div(ρB
−→
V ) = −

"
B
∂ρ

∂t
+ ρ

∂
−→
V 2

2

∂t

#
= −∂ρ

−→
V 2

2

∂t
−
µZ

dp

ρ
+ F

¶
∂ρ

∂t
.

Integrând pe un domeniu oarecare D(t) din fluid de suprafa̧tă ∂D(t) avemZ
∂D(t)

ρB(
−→
V −→n )dσ = −

Z
D(t)

"
∂ρ

−→
V 2

2

∂t
+

µZ
dp

ρ
+ F

¶
∂ρ

∂t

#
dv.

Dacă mi̧scarea este sta̧tionară atunci membrul drept este nul şi deci fluxul funçtiei lui

Bernoulli prin orice suprafa̧tă închisă este nul. Acesta este enuņtul formei integrale a

teoremei lui Bernoulli.
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Dacă mi̧scarea este irota̧tională atunci

∂
−→
V

∂t
=

∂ gradϕ

∂t
= grad

∂ϕ

∂t

şi ecua̧tia de mi̧scare a lui Euler în cazul fluidului barotrop sau incompresibil în prezeņta

foŗtelor exterioare poteņtiale devine

grad

Ã
∂ϕ

∂t
+

−→
V 2

2
+

Z
dp

ρ
+ F

!
= 0,

de unde
∂ϕ

∂t
+

−→
V 2

2
+

Z
dp

ρ
+ F = C(t)

în întreg domeniul mi̧scării. In cazul mi̧scării sta̧tionare

−→
V 2

2
+

Z
dp

ρ
+ F = C.

Aceasta este a doua teoremă a lui Bernoulli.

13.8 Problema lui Cauchy, clasificarea ecua̧tiilor

Prin problema lui Cauchy pentru ecua̧tia cu derivate paŗtiale de ordinul 2

F (x1, x2, ..., xn, u,
∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,
∂2u

∂x21
, ...,

∂2u

∂x2n
) = 0

se îņtelege problema determinării unei solu̧tii u = u(x1, x2, ..., xn) pentru care se cunosc

valorile sale u şi ale derivatei normale ∂u
∂n
pe o hipersuprafa̧tă S din spa̧tiul variabilelor

independente de ecua̧tie ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0

u(x1, x2, ..., xn)|S = ϕ0(x1, x2, ..., xn),

∂u

∂n

¯̄̄̄
S

= ϕ1(x1, x2, ..., xn)

Din punct de vedere geometric problema lui Cauchy revine la determinarea unei hiper-

suprafȩte integrale u = u(x1, x2, ..., xn) care să treacă prin suprafa̧ta n—1-dimensională

din Rn+1

u = ϕ0(x1, x2, ..., xn)

ϕ(x1, x2, ..., xn) = 0
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şi pentru care se cunosc planele tangente.

O ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul doi se numeşte normal̆a în raport cu variabila

independent̆a x1 dacă ecua̧tia este de formă explicită în raport cu derivata ∂2u
∂x21

∂2u

∂x21
= Φ(x1, x2, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
,

∂2u

∂x1∂x2
, ...,

∂2u

∂x2n
).

De exemplu, ecua̧tia corzii vibrante

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

poate fi adusă la formă normală atât în raport cu variabila t cât şi cu variabila x; ecua̧tia

căldurii
∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

poate fi adusă la formă normală în raport cu variabila x, dar nu poate fi adusă la formă

normală în raport cu variabila t; ecua̧tia

∂2u

∂x∂y
= f(x, y)

nu poate fi adusă la formă normală nici în raport cu variabila x, nici în raport cu variabila

y.

Prin problemă a lui Cauchy pentru o ecua̧tie cu derivate paŗtiale normală în raport

cu variabila x1 se îņtelege problema determinării solu̧tiei u = u(x1, x2, ..., xn) pentru

care se cunosc valorile sale şi ale derivatei normale pe hiperplanul x1 = x01 :

u(x1, x2, ..., xn)|x1=x01 = ϕ0(x2, ..., xn),

∂u(x1, x2, ..., xn)

∂x1

¯̄̄̄
x1=x01

= ϕ1(x2, ..., xn).

O problemă a lui Cauchy pentru o ecua̧tie cu derivate paŗtiale normală în raport cu o

variabilă se mai numeşte şi problemă cu date iniţiale.

Observăm că dacă într-o problemă a lui Cauchy pentru o ecua̧tie cu derivate paŗtiale

normală în raport cu variabila x1 funçtiile Φ, ϕ0,ϕ1 sunt analitice în vecinătatea punc-

tului (x01, x
0
2, ..., x

0
n) atunci în acest punct putem calcula:

• din prima condi̧tie ini̧tială toate derivatele paŗtiale ∂i2+i3+...+inu

∂x
i2
2 x

i3
3 ...x

in
n

;

• din a doua condi̧tie ini̧tială toate derivatele ∂1+i2+...+inu

∂x1∂x
i2
2 ...∂x

in
n

;
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• din ecua̧tie şi din primele doua tipuri de calcule toate derivatele.

Bazându-ne pe aceste calcule se poate demonstra

Teorema lui Cauchy-Kovalevskaia: Dacă funçtiile Φ, ϕ0,ϕ1 sunt analitice în vecină-

tatea punctului (x01, x
0
2, ..., x

0
n) atunci problema lui Cauchy pentru ecdpo2 normală în

raport cu variabila x1 admite într-o vecinătate a acestui punct o solu̧tie analitică unică.

Să considerăm acum ecdpo2 cvasilineară

nX
i,j=1

Ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ f(x1, x2, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0, Aij(x) = Aji(x).

Să facem o schimbare de variabile trecând de la vechile variabile independente x1, x2, ..., xn

la noile variabile independente ξ1, ξ2, ..., ξn prin rela̧tiile

ξ1 = ξ1(x1, x2, ..., xn)

ξ2 = ξ2(x1, x2, ..., xn)

.....

ξn = ξn(x1, x2, ..., xn)

respectiv

x1 = x1(ξ1, ξ2, ..., ξn)

x2 = x2(ξ1, ξ2, ..., ξn)

.....

xn = xn(ξ1, ξ2, ..., ξn)

cu funçtii cu derivate paŗtiale de ordinul doi continue şi cu iacobianul nenul în vecină-

tatea punctului (ξ01 , ξ
0
2 , ..., ξ

0
n) corespunzător lui (x

0
1, x

0
2, ..., x

0
n). Să ne punem mai întâi

problema în ce se transformă ecua̧tia dată prin această schimbare de variabile. Vom

nota cu u(ξ) = u(x(ξ)) noua funçtie.

Cum avem
∂u

∂xi
=

nX
p=1

∂u

∂ξp

∂ξp
∂xi
, i = 1, 2, ..., n,

∂2u

∂xi∂xj
=

nX
p=1

nX
q=1

∂2u

∂ξp∂ξq

∂ξp
∂xi

∂ξq
∂xj

+
nX
p=1

∂u

∂ξp

∂2ξp
∂xi∂xj
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ecua̧tia dată devine

nX
p,q=1

A∗p,q(ξ)
∂2u

∂ξp∂ξq
+ f∗(ξ1, ξ2, ..., ξn, u,

∂u

∂ξ1
, ...,

∂u

∂ξn
) = 0,

unde

A∗p,q(ξ) =
nX

i,j=1

Ai,j
∂ξp
∂xi

∂ξq
∂xj

.

Suntem conduşi să introducem forma patratică

4(l1, l2, ..., ln) =
nX

i,j=1

Ai,j(x
0
1, x

0
2, ..., x

0
n)lilj

numită forma p̆atratic̆a caracteristic̆a a ecua̧tiei cvasilineare în punctul (x01, x
0
2, ..., x

0
n).

Să presupunem că trecem de la variabilele l1, l2, ..., ln la noile variabile l∗1, l
∗
2, ..., l

∗
n prin

rela̧tiile

li =
nX
p=1

sipl
∗
p,

lj =
nX
q=1

sjql
∗
q .

Forma pătratică devine

4∗(l∗1, l
∗
2, ..., l

∗
n) =

nX
i,j=1

Ai,j

nX
p=1

sipl
∗
p

nX
q=1

sjql
∗
q =

nX
p,q=1

A∗p,ql
∗
pl
∗
q

unde

A∗p,q =
nX

i,j=1

Ai,jsipsjq

Observăm că dacă luăm

si,p =
∂ξp
∂xi

¯̄̄̄
(x01,x

0
2,...,x

0
n)

atunci formulele de schimbare a coeficieņtilor formei pătratice şi formulele de schimbare a

coeficieņtilor eccdpo2 coincid. Ştim de la algebră lineară că pentru orice formă pătratică

există cel pu̧tin o schimbare de variabile astfel că forma pătratică se reduce la sumă de

pătrate. Alegând o asemenea schimbare de variabile -coeficieņtii si,p- forma pătratică va

deveni

4∗(l∗1, l
∗
2, ..., l

∗
n) =

nX
p=1

εpl
∗2
p
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unde numerele εp au una din valorile -1,0,1. Conform teoremei de ineŗtie oricum am face

reducerea la sumă de pătrate numărul coeficieņtilor εp pozitivi rămâne constant, numărul

coeficieņtilor εp negativi rămâne constant şi numărul coeficieņtilor εp nuli rămâne con-

stant. Alegănd derivatele paŗtiale ale schimbării de variabilă astfel încât

∂ξp
∂xi

¯̄̄̄
(x01,x

0
2,...,x

0
n)

= si,p

în punctul (ξ01 , ξ
0
2 , ..., ξ

0
n) ecdpo2 va avea forma

nX
p=1

εp
∂2u

∂ξ2p
+ f∗(ξ01 , ξ

0
2 , ..., ξ

0
n, u,

∂u

∂ξ1
, ...,

∂u

∂ξn
) = 0

Invariaņta celor trei numere de mai sus permite o clasificare ecdpo2 aproape lineare.

Dacă to̧ti coeficieņtii εp sunt strict pozitivi sau strict negativi ecua̧tia se numeşte de

tip eliptic în punctul (x01, x
0
2, ..., x

0
n). Dacă nu există coeficieņti εp nuli şi numai unul

este de semn contrar celorlaļti ecua̧tia se numeşte de tip hiperbolic. Dacă nu există

coeficieņti εp nuli dar există mai muļti de semn contrar celorlaļti ecua̧tia se numeşte de

tip ultrahiperbolic. Dacă există coeficieņti εp nuli ecua̧tia se numeşte de tip parabolic.

Dacă în toate punctele unui domeniu D ecdpo2 are acelaşi tip se spune că ecdpo2 are

acel tip în domeniul D.

In cazul ecdpo2 aproape lineare cu coeficieņti constaņti prin schimbarea de variabile

ξi =
nX
p=1

sipxp

ecdpo2 devine
nX
p=1

εp
∂2u

∂ξ2p
+ f∗(ξ1, ξ2, ..., ξn, u,

∂u

∂ξ1
, ...,

∂u

∂ξn
) = 0

adică are tip constant în toate punctele.

Exemplul 1. Fie ecdpo2 lineară cu coeficieņti constaņti

∂2u

∂x21
+ 2

∂2u

∂x1∂x2
+ 2

∂2u

∂x22
+ 4

∂2u

∂x2∂x3
+ 5

∂2u

∂x23
+

∂u

∂x1
+

∂u

∂x2
= 0.

Forma pătratică asociată este

4 = l21 + 2l1l2 + 2l
2
2 + 4l2l3 + 5l

2
3.

Prin procedeul lui Gauss de reducere la formă canonică găsim

4∗ = l∗21 + l
∗2
2 + l

∗2
3
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unde

l∗1 = l1 + l2

l∗2 = l2 + 2l3

l∗3 = l3

sau invers

l1 = l∗1 − l∗2 + 2l∗3
l2 = l∗2 − 2l∗3
l3 = l∗3

Dacă vom face schimbarea de variabile

ξ1 = x1

ξ2 = −x1 + x2
ξ3 = 2x1 − 2x2 + x3

ecua̧tia devine
∂2u

∂ξ21
+

∂2u

∂ξ22
+

∂2u

∂ξ23
+

∂u

∂ξ1
= 0.

adică este peste tot de tip eliptic.

Ecua̧tia lui Poisson

∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
+ ...+

∂2u

∂x2n
= f(x1, x2, ..., xn)

este de tip eliptic în tot Rn. Ecua̧tiile undelor sonore, vibra̧tiilor membranei sau corzii

sunt de tip hiperbolic în R4, R3, R2 respectiv. Ecua̧tia căldurii este de tip parabolic în

R4, R3, R2 după cum suntem în spa̧tiul tridimensional, în plan sau pe axa reală.

Pentru ecdpo2 cvasilineară în două variabile x, y

A11(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2A12(x, y)

∂2u

∂x∂y
+A22(x, y)

∂2u

∂y2
+ f(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0

forma pătratică caracteristică este

4(l,m) = A11(x, y)l2 + 2A12(x, y)lm+A22(x, y)m2
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Discriminantul acestei forme pătratice este

δ(x, y) = A12(x, y)
2 −A11(x, y)A2(x, y)

In domeniul în care δ(x, y) > 0 forma pătratică este o difereņtă de pătrate şi deci ecdpo2

este de tip hiperbolic; în domeniul în care δ(x, y) = 0 forma pătratică se reduce la un

singur pătrat şi deci ecdpo2 este de tip parabolic; în domeniul în care δ(x, y) < 0 forma

pătratică se reduce la o sumă de pătrate şi deci ecdpo2 este de tip eliptic.

Reluăm ecdpo2 cvasilineară generală

nX
i,j=1

Ai,j(x)
∂2u

∂xi∂xj
+ f(x1, x2, ..., xn, u,

∂u

∂x1
, ...,

∂u

∂xn
) = 0.

şi facem o schimbare de variabile trecând de la vechile variabile independente x1, x2, ..., xn

la noile variabile independente ξ1, ξ2, ..., ξn prin rela̧tiile

ξ1 = ξ1(x1, x2, ..., xn)

ξ2 = ξ2(x1, x2, ..., xn)

.....

ξn = ξn(x1, x2, ..., xn)

respectiv

x1 = x1(ξ1, ξ2, ..., ξn)

x2 = x2(ξ1, ξ2, ..., ξn)

.....

xn = xn(ξ1, ξ2, ..., ξn)

cu funçtii cu derivate paŗtiale de ordinul doi continue şi cu iacobianul nenul în vecină-

tatea punctului (ξ01 , ξ
0
2 , ..., ξ

0
n) corespunzător lui (x

0
1, x

0
2, ..., x

0
n). Să ne punem acum prob-

lema cum trebuie aleasă schimbarea de variabile astfel încât noua ecua̧tie să fie normală

în raport cu variabila ξ1 în vecinătatea punctului (ξ01 , ξ
0
2 , ..., ξ

0
n). Conform rela̧tiilor sta-

bilite mai sus este necesar ca funçtia ξ1(x1, x2, ..., xn) să verifice în vecinătatea punctului

(x01, x
0
2, ..., x

0
n) rela̧tia

A∗11 =
nX

i,j=1

Ai,j(x)
∂ξ1
∂xi

∂ξ1
∂xj

6= 0.
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Suntem conduşi să introducem următoarele defini̧tii

O funçtie ϕ(x1, x2, ..., xn) se numeşte variabil̆a caracteristic̆a pentru ecdpo2 cvasili-

neară dacă satisface ecuaţia variabilelor caracteristice

nX
i,j=1

Ai,j(x)
∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂xj
= 0

cu condi̧tia
nX
i=1

µ
∂ϕ

∂xi

¶2
6= 0.

Dacă funçtia ϕ(x1, x2, ..., xn) este o variabilă caracteristică, hipersuprafa̧ta din Rn de

ecua̧tie ϕ(x1, x2, ..., xn) = ξ01 (ξ
0
1 o constantă) se numeşte suprafaţ̆a caracteristic̆a. De

aceea ecua̧tia variabilelor caracteristice este numită şi ecuaţia suprafeţelor caracteristice.

Dacă în ecua̧tia caracteristicilor punem li =
∂ϕ
∂xi
ob̧tinem aceeaşi formă pătratică de mai

sus

4(l1, l2, ..., ln) =
nX

i,j=1

Ai,j(x
0
1, x

0
2, ..., x

0
n)lilj,

nX
i=1

l2i 6= 0.

Hiperplanul de ecua̧tie

nX
i=1

li(xi − x0i ) = 0,

4(l1, l2, ..., ln) = 0,
nX
i=1

λ2i 6= 0

este hiperplanul tangent suprafȩtei caracteristice în punctul dat, l1, l2, ..., ln fiind para-

metrii directori ai normalei la suprafa̧ta caracteristică.

No̧tiunea de suprafa̧tă caracteristică este evident legată de problema Cauchy. Intr-

adevăr, dacă suprafa̧ta ϕ(x1, x2, ..., xn) = ξ01 este o suprafa̧tă necaracteristică coņtinând

punctul (x01, x
0
2, ..., x

0
n) atunci în vecinătatea acestui punct vom avea

nP
i,j=1

Ai,j(x)
∂ϕ
∂xi

∂ϕ
∂xj

6=
0 şi alegând o schimbare de variabile în care ξ1 = ϕ(x1, x2, ..., xn) ecdpo2 devine o ecdpo2

normală în raport cu variabila ξ1 şi în condi̧tiile teoremei lui Cauhy-Kovalevskaia prob-

lema lui Cauchy va avea o solu̧tie unică analitică în vecinătatea punctului (x01, x
0
2, ..., x

0
n).

Dacă suprafa̧ta ϕ(x1, x2, ..., xn) = ξ01 este o suprafa̧tă caracteristică printr-o schimbare de
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variabile în care ξ1 = ϕ(x1, x2, ..., xn) ecdpo2 devine în vecinătatea ξ1 = ξ01 a punctului

(ξ01 , ξ
0
2 , ..., ξ

0
n) de forma
nX

i,j=2

A∗ij
∂2u

∂ξi∂ξj
+

nX
j=2

A∗1j
∂2u

∂ξ1∂ξj
+ f∗(ξ01 , ξ2, ..., ξn, u,

∂u

∂ξ1
, ...,

∂u

∂ξn
) = 0

sau, ţinând cont de condi̧tiile ini̧tiale

u|ξ1=ξ01 = ϕ0(ξ2, ..., ξn)

∂u

∂ξ1

¯̄̄̄
ξ1=ξ01

= ϕ1(ξ2, ..., ξn)

nX
i,j=2

A∗ij
∂2ϕ0
∂ξi∂ξj

+
nX
j=2

A∗1j
∂ϕ1
∂ξj

+ f∗(ξ01 , ξ2, ..., ξn,ϕ0,ϕ1, ...,
∂ϕ0
∂ξn

) = 0

Observăm că datele ini̧tiale nu mai pot fi arbitrare. Dacă ele verifică rela̧tia de mai sus

solu̧tia problemei lui Cauchy poate să nu fie unică, dacă datele ini̧tiale nu verifică rela̧ta

de mai sus problema lui Cauchy este imposibilă.

Dacă funçtia u este cunoscută de-a lungul suprafȩtei caracteristice u|ξ1=ξ01 = ϕ0(ξ2, ..., ξn)

atunci ecua̧tia cu derivate paŗtiale ini̧tială devine o ecua̧tie cu derivate paŗtiale de ordinul

întâi relativ la funçtia necunoscută ∂u
∂ξ1

¯̄̄
ξ1=ξ01

= ϕ1(ξ2, ..., ξn). Aceasta este o proprietate

foarte importantă a suprafȩtelor caracteristice.

Exemplul 2. Să lămurim situa̧tia în cazul problemei lui Cauchy pentru ecdpo2

∂2u

∂x∂y
= 0, u(x, y)|x=0 = ϕ0(y),

∂u

∂x

¯̄̄̄
x=0

= ϕ1(y).

Ecua̧tia caracteristicilor este
∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
= 0,

deci caracteristicile sunt dreptele x = x0 sau y = y0. Problema lui Cauchy dată este o

problemă a lui Cauchy pe o caracteristică x = 0. Observăm că pe caracteristică avem

din data ini̧tială ∂u
∂x

¯̄
x=0

= ϕ1(y) şi deci ∂2u
∂x∂y

¯̄̄
x=0

= ϕ01(y). Pe de altă parte ecua̧tia

implică ∂2u
∂x∂y

¯̄̄
x=0

= 0, adică ecua̧tia dată se reduce la ecua̧tia ϕ01(y) = 0. Deci problema

lui Cauchy este posibilă numai dacă ϕ1(y) = k=constant. Dar solu̧tia generală a ecua̧tei

date este u(x, y) = α(x) + β(y) cu α,β funçtii arbitrare. Din datele ini̧tiale avem

u(0, y) = α(0)+β(y) = ϕ0(y) şi deci β(y) = ϕ0(y)−α(0). Dar avem şi ∂u
∂x

¯̄
x=0

= α0(0) =

ϕ1(y). Regăsim condi̧tia ϕ1(y) = k = constant. Dacă aceasta condi̧tie este îndeplinită

atunci solu̧tia este

u(x, y) = α(x) + ϕ0(y)− α(0)
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unde α(x) este funçtie supusă la condi̧tia α0(0) = k. Dacă nu avem ϕ1(y) = k = constant

problema lui Cauchy este imposibilă.

In concluzie, putem spune că suprafȩtele caracteristice sunt acele suprafȩte pentru

care problema lui Cauchy este sau imposibilă sau nedeterminată.

Pentru ecua̧tia lui Poisson tridimensională

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= f(x, y, z)

suprafȩtele caracteristice ar trebui să fie date de rela̧tiileµ
∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2
= 0,µ

∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2
6= 0,

adică suprafȩte caracteristice reale nu există.

Pentru ecua̧tia căldurii în spa̧tiu

∂u

∂t
− a2

µ
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

¶
= f(x, y, z, t)

caracteristicile sunt date de rela̧tiile

µ
∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2
= 0,µ

∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2
+

µ
∂ϕ

∂t

¶2
6= 0,

adică suprfȩtele caracteristice sunt tangente planelor t− t0 = 0, aceste plane fiind si ele
suprafȩte caracteristice.

Pentru ecua̧tia undelor în spa̧tiu

∂2u

∂t2
− a2

µ
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

¶
= f(x, y, z, t)

caracteristicile sunt date de rela̧tiileµ
∂ϕ

∂t

¶2
− a2

Ãµ
∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2!
= 0µ

∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
+

µ
∂ϕ

∂z

¶2
+

µ
∂ϕ

∂t

¶2
6= 0,
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adică suprafȩtele caracteristice sunt tangente hiperplanelor ale căror normale fac cu axa

Ot unghiuri egale cu arccos a√
1+a2

, deci suprafȩte caracteristice sunt aceste hiperplane şi

hiperconurile de rota̧tie în jurul paralelelor la axa Ot înfăşuratoare ale hiperplanelor cu

unghiul din vârf egal cu 2arccos a√
1+a2

.

Pentru ecua̧tia vibra̧tiilor membranei

∂2u

∂t2
− a2

µ
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

¶
= f(x, y, t)

suprafȩtele caracteristice vor fi planele din spa̧tiul xyt ale căror normale fac cu axa Ot

unghiuri egale cu arccos a√
1+a2

şi conurile de rota̧tie în jurul paralelelor la axa Ot cu

unghiul din vârf egal cu 2arccos a√
1+a2

.

Pentru ecdpo2 în două variabile

A11(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2A12(x, y)

∂2u

∂x∂y
+A22(x, y)

∂2u

∂y2
+ f(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0

vom avea în planul xOy curbe caracteristice de ecua̧tie ϕ(x, y) = C funçtia ϕ(x, y)

verificând rela̧tiile

A11(x, y)

µ
∂ϕ

∂x

¶2
+ 2A12(x, y)

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+A22(x, y)

µ
∂ϕ

∂y

¶2
= 0,µ

∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
6= 0.

De-alungul unei asemenea curbe caracteristice vom avea

∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy = 0

şi deci vom avea

A11(x, y)dy
2 − 2A12(x, y)dxdy +A22(x, y)dx2 = 0.

Rezultă că orice curbă caracteristică este linia de nivel constant a unei integrale prime

a ecua̧tiei difereņtiale de mai sus. Aceasta se numeşte şi ea ecua̧tia caracteristicilor.

Notând y0 = dy
dx
ecua̧tia caracteristicilor se scrie

A11(x, y)y
02 − 2A12(x, y)y0 +A22(x, y) = 0

ecua̧tie ale cărei rădăcini sunt reale distncte, reale egale sau imaginar conjugate după

cum realizantul δ(x, y) = A12(x, y)
2 − A11(x, y)A22(x, y) este pozitiv, nul sau negativ.
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Rezultă că ecdpo2 aproape lineară în două variabile admite două familii de caracteristice

reale în domeniul de hiperbolicitate, o singură familie de caracteristici reale în domeniul

de parabolicitate sau două familii de caracteristici imaginar conjugate în domeniul de

elipticitate.

Pentru ecua̧tia vibra̧tiilor corzii

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

ecua̧tia caracteristicilor este

dx2 − a2dt2 = 0

sau

(dx− adt)(dx+ adt) = 0

şi deci avem două familii de caracteristici date de familiile de drepte

x± at = C.

Observa̧tie. Puteam găsi ecua̧tia caracteristicilor pentru ecdpo2 aproape lineară în

două variabile ra̧tionând astfel:

Fie curba plană C de ecua̧tii parametrice x = x(s), y = y(s), s fiind o abscisă

curbilinie. Atunci versorul tangentei la curbă are componentele x0(s), y0(s), iar versorul

normalei are componentele −y0(s), x0(s). Datele problemei lui Cauchy sunt

u(x(s), y(s)) = ϕ0(s)

du

dn

¯̄̄̄
C

= −ux|Cy0(s) + uy|Cx0(s) = ϕ1(s)

Cum din prima rela̧tie rezultă

ux|Cx0(s) + uy|Cy0(s) = ϕ00(s)

rezultă că din datele problemei lui Cauchy putem determina în mod unic valorile pe

curba C ale derivatelor de primul ordin ux|C , uy|C . Derivând aceste valori de-alungul
curbei C avem

uxx|Cx0(s) + uxy|Cy0(s) =
d

ds
ux|C

uxy|Cx0(s) + uyy|Cy0(s) =
d

ds
uy|C
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In plus de-alungul curbei C ecua̧tia se scrie

A11(x(s), y(s))uxx|C + 2A12(x(s), y(s))uxy|C +A22(x(s), y(s))uyy|C + f |C = 0.

Ultimele trei rela̧tii constituie un sistem în necunoscutele uxx|C , uxy|C , uyy|C . Dacă prob-
lema lui Cauchy are solu̧tie unică determinantul coeficieņtilor acestui sistem¯̄̄̄

¯̄̄̄
¯
A11(x(s), y(s)) 2A12(x(s), y(s)) A22(x(s), y(s))

x0(s) y0(s) 0

0 x0(s) y0(s)

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

este nenul, când curba C este o curbă caracteristică determinantul este nul. Regăsim

ecua̧tia curbelor caracteristice

A11(x, y)dy
2 − 2A12(x, y)dxdy +A22(x, y)dx2 = 0.

13.9 Exerci̧tii

Să se reducă la formă canonică ecua̧tiile lineare cu coeficieņti constaņti:

1. ∂2u
∂x2
− 4 ∂2u

∂x∂y
+ 2 ∂2u

∂x∂z
+ 4∂

2u
∂y2
+ ∂2u

∂z2
= 0.

R. ∂2u
∂ξ2
− ∂2u

∂η2
− ∂2u

∂ζ2
= 0, ξ = x+ 1

2
y − z, η = −1

2
y, ζ = z.

2. uxx + utt + uyy + uzz − 2utx + uxz + uty − 2uyz = 0.
R. ut0t0 − ux0x0 − uy0y0 − uz0z0 = 0, t0 = 1

2
t+ 1

2
x− 1

2
y − 1

2
z,

x0 = 1
2
t+ 1

2
x+ 1

2
y + 1

2
z, y0 = − 1

2
√
3
t+ 1

2
√
3
x+ 1

2
√
3
y − 1

2
√
3
z,

z0 = − 1
2
√
5
t+ 1

2
√
5
x− 1

2
√
5
y + 1

2
√
5
z.

13.10 Ecdpo2 cvasilineare în două variabile.

Am văzut că o ecdpo2 cvasilineară în n variabile cu coeficieņti constaņti poate fi

redusă la forma canonică. In cazul coeficieņtilor variabili pentru a reduce la formă

canonică, funçtiile ξi(x), i = 1, 2, ..., n care dau schimbarea de variabile ar trebui să

verifice

• n(n−1)
2

condi̧tii A∗p,q = 0, p 6= q, p, q = 1, 2, ..., n;

• n− 1 condi̧tii A∗pp = εpA
∗
11, p = 1, 2, ..., n− 1.
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Problema va fi posibila numai dacă numărul total de condi̧tii este mai mic decât

numărul de funçtii necunoscute n(n−1)
2

+ n− 1 ≤ n adică n ≤ 2. Vom arăta că în cazul

ecdpo2 cvasilineare cu doua variabile x, y putem stabili anumite forme canonice. Fie o

asemenea ecua̧tie

A11(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2A12(x, y)

∂2u

∂x∂y
+A22(x, y)

∂2u

∂y2
+ f(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0.

Ecua̧tia curbelor caracteristice ca linii de nivel constant este

A11(x, y)

µ
∂ϕ

∂x

¶2
+ 2A12(x, y)

∂ϕ

∂x

∂ϕ

∂y
+A22(x, y)

µ
∂ϕ

∂y

¶2
= 0,µ

∂ϕ

∂x

¶2
+

µ
∂ϕ

∂y

¶2
6= 0,

iar în difereņtiale este

A11(x, y)dy
2 − 2A12(x, y)dxdy +A22(x, y)dx2 = 0.

Discriminantul care dă tipul ecua̧tiei este

δ(x, y) = A12(x, y)
2 −A11(x, y)A2(x, y).

Dacă ambii coeficieņti A11(x, y), A22(x, y) sunt nuli în domeniu atunci ecdpo2 este în

domeniu de tip hiperbolic şi după împă̧tire cu 2A12 se scrie

∂2u

∂x∂y
+ f∗(x, y, u,

∂u

∂x
,
∂u

∂y
) = 0

sau cu schimbarea de variabile ξ = x+ y, η = x− y
∂2u

∂ξ∂η
+ f∗∗(ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0.

In cazul general putem presupune A11(x, y) nenul în domeniu.

Prin schimbarea de variabile

ξ = ξ(x, y),

η = η(x, y)

unde ξ(x, y), η(x, y) sunt funçtii oarecare cu derivate paŗtiale de ordinul 2 continue şi cu

iacobianul nenul ecua̧tia devine

A∗11(ξ, η)
∂2u

∂ξ2
+ 2A∗12(ξ, η)

∂2u

∂ξ∂η
+A∗22(ξ, η)

∂2u

∂η2
+ f∗(ξ, ξ, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0,
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unde

A∗11 = A11(x, y)
µ
∂ξ

∂x

¶2
+ 2A12(x, y)

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+A22(x, y)

µ
∂ξ

∂y

¶2
A∗12 = A11(x, y)

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+A12(x, y)

µ
∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

¶
+A22(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y

A∗22 = A11(x, y)
µ
∂η

∂x

¶2
+ 2A12(x, y)

∂η

∂x

∂η

∂y
+A22(x, y)

µ
∂η

∂y

¶2
.

Intre discriminaņti are loc rela̧tia

δ∗(ξ, η) = δ(x, y)

µ
D(ξ, η)

D(x, y)

¶2
In ipoteza A11(x, y) 6= 0 ecua̧tia caracteristicilor se scrie

y0 =
A12(x, y)±

p
δ(x, y)

A11(x, y)

Dacă suntem într-un domeniu de hiperbolicitate δ(x, y) > 0 acestea reprezintă două

ecua̧tii difereņtiale şi dacă coeficieņtii sunt continui cele două ecua̧tii admit două inte-

grale prime ξ(x, y) = C, η(x, y) = C date prin funçtii cu derivate de ordinul doi continue.

Ele satisfac ecua̧tia caracteristicilor şi ecua̧tiile

∂ξ

∂x
= −A12(x, y) +

p
δ(x, y)

A11(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂x
= −A12(x, y)−

p
δ(x, y)

A11(x, y)

∂η

∂y

de unde rezultă

D(ξ, η)

D(x, y)
=

∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂η

∂x

∂ξ

∂y
= −2

p
δ(x, y)

A11(x, y)

∂ξ

∂y

∂η

∂y
.

Cum derivatele paŗtiale ale ale fiecărei funçtii ξ(x, y), η(x, y) nu se pot anula simul-

tan rezultă că iacobianul este nenul şi putem considera schimbarea de variabile ξ =

ξ(x, y), η = η(x, y). Atunci avem A∗11(ξ, η) = 0, A
∗
22(ξ, η) = 0 şi A

∗
12(ξ, η) 6= 0 pentru că

δ∗(ξ, η) = A∗12(ξ, η)
2 6= 0. După împaŗtire cu A∗12(ξ, η) ecua̧tia devine

∂2u

∂ξ∂η
+ f∗(ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0.

Dacă facem schimbarea de variabile ξ0 = ξ + η, η0 = ξ − η ecua̧tia capătă forma

∂2u

∂ξ02
− ∂2u

∂η02
+ f∗∗(ξ0, η0, u,

∂u

∂ξ0
,
∂u

∂η0
) = 0.
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Oricare din aceste forme se numeşte forma canonic̆a a ecdepo2 cvasilineare în doŭa

variabile de tip hiperbolic.

Dacă ecdpo2 este de tip parabolic δ(x, y) = 0 atunci avem o singură familie de

caracteristici

y0 =
A12(x, y)

A11(x, y)
=
A22(x, y)

A12(x, y)
.

Când coeficieņtii sunt continui avem o integrală primă ξ(x, y) = C dată printr-o funçtie

de două ori derivabilă care verifică rela̧tiile

∂ξ

∂x
= −A12(x, y)

A11(x, y)

∂ξ

∂y

∂ξ

∂x
= −A22(x, y)

A12(x, y)

∂ξ

∂y

Alegând schimbarea de variabile ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) unde funçtia η(x, y) este supusă

numai condi̧tiei D(ξ,η)
D(x,y)

6= 0, totdeauna posibilă, coeficieņtii noi ecua̧tii vor fi astfel încât
A∗11(ξ, η) = 0. Rezultă şi A∗12(ξ, η) = 0 şi A∗22(ξ, η) 6= 0. După împăŗtire cu A∗22(ξ, η)

ecdpo2 devine
∂2u

∂η2
+ f∗(ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0,

formă numită forma canonic̆a a ecdpo2 cvasilineare în doŭa variabile de tip parabolic.

In cazul ecdpo2 de tip eliptic δ(x, y) < 0 ecua̧tia caracteristicilor se descompune în

două ecua̧tii complex conjugate

y0 =
A12(x, y)± i

p−δ(x, y)
A11(x, y)

De aceea vom căuta integralele prime tot sub formă complexă conjugată ϕ(x, y) =

ξ(x, y)± iη(x, y). Inlocuind în rela̧tia

∂ϕ

∂x
= −A12(x, y) + i

p−δ(x, y)
A11(x, y)

∂ϕ

∂y

şi separând paŗtile reală şi imaginară ob̧tinem

∂ξ

∂x
= −A12

A11

∂ξ

∂y
+

√−δ
A11

∂η

∂y

∂η

∂x
= −A12

A11

∂η

∂y
−
√−δ
A11

∂ξ

∂y
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Se poate arăta, ca la teorema lui Cauchy-Kovalesckaia, că dacă coeficieņtii ecdpo2 sunt

funçtii analitice atunci acest sistem are solu̧tie dată de funçtii analitice, ceea ce îndrep-

tă̧teşte ipoteza cu privire la integrala primă ϕ(x, y). Observăm că

D(ξ, η)

D(x, y)
=

∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂η

∂x

∂ξ

∂y
=

√−δ
A11

µ
∂ξ

∂y

2

+
∂η

∂y

2¶
=

√−δ
A11

¯̄̄̄
∂ϕ

∂y

¯̄̄̄2
6= 0

Deci se poate face schimbarea de variabile ξ = ξ(x, y), η = η(x, y). Dacă separăm păŗtile

reală şi imaginară în ecua̧tia verificată de ϕ(x, y) = ξ(x, y) + iη(x, y) ob̧tinem rela̧tiile

A∗11(ξ, η) = A
∗
22(ξ, η) 6= 0, A∗12(ξ, η) = 0. Impăŗtind cu A∗11(ξ, η) ecua̧tia devine

∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2
+ f∗(ξ, η, u,

∂u

∂ξ
,
∂u

∂η
) = 0,

formă numită forma canonic̆a a ecdpo2 cvasilineare în doŭa variabile de tip eliptic.

Exemplul 1. Să reducem la formă canonică ecdpo2

∂2u

∂x2
+ 2 cosx

∂2u

∂x∂y
− sin2 x∂

2u

∂y2
− sinx∂u

∂y
= 0.

Avem în întreg planul xOy δ(x, y) = 1, adică în întreg planul ecua̧tia este de tip

hiperbolic.Din ecua̧tia caracteristicilor în difereņtiale

dy2 − 2 cosxy0 − sin2 x = 0

avem y0 = cosx± 1 de unde ob̧tinem cele două familii de caracteristici

y − sinx− x = C,

y − sinx+ x = C.

E uşor de observat că prin fiecare punct al planului trece o câte o curbă din fiecare

familie. Făcând schimbarea de variabile

ξ = y − sinx− x,
η = y − sinx+ x

vom putea scrie

0 ∂u
∂x
= ∂u

∂ξ
(− cosx− 1) + ∂u

∂η
(− cosx+ 1)

− sinx ∂u
∂y
= ∂u

∂ξ
+ ∂u

∂η

1
∂2u
∂x2

= ∂2u
∂ξ2
(1 + cosx)2 + 2 ∂2u

∂ξ∂η
(− sin2 x) + ∂2u

∂η2
(1− cosx)2+

+∂u
∂ξ
sinx+ ∂u

∂η
sinx

2 cosx ∂2u
∂x∂y

= ∂2u
∂ξ2
(− cosx− 1) + ∂2u

∂ξ∂η
(−2 cosx) + ∂2u

∂η2
(− cosx+ 1)

− sin2 x ∂2u
∂y2

= ∂2u
∂ξ2
+ 2 ∂2u

∂ξ∂η
+ ∂2u

∂η2
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Introducând în ecua̧tie (de asta am scris în stânga coeficieņtii cu care intră în ecua̧tie

fiecare derivată) vom avea forma canonică

∂2u

∂ξ∂η
= 0.

De aici găsim solu̧tia generală a ecdpo2 u(ξ, η) = α(ξ) + β(η), cu α,β funçtii arbitrare

de două ori derivabile. Revenind la vechile variabile avem

u(x, y) = α(y − sinx− x) + β(y − sinx+ x).

Să presupunem că pentru ecdpo2 dată trebuie să rezolvăm problema lui Cauchy: să

se determine acea solu̧tie a ecdpo2 pentru care cunoaştem

u(x, y)|y=sinx = ϕ0(x)

∂u

∂y

¯̄̄̄
y=sinx

= ϕ1(x)

unde ϕ0(x),ϕ1(x) sunt funçtii date. Aceasta este o problemă a lui Cauchy pentru că

din cunoşterea funçtiei u şi a derivatei sale ∂u
∂y
de-alungul curbei y = sinx rezultă şi

cunoaşterea derivatei normale de-alungul curbei. Curba y = sinx nefiind curbă car-

acteristică, această problemă are solu̧tie unică. In adevăr din prima condi̧tie folosind

solu̧tia generală ob̧tinem

α(−x) + β(x) = ϕ0(x).

Din a doua condi̧tie avem

α0(−x) + β0(x) = ϕ1(x)

pe care integrând-o devine

−α(−x) + β(x) =

xZ
0

ϕ1(t)dt+ C.

Rezultă

α(−x) =
1

2

ϕ0(x)−
xZ
0

ϕ1(t)dt+ C

 ,α(x) = 1

2

ϕ0(−x) +
0Z

−x

ϕ1(t)dt+ C

 ,
β(x) =

1

2

ϕ0(x) +

xZ
0

ϕ1(t)dt− C
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şi deci găsim singura solu̧tie

u(x, y) =
1

2
(ϕ0(−y + sinx+ x) + ϕ0(y − sinx+ x)) + 1

2

y−sinx+xZ
−y+sinx+x

ϕ1(t)dt.

Exemplul 2. Să reducem la formă canonică ecdpo2

x2
∂2u

∂x2
+ 2xy

∂2u

∂x∂y
+ y2

∂2u

∂y2
= 0.

Discriminantul este δ(x, y) = x2y2−x2y2 = 0, deci ecua̧tia este de tip parabolic în întreg
planul xoy. Ecua̧tia caracteristicilor

x2y02 − 2xyy0 + y2 = 0

se mai scrie

xdy − ydx = 0

adică avem singura familie de curbe caracteristice

y

x
= C

definite în semiplanele x > 0 sau x < 0. Facem schimbarea de variabile

ξ =
y

x
,

η = x.

Prin fiecare punct al fiecăruia din semiplanele de mai sus trece câte o dreaptă din fiecare

familie ξ =constant, η = constant. Vom avea

0 | ∂u
∂x
= ∂u

∂ξ

¡− y
x2

¢
+ ∂u

∂η

0 | ∂u
∂y
= ∂u

∂ξ
1
x

x2 | ∂2u
∂x2

= ∂2u
∂ξ2

y2

x4
− 2 y

x2
∂2u
∂ξ∂η

+ ∂2u
∂η2
+ ∂u

∂ξ
2y
x3

2xy | ∂2u
∂x∂y

= ∂2u
∂ξ2

¡− y
x3

¢
+ ∂2u

∂ξ∂η
1
x
+ ∂u

∂ξ

¡− 1
x2

¢
y2 | ∂2u

∂y2
= ∂2u

∂ξ2
1
x2

Introducând în ecua̧tie ob̧tinem forma canonică

∂2u

∂η2
= 0.
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Putem ob̧tine solu̧tia generală

u(ξ, η) = α(ξ) + ηβ(ξ)

sau în vechile variabile

u(x, y) = α
³y
x

´
+ xβ

³y
x

´
,

α, β fiind funçtii arbitrare de două ori derivabile.

Dacă notăm cu θ(x, y), r(x, y) coordonatele polare ale punctului (x, y), observăm că

θ(x, y) = constant sunt caracteristici ale ecua̧tiei de mai sus. Dacă facem schimbarea de

variabile

θ = θ(x, y),

r = r(x, y)

vom ob̧tine forma canonică
∂2u

∂r2
= 0

din care ob̧tinem solu̧tia generală

u(x, y) = α(θ(x, y)) + r(x, y)β(θ(x, y))

tot cu α, β funçtii arbitrare.

Exemplul 3. Fie ecdpo2

x2
∂2u

∂x2
+ y2

∂2u

∂y2
= 0.

Discriminantul δ(x, y) = −x2y2 este strict negativ în fiecare cadran al planului, deci aici
ecua̧tia este de tip eliptic. Ecua̧tia caracteristicilor

x2y02 + y2 = 0

se poate scrie

xdy = iydx

cu integrala primă complexă

ln |y|− i ln |x| = C.

Facem schimbarea de variabile

ξ = ln |y|,
η = ln |x|.
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Avem

0 | ∂u
∂x
= ∂u

∂η
1
x

0 | ∂u
∂y
= ∂u

∂ξ
1
y

x2 | ∂2u
∂x2

= ∂2u
∂η2

1
x2
+ ∂u

∂η

¡− 1
x2

¢
y2 | ∂2u

∂y2
= ∂2u

∂ξ2
1
y2
+ ∂u

∂ξ

³
− 1
y2

´
Inlocuind în ecua̧tie ob̧tinem forma canonică

∂2u

∂ξ2
+

∂2u

∂η2
− ∂u

∂η
− ∂u

∂ξ
= 0.

13.11 Exerci̧tii

1. Să se reducă la forma canonică urmatoarele ecua̧tii şi să se găsească solu̧tia lor

generală:

a. x2uxx − y2uyy = 0.
R. uξη − 1

2
uη = 0, ξ = xy, η = y

x
; u = ϕ(xy) +

√
xyψ( y

x
).

b. x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0.

R. uηη = 0, ξ =
y
x
, η = y; u = ϕ( y

x
) + yψ( y

x
).

c. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0.
R. uξη = 0, ξ = x+ y − cosx, η = x− y + cosx;
u = ϕ(x+ y − cosx) + ψ(x− y + cosx).
2. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei

(a− x)uxx − 1
2
ux − uyy = 0, 0 < x < a,

cu condi̧tiile u(x, 0) = f(x), uy(x, 0) = g(x).

R. u = f(α)+f(β)
2

+ 1
2

R
αβ g(z)√

a−zdz, unde α = x−
√
a− x− 1

4
y2,

β = x+
√
a− x− 1

4
y2.

3. Să se arate că solu̧tia u(x, t) a ecua̧tiei utt − a2uxx = 0 cu condi̧tiile u(vt, t) = 0,
ux(vt, t) = f(t) este

u(x, t) =
a(1− β2)

2

t+x
a

1+βZ
t−xa
1−β

f(z)dz, undeβ =
v

a
.
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4. Să se reducă la forma canonică ecua̧tiile:

a. uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy − yuy = 0.
R. uξη +

η−ξ
32
(uξ − uη) = 0, ξ = 2x+ sinx+ y, η = 2x− sinx− y.

b. uxx − 2xuxy + x2uyy − 2uy = 0.
R. uηη − uξ = 0, ξ = x2

2
+ y, η = x.

c. (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy = 0.

R. uξξ + uηη = 0, ξ = ln(x+
√
1 + x2), y = ln(y +

p
1 + y2).



CAPITOLUL 14

FUNCŢII ARMONICE

14.1 Scurt istoric

Vom încerca în acest paragraf să prezentăm pe scurt cum au apărut funçtiile ar-

monice în istoria ştiiņtei. Facem acest lucru pentru că ideile lui Laplace s-au dovedit

deosebit de folositoare, ele punând bazele apari̧tiei ecua̧tiilor lui Maxwell ale câmpului

electromagnetic şi mai târziu ale ecua̧tiilor câmpurilor legate de particulele elementare.

Cred că nu greşim dacă afirmăm că marea aventură a ştiiņtei a început odată cu

formularea de către Kepler între anii 1609 şi 1618, pe baza observa̧tiilor lui Ticho Brache,

a legilor care îi poartă numele:

• planetele asimilate cu puncte materiale descriu în jurul soarelui traiectorii plane
şi anume elipse, soarele fiind plasat în focarul elipsei;

• mi̧scarea se face după legea ariilor, adică raza vectoare a planetei în raport cu
soarele mătură arii egale în intervale de timp egale;

• raportul dintre cubul axei mari a elipsei şi pătratul timpului de revolu̧tie este
acelaşi pentru toate planetele.

Din aceste legi frumoase, dar complicate, Newton a dedus o lege mult mai simplă, dar

şi surprinzătoare, legea numită a atracţiei universale: între orice două corpuri açtionează

foŗte de atraçtie direct propoŗtionale cu masele lor şi invers propoŗtionale cu pătratul

distaņtei dintre ele. Cunoscând azi legile lui Newton ale mecanicii putem stabili uşor
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legea atraçtiei universale plecând de la legile lui Kepler. Să presupunem că planeta

descrie o elipsă cu semiaxa mare a, cu distaņta de la focar la centru c şi axa mică

b =
√
a2 − c2. Raportând planul elipsei la un sistem de coordonate rectangular cu

originea în focarul F şi cu axa Fx după dreapta care uneşte centrul elipsei cu focarul,

coordonatele planetei M(x, y), funçtii de timp, vor verifica ecua̧tia

(∗) r +
c

a
x =

b2

a
, r =

p
x2 + y2.

(Am scris că elipsa este locul punctelor pentru care raportul dintre distaņta la focar

si distaņta la directoarea focarului, dreapta perpendiculară pe axa focarelor de ecua̧tie

x = b2

c
, este constant egal cu excentricitatea e = c

a
).

In timpul dt raza vectoare
−−→
FM mătură aria

dA =
1

2

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯

0 0 1

x y 1

x+ dx y + dy 1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯ =

1

2
(xdy − ydx)

şi deci după a doua lege a lui Kepler vom avea

dA

dt
=
1

2
(xẏ − yẋ) = 1

2
C.

(Prin ẋ am notat derivata lui x în raport cu t, etc).

Cum aria totală a elopsei este A =
TR
0

dA
dt
dt = 1

2
CT = πab rezultă C = 2πab

T
şi deci pe

traiectorie vom avea rela̧tia

(∗∗) xẏ − yẋ = 2πab

T
.

Dacă notăm cu ~F = X~i+ Y~j foŗta care açtionează asupra planetei, vom avea după

a două lege a mecanicii a lui Newton

ẍ =
X

m
, ÿ =

Y

m
,

m fiind masa planetei. Derivând în raport cu timpul rela̧tia (∗∗) avem xÿ − yẍ = 0 şi
deci avem X = xΦ, Y = yΦ , adică foŗta este centrală (trece prin origine). Derivând de

două ori rela̧tia (∗) ob̧tinem
4π2a2b2

T 2
1

r3
+

Φ

m

³
r +

c

a
x
´
= 0
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sau
4π2a2b2

T 2
1

r3
+

Φ

m

b2

a
= 0

de unde Φ = −4π2 a3
T 2
m 1
r3
. Ţinând cont şi de legea a treia a lui Kepler rezultă că foŗta cu

care açtionează soarele de masăM asupra planetei de masă m are mărimea F = Km 1
r2
,

K fiind o constantă care depinde numai de soare. După legea açtiunii-reaçtiunii a lui

Newton, planeta açtionează asupra soarelui cu o foŗtă egală în mărime, dar şi egală cu

kM 1
r2
, k depinzând numai de planetă, şi deciKm = kM . Rezultă K

M
= k

m
. Cum planeta

poate fi oricare, rezultă că raportul f = K
M
este o constantă universală şi deci mărimea

foŗtei cu care un corp de masă M açtionează asupra unui corp de masă m situat la

distaņta r este

F = fMm
1

r2

adică legea lui Newton a atraçtiei universale.

In legea lui Newton a atraçtiei universale este surprinzătoare açtiunea instantanee la

distaņtă între cele două corpuri. Acest lucru l-a surprins şi pe Laplace. Pentru a explica

acest lucru, Laplace ajunge la concluzia că prezeņta în punctul (x0, y0, z0) a oricărui

corp de masă M implică apari̧tia în întreg spa̧tiu a ceva substaņtial, material, ceva pe

care astăzi îl numim câmp şi căruia îi asociem ca şi Laplace un poteņtial, adică o funçtie

u(x, y, z) = fM
1q

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2

al cărui gradient este foŗta de atraçtie cu care corpul açtionează asupra unui corp de

masă unitate plasat în (x, y, z) . Ideea genială a lui Laplace a fost aceea de a considera

nu numai poteņtialul u şi gradientul său ci şi ecua̧tia cu derivate paŗtiale pe care o

verifică poteņtialul.

Ori dacă notăm r =
q
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 se vede imediat că

∂r

∂x
=
x− x0
r

şi deci
∂u

∂x
= −fM x− x0

r
.

Mai derivând odată
∂2u

∂x2
= −fM

"
− 1
r3
+ 3

(x− x0)2
r5

#
.
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Adunând formulele analoage ultimei găsim

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
= 0,

adică ceea ce astăzi numim ecuaţia lui Laplace.

Ideea lui Laplace de a înlocui formula explicită care dă açtiunea la mare distaņtă

prin câmp şi prin ecua̧tia cu derivate paŗtiale verificată de poteņtialul câmpului, adică

prin açtiunea la mică distaņtă dintre domeniile vecine ale câmpului, a fost deosebit de

fructuoasă.

14.2 Funçtii armonice, defini̧tii

Vom începe prin a generaliza defini̧tia dată funçtiilor armonice în capitolul de teoria

funçtiilor de variabilă complexă.

Defini̧tia 1. Fie D un domeniu în spa̧tiul n-dimensional Rn. O funçtie reală u(M) =

u(x1, x2, ..., xn) definită în punctele M(x1, x2, ..., xn) ale domeniului D se numeşte ar-

monic̆a în acest domeniu dacă ea este continuă în D, admite derivate paŗtiale continue

în D până la ordinul doi inclusiv şi satisface în D ecua̧tia cu derivate paŗtiale a lui

Laplace

∆u =
nX
k=1

∂2u

∂x2k
=

∂2u

∂x21
+

∂2u

∂x22
+ ...+

∂2u

∂x2n
= 0.

Defini̧tia 2. Fie D̄ închiderea unui domeniu D în spa̧tiul n-dimensional Rn . O

funçtie reală u(M) = u(x1, x2, ..., xn) definită în punctele M(x1, x2, ..., xn) ale lui D̄ se

numeşte armonic̆a în D̄ dacă ea este continuă în D̄ şi este armonică în D.

Defini̧tia 3. O funçtie reală u(M) = u(x1, x2, ..., xn) definită în punctele unui domeniu

D se numeşte armonică în punctul M0 ∈ D dacă ea este armonică într-o vecinătate a

lui M0 (deci şi într-o sfer ă cu centrul în M0).

14.3 Funçtii armonice de o variabilă .

Dacă n = 1, domeniul D este un interval (a, b) şi deci o funçtie armonică în D este o

funçtie reală u(x) definită în punctele M(x) ale intervalului, continuă în acest interval,
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cu derivata de ordinul doi continuă şi nulă u00(x) = 0 în acest interval. Funçtia u(x)

poate fi interpretată ca temperatura sta̧tionară, independentă de timp, în seçtiunea de

abscisă x a unei bare dispuse după intervalul [a, b], în bară neexistând surse de căldură.

O asemenea funçtie este o funçtie lineară u(x) = αx+ β. Vom observa acum că aceste

funçtii lineare - funçtiile armonice de o variabilă - au o serie de proprietă̧ti caracteristice.

Dacă u(x) este o funçtie lineară pe un interval, atunci valoarea sa în mijlocul oricărui

subinterval [c, d] este media valorilor funçtiei pe acest interval şi totodată media arit-

metică a valorilor funçtiei în capetele intervalului:

u

µ
c+ d

2

¶
=

1

d− c

dZ
c

u(x)dx =
u(c) + u(d)

2
.

Dacă se ia ca direçtie a normalei exterioare ~n la frontiera segmentului [c, d] pe axa

Ox în d direçtia acestui segment şi în c - direçtia opusă, atunci suma valorilor derivatelor

după direçtia lui ~n în capetele segmentului [c, d] ( u0(d)− u0(c) = 0 ) ale oricărei funçtii
lineare este nulă.

Vom observa că aceste proprietă̧ti sunt caracteristice funçtiilor lineare de o variabilă:

orice funçtie continuă pe un interval cu una din aceste proprietă̧ti este funçtie lineara.

Să mai observăm că dacă o funçtie este lineară pe intervalul [a, b], atunci ea nu-̧si

poate atinge valoarea minimă sau maximă in interiorul intervalului, exceptând cazul

când este constantă în acest interval.

Dacă o funçtie este lineară pe [a, b] atunci valorile sale pe acest interval sunt perfect

determinate de valorile în capetele intervalului (frontiera intervalului):

u(x) = u(a)
b− x
b− a + u(b)

x− a
b− a .

Rela̧tia de mai sus poate fi interpretată ca dând temperatura sta̧tionară în bară când

se cunosc valorile sale la capete, în bară neexistând surse de căldură. Dacă am considera

că în bară există şi surse de intensitate dată f(x) am avea de determinat funçtia u(x)

solu̧tie a ecua̧tiei u00(x) = f(x) care în capete are valorile u(a), u(b). După formula lui

Taylor cu rest integral avem

u(x) = u(a) + u0(a)(x− a) +
xZ
a

(x− y)u00(y)dy.
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Punând x = b determinăm necunoscuta u0(a) şi după înlocuire ob̧tinem

u(x) = u(a)
b− x
b− a + u(b)

x− a
b− a +

xZ
a

(b− x) (a− y)
b− a f(y)dy +

+

aZ
x

(a− x) (b− y)
b− a f(y)dy,

sau notând

G(x, y) =


(b−x)(a−y)

b−a , pentru y ≤ x,
(a−x)(b−t)

b−a , pentru y ≥ x,
vom avea

u(x) = u(a)
b− x
b− a + u(b)

x− a
b− a +

bZ
a

G(x, y)f(y)dy.

Pentru a vedea semnifica̧tia formulei stabilite să procedăm altfel. Anume, plecând

de la rela̧tiile evidente

βZ
α

u00(y)v(y)dy +

βZ
α

u0(y)v0(y)dy = u(y)v0(y)
¯̄
β
α

βZ
α

v00(y)u(y)dy +

βZ
α

u0(y)v0(y)dy = v(y)u0(y)
¯̄
β
α ,

prin scădere ob̧tinem rela̧tia de reciprocitate

βZ
α

(u00(y)v(y)− v00(y)u(y)) dy = (u(y)v0(y)− v(y)u0(y))
¯̄̄̄
¯̄ β
α
.

Aplicând această rela̧tie funçtiilor u(y), v(x, y) pe intervalele [a, x − ε], [x + ε, b] şi

făcând ε→ 0 se vede că dacă şi numai dacă funçtia v(x, y) satisface condi̧tiile

∂2v

∂y2
(x, y) = 0, y ∈ (a, x) ∪ (x, b), ∀x ∈ (a, b),

v(x, a) = 0, v(x, b) = 0,

v(x, x− 0) = v(x, x+ 0),
∂v

∂y
(x, x+ 0)− ∂v

∂y
(x, x− 0) = 1,

atunci

u(x) = −u(a)∂v
∂y
(x, a) + u(b)

∂v

∂y
(x, b) +

bZ
a

v(x, y)f(y)dy.
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Dar se vede uşor că singura funçtie v(x, y) care satisface condi̧tiile de mai sus este

funçtiaG(x, y) definită mai sus şi că cele două rela̧tii care dau pe u(x) coincid. Condi̧tiile

verificate de G(x, y) arată că aceasta ca funçtie de y este temperatura în seçtiunea y

datorată unei surse unitare plasate în x, capetele fiind meņtinute la temperatură nulă.

Distribu̧tia generată de G(x, y) verifică evident ecua̧tia

∆yG(x, y) = δ(y − x),

care atestă încă odată cele spuse mai sus. Funçtia G(x, y) se numeşte funcţia de surs̆a

sau funcţia Green pentru cazul unidimensional.

Vom arăta că proprietă̧ti asemănătoare celor de mai sus sunt caracteristice funçtiilor

armonice de oricâte variabile.

14.4 Funçtii armonice de două variabile

Dacă n = 2, o funçtie armonică în domeniul D este o funçtie reală u(x, y) definită în

punctele M(x, y) ale domeniului D, continuă în D, cu derivate paŗtiale până la ordinul

doi inclusiv continue în D şi satisfăcând în D ecua̧tia lui Laplace în două variabile

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

Am văzut că există o foarte strânsă legătură între funçtiile armonice în domeniul

D şi funçtiile olomorfe sau mai general funçtiile analitice în domeniul D: dacă u(x, y)

este o funçtie armonică în domeniul simplu conex D atunci există o funçtie w(z) =

u(x, y) + iv(x, y) olomorfă în D, determinată abstraçtie făcând de o constantă aditivă

imaginară şi a cărei parte reală este funçtia armonică u(x, y); dacă u(x, y) este o funçtie

armonică în domeniul multiplu conex D atunci există o funçtie w(z) = u(x, y)+ iv(x, y)

analitică în D, în general multiformă, a cărei parte reală este funçtia armonică u(x, y).

Pe baza acestui fapt putem demonstra uşor că funçtiile armonice de două variabile au

proprietă̧ti de genul celor de la funçtiile lineare de o variabilă.

Fie u(x, y) o funçtie armonică într-un domeniu D şi fie z0 = x0+ iy0 un punct din D.

Dacă cercul |z − z0| ≤ r este complet coņtinut în D, atunci există conjugata armonică
v(x, y) astfel încât funçtia w(z) = u(x, y)+ iv(x, y) este olomorfă în acest cerc. Conform
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formulei lui Cauchy avem

w(z0) =
1

2πi

Z
|z−z0=r|

w(z)

z − z0dz,

sau notând

z − z0 = reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, ds = rdϕ,

w (z0) =
1

2π

2πZ
0

w
¡
z0 + re

iϕ
¢
dϕ =

1

2πr

Z
|z−z0|=r

w(z)ds.

Luând partea reală ob̧tinem

u (x0, y0) =
1

2πr

Z
|z−z0|=r

u(x, y)ds,

adică am demonstrat prima proprietate întâlnită la funçtiile lineare:

T1. (Teorema de medie a lui Gauss) Dacă o funçtie u(x, y) este armonică într-un

domeniu D, atunci ea are proprietatea de medie, adică valoarea sa în orice punct este

media valorilor sale pe orice cerc cu centrul în acest punct şi complet coņtinut în D.

Fie acum u(x, y) o funçtie armonică într-un domeniu şi un subdomeniu mărginit

simplu conex D cu frontieră ∂D netedă pe poŗtiuni. Atunci există o funçtie v(x, y)

- conjugata armonică a funçtiei u(x, y) în D. Funçtia v(x, y) este uniformă şi funçtia

w(z) = u(x, y) + iv(x, y) este olomorfă în D . In virtutea rela̧tiilor lui Cauchy-Riemann

vom putea scrie Z
∂D

∂u

∂n
ds = −

Z
∂D

∂v

∂s
ds = − var

∂D
v(x, y) = 0.

Dacă acum D este un domeniu mărginit multiplu conex cu frontieră ∂D netedă pe

poŗtiuni, aplicând rezultatul de mai sus domeniului simplu conex D̃ , ob̧tinut din D prin

practicarea de tăieturi, şi ţinând cont că sensurile pe cele două borduri ale tăieturilor

sunt opuse, rezultă următoarea proprietate asemănătoare celei de a două proprietă̧ti a

funçtiilor lineare:

T2. Dacă u(x, y) este o funçtie armonică într-un domeniu, atunci oricare ar fi sub-

domeniul marginit D cu frontieră ∂D netedă pe poŗtiuni, integrala pe frontiera ∂D a

derivatei normale a lui u(x, y) este nulă:
R
∂D

∂u
∂n
ds = 0 .

Componentele frontierei ∂D sunt aici parcurse în aşa fel încât domeniul D să rămână

la stânga.
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Din teorema de medie a lui Gauss rezultă o altă proprietate importantă a funçtiilor

armonice:

T3. (Principiul de maxim şi minim pentru funcţii armonice) Dacă funçtia u(x, y)

este armonică în domeniul D ea nu-̧si poate atinge nicăieri în interiorul domeniului cea

mai mică şi cea mai mare valoare cu excep̧tia cazului când este constantă.

Presupunem prin absurd că există un punct M0 interior domeniului D astfel încât

oricare ar fi M ∈ D să avem u(M) ≤ u(M0). Există un cerc cu centrul în M0 de

raza ε. Arătăm ca în toate punctele acestui cerc valoarea funçtiei coincide cu u(M0).

Dacă ar exista pe cerc un punctM∗ astfel că u(M∗) < u(M0) atunci ar exista o întreagă

vecinătate a sa în care să aibă loc inegalitatea strictă; atunci pe cerc există două muļtimi

de puncte: una s1 în care are loc inegalitatea strictă, alta s2 în care are loc inegalitatea

nestrictă. După proprietatea de medie

u(M0) =
1

2πε

Z
s1+s2

u(m)dsM <
1

2πε
(u(M0)l(s1) + u(M0)l(s2)) = u(M0).

Am ajuns la o contradiçtie. Deci pe tot cercul funçtia are valoarea u(M0). Rezultă că

de fapt în interiorul cercului funçtia are aceeaşi valoare. Dacă M este un alt punct al

domeniului D, îl unim pe M0 cu M printr-o curbă C coņtinută în domeniu. Fie ε un

număr mai mic decât distaņta dela C la ∂D. In interiorul cercului cu centrul în M0 de

rază ε funçtia are valoare constantă u(M0). Dacă punctul M se află în acest cerc atunci

U(M) = u(M0). Dacă nu, luăm un cerc cu centrul într-un punct M1 din primul cerc de

rază ε. In acest cerc funçtia ia valoarea u(M0). Dacă M se află in acest al doilea cerc,

u(M) = u(M0), dacă nu, continuăm ra̧tionamentul. Cum curba C are o lungime finită,

ea este acoperită cu un număr finit de cercuri de rază ε şi la sfâŗsit ajungem la concluzia

că u(M) = u(M0). Deci în tot domeniul funçtia este o constantă.

Din principiul de maxim şi minim rezultă

T4. (Teorema maximului şi minimului funcţiilor armonice). Dacă funçtia u(x, y)

este armonică în domeniul mărginit D, continuă până la frontieră şi neconstantă în D,

atunci maximul şi minimul său se ating numai pe frontieră.

De aici rezultă că dacă funçtia u(x, y) este armonică în domeniul mărginit D, con-

tinuă până la frontieră şi dacă m,M sunt marginea inferioară, respectiv superioară a lui

u pe frontiera ∂D , atunci peste tot în domeniul D au loc inegalită̧tilem ≤ u(x, y) ≤M ,
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pentru că în caz contrar, maximul şi minimul lui u s-ar atinge în interiorul lui D. In

particular, dacă m =M = 0 atunci u(x, y) = 0 în D. Deci

T5. Două funçtii armonice în domeniul mărginitD, continue până la frontieră coincid

în D dacă au aceleaşi valori pe frontiera lui D.

In cazul unui domeniu nemărginit inegalitatea m ≤ u(x, y) ≤ M nu are totdeauna

loc. De exemplu funçtia u(x, y) = x armonică în semiplanul x ≥ 0 fiind nemărginită în
acest semiplan ia valori nule pe frontieră. Are totuşi loc următoarea teoremă:

T6. Dacă funçtia u(x, y) este armonică în domeniul nemărginit D şi este continuă şi

mărginită în închiderea domeniului D atunci are loc rela̧tia

m = inf
(x,y)∈∂D

u(x, y) ≤ u(x, y) ≤ sup
(x,y)∈∂D

u(x, y) =M.

Pentru demonstra̧tie fie P0 ∈ D şi P ∗ /∈ D. Fie DεR domeniul mărginit de cercurile

cu centrul în P ∗ de raze ε < dist(M∗, ∂D) respectiv R > dist(P ∗, P0). Pentru punctele

P de pe frontiera interseçtiei D ∩DεR are loc rela̧tia

u(P )−M ≤ 2 sup
P∈D

u(P )
ln rP∗P

ε

ln R
ε

= v(P ).

Am notat prin rP∗P distaņta de la P ∗ la P . Cum v(P ) este o funçtie armonică din

principiul de maxim rezultă

u(P0)−M ≤ 2 sup
P∈D

u(P )
ln

rP∗P0
ε

ln R
ε

= v(P0),

inegalitate valabilă oricare ar fi R > dist(P ∗, P0). Făcând R →∞ rezultă u(P0) ≤ M.
Considerând funçtia −u(P ) avem u(P0) ≥ m, cctd.
Avem evident teorema

T7. Două funçtii armonice în domeniul nemărginit D, continue şi mărginite în

închiderea domeniului, coincid în D dacă au aceleaşi valori pe frontiera lui D.

14.5 Problema lui Dirichlet

Problema determinării unei funçtii armonice într-un domeniu D când se cunosc va-

lorile sale pe frontieră se numeşte problema lui Dirichlet pentru funcţii armonice.

Teoremele precedente se pot enuņta şi sub forma
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T8. Solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru domenii mărginite şi date continue pe

frontieră este unică.

T9. Solu̧tia mărginită a problemei lui Dirichlet pentru domenii nemărginite şi date

continue pe frontieră este unică.

Dacă nu se impune condi̧tia de mărginire în cazul domeniilor nemărginite solu̧tia

poate să nu fie unică. De exemplu funçtia u(x, y) = y este armonică în semiplanul

y > 0, este continuă până la frontieră şi este nulă pe frontieră; în acelaşi timp funçtia

nulă peste tot satisface aceleaşi condi̧tii. La fel în cazul domeniilor mărginite dacă nu se

impune condi̧tia de mărginire chiar în cazul unui singur punct de discontinuitate solu̧tia

poate să nu fie unică; de exemplu, funçtia u(x, y) = 1−x2−y2
(x−1)2+y2 = <e

¡
1+z
1−z
¢
este armonică

în cercul unitate, continuă până la frontieră cu excep̧tia punctului (1, 0), este nulă în

toate punctele cercului cu excep̧tia punctului (1, 0); funçtia peste tot nulă este armonică

în cercul unitate şi e nulă pe frontieră.

14.6 Analiticitatea funçtiilor armonice de două vari-

abile

Dat fiind că o funçtie armonică într-un domeniu plan este în vecinătatea oricărui

punct din domeniu partea reală a unei funçtii olomorfe în acel punct, rezultă o propri-

etate a funçtiilor armonice care nu se putea pune în evideņtă în cazul funçtiilor lineare

din cauza banalită̧tii sale: analiticitatea sa. Anume, are loc următoarea teoremă:

T10. Dacă o funçtie u(x, y) este armonică într-un domeniu, atunci în vecinătatea

oricărui punct (x0, y0) din domeniu ea se scrie ca o serie absolut şi uniform convergentă

de puteri ale difereņtelor x− x0, y − y0:

u(x, y) =
∞X

m=0,n=0

cm,n (x− x0)m (y − y0)n
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14.7 Invariaņta funçtiilor armonice prin reprezentare

conformă

Vom arăta acum că prin reprezentare conformă o funçtie armonică se transformă tot

într-o funçtie armonică; mai precis:

T11. Fie u(x, y) o funçtie armonică în domeniul Dz din planul complex z = x + iy

şi fie funçtia z = z (ς) = x(ξ, η) + iy(ξ, η) olomorfă în domeniul Dς din planul complex

ς = ξ + iη şi care reprezintă conform domeniul Dς pe domeniul Dz. Atunci funçtia

compusă ũ(ξ, η) = u (x(ξ, η), y(ξ, η)) este armonică în domeniul Dς .

Intr-adevăr, oricare ar fi subdomeniul simplu conex D̃ς al lui Dς el este transformat

prin funçtia z = z(ς) în subdomeniul simplu conex D̃z al lui Dz . Dacă w(z) este funçtia

olomorfă în Dz a cărei parte reală este u(x, y), atunci funçtia compusă w (z(ς)) este

olomorfă în D̃ς şi deci partea sa reală ũ(ξ, η) este armonică în D̃ς . Cum subdomeniul

D̃ς este arbitrar rezultă că ũ(ξ, η) este armonică în domeniul Dς .

Această proprietate de invariaņtă a funçtiilor armonice prin reprezentarea conformă

permite să rezolvăm problemele pentru funçtii armonice într-un domeniu dacă ştim să

rezolvăm aceleaşi probleme pentru funçtii armonice într-un domeniu “canonic“, cercul

unitate sau semiplanul superior sau un alt domeniu simplu, şi dacă ştim funçtia de

reprezentare conformă a domeniului dat pe domeniul canonic.

Exemplul 1. Să considerăm următoarea problemă a lui Dirichlet: să se determine

funçtia u(x, y) = u(z) armonică în domeniul D = {z| =m(z) ≤ 0} ∩ {z| |z + il| ≥ r}
ştiind că u(z)

¯̄
=m(z)=0 = 0 , u(z)

¯̄
||z+il|=r = T =constant . Aceasta este problema

sta̧tionară plană a disipării căldurii în sol - semiplanul =m(z) < 0 - dintr-un canal

termic circular - |z + il| ≤ r - când se presupune că temperatura la suprafa̧tă solului
este nulă, - este luată ca temperatură de referiņtă-, şi temperatura la suprafa̧ta canalului

este T ; u(z) este temperatura în punctul z din sol.

Funçtia

ς = ς(z) =
z + iα

z − iα
cu α =

√
l2 − r2 reprezintă conform domeniul D pe coroana circulară

r1 =
r − l − α

r + l + α
≤ |ς| ≤ 1,
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axa reală =m(z) = 0 trecând în cercul |ς| = 1 , cercul |z + il| = r trecând în cercul

|ς| = r1. (Punctele z = ±iα sunt simetrice atât fa̧tă de dreapta =m(z) = 0 cât şi fa̧tă
de cercul |z + il| = r). Problema noastră revine la determinarea funçtiei armonice în

coroană ũ(ς) = u(z(ς)), z = z(ς) fiind inversa funçtiei ς = ς(z), ştiind că ũ(ς)
¯̄
|ς|=1 = 0

şi că ũ(ς)
¯̄
|ς|=r1 = T . Dacă trecem la coordonatele polare ς = ξ+ iη = ρeiθ, ξ = ρ cos θ,

η = ρ sin θ, ecua̧tia lui Laplace se scrie ∂2ũ
∂ρ2

+ 1
ρ
∂ũ
∂ρ
+ 1

ρ2
∂2ũ
∂θ2

= 0. Din cauza simetriei,

funçtia căutată nu va depinde de θ, şi deci ca funçtie numai de ρ, va verifica ecua̧tia

ũ00(ρ) + 1
ρ
ũ0(ρ) = 0. Solu̧tia generală a acestei ecua̧tii este ũ(ρ) = A + B ln ρ. Cum

ũ(1) = 0, ũ(r1) = T rezultă ũ(ς) = T
ln r1

ln ρ = T
ln r1

ln |ς|. Revenind la vechile variabile
găsim

u(x, y) = u(ς) =
T

ln r1
ln(|ς(z)|) =

=
T

ln r1
ln

q
(x2 + y2 − α2)2 + 4α2x2

x2 + (y − α)2
.

Din această expresie se poate calcula cantitatea de căldură care se disipă în sol din

canal.

Intre problema lui Dirichlet pentru un domeniu simplu conexD şi problema reprezen-

tării conforme a acestui domeniu pe cercul unitate există o strânsă legătură. Dacă

w = w(z) este funçtia care reprezintă conform domeniul D pe cercul unitate |w| < 1

astfel încât punctul z0 ∈ D să corespundă centrului cercului w = 0, atunci w(z) =

(z − z0) w̃ (z), unde w̃(z) este o funçtie olomorfă şi nenulă înD. Deciw(z) = (z − z0) ew∗(z),
w∗(z) fiind olomorfă în D. Pe frontiera lui D avem <e (w∗(z)) = − ln (|z − z0|), adică
determinarea funçtiei de reprezentare conformă revine la rezolvarea unei probleme a lui

Dirichlet.

14.8 Solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru cercul

unitate

Ne propunem acum să rezolvăm problema lui Dirichlet pentru cercul unitate, adică

să determinăm o funçtie armonică u(x, y) = u(z) în cercul unitate |z| ≤ 1, ştiind valorile
sale pe frontieră u (eiϕ). Din teorema de medie, cunoaştem valoarea funçtiei în centrul
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cercului: u(0) = 1
2π

2πR
0

u (eiϕ) dϕ.

Pentru a găsi valoarea funçtiei u într-un punct oarecare z0 = r0eiϕ0 , 0 ≤ r0 < 1 din
interiorul cercului unitate, vom reprezenta conform cercul |z| < 1 pe cercul |ς| < 1 astfel
încât punctul z = z0 să treacă în punctul ς = 0. Punctul z = 1

z̄0
, simetricul lui z = z0

fa̧tă de cercul |z| = 1, se va duce în punctul ς = ∞, simetricul lui ς = 0 fa̧tă de cercul
|ς| = 1. Vom avea deci funçtia de reprezentare conformă

ς = ς(z) =
z − z0
1− zz̄0 .

Inversa acesteia este

z = z(ς) =
ς + z0
1 + ς z̄0

.

Funçtia u(z) armonică în |z| ≤ 1 devine funçtia ũ(ς) = u(z(ς)) armonică în |ς| ≤ 1.

Aplicând teorema de medie acesteia, vom avea

u (z0) = ũ (0) =
1

2π

2πZ
0

ũ
¡
eiψ
¢
dψ.

Dar legătura între ς = eiψ şi z = eiϕ este

eiψ =
eiϕ − z0
1− eiϕz̄0 .

Atunci ũ
¡
eiψ
¢
= u (ς (eiϕ)) = u (eiϕ). Difereņtiind rela̧tia de mai sus, avem

dψ =
1− |z0|2

(eiϕ − z0) (e−iϕ − z̄0)dϕ =
1− r20

1− 2r0 cos (ϕ0 − ϕ) + r20
dϕ.

Inlocuind, ob̧tinem

u (z0) = u
¡
r0e

iϕ0
¢
=
1

2π

2πZ
0

u
¡
eiϕ
¢ 1− r20
1− 2r0 cos (ϕ0 − ϕ) + r20

dϕ.

Aceasta se numeşte formula lui Poisson pentru cercul unitate. Se poate arăta că într-

adevăr formula lui Poisson rezolvă efectiv problema lui Dirichlet. Mai mult, aceasta are

loc şi în cazul solu̧tiei mărginite în cercul unitate a problemei lui Dirichlet cu date

continue pe poŗtiuni. Deci are loc:

T12. Solu̧tia armonică mărginită a problemei lui Dirichlet pentru cercul unitate cu

date continue pe poŗtiuni este dată de formula lui Poisson:

u (z0) = u
¡
r0e

iϕ0
¢
=
1

2π

2πZ
0

u
¡
eiϕ
¢ 1− r20
1− 2r0 cos (ϕ0 − ϕ) + r20

dϕ.
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Prelucrând nucleul formulei lui Poisson

1− r20
1− 2r0 cos (ϕ0 − ϕ) + r20

=
1− |z0|2
|eiϕ − z0|2

= <e
µ
eiϕ + z0
eiϕ − z0

¶
se poate scrie formula lui Poisson sub forma

u (z0) = <e
 1

2π

2πZ
0

u
¡
eiϕ
¢ eiϕ + z0
eiϕ − z0dϕ

 ,
sau punând eiϕ = ς (fără nici o legătură cu ς de mai înainte), de unde dϕ = dς

iς
, şi z în

loc de z0 :

u(z) = <e

 1

2πi

Z
|ς|=1

u (ς)
ς + z

ς − z
dς

ς

 .
De aici rezultă

T13. Dacă funçtia w(z) este olomorfă în cercul unitate |z| < 1 şi partea sa reală

u(z) = <e (w (z)) este continuă pe poŗtiuni pe frontiera |z| = 1, atunci are loc formula
lui Schwartz-Villat:

w(z) =
1

2πi

Z
|ς|=1

u(ς)
ς + z

ς − z
dς

ς
+ i=m (w (0)) , |z| < 1.

Se putea stabili formula lui Schwartz-Villat şi pornind de la formula integrală a lui

Cauchy:

w(z) =
1

2πi

Z
|ς|=1

w(ζ)

ζ − zdζ =
1

2πi

Z
|ς|=1

2u(ζ) + w(ζ)

ζ − z dζ =

=
1

πi

Z
|ς|=1

u(ζ)

ζ − zdζ +
1

2πi

Z
|ς|=1

w
³
1
ζ

´
ζ − z dζ.

Dar dacă funçtia w(z) este olomorfă în cercul unitate

w(z) = c0 + c1z + c2z
2 + ..., c0 = w(0),

funçtia

w

µ
1

ς̄

¶
= c̄0 + c1

1

ς
+ c2

1

ς2
+ ...,
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este olomorfă în exteriorul cercului unitate şi deci ultima integrală este egală cu

− rez
ς=∞

Ã
w
¡
1
ς̄

¢
ς − z

!
= −c̄0 = −u(0) + i=m (w (0)) =

= − 1

2πi

Z
|ς|=1

u(ς)
dς

ς
+ i=m (w (0)) .

Inlocuindu-i valoarea şi făcând calculele, regăsim formula lui Schwartz-Villat.

Formulele lui Poisson şi Schwartz-Villat permit rezolvarea problemei lui Dirichlet

pentru cerc. Ele sunt efective mai ales în cazul datelor ra̧tionale pe frontieră, când

integralele se pot uşor calcula cu ajutorul teoremei reziduurilor.

Notăm că datele pe frontiera cercului unitate pot fi date fie ca valori ale unor funçtii

de x, y pe cercul unitate, fie ca funçtii de cos(ϕ), sin(ϕ) , fie ca funçtii de variabila

complexă ς = eiϕ .

Exemplul 2. Să se rezolve problema lui Dirichlet:

∆u = 0, x2 + y2 < 1; u(x, y) |x2+y2=1 = y

5 + 4x

¯̄̄
x2+y2=1

.

Punând pe cerc ς = eiϕ avem

x = cos (ϕ) =
ς2 + 1

2ς
, y = sin (ϕ) =

ς2 − 1
2iς

şi deci valoarea funçtiei u pe cerc este

u (ς) =
ς2 − 1

2i (2ς2 + 5ς + 2)
.

Pentru a rezolva problema prin aplicarea formulei lui Schwartz-Villat trebuie să calculăm

integrala

I =
1

2πi

Z
|ς|=1

(ς2 − 1) (ς + z)
2i (2ς2 + 5ς + 2) (ς − z) ς dς.

Cum funçtia de sub integrală F (ς) are în interiorul cercului unitate poli de ordinul întâi

în punctele ς = 0, ς = z, ς = −1
2
rezultă că

I =rez
ς=0
F (ς)+ rez

ς=z
F (ς)+ rez

ς=− 1
2

F (ς).

Găsim în modul obi̧snuit:
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rez
ς=0
F (ς) =

1

4i
, rez

ς=z
F (ς) =

z2 − 1
i (2z2 + 5z + 2)

,

rez
ς=−1

2

F (ς) = − 2z − 1
4i (2z + 1)

, I =
z

2i (z + 2)

.

Rezultă că solu̧tia căutată a problemei lui Dirichlet este

u(x, y) = <e
µ

z

2i (z + 2)

¶
=

y

(x+ 2)2 + y2
=

r sinϕ

r2 + 4r cosϕ+ 4
.

14.9 Teorema cercului şi aplica̧tiile sale

In cazul datelor ra̧tionale o solu̧tie rapidă a problemei lui Dirichlet este dată de

următoarele teoreme:

T14. (Teorema cercului) Dacă R(z) este o funçtie ra̧tională reală pe cercul unitate

|z| = 1 fără poli pe frontieră şi dacă M(z) este suma păŗtilor sale principale relative la
polii din interiorul cercului atunci R(z) =M(z) +M

¡
1
z̄

¢
+ k, k fiind o constantă reală.

Intr-adevăr, dacăM(z) este suma păŗtilor sale principale relative la poli din interiorul

cercului atunci M
¡
1
z̄

¢
este o funçtie olomorfă în interiorul cercului unitate. Funçtia

R(z)−M(z)−M ¡
1
z̄

¢
este o funçtie olomorfă în cercul unitate, cu parte imaginară nulă

pe frontieră, deci ea este o constantă reală k, ceea ce trebuia demonstrat.

Exemplu 3. Valorile pe frontiera cercului unitate ale funçtiei armonice din Exemplul

1. sunt R(ς) = ς2−1
2i(2ς2+5ς+2)

. Această funçtie ra̧tională are un singur pol în interiorul

cercului unitate ς = −1
2
cu partea principală M(ς) = − 1

8i
1

ς+1
2

. După teorema cercului

trebuie să avem

R (ς) = − 1
8i

1

ς + 1
2

+− 1
8i

1
1
ς̄
+ 1

2

+ k = − 1
8i

1

ς + 1
2

+
1

8i

2ς

2 + ς
+ k,

sau făcând calculele

R(ς) = − 1
4i

1

2ς + 1
+
1

4i

ς

ς + 2
+ k.

Punând ς = 1 găsim k = 0. Rela̧tia se verifică imediat.

T15. Dacă R(ς) este o funçtie ra̧tională reală pe frontiera cercului unitate |ς| = 1 şi
este valoarea pe frontiera a paŗtii reale a unei funçtii w(z) olomorfe în interiorul cercului
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unitate, atunci w(z) = 2M
¡
1
z̄

¢
+ k + ik0, k ∈ R, k0 ∈ R, M (ς) fiind suma păŗtilor

principale ale lui R(ς) relative la polii din interiorul cercului unitate.

Cum după teorema cercului R(ς) =M(ς) +M
¡
1
ς̄

¢
+ k , putem scrie

<e
Ã
w(ς)−M(ς)−M

µ
1

ς̄

¶
− k +M(ς)−M

µ
1

ς̄

¶!
= 0.

Am adunat pe M (ς) pentru a avea sub paranteză o funçtie olomorfă, am scăzut

M
¡
1
ς̄

¢
pentru a nu modifica partea reală. Rezultă că paranteza este o funçtie olomorfă

în interiorul cercului unitate, cu parte reală nulă pe frontieră deci o constantă pur

imaginară ik0 .
Exemplu 4. Dacă reluăm problema lui Dirichlet de la Exemplul 1., tinând cont

de Exemplul 2. avem imediat w(z) = z
2i(z+2)

+ ik0, k0 ∈ R şi regăsim rezultatul din

Exemplul 1.

14.10 Solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru semi-

plan

Fie cu ajutorul reprezentării conforme a semiplanului superior =m (z) > 0 pe cercul
unitate astfel încât punctul z0 = x0 + iy0, y0 > 0 să se ducă în centrul cercului şi apoi

aplicând teorema de medie, fie cu ajutorul formulei integrale a lui Cauchy, se poate

rezolva problema lui Dirihlet pentru semiplanul superior:

Să se determine funçtia u(x, y) armonică în semiplanul superior=m (z) > 0,mărginită
la infinit, cunoscând valorile sale ũ(x) = u(x, 0) pe frontieră.

Adoptând a două cale, fie cazul când u(x, y) este nulă la infinit şi fie w(z) funçtia

olomorfă în semiplanul superior, nulă la infinit, a cărei parte reală este u(x, y). Dacă

z este un punct oarecare din semiplanul superior, considerând R suficient de mare ca

z să fie interior semicercului cu diametrul[−R,R], după formula integrală a lui Cauchy
putem scrie

w(z) =
1

2πi

RZ
−R

w(ζ)dζ

ζ − z +
1

2πi

Z
CR

w(ζ)dζ

ζ − z =
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=
1

πi

RZ
−R

eu(ζ)dζ
ζ − z −

1

2πi

RZ
−R

w(ζ)dζ

ζ − z +
1

2πi

Z
CR

w(ζ)dζ

ζ − z .

Cum w(z) este olomorfă în semiplanul superior, funçtia w(z̄) este olomorfă în semi-

planul inferior şi vom putea scrie

w(z) =
1

πi

RZ
−R

eu(ζ)dζ
ζ − z −

1

2πi

RZ
−R

w(ζ)dζ

ζ − z −
1

2πi

Z
C0R

w(ζ)dζ

ζ − z +

+
1

2πi

Z
CR

w(ζ)dζ

ζ − z +
1

2πi

Z
C0R

w(ζ)dζ

ζ − z ,

unde am notat cu C 0R semicercul inferior de diametru [−R,R] parcurs în sens invers
trigonometric. Suma integralelor a doua şi a treia este nulă conform teoremei integrale

a lui Cauchy aplicată funçtiei w(z̄) olomorfe în semiplanul inferior. Rămâne deci

w(z) =
1

πi

RZ
−R

ũ(ς)dς

ς − z +
1

2πi

Z
CR

w(ς)dς

ς − z +
1

2πi

Z
C0R

w(ς̄)dς

ς − z .

Trecând la limită, R → ∞, ultimele integrale tind către infinit, integranzii lor
comprtându-se ca 1

R
o(1). Avem deci

w(z) =
1

πi

∞Z
−∞

ũ(ς)

ς − zdς,

integrala fiind îņteleasă în sens principal, adică limitele de integrare tind simetric spre

infinit. Dacă funçtia ũ(x) = u(x, 0) se comportă la infinit astfel încât |ũ(x)− ũ(∞)| <
C
|x|α ,α > 0 , atunci aplicând cele de mai sus funçtiei u(x, y)− ũ(∞) avem

w(z) =
1

πi

∞Z
−∞

ũ(ς)− ũ(∞)
ς − z dς + ũ(∞),

cu aceeaşi precizare asupra integralei. Avem deci:

T16. Solu̧tia mărginită în semiplanul superior =m (z) > 0 a problemei lui Dirichlet
pentru acest semiplan este dată de formula

u(z) = <e
 1

πi

∞Z
−∞

ũ(ς)− ũ(∞)
ς − z dς

+ ũ(∞),
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sau, de aşa numita formul̆a a lui Poisson pentru semiplan

u(z) =
1

π

∞Z
−∞

y (ũ(ς)− ũ(∞)) dς
(ς − x)2 + y2 + ũ(∞).

unde z = x+ iy, y > 0.

Când ũ(x) = u(x, o) este ra̧tională , integrala din formule se calculeză cu ajutorul

teoremei reziduurilor.

Exemplu 5. Să se rezolve problema lui Dirichlet pentru semiplanul superior:

∆u = 0, y > 0;u(x, 0) =
1

1 + x2
.

Aplicând formula de mai sus avem

u(z) = <e
 1

πi

∞Z
−∞

dς

(1 + ς2) (t− z)

 = <e
µ
2 rez

ς=i
F (ς) + 2 rez

ς=z
F (ς)

¶
=

= <e
µ
−2 rez

ς=−i
F (ς)

¶
,

unde am notat F (ς) = 1
(1+ς2)(ς−z) . Se găseşte imediat

u(z) = −2<e
µ

1

2i (z + i)

¶
=

y + 1

x2 + (y + 1)2
.

Şi în cazul problemei lui Dirichlet pentru semiplan în cazul datelor ra̧tionale are loc

o teoremă care dă solu̧tia imediat:

T17. Dacă R (ς) este o funçtie ra̧tională, reprezentând valorile la limită pe axa

reală ale păŗtii reale a unei funçtii w(z) olomorfe în semiplanul superior, atunci w(z) =

2M(z̄)+k+ ik0, k ∈ R, k0 ∈ R ,M(z) fiind suma păŗtilor principale ale lui R(z) relative
la polii din semiplanul superior.

Exemplul 5. In exemplul precedent, funçtia ra̧tională R(z) = 1
z2+1

are partea prin-

cipală relativă la singurul pol z = i din semiplanul superior M(z) = 1
2i

1
z−i . Deci avem

w(z) = 2 1
2i

1
z̄−i =

i
z+i
+ k + ik0. Luând punctul frontieră z = o se găseşte k = 0 şi avem

rezultatul precedent.

Problema lui Dirichlet pentru funçtii armonice pentru un domeniu oarecare se poate

rezolva folosind reprezentarea conformă a domeniului pe unul din domeniile canonice:

cercul unitate sau semiplanul superior.
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Exemplul 7. Să se rezolve problema lui Dirichlet pentru banda 0 < y < π cu datele

pe frontieră

u(x, 0) =

 1, pentru x > 0

0, pentru x < 0
, u(x,π) = 0.

Funçtia ς = ez, ς = ξ + iη, reprezintă conform banda 0 < y < π pe semiplanul

superior η > 0 . Condi̧tiile la limită devin

ũ(ξ, 0) =

 1, pentru ξ > 1

0, pentru ξ < 1.

Rezolvând această problemă Dirichlet găsim

ũ(ς) =
1

π

∞Z
1

ηdt

(ξ − t)2 + η2
=
1

2
− 1

π
arctg

µ
1− ξ

η

¶
.

Inlocuind ξ = ex cos (y) , η = ex sin (y) ob̧tinem solu̧tia problemei ini̧tiale:

u(x, y) =
1

2
− 1

π
arctg

µ
e−x − cos (y)
sin (y)

¶
.

14.11 Problema lui Neumann

Prin problema lui Neumann pentru funçtii armonice se îņtelege problema deter-

minării unei funçtii u(x, y) = u(z), armonică într-un domeniu D, continuu difereņtia-

bilă până la frontiera lui D, când se cunosc valorile derivatei sale normale pe frontieră
∂u
∂n
|z∈∂D = f(z) . In cazul domeniilor nemărginite se presupune că funçtia şi derivatele

sale paŗtiale de primul ordin sunt mărginite în domeniul D.

Din teorema T2. rezultă că pentru ca problema lui Neumann să aibă solu̧tie, este

necesar ca datele pentru derivata normală să verifice condi̧tia
R
∂D

∂u
∂n
ds =

R
∂D

f(z)dsz = 0

. Se poate arăta că dacă această condi̧tie este îndeplinită, atunci problema lui Neuman

are solu̧tie unică, abstraçtie făcând de o constantă aditivă.

Rezolvarea problemei lui Neuman poate fi redusă în mai multe moduri la rezolvarea

problemei lui Dirichlet.

Exemplul 8. Să rezolvăm problema lui Neuman pentru semiplanul superior y ≥ 0,
adică să determinăm funçtia u(x, y) armonică în semiplanul superior cunoscând valorile
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derivatei sale normale pe frontieră f(x), funçtie continuă pe R, astfel încât f(x) =

O(|x|−1−ε pentru |x|→∞, ε > 0 . Presupunem că
∞R
−∞

f(x)dx = 0 .

Cum ∂u
∂ne
|y=0 = −∂u

∂y
|y=0 şi cum derivata ∂u

∂y
a unei funçtii armonice este tot armon-

ică, problema Neuman revine la o problemă a lui Dirichlet. Aplicând formula stabilită

pentru problema lui Dirichlet pentru semiplan, putem scrie

∂u

∂y
= −1

π

∞Z
−∞

yf(t)

(t− x)2 + y2dt,

şi deci

u(x, y) = − 1
2π

∞Z
−∞

f(t) ln
£
(t− x)2 + y2¤ dt+ C(x).

Condi̧tia verificată la∞ de f(x) asigură existeņtă integralei şi deci această integrală va

fi o funçtie armonică. Rezultă că C 00(x) = 0 adică C(x) = C1 + C2x. Putem scrie

u(x, y) = − 1
2π

∞Z
−∞

f(t) ln
£
(t− x)2 + y2¤ dt+

+ ln(x2 + y2) · 1
2π

∞Z
−∞

f(t)dt+ C1 + C2x =

= − 1
2π

∞Z
−∞

f(t) ln
(t− x)2 + y2
x2 + y2

dt+ C1 + C2x.

Ultima integrală în modul este mai mică ca 1
2π

∞R
−∞

|f(t)| ln (|t|+ 1)2 dt, integrală con-
vergentă, deci mărginită. Rezultă că C2 = 0 şi putem scrie formula finală

u(x, y) = u(z) = − 1
2π

∞Z
−∞

f(t) ln
£
(t− x)2 + y2¤ dt+ C1 =

= −1
π

∞Z
−∞

f(t) ln |t− z| dt+ C1,

adică funçtia căutată este partea reală a funçtiei olomorfe

w(z) = −1
π

∞Z
−∞

f(t) ln (t− z) dt+ C1.
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Formulele stabilite se numesc formulele lui Dini de rezolvare a problemei lui Neuman

pentru semiplan.

Dacă funçtia ς = ς(z), ς = ξ + iη reprezintă conform domeniul simplu conex D

pe semiplanul η ≥ 0 şi z = z(ς) este inversa sa, atunci problema lui Neuman pentru

domeniu D se reduce la o problemă a lui Neuman pentru semiplanul superior pentru

funçtia ũ(ς) = u(z(ς)) . Cum prin reprezentare conformă direçtia normalei ñς trece în

direçtia normalei nz şi coeficientul de conformitate este |z0(ξ)| vom putea scrie

∂ũ

∂nς
|ς=ξ = ∂ũ

∂nz

¯̄
z=z(ξ) |z0(ξ)| = f(z(ξ)) |z0(ξ)| = f̃(ξ) |z0(ξ)|

şi deci vom avea

ũ(ς) = −1
π

∞Z
−∞

f̃(t) |z0(t)| ln |t− ς| dt+ C.

Revenind la vechea variabilă, punând ς = ς(z), t = ς(τ) şi ţinând cont că ς0(τ) = 1
z0(t)

găsim formula de rezolvare a problemei lui Neuman pentru domeniul D

u(z) = −1
π

Z
∂D

f(τ) ln |ς(τ)− ς(z)| · ς0(τ)
|ς0(τ)|dτ + C.

Exemplul 9. Să rezolvăm problema lui Neuman pentru cercul unitate |z| ≤ 1 .
In acest caz punând z = reiϕ , valoarea derivatei normale este

∂u

∂nz
|z=eiϕ = ∂u

∂r
|z=eiϕ = f(eiϕ),

cu condi̧tia
2πR
0

f(eiϕ)dϕ = 0 . Funçtia

z = z(ς) =
ς − i
ς + i

reprezintă conform semiplanul =m(ς) ≥ 0 pe cercul |z| ≤ 1 şi are inversa

ς = ς(z) =
1 + z

1− z i.

Cum

ς0(z) = 2i

(1− z)2
vom putea scrie expresia solu̧tiei

u(z) = −1
π

Z
|τ |=1

f(τ) ln

¯̄̄̄
1 + τ

1− τ
i− 1 + z

1− z i
¯̄̄̄
i |1− τ |2
(1− τ)2

dτ + C,
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sau punând τ = eiθ şi făcând calculele

u(z) = −1
π

2πZ
0

f(eiθ) ln
¯̄
eiθ − z¯̄ dθ + I1 + I2 + C,

unde

I1 = −1
π
ln

2

|1− z|

2πZ
0

f(eiθ)dθ = 0,

I2 =
1

π

2πZ
0

f(eiθ) ln
¯̄
1− eiθ ¯̄ dθ = cons tan t

Putem scrie formula lui Dini de rezolvare a problemei lui Neuman pentru cercul

unitate

u(z) = − 1
π

2πZ
0

f(eiθ) ln
¯̄
eiθ − z¯̄ dθ + C,

care arată că u(z) este partea reală a funçtiei olomorfe

w(z) = −1
π

2πZ
0

f(eiθ) ln
¡
eiθ − z¢ dθ + C,

sau

w(z) = − 1
πi

Z
|ς|=1

f(ς) ln (ς − z) dς
ς
+ C.

Notăm că această integrală, ca şi cea de la semiplan, se poate calcula cu teorema

reziduurilor numai după aplicarea integrării prin păŗti.

Evident puteam stabili această formulă observând că zw0(z) ¯̄z=eiϕ = ∂u
∂r
|r=1 + i∂v∂r |r=1

şi deci avem după formula lui Schwartz-Villat

zw0(z) = 1

2πi

Z
|ς|=1

f(ς)
ς + z

ς − z
dς

ς
+ iC

şi aşa mai departe.
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14.12 O idee simplă foarte productivă

Prezentăm acum o idee foarte simplă, dar foarte productivă în multe domenii ale

matematicii şi ale aplica̧tiilor acesteia.

Fie A o matrice pătratică de ordinul n şi X,Y coloanele componentelor a doi vectori

dintr-un spa̧tiu vectorial n-dimensional. Cum produsul matricilor Y tAX reprezintă un

număr, prin transpunere ob̧tinem acelaşi număr, deci are loc rela̧tia

Y tAX = XtAtY.

Dacă interpretăm coloanele X,Y , ca fiind coloanele componentelor unor deplasări

în spa̧tiul a n coordonate generalizate, AX ca fiind coloana componentelor unei foŗte

generalizate care apare datorită deplasării X prin matricea A şi AtY ca fiind coloana

componentelor unei foŗte care apare datorită deplasării Y prin matricea transpusă At,

atunci rela̧tia de mai sus poate fi interpretată ca o rela̧tie de reciprocitate: lucrul mecanic

efectuat de foŗta AX pe deplasarea Y este egal cu lucrul mecanic al foŗtei AtY pe

deplasarea X .

Să presupunem acum că avem de rezolvat ecua̧tia AX = F , adică vrem să găsim

deplasarea X = (x1, x2, ..., xi, ..., xn)
t care generează foŗta F prin matricea A. Să notăm

cu D(i) coloana componentelor deplasării care generează prin matricea At o foŗtă E(i) =

(0, 0, ..., 1, 0, ...0)t cu singura componentă nenulă egală cu unitatea pe locul i : AtD(i) =

E(i) . Scriind rela̧tia de reciprocitate pentru X, D(i) avem D(i)tAX = XtAtD(i) sau

D(i)tF = XtE(i) = xi sau xi = F tD(i). Rezultă că dacă cunoaştem toate solu̧tiile

D(i) ale ecua̧tiilor AtD(i) = E(i), i = 1, 2, ..., n, solu̧tii numite soluţiile fundamentale ale

matricei At ob̧tinem o reprezentare “integral̆a” a solu̧tiei căutate X,

Xt = (x1,..., xi, ...xn) = F
t
¡
D(1), ..., D(i), ...D(n)

¢
sau

X =
¡
D(1), ...,D(i), ...D(n)

¢t
F = A−1F.

Ob̧tinem astfel semnifica̧tia liniilor matricei inverse: transpusele liniilor matricei in-

verse A−1 sunt solu̧tiile fundamentale ale matricei At. Evident, dacă pe o cale oarecare

este mai uşor de determinat solu̧tiile fundamentale sau dacă avem nevoie numai de
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o componentă xi şi putem determina solu̧tia fundamentală D(i), această cale este de

preferat fa̧tă de găsirea inversei A−1. Mai notăm că în multe aplica̧tii, datorită prin-

cipiului açtiunii şi reaçtiunii, matricea A este simetrică şi deci va fi vorba de solu̧tiile

fundamentale ale matricei A. Aşa se întâmplă, de exemplu în rezisteņta materialelor,

când matricea A va fi matricea de rigiditate, iar rela̧tia de reciprocitate se va numi

principiul de reciprocitate al lui Betti.

Să mai observăm că dacă X este solu̧tie a ecua̧tiei AX = F şi dacă Y este o solu̧tie

a ecua̧tiei AtY = 0, atunci în mod necesar Y tF = 0. Deci dacă ecua̧tia AtY = 0, are

solu̧tii nebanale, atunci ecua̧tia AX = F are solu̧tii numai dacă F este ortogonal pe

orice solu̧tie nebanală a ecua̧tiei AtY = 0.

Ideea expusă este folosită în multe probleme cu foarte mult profit. Evident, în locul

matricei A apare un operator difereņtial, în locul sumelor vor apare integrale. Aşa va fi

folosită în paragraful următor.

14.13 Formulele lui Green pentru laplacean

In cazul funçtiilor armonice de două variabile, pentru a studia proprietă̧tile lor, am

folosit din plin legătura dintre acestea şi funçtiile analitice. Pentru funçtii de mai multe

variabile va trebui să folosim o altă idee şi anume să folosim o proprietate de reciprocitate

a operatorului lui Laplace.

Pentru simplitatea scrierii vom nota punctele din spa̧tiu prin vectorii lor de pozi̧tie

în raport cu un sistem de coordonate rectangular. Astfel vom nota prin x punctul al

cărui vector de pozi̧tie este x cu compnentele x1, x2, x3. Deci vectorii vor fi nota̧ti prin

caractere bold.

Dacă U(x) şi V (x) sunt două funçtii cu derivate paŗtiale de ordinul doi într-un

domeniu D, atunci putem scrie rela̧tia

gradU gradV = div (U gradV )− U∆V,

ob̧tinută imediat ţinând cont de formula de derivare a produsului. Schimbând între ele

pe U şi V , avem şi rela̧tia

gradU gradV = div (V gradU)− V∆U.
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Scăzând cele două rela̧tii ob̧tinem identitatea lui Green-Lagrange pentru operatorul lui

Laplace:

div (U gradV − V gradU) = U ∆V − V ∆U.

Dacă acum aplicăm formula flux-divergeņtăZZZ
D

divvdv =

ZZ
∂D

vnedσ,

valabilă pentru orice funçtie vectorială ~V continuă până la frontiera lui D, derivabilă în

D, ne fiind normala exterioară la frontieră, ob̧tinem formulaZZZ
D

(U ∆V − V ∆U) dv =

ZZ
∂D

µ
U
∂V

∂ne
− V ∂U

∂ne

¶
dσ,

numită formula de reciprocitate a lui Green pentru funcţii armonice. Este evident că

formulele de mai sus rămân valabile cu modificările de rigoare pentru orice număr de

variabile.

Dacă funçtia V este o funçtie armonică în domeniul D, atunci ob̧tinem rela̧tiaZZZ
D

V∆Udv =

ZZ
∂D

µ
V
∂U

∂ne
− U ∂V

∂ne

¶
dσ.

In particular, pentru V = 1, ob̧tinemZZZ
D

∆Udv =

ZZ
∂D

∂U

∂ne
dσ.

Această rela̧tie ne dă o defini̧tie intrinsecă a laplaceanului funçtiei U

4U(x) = lim

RR
∂d

∂U
∂ne
dσ

vol(d)
,

limita fiind luată când domeniul d coņtinând în interior punctul x se strânge la x.

Dacă funçtia U este şi ea armonică atunciZZ
∂D

∂U

∂ne
dσ = 0,

adică, regăsim şi pentru funçtii de mai multe variabile proprietatea referitoare la derivata

normală pe frontieră întâlnită la funçtii armonice de o variabilă şi la funçtii armonice
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de două variabile. Mai mult, acum rezultă uşor că dacă U este o funçtie cu derivate

paŗtiale de ordinul doi continue în D şi dacă pentru orice subdomeniu D̃ al lui D are

loc rela̧tia
RR
∂D̃

∂U
∂ne
dσ = 0, atunci funçtia U este armonică în D. Deci proprietatea este

caracteristică funçtiilor armonice.

Din proprietatea stabilită rezultă că problema lui Neumann pentru funçtii armonice,

adică problema determinării unei funçtii armonice într-un domeniu mărginit D când se

cunosc valorile derivatei sale normale pe frontieră, nu este posibilă decât dacă integrala

derivatei normalei date pe frontiera domeniului este nulă.

Din formula gradU gradV = div (V gradU)− V∆U în cazul U = V prin integrare
rezultă rela̧tia Z

D

gradU gradUdv +

Z
D

U∆Udv =

Z
∂D

U
∂U

∂n
dσ.

Din aceasta, aplicată difereņtei a două solu̧tii, rezultă că problema lui Dirichlet pen-

tru domeniul mărginit D are solu̧tie unică şi că problema lui Neumann pentru domeniul

mărginit D are solu̧tie unică abstraçtie făcând de o constantă aditivă.

14.14 Proprietă̧tile funçtiilor armonice

Să determinăm acum funçtiile armonice cu simetrie sferică, deci funçtiile armonice

care depind numai de distaņta |x| = px21 + x22 + x23 de la punct la originea sistemului
de axe: U = U(|x|). Cum

∂U

∂x1
= U 0(|x|) x1|x| ,

∂2U

∂x21
= U 00(|x|) x

2
1

|x|2 + U
0(|x|)

µ
1

|x| −
x21
|x|3

¶
rezultă

4U = U 00(|x|) + U 0(|x|) 2|x| = 0.

Deci U 0(|x|) = C1
|x|2 de unde U = −C1|x| + C2 , C1, C2 fiind constante reale oarecare. O

asemenea funçtie este definită şi armonică în întreg spa̧tiul fără origine. Cum gradU =
C1
|x|2

x
|x| ,

x
|x| fiind versorul direçtiei care uneşte originea O cu punctul curent x, rezultă că

o asemenea funçtie armonică cu simetrie sferică este poteņtialul unui câmp vectorial a

cărui mărime este invers propoŗtională cu pătratul distaņtei de la punct până la origine

şi este dirijat după direçtia vectorului de pozi̧tie al lui x dacă C1 > 0. Funçtia U fiind
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armonică în orice domeniu care nu coņtine originea, fluxul prin frontiera unui asemenea

domeniu va fi nul. Fluxul acestui câmp prin suprafa̧ta unei sfere S cu centrul în origine

de rază R este ZZ
S

C1
R2

x

|x|
x

|x|dσ = C14π.

Dacă vom considera un domeniuD care coņtine în interiorul său originea 0 şi vom aplica

proprietatea relativă la derivata normală a funçtiilor armonice domeniului limitate de o

sfera Sρ cu centrul în 0 şi raza ρ şi suprafa̧ta ∂D vom aveaZZ
∂D

∂

∂nex

−C1
|x| dσP =

ZZ
Sρ

C1
|x|2

x

|x|nexdσx = C14π.

Mai putem scrie ZZ
∂D

∂

∂nex

1

4π

1

|x|dσx = −1.

Rezultă că 4 1
4π

1
|x| este o funçtie nulă peste tot exceptând originea şi cu proprietatea că

integrala sa pe orice domeniu care coņtine în interior originea este −1. Ori o asemenea
funçtie în sensul obi̧snuit nu există, ea există în sensul teoriei distribu̧tiilor fiind ”funçtia”

lui Dirac −δ(x). Putem spune că funçtia U(x) = 1
4π|x| verifică ecua̧tia în distribu̧tii

4U(x) = −δ(x). Se poate spune că funçtia armonică Ω(x,0) = 1
4π

1
|x| este poteņtialul

unei surse unitate plasate în origine. Analogul în plan este funçtia armonică Ω(x,0) =
1
2π
ln
³
1
|x|
´
. Se poate regăsi acest lucru procedând ca mai sus, folosind coordonatele

polare.

Funçtia armonică în întreg spa̧tiul fără punctul ξ,

Ω(x, ξ) =
1

4π

1

|x− ξ| ,

unde am notat cu |x− ξ| distaņta de la punctul ξ la punctul x, este poteņtialul în x al
unei surse unitate plasate în punctul ξ.

Atât în plan cât şi în spa̧tiu, putem spune că funçtia Ω(x, ξ) reprezintă soluţia

fundamental̆a a operatorului lui Laplace −∆, adică

−4xΩ(x, ξ) = δ(x− ξ).

Observa̧tie. Uneori prin poteņtialul unui câmp vectorial V(x) se îņtelege o funçtie

ϕ(x), astfel încât lucrul mecanic necesar pentru a duce din punctul x1 în punctul x2



228 CAPITOLUL 14. FUNCŢII ARMONICE

unitatea de ”sarcină” a câmpului este independent de drum şi este egal cu difereņta

ϕ(x1) − ϕ(x2). In acest caz V(x) = − gradϕ(x). Intr-o asemenea interpretare funçtia
Ω(x, ξ) poate fi interpretată, de exemplu, ca poteņtialul câmpului electric creat de o

sarcină unitate plasată în punctul ξ într-un mediu cu constanta dielectrică unitate,

unită̧tile fiind luate în aşa numitul sistem ra̧tional.

Funçtia U(x) =
nP
k=1

Qk
4π

1
|x−ξk| este armonică în întreg spa̧tiul cu excep̧tia punctelor

ξk, k = 1, 2, ..., n; ea poate fi interpretată ca poteņtialul câmpului creat de sursele de

mărime Qk plasate în punctele ξk, k = 1, 2, ..., n.

In particular, funçtia

V (x, ξ) = lim
ξ0→ξ

Ω(x, ξ0)− Ω(x, ξ)

|ξ0−ξ| =
∂Ω(x, ξ)

∂eξ
= e.gradξΩ(x, ξ)

este armonică în tot spa̧tiul, exceptând ξ şi poate fi interptretată ca poteņtialul unui

dipol cu intensitate unitate plasat în ξ şi având axa e , direçtia după care ξ0→ ξ, sau

pe scurt cu momentul (vector) e. Mai general se spune că

V (x, ξ) = p · gradξΩ(x, ξ) = −p · gradxΩ(x, ξ)

reprezintă potenţialul unui dipol cu momentul (vector) p plasat în ξ . Un câmp E(x)de

aceeaşi natură açtionează asupra unui dipol cu momentul p cu un cuplu de mărime

M = p×E(ξ) şi cu o foŗtă F = (pgradξ)E(ξ). Din acest motiv, prin aceşti dipoli se
poate modela starea de polarizare electrică a unor dielectrici într-un câmp electric sau

starea de polarizare magnetică a unor materiale într-un câmp magnetic.

Dacă vom considera că în domeniul D avem dispusă o sarcină continuă astfel că

în elementul de volum dvξ centrat în ξ avem sarcina ρ(ξ)dvξ, ρ(ξ) fiind densitatea

volumică a acestei sarcini, sarcina totală fiind
R
D

ρ(ξ)dvξ, poteņtialul într-un punct x al

acestei sarcini va fi

U(x) =

Z
D

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ.

O asemenea funçtie există ca integrală improprie şi în punctele domeniului D şi se nu-

meşte potenţial de volum cu densitatea volumic̆a ρ(ξ). Ea este evident o funçtie armonică

în punctele x care nu apaŗtin domeniului D. Din acest punct de vedere al densită̧tii volu-

mice putem spune că o sarcină q în punctul ξ este dată de o densitate volumică qδ(x−ξ).
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Considerăm că o sarcină continuă este suprapunerea unor sarcini punctiforme pentru că

ρ(ξ) =
R
D

ρ(ζ)δ(ζ − ξ)dvζ .

Fie acum o suprafa̧tă Σ netedă. Considerăm domeniul Dε constituit din punctele

situate la distaņtă cel mult ε
2
de suprafa̧ta Σ de o parte şi de alta a sa. Considerăm că în

punctele ζ ale domeniului Dε avem o sarcină cu densitatea volumică ρε(ζ) = µ(ξ)
ε
unde

ξ este cel mai apropiat punct de pe Σ de ζ. Vom putea scrie că în punctele din exteriorul

lui Dε densitatea volumică este nulă. Dacă considerăm poŗtiunea din cilindrul care se

sprijină pe elementul de arie dσξ centrat în ξ coņtinută în Dε în această poŗtiune avem

sarcina µ(ξ)dσξ. Pentru ε→ 0 putem evident spune că această sarcină este concentrată

în elementul de arie dσξ. Dacă vom considera o funçtie oarecare ϕ(ζ) definită în întreg

spa̧tiu vom putea scrie pentru integrala luată pe întreg spa̧tiul

lim
ε→0

Z
ϕ(ζ)ρε(ζ)dvζ =lim

ε→0

Z
Dε

ϕ(ζ)ρε(ζ)dvζ =

Z
Σ

ϕ(ξ)µ(ξ)dσξ.

In particular pentru ϕ(ζ) = 1 vom găsi limita întregii sarcini
R
Σ

µ(ξ)dσξ, adică regăsim

că funçtia µ(ξ) poate fi considerată ca densitatea superficială a sarcinii limită. Limita

densită̧tii ρε(ζ) în sensul obi̧snuit nu există, dar o putem considera în sensul distribu̧tiilor

ca fiind o distribu̧tie delta pe suprafa̧ta Σ, µ(ξ)δΣ caracterizată prin rela̧tia de filtrare

valabilă pentru orice funçtieZ
ϕ(ζ)µ(ζ)δΣdvζ =

Z
Σ

ϕ(ξ)µ(ξ)dσξ,

integrala din stânga fiind luată pe tot spa̧tiul. Dacă vom considera un sistem de co-

ordonate local cu originea în punctul ξ de pe Σ cu axa ξ3 după normala la Σ atunci

distribu̧tia µ(ξ)δΣ va avea expresia µ(ξ)δ(ξ3). Poteņtialul sarcinii limită de mai sus în

punctele x neapaŗtinând lui Σ va fi

U(x) =

Z
Σ

µ(ξ)Ω(x, ξ)dσξ.

O asemenea funçtie se numeşte potenţial de simplu strat cu densitatea superficial̆a µ(ξ)

şi este o funçtie armonică în toate punctele x neapaŗtinând lui Σ.

Fie din nou o suprafa̧tă Σ netedă. Considerăm domeniul Dε constituit din punctele

situate la distaņtă cel mult ε de suprafa̧ta Σ de o parte şi de alta a sa. Considerăm
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că în punctele ζ ale domeniului Dε avem sarcină cu densitatea volumică ρε(ζ) = µ(ξ)
ε2

unde ξ este cel mai apropiat punct de pe Σ de ζ dacă ζ este de acea parte în spre care

este dirijată normala şi cu densitatea volumică ρε(ζ) = −µ(ξ)
ε2
dacă ζ este de cealaltă

parte. Vom putea scrie că în punctele din exteriorul lui Dε densitatea volumică este

nulă. Putem consideră că în poŗtiunea din cilindrul care se sprijină pe elementul de arie

dσξ centrat în ξ coņtinută în Dε avem un dipol cu momentul µ(ξ)nξdσξ. Dacă vom lua

o funçtie ϕ(ζ) definită în întreg spa̧tiu vom putea scrie pentru integrala luată pe întreg

spa̧tiul

lim
ε→0

Z
ϕ(ζ)ρε(ζ)dvζ =lim

ε→0

Z
Dε

ϕ(ζ)ρε(ζ)dvζ =

=lim
ε→0

Z
Σ

 0Z
−ε

−µ(ξ)
ε2

(ϕ(ξ) + t
∂ϕ

∂nξ
+ o(t))dt+

Z
0

ε
µ(ξ)

ε2
(ϕ(ξ) + t

∂ϕ

∂nξ
+ o(t))dt

 dσξ =
=

Z
Σ

µ(ξ)
∂ϕ

∂nξ
dσξ.

Limita densită̧tii ρε(ζ) în sensul obi̧snuit nu există, dar o putem considera în sensul

distribu̧tiilor ca fiind o distribu̧tie delta pe suprafa̧ta Σ, − ∂
∂nζ
µ(ζ)δΣ caracterizată prin

rela̧tia de filtrare valabilă pentru orice funçtie

−
Z

ϕ(ζ)
∂

∂nζ
µ(ζ)δΣdvζ =

Z
Σ

µ(ξ)
∂ϕ

∂nξ
dσξ.

Dacă vom considera un sistem de coordonate local cu originea în punctul ξ de peΣ cu axa

ξ3 după normala laΣ atunci distribu̧tia− ∂
∂nζ
µ(ζ)δΣ va avea expresia µ(ξ)δ0(ξ3).Poteņtialul

sarcinii limită de mai sus în punctele x neapaŗtinând lui Σ va fi

U(x) =

Z
Σ

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ.

O asemenea funçtie se numeşte potenţial de dublu strat cu densitatea superficial̆a µ(ξ)

şi este o funçtie armonică în toate punctele x neapaŗtinând lui Σ.

Fie U(x) o funçtie armonică în domeniul D şi fie Ω(x, ξ) = 1
4π

1
|x−ξ| poteņtialul unei

surse unitate plasate în punctul ξ din domeniul D. Ultima funçtie este armonică în

domeniul D, exceptând punctul ξ . Aplicăm formula lui Green funçtiilor U(x),Ω(x, ξ)

în coroana sferică DR1,R2 cu centrul în ξ cu razele R1, R2, coņtinută în D:
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ZZ
∂DR1,R2

µ
U(x)

∂Ω(x, ξ)

∂nxe
− Ω(x, ξ)

∂U(x)

∂nxe

¶
dσx =

=

ZZ
SR2

µ
U(x)

1

4πR2
− 1

4πR2

∂U(x)

∂nxe

¶
dσx−

−
ZZ
SR1

µ
U(x)

1

4πR1
− 1

4πR1

∂U(x)

∂nxe

¶
dσx = 0,

sau ţinând cont de proprietatea derivatei normale aplicată funçtiei U :

1

4πR22

ZZ
SR2

U(x)dσx =
1

4πR21

ZZ
SR1

U(x)dσx.

Făcând R1 → 0 , avem

U (ξ) =
1

4πR2

ZZ
SR

U(x)dσx,

SR fiind o sferă cu centrul în ξ, coņtinută în D. Rela̧tia fiind valabilă pentru r ≤ R
putem scrie

U(ξ)r2 =
1

4π

ZZ
|ξ−x|=r

U(x)dσx

şi integrând între 0 şi R avem

U(ξ) =
1

4πR3

3

ZZZ
|ξ−x|≤R

U(x)dvx

Am ob̧tinut deci proprietatea de medie a lui Gauss pentru funçtii armonice de trei

variabile: valoarea unei funçtii armonice într-un punct este media valorilor pe orice sferă

sau în orice sferă cu centrul în punct coņtinută în domeniul de armonicitate.

Din proprietatea de medie se deduce proprietatea de maxim şi minim: Dacă funçtia

U(x) este armonică în domeniul D ea nu-̧si poate atinge nicăieri în interiorul domeniului

cea mai mică şi cea mai mare valoare cu excep̧tia cazului când este constantă. Intr-

adevăr, să presupunem că o funçtie armonică în D şi-ar atinge valoarea maximă într-un

punct ξ interior lui D: oricare ar fi x în D, U(x) ≤ U(ξ). ξ fiind interior lui D există

o sferă SR cu cemtrul în ξ de rază R coņtinută în D. Dacă pe această sferă ar exista
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un punct x∗ astfel că U(x∗) < U(ξ) atunci ar exista o întreagă poŗtiune S
0
R pe sferă cu

această proprietate. Aplicând proprietatea de medie avem

U(ξ) =
1

4πR2

ZZ
S
0
R

U(x)dσx +

ZZ
SR−S0R

U(x)dσx

 <

<
1

4πR2

³
U(ξ)aria(S

0
R) + U(ξ) aria(SR − S

0
R)
´
= U(ξ)

Rezultă că pe întreaga sferă SR, şi în interiorul său, funçtia U este constantă. Pro-

cedând ca la demonstra̧tia principiului pentru funçtii armonice în plan deducem că

funçtia U este constantă în D.

Principiul de maxim şi minim este echivalent cu afirma̧tia că dacă m şi M sunt

valorea minimă, respectiv maximă a lui U pe frontiera domeniului mărginit D, atunci

pentru orice punct x din D are loc inegalitatea m ≤ U(x) ≤ M . Această afirma̧tie

rezultă uşor şi altfel: dacă ar exista un punct interior ξ unde funçtia ar avea un maxim

M∗ > M , luând pe ξ ca origine, posibil totdeauna, vom considera funçtia

U∗(x) = U(x) +
M∗ −M
2d2

¡
x21 + x

2
2 + x

2
3

¢
unde am notat cu d diametrul domeniului D. In ξ avem U∗(ξ) = M∗, în timp ce pe

frontiera lui D avem U∗(x) ≤ M + 1
2
(M∗ −M) < M∗, deci există un punct de maxim

local al lui U∗ în interiorul lui D. In acest punct vom avea

∂U∗

∂x1
=

∂U∗

∂x2
=

∂U∗

∂x3
= 0,

∂2U∗

∂x21
≤ 0, ∂

2U∗

∂x22
≤ 0, ∂

2U∗

∂x23
≤ 0

contradiçtie cu faptul că în acel punct ∆U∗ = 2(M∗−M)
d2

> 0.

In cazul domeniilor D nemărginite proprietatea de mai sus are loc dacă funçtia u(x)

este armonică în D, este continuă în închiderea lui D şi are loc proprietatea lim
x→∞

u(x) =

0.

In adevăr, dacă ξ este un punct oarecare din domeniul D nemărginit considerăm

sfera DR cu centrul în ξ de rază R. Considerând funçtia u(x) în interseçtia D∩DR vom
putea scrie

m− ε(R) ≤ u(ξ) ≤M + ε(R)
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unde ε(R) este maximul modulului funçtiei u(x) pe acea poŗtiune a frontierei lui DR

care se găseşte în D. Făcând R→∞ rezultă proprietatea.

Din ultima proprietate, rezultă că dacă două funçtii armonice continue în închiderea

lui D coincid pe frontiera lui D, atunci cele două funçtii coincid în D. Altfel spus, dacă

problema lui Dirichlet are solu̧tie pentru date continue pe frontieră, atunci solu̧tia este

unică. In cazul domeniilor nemărginite mai trebuie impusă condi̧tia ca la infinit funçtia

să tindă către zero.

14.15 Transformarea lui Kelvin

In cazul funçtiilor armonice de două variabile ne-am putut folosi de teoria funçtiilor

olomorfe, în particular am vazut că printr-o transformare conformă o funçtie armonică

se transformă tot într-o funçtie armonică. O funçtie armonică într-un domeniu plan

care coņtine originea planului z = x + iy se transformă prin transformarea conformă

ζ = 1
z
într-o funçtie armonică într-un domeniu care coņtine punctul de la infinit din

planul ζ = ξ + iη care va fi mărginită la infinit. Am mai întâlnit această condi̧tie. De

aici rezultă că o funçtie armonică de două variabile mărginită la infinit are derivatele în

orice direçtie tinzând către zero cel pu̧tin ca 1
|z|2 .

In cazul funçtiilor armonice de trei variabile numai avem aparatul funçtiilor olomorfe,

dar avem o transformare punctuală numită transformarea lui Kelvin care are aceeaşi

proprietate: dacă U(x) este o funçtie armonică într-un domeniu D atunci funçtia

V (x0) =
1

|x0|u(
x01
r02
,
x02
r02
,
x03
r02
), r02 = x021 + x

02
2 + x

02
3 ,

va fi armonică în domeniul D0care se ob̧tine din D prin transformarea

x01 =
x1
r2
, x02 =

x2
r2
, x03 =

x3
r2
, r2 = x21 + x

2
2 + x

2
3.

Notăm că rr0 = 1, adică transformarea este de fapt inversiunea fa̧tă de sfera unitate.

Dacă în coordonate sferice funçtia U este U(r, θ,ϕ), funçtia v este

V (r0, θ,ϕ) =
1

r0
U(
1

r0
, θ,ϕ).

Cum

4r,θ,ϕ =
∂2

∂r2
+
2

r

∂

∂r
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

r sin θ

∂

∂θ

µ
sin θ

∂

∂θ

¶
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şi
∂2v

∂r02
+
2

r0
∂v

∂r0
= r5

µ
∂2u

∂r2
+
2

r

∂u

∂r

¶
rezultă

4r0,θ,ϕV = r
54r,θ,ϕU

ceea ce confirmă afirma̧tia de mai sus. Evident rezultatul nu se modifică dacă se con-

sideră în locul sferei unitate o sferă oarecare.

Dacă U(x) este o funçtie armonică în vecinătatea originii O a spa̧tiului, prin transfor-

marea lui Kelvin ob̧tinem funçtia V (x0) armonică în vecinătatea punctului de la infinit.

In plus produsele r0V (x0), r02 ∂V
∂x01
, r02 ∂V

∂x02
, r02 ∂V

∂x03
rămân mărginite pentru r0 →∞. Invers

dacă avem o funçtie U(x) armonică în vecinătatea punctului de la infinit şi astfel că pro-

dusul rU(x) să rămână mărginit pentru r→∞, prin transformarea lui Kelvin ob̧tinem
funçtia V (x0) = 1

r0U(x) care va fi armonică în vecinătatea originii. Din ra̧tionamentul

de mai înainte rezultă că produsele r2 ∂v
∂x
, r2 ∂v

∂y
, r2 ∂v

∂z
rămân mărginite pentru r →∞.

Ne convingem uşor că chiar dacă impunem numai ca funçtia armonică în vecinătatea

lui infinit să aibă numai limită nulă la infinit ea va avea neapărat proprietă̧tile de mai

sus. O funçtie care este armonică în vecinătatea punctului de la infinit cu limită nulă la

infinit se numeşte regulat̆a la infinit. In plan o funçtie armonică în vecinătatea punctului

de la infinit se numeşte regulat̆a la infinit dacă ea are la infinit o limită finită.

In problemele lui Dirichlet şi Neuman pentru domenii nemărginite se caută solu̧tii

regulate la infinit.

In plan în problema lui Neuman

4u(P ) = 0, P ∈ D−,
u(P )|P∈∂D = ϕ(P )

pentru D− exteriorul unui domeniu D este necesară condi̧tia
R
∂D

f(p)dsP = 0 care

rezultă din aplicarea proprietă̧tii derivatei normale a funçtiilor armonice pentru dome-

niul mărginit de ∂D şi un cerc cu centrul în origine de rază foarte mare R şi făcând

R → ∞. Integrala pe cerc tinde la zero pentru că ∂u
∂n
se comportă ca 1

R2
iar lungimea

cercului este 2πR. Odată îndeplinită această condi̧tie problema lui Neuman pentru ex-

teriorul domeniului plan are solu̧tie unică abstraçtie făcând de o constantă.
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In cazul problemei lui Neuman pentru exteriorul unui domeniu spa̧tial nu mai este

necesară condi̧tia verificată de date pe frontieră pentru că nu mai putem aplica procedeul

de mai sus: derivata ∂u
∂n
a unei funçtii armonice regulate la infinit se comportă ca 1

R2

iar aria sferei este 4πR2. Dar dacă se cere solu̧tia problemei lui Neuman exterioare

îņtelegând prin aceasta solu̧tia regulată la infinit, aceasta este unică pentru că în acest

caz este valabilă formula ZZZ
D−

(gradu)2dσ =

ZZ
∂D

u
∂u

∂n
dσ.

14.16 Formula de reprezentare prin poteņtiali

Fie acum U(ξ) o funçtie cu derivate paŗtiale de ordinul doi continue înD. Să aplicăm

formula lui Green funçtiei U(ξ) şi funçtiei V (ξ) = Ω(x, ξ), x un punct arbitrar în D,

luând ca domeniu D − Sε domeniul D din care scoatem o sferă Sε cu centrul în x de

rază ε . Avem ZZZ
D−Sε

(U(ξ)∆Ω(x, ξ)− Ω(x, ξ)∆U) dvξ =

=

ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ−

−
ZZ
∂S²

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ))

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ

Ţinând cont că pe ∂Sε Ω (x, ξ) = 1
4πε
, ∂Ω(x,ξ)

∂neξ
= − 1

4πε2
şi că în D−Sε ∆ξΩ (x, ξ) = 0,

rezultă

−
ZZZ
D−Sε

Ω(x, ξ)∆Udvξ =

ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ+

+
1

4πε2

ZZ
Sε

U(ξ)dσξ − 1

4πε

ZZ
Sε

∂U(ξ)

∂neξ
dσξ.

Trecând la limită ε→ 0

−
ZZZ
D

Ω(x, ξ)∆Udvξ =
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=

ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ + U(x).

Deci

U(x) = −
ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ −

−
ZZZ
D

Ω (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ

Această egalitate, numită identitatea sau formula lui Poisson de reprezentare prin

potenţiali, arată că orice funçtie cu derivate de ordinul doi continue în D+∂D este suma

valorilor a trei funçtii:

a) funçtia U1(x) =
RR
∂D

Ω(x, ξ)∂U(ξ)
∂neξ

dσξ, un potenţial de simplu strat cu densitatea

superficial ă ∂U(ξ)
∂neξ

.

b) funçtia U2(x) = −
RR
∂D

U(ξ)∂Ω(x,ξ)
∂neξ

dσξ, un potenţial de dublu strat cu densitatea

superficial̆a −U(ξ).
c) funçtia U3(x) = −

RRR
D

∆ξU(ξ)Ω (x, ξ) dvξ, un potenţial de volum cu densitatea

volumică −∆ξU(ξ).

Vom observa că formula lui Poisson are loc şi dacă considerăm punctul x pe frontiera

domeniului D cu condi̧tia ca în loc de U(x) să considerăm 1
2
U(x) şi să considerăm

integralele pe frontieră în valoare principală. (Nu avem decât să înconjurăm punctul cu

o ”semisferă” când suprafa̧ta ∂D este netedă).

14.17 Integrala lui Gauss

Dacă luăm în formula de reprezentare U(x) = 1 avem valoarea aşa numitei integrale

a lui Gauss

Z
∂D

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
dσξ =


−1 pentru x ∈ D
−1
2
pentru x ∈ ∂D

0 pentru x /∈ D ∪ ∂D.
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14.18 Funçtiile Green

Considerăm din nou formula lui Poisson de reprezentare prin poteņtiali a unei funçtii

U(x) de două ori derivabilă în domeniul D

U(x) = −
ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ −

−
ZZZ
D

Ω (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ.

Fie g(x, ξ) o funçtie armonică în ξ pentru orice x. Din formula de reciprocitate a lui

Green aplicată funçtiilor U(ξ) şi g(x, ξ) avem

0 = −
ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂g (x, ξ)

∂neξ
− g (x, ξ) ∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ −

−
ZZZ
D

g(x, ξ)4ξU(ξ)dvξ

Adunând cele două rela̧tii şi notând

G(x, ξ) = Ω(x, ξ) + g(x, ξ)

avem

U(x) = −
ZZ
∂D

µ
U(ξ)

∂G (x, ξ)

∂neξ
−G (x, ξ) ∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ −

−
ZZZ
D

G (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ.

Dacă funçtia armonică g(x, ξ) este astfel încât G(x, ξ)|ξ∈∂D = 0 atunci avem

U(x) = −
ZZ
∂D

U(ξ)
∂G (x, ξ)

∂neξ
dσQ −

ZZZ
D

G (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ,

adică putem găsi solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru ecua̧tia lui Poisson

4ξU(ξ) = f(ξ), ξ ∈ D,
U(ξ)ξ∈∂D = ϕ(ξ).|

Funçtia G(x, ξ) se numeşte funcţia de surs̆a sau funcţia lui Green pentru problema lui

Dirichlet pentru domeniul D. Se poate arăta că ea este simetrică în cele două puncte
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x, ξ. Ea poate fi interpretată ca poteņtialul unei surse electrice unitate plasate în punctul

x din interiorul unui dielectic limitat de frontiera conductoare ∂D legată la pământ.

Pentru a rezolva problema lui Neumann pentru ecua̧tia lui Poisson ar trebui să alegem

funçtia armonică g(x, ξ) astfel încât ∂G(x,ξ)
∂neξ

¯̄̄
ξ∈∂D

= 0, dar asta este imposibil pentru

că oricum avem
RR
∂D

∂G(x,ξ)
∂neξ

dσξ = 1. Vom alege funçtia armonică g(x, ξ) astfel încât

∂G(x,ξ)
∂neξ

¯̄̄
ξ∈∂D

= k = const. Aceasta înseamnă să rezolvăm o problema a lui Neumann

pentru funçtia armonică g(x, ξ) cu datele k − Ω(x, ξ). Cum trebuie să avem
RR
∂D

(k −
∂Ω(x,ξ)
∂neξ

)dσξ = kΣ − 1 = 0 trebuie să alegem k = 1
Σ
unde Σ este aria frontierei ∂D. Cu

această alegere putem scrie

U(x) =

ZZ
∂D

G (x, ξ)
∂U(ξ)

∂neξ
dσξ −

ZZZ
D

G (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ − 1

Σ

ZZ
∂D

U(ξ)dσξ

adică putem rezolva problema lui Neumann pentru ecua̧tia lui Poisson

4ξU(ξ) = f(ξ), ξ ∈ D,
∂U(ξ)

∂neξ
|ξ∈∂D = ϕ(ξ)

¯̄̄̄
această solu̧tie fiind determinată abstraçtie făcând de o constantă. Funçtia G(x, ξ)

astfel determinată se numeşte funcţia lui Green pentru problema lui Neumann pentru

domeniul D.

Pentru unele domenii simple funçtiile lui Green pot fi găsite prin aşa numita metodă

a imaginilor. Considerăm cazul în care domeniul D este o sferă de rază R cu centrul în

originea 0 a sistemului de coordonate. Dacă x este un punct oarecare în spa̧tiu vom nota

prin x∗ inversul său în raport cu sfera, adică acel punct situat pe aceeaşi rază vectoare

cu x astfel încât |x| · |x∗| = R2. Este evident că (x∗)∗ = x, adică inversul inversului unui
punct ini̧tial coincide cu punctul ini̧tial. Fie prin calcul direct, fie pe cale geometrică se

verifică rela̧tia valabilă pentru două puncte oarecare x, ξ

1

|ξ∗−x∗| =
|x||ξ|
R2

1

|ξ − x| ,

In particular luând ξ∗ în loc de ξ vom avea

1

|ξ − x∗| =
|x||ξ∗|
R2

1

|ξ∗−x| .
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Dacă ξ ∈ ∂D atunci ξ∗ = ξ şi deci

1

|ξ − x∗|
¯̄̄̄
ξ∈∂D

=
|x|
R

1

|ξ − x|
¯̄̄̄
ξ∈∂D

.

Rezultă că dacă punem

G(x, ξ) =
1

4π

µ
1

|ξ − x| −
R

|x|
1

|ξ − x∗|
¶

atunci aceasta va fi o funçtie armonică în ξ în sfera D, funçtie care pe frontieră se

anulează. Deci pentru a ob̧tine o funçtie care se anulează pe frontieră este suficient ca

sursei unitate din punctul x să-i adăugăm o sursă de intensitate −R|x| în inversul x
∗ al lui

x.

Dacă notăm cu ϕ(x, ξ) unghiul dintre razele vectoare x, ξ atunci avem

|x− ξ| =
q
|x|2 + |ξ|2 − 2|x||ξ| cosϕ(x, ξ)

|x∗−ξ| = |x|
R

s
R2 +

|x|2|ξ|2
R2

− 2|x||ξ| cosϕ(x, ξ)

şi deci

G(x, ξ) =
1

4π

 1q
|x|2 + |ξ|2 − 2|x||ξ| cosϕ(x, ξ)

−

− 1q
R2 + |x|2|ξ|2

R2
− 2|x||ξ| cosϕ(P,Q)

 .
Rezultă

∂G(x, ξ)

∂neξ

¯̄̄̄
ξ∈∂D

=
∂G(x, ξ)

∂|ξ|
¯̄̄̄
ξ∈∂D

=

= − 1

4πR

R2 − |x|2¡
R2 + |x|2 − 2R|x| cosϕ(x, ξ)¢3/2

Rezultă că solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru funçtii armonice pentru sfera D

4U(ξ) = 0, ξ ∈ D,
U(ξ)|ξ∈∂D = Φ(ξ)

trebuie să fie de forma

U(x) =
1

4πR

ZZ
∂D

Φ(ξ)
R2 − |x|2¡

R2 + |x|2 − 2R|x| cosϕ(x, ξ)¢3/2dσξ.
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Se poate arăta că în adevăr această formulă numită formula lui Poisson de rezolvare a

problemei lui Dirichlet pentru sferă rezolvă efectiv problema.

Este clar că procedeul de mai sus se poate aplica şi în cazul funçtiilor de două

variabile. Pentru cercul D cu centrul în origine de rază R vom fi conduşi să luăm

funçtia lui Green pentru problema lui Dirichlet sub forma

G(x, ξ) =
1

2π

µ
ln

1

|x− ξ| − ln
1

|ξ − x∗| + ln
|x|
R

¶
=
1

2π
ln
|ξ − x∗||x|
|ξ − x|R .

Dacă trecem la afixele punctelor vom avea

G(z, ζ) =
1

2π
ln
|z∗ − ζ||z|
R|z − ζ| =

1

2π
ln

¯̄̄̄
R2 − zζ
R(ζ − z)

¯̄̄̄
.

Dacă ζ = ρeiθ, z = reiϕ atunci

∂G(z, ζ)

∂neζ

¯̄̄̄
ζ∈∂D

=
∂G(z, ζ)

∂ρ

¯̄̄̄
ζ∈∂D

=
1

2π
<e
½
eiθ
d

dζ
ln
R2 − zζ
R(ζ − z)

¾
=

=
1

2π
<e
½
eiθ
µ

1

ζ − z +
z

R2 − zζ
¶¾

=

=
R2 − r2

2πR(R2 + r2 − 2Rr cos(ϕ− θ))

Deci solu̧tia problemei lui Dirichlet pentru funçtii armonice pentru cerc ar trebui să fie

U(z) =
1

2πR

2πZ
0

Φ(Reiθ)
R2 − r2

R2 + r2 − 2Rr cos(ϕ− θ)
dθ,

adică abstraçtie făcând de nota̧tii am regăsit formula lui Poisson de rezolvare a problemei

lui Dirichlet pentru funçtii armonice pentru cerc.

14.19 Proprietă̧ti ale poteņtialului de volum

Proprietatea 1. Să presupunem că funçtia U(ξ) este o funçtie definită în întreg

spa̧tiul cu derivate de ordinul doi continue în întreg spa̧tiul şi astfel încât pe orice sferă

cu centrul în origine de rază R să aibă loc rela̧tii de forma

|gradU | < M

R1+λ
, |U | < M

Rλ

unde λ este un număr pozitiv. Scriind formula de reprezentare a lui Poisson pentru

domeniul DR mărginit de o asemenea sferă vom avea
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U(x) = −
ZZ
∂DR

µ
U(ξ)

∂Ω (x, ξ)

∂neξ
− Ω (x, ξ)

∂U(ξ)

∂neξ

¶
dσξ −

−
ZZZ
DR

Ω (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ

şi cum evident pentru x fixat lim
R→∞

|x−ξ|
R

= 1 vom avea¯̄̄̄
¯̄ZZ
∂DR

∂U(ξ)

∂nξ
Ω(x, ξ)dσξ

¯̄̄̄
¯̄ <

R2M

RR1+λ
;

¯̄̄̄
¯̄ZZ
∂DR

U(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ

¯̄̄̄
¯̄ <

R2M

R2Rλ
.

Rezultă că

lim
R→∞

ZZ
∂DR

∂U(ξ)

∂nξ
Ω(x, ξ)dσξ = lim

R→∞

ZZ
∂DR

U(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ = 0

şi deci formula de reprezentare devine

U(x) = − lim
R→∞

ZZZ
DR

Ω (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ = −
ZZZ
R3

Ω (x, ξ)∆ξU(ξ)dvξ

ultima integrală fiind extinsă la tot spa̧tiul.

Proprietatea 2. Fie acum ρ(ξ) o funçtie definită pe un domeniu mărginit sau

nemărginit D astfel încât să existe poteņtialul de volum U(x) =
R
D

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ.

Acesta este evident o funçtie armonică în exteriorul lui D.

Proprietatea 3. Fie acum ρ(ξ) o funçtie definită şi cu derivate de primul ordin

continue pe un domeniu mărginitD. Fie poteņtialul de volum U(x) =
R
D

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ.

Pentru x chiar în interiorul luiD putem deriva în raport cu variabilele lui x sub integrală

ob̧tinând

gradxU(x) =
1

4π

Z
D

ρ(ξ)gradx
1

|x− ξ|dvξ =
1

4π

Z
D

ρ(ξ)
ξ − x
|ξ − x|3dvξ

pentru că ultima integrală este convergentă, sub integrală fiind un infinit de ordin mai

mic ca trei. Nu mai putem deriva mai departe pentru că se ob̧tin integrale divergente.
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Ca să calculăm laplaceanul funçtiei U(x) într-un punct x interior luiD vom considera

un domeniu d care coņtine pe x în interior şi care este complet coņtinut în D. Vom

putea scrieZ
∂d

∂U(ζ)

∂nζ
dσζ =

Z
∂d

Z
∂D

ρ(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂nζ
dvξdσζ =

Z
∂D

ρ(ξ)

Z
∂d

∂Ω(ζ, ξ)

∂nζ
dσζdvξ.

Integrala interioară este egală cu −1 pentru ξ în interiorul lui d şi cu 0 în exteriorul lui
d. Deci Z

∂d

∂U(ζ)

∂nζ
dσζ = −

Z
d

ρ(ξ)dvξ.

Trecând la limită astfel ca domeniul d să se strângă la x avem

lim
d→x

R
∂d

∂U(ζ)
∂nζ

dσζ

vol(d)
= −ρ(x)

adică ob̧tinem teorema:

Teorema 1. Un poteņtial de volum U(ξ) cu o densitate ρ(ξ) continuă pe un domeniu

mărginit D este o funçtie armonică în exteriorul domeniului D şi satisface ecua̧tia lui

Poisson ∆xU(x) = −ρ(x) în interiorul domeniului D .

Acum putem găsi solu̧tia ecua̧tiei lui Poisson ∆xU(P ) = −ρ(x) în întreg spa̧tiu dacă
funçtia ρ(x) are derivate paŗtiale de ordinul întâi continue în întreg spa̧tiul şi pe orice

sferă de rază R cu centrul în origine are loc rela̧tia
¯̄
R2+λρ(x)

¯̄
< M cu 0 < λ < 1. După

proprietatea 1., solu̧tia nu poate să fie decât poteņtialul de volum cu densitatea ρ(ξ)

U(x) =

Z
R3

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ.

Aceasta este solu̧tie pentru că dacă luăm un punct x fixat şi notăm cuD1 o vecinătate

a lui x şi cu D2 restul spa̧tiului putem scrie

U(x) = U1(x) + U2(x) =

Z
D1

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ +

Z
D2

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ

şi evident ∆xU1(x) = −ρ(x) după proprietatea 3. şi ∆xU2(x) = 0 după proprietatea 2.

Am ob̧tinut teorema

Teorema 2. Solu̧tia ecua̧tiei lui Poisson ∆xU(x) = −ρ(x) în întreg spa̧tiu, unde
funçtia ρ(x) este continuă în întreg spa̧tiul şi pe orice sferă de rază R cu centrul în
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origine are loc rela̧tia
¯̄
R2+λρ(x)

¯̄
< M cu 0 < λ < 1, este poteņtialul de volum cu

densitatea ρ(x) , U(x) = − R
R3

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ.

Câmpul electric al unor sarcini electrice q1, q2, · · ·, qn situate în punctele ξ1, ξ2, · · ·, ξn
în vid are, conform legii lui Coulomb, poteņtialul

u(x) =
1

ε0
(q1Ω(x, ξ1) + q2Ω(x, ξ2) + · · ·qnΩ(x, ξn)) ,

ε0 fiind o constanta dielectrică a mediului, care depinde de sistemul de unită̧ti. Câmpul

electric al unei distribu̧tii continue de sarcini cu densitatea ρ(ξ) în vid are poteņtialul

u(x) =
1

ε0

Z
R3

ρ(ξ)Ω(x, ξ)dvξ

şi după cele demonstrate avem

∆xu(P ) = − 1
ε0
ρ(x).

Aceasta este aşa numita teoremă a lui Gauss relativ̆a la câmpul electric. In ce priveşte

intensitatea câmpului avem

rotxE(x) = 0, divxE(x) =
1

ε0
ρ(x),

adică câmpul electric sta̧tionar este irota̧tional şi are surse.

Câmpul unei distribu̧tii continue de dipoli cu momentele P(ξ) va avea poteņtialul

u(x) =
1

ε0

Z
D

P(ξ)gradξΩ(x, ξ)dvξ =

= − 1
ε0

Z
D

divξP(ξ)Ω(x, ξ)dvξ +
1

ε0

Z
D

divξ (P(ξ)Ω(x, ξ)) dvξ =

= − 1
ε0

Z
D

divξP(ξ)Ω(x, ξ)dvξ +
1

ε0

Z
∂D

P(ξ)Ω(x, ξ)nξdσξ

ultima integrală dispărând dacă P(ξ) |ξ∈∂D = 0 în cazul domeniului mărginit sau dacă
P(ξ) tinde suficient de repede către zero la mari distaņte în cazul domeniului nemărginit.

Deci putem spune că dacă există atât surse electrice cu densitatea ρ(ξ) cât şi dipoli
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electrici cu momentul sau, cum se mai zice, cu polarizarea P(ξ), cum se poate presupune

în cazul dielectricilor, poteņtialul câmpului este dat de

u(x) =
1

ε0

Z
D

(ρ(ξ)− divξP(ξ))Ω(x, ξ)dvξ,

şi deci pentru întensitatea câmpului E(x) = −gradxu(x) vom avea

divxE(x) = −∆xu(x) =
1

ε0
(ρ(x)− divxP(x))

şi avem deci

divx

µ
E(x) +

1

ε0
P(x)

¶
=
1

ε0
ρ(x).

Vectorul D(x) = E(x) + 1
ε0
P(x) se numeşte vectorul inducţiei câmpului electric în

dielectrici.

Se constată că pu̧tini dielectrici au o polarizare permanentă şi că pentru majoritatea

polarizarea apare în prezeņtă câmpului electric, adică în cazul dielectricilor omogeni şi

izotropi vom putea scrie în aproxima̧tia lineară

P(x) = ε0χE(x),

χ fiind susceptivitatea dielectricului. Dacă punem εr = 1 + χ vom putea scrie D = εrE

şi vom ob̧tine legile fundamentale ale electrostaticii:

divD =
1

ε0
ρ, rotD = 0,D = εrE.

εr este permitivitatea electric̆a relativ̆a a mediului.

Prin conductori în electrostatică se îņteleg acele materiale în care câmpul electric

este nul, adică cele în care permitivitatea electrică relativă este infinită.

Considera̧tii analoage se pot face în ce priveşte câmpul magnetostatic, cu deosebirea

că nu există sarcini magnetice, că poate exista polarizare magnetică permanentă, că

polarizarea magnetică depinde mult mai complicat de intensitatea câmpului magnetic.

In aproxima̧tia lineară legile fundamentale ale magnetostaticii vor fi

divB = 0, rotH = 0,B = µH

unde B este induçtia magnetică, H intensitatea câmpului magnetic, µ permeabilitatea

magnetică a mediului.
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14.20 Proprietă̧tile poteņtialilor de simplu şi dublu

strat

O suprafa̧tă S se numeşte suprafaţ̆a de tipul lui Liapunov dacă satisface următoarele

trei condi̧tii:

1. In orice punct ζ al suprafȩtei există planul tangent.

2. Există un număr d > 0 astfel încât, dacă ζ este un punct pe suprafa̧tă orice

sferă cu centrul în ζ şi raza mai mică decât d, sfera lui Liapunov a punctului ζ, împarte

suprafa̧ta în două poŗtiuni, una în interiorul sferei şi alta în afara ei; dreptele paralele

cu normala cu normala la S în ζ taie poŗtiunea din interiorul sferei în cel mult un singur

punct. Numărul d se numeşte raza sferei lui Liapunov.

3. In orice punct ζ se poate alege un sistem rectangular de coordonate local ζξ1ξ2ξ3,

astfel că versorul lui ζξ3 este versorul normalei nζ, iar planul ζξ1ξ2 este planul tangent

la suprafa̧tă în ζ. Poŗtiunea de suprafa̧tă cuprinsă în interiorul sferei lui Liapunov are o

ecua̧tie de forma ξ3 = ϕ(ξ1, ξ2) unde funçtia ϕ(ξ1, ξ2) are derivatele după orice direçtie t

din planul tangent funçtii hölderiene, adică există constantele a > 0, α ≤ 1 astfel încât¯̄̄̄
∂ϕ(ξ01, ξ

0
2)

∂t
− ∂ϕ(ξ001 , ξ

00
2 )

∂t

¯̄̄̄
≤ a £(ξ01 − ξ001 )

2 + (ξ02 − ξ002 )
2
¤α/2

pentru orice două puncte din interiorul sferei lui Liapunov a lui ζ.

Dacă ξ este un alt punct pe suprafa̧tă în interiorul sferei lui Liapunov a punctului ζ

să notăm r = |ξ − ζ| şi ρ = |ξ0−ζ| unde ξ0 este proieçtia lui ξ pe planul tangent în ζ.
Evident ρ ≤ r. Avem ¯̄̄̄

∂ϕ(ξ0)
∂t

¯̄̄̄
≤ aρα ≤ arα

oricare ar fi direçtia t în planul tangent. Deasemenea

|ϕ(ξ0)| =
¯̄̄̄
¯̄Z
0

ρ
∂ϕ

∂ρ
dρ

¯̄̄̄
¯̄ ≤ a

α+ 1
ρα+1 ≤ a

α+ 1
rα+1 = brα+1,

unde am pus b = a
α+1
. Cum

r =
q

ρ2 + ξ23 ≤
p

ρ2 + b2ρ2α+2 ≤ √1 + b2d2αρ = cρ

unde c =
√
1 + b2d2α. Deci ρ ≤ r ≤ cρ. Avem

cos(nζ, ξ − ζ) =
ξ3

|ξ − ζ|
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şi deci

| cos(nζ , ξ − ζ)| ≤ b|ξ − ζ|α.

Schimbând rolul punctelor ζ, ξ avem

| cos(nξ, ζ − ξ)| ≤ b|ξ − ζ|α.

Mai avem

cos(nξ,nζ) =
1p

1 + |gradξ0ϕ(ξ0)|2
≥ 1p

1 + a2ρ2α
≥ 1√

1 + a2d2α
= e.

| cos(nξ, ζξk)| =
| ∂ϕ
∂ξk
|p

1 + |gradξ0ϕ(ξ0)|2
≤ aρα ≤ arα, k = 1, 2.

O defini̧tie analoagă şi proprietă̧ti analoage avem în plan pentru curbele lui Liapunov.

Dacă S este o suprafa̧tă a lui Liapunov, un poteņtial de simplu strat cu densitatea

µ(ξ) continuă şi mărginită pe suprafa̧ta S

V (x) =

ZZ
S

µ(ξ)Ω(x, ξ)dσξ =
1

4π

ZZ
S

µ(ξ)

|ξ − x|dσξ

are sens şi pentru punctele x = ζ de pe suprafa̧ta S ca integrală improprie. In adevăr,

dacă luăm o sferă s cu centrul în ζ cu raza mai mică decât raza sferei lui Liapunov vom

avea ¯̄̄̄
¯̄ 14π

ZZ
s

µ(ξ)

|ξ − ζ|dσξ

¯̄̄̄
¯̄ =

¯̄̄̄
¯̄ 14π

ZZ
s0

µ(ξ)

|ξ − ζ|
dξ1dξ2

cos(nξ,nζ)

¯̄̄̄
¯̄ ≤ M

4πe

ZZ
s0

dξ1dξ2
ρ

,

s0 fiind proieçtia lui s pe planul tangent. Ultima integrală poate fi făcută oricât de mică.

Se vede uşor că poteņtialul de simplu strat este funçtie continuă de ζ pe S.

Dacă ζ este un punct pe S putem considera derivata poteņtialului de simplu strat

într-un punct x neapaŗtinând lui S după direçtia normalei în ζ :

∂V (x)

∂xnζ
=

Z
S

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂xnζ
dσξ =

1

4π

ZZ
S

µ(ξ)

|ξ − x|3 (ξ − x)nζdσξ.

Această integrală are sens şi pentru x = ζ ca integrală improprie, ea devenind

∂V (ζ)

∂ζnζ
=

Z
S

µ(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ζnζ
dσξ =

1

4π

ZZ
S

µ(ξ)

|ξ − ζ|2 cos(nζ , ξ − ζ)dσξ.
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In baza inegalită̧tilor de mai sus aceasta există ca integrală improprie. Această valoare

se numeşte valoarea direct̆a a derivatei dup̆a normal̆a a potenţialului de simplu strat în

punctul ζ. Ea nu este valoarea derivatei după normală în sensul obi̧snuit. Ne putem

aştepta ca poteņtialul de simplu strat şi derivatele sale normale să prezinte salturi la

traversarea suprafȩtei S.

Dacă D este un domeniu care coņtine în interior suprafa̧ta S şi v este un câmp

vectorial cu derivate de ordinul întâi în D cu excep̧tia lui S unde prezintă saltul [v]n

atunci teorema flux divergeņtă se scrieZ
∂D

vndσ =

Z
D

divvdv +

Z
S

[v]ndσ.

Pentru funçtii cu salt se va modifica şi formula de reciprocitate pentru laplacean. Scriem

această formulă pentru un domeniu D care coņtine în interior suprafa̧ta S pentru o

funçtie oarecare U(x) de două ori derivabilă în D şi pentru poteņtialul de simplu strat

V(x): Z
D

Z
S

µ(ξ)Ω(x, ξ)dσξ4U(x)dvx =

=

Z
∂D

Z
S

µ(ξ)Ω(x, ξ)dσξ
∂U

∂nx
− U(x)

Z
S

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂xnx
dσξ

 dσx−
−
Z
S

µ
[V (x)]

∂U

∂nx
− U(x)

·
∂V (x)

∂nx

¸¶
dσx

sau permutând integraleleZ
S

µ(ξ)

Z
D

Ω(x, ξ)4U(x)dvx −
Z
∂D

µ
Ω(x, ξ)

∂U

∂nx
− U(x)∂Ω(x, ξ)

∂xnx

¶
dσx

 dσξ =
−
Z
S

µ
[V (ξ)]

∂U

∂nξ
− U(ξ)

·
∂V (ξ)

∂nξ

¸¶
dσξ.

Cum ξ este în interiorul lui D rezultă ca prima paranteză este −U(ξ) şi deci avemZ
S

U(ξ)

µ
µ(ξ)+

·
∂V (ξ)

∂nξ

¸¶
dσξ −

Z
S

[V (ξ)]
∂U

∂nξ
σξ = 0.

Funçtia U(ξ) fiind arbitrară rezultă rela̧tiile de salt

[V (ξ)] = 0,·
∂V (ξ)

∂nξ

¸
= −µ(ξ),
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adică poteņtialul de simplu strat este continuu la traversarea suprafȩtei, în timp ce

derivata sa normală suferă un salt egal cu minus densitatea.

In aceleaşi condi̧tii de mai sus poteņtialul de dublu strat

W (x) =

Z
S

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂ξnξ
dσξ

există chiar şi pentru punctele x = ζ de pe suprafa̧ta S. Ca mai sus se stabilesc rela̧tiile

de salt pe suprafa̧ta S

[W (ζ)] = µ(ζ),·
∂W (ζ)

∂nζ

¸
= 0,

adică poteņtialul de dublu strat suferă la traversarea suprafȩtei un salt egal cu densitatea

în timp ce derivatele sale normale sunt continue.

Dacă suprafa̧ta S este frontiera ∂D a unui domeniu putem chiar preciza legătura

între valorile limită şi valorile directe. Anume dacă vom scrie poteņtialul de dublu strat

sub forma

W (x) =

Z
∂D

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂ξnξ
dσξ =

=

Z
∂D

[µ(ξ)− µ(ζ)]∂Ω(x, ξ)
∂ξnξ

dσξ + µ(ζ)

Z
∂D

∂Ω(x, ξ)

∂ξnξ
dσξ,

ζ fiind un punct pe frontiera ∂D, prima integrală reprezintă o funçtie I(x) continuă la

traversarea lui ∂D prin ζ. Notând prin W e(ζ),W i(ζ) valorile limită ale poteņtialului

de dublu strat venind din exterior, respectiv interior şi prin W (ζ) valoarea directă vom

avea

W e(ζ) = I(ζ),

W (ζ) = I(ζ)− µ(ζ)
2
,

W i(ζ) = I(ζ) + µ(ζ).

Rezultă formulele de salt ale potenţialului de dublu strat

W e(ζ) = W (ζ) +
µ(ζ)

2
,

W i(ζ) = W (ζ)− µ(ζ)
2
.
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Pentru valorile derivatelor după normală ale poteņtialului de simplu strat nu mai putem

proceda ca mai sus, dar vom observa că funçtia

∂V (x)

∂xnζ
+W (x)

este continuă la traversarea lui ∂D prin ζ. Atunci cu nota̧tii evidente vom putea scrie

∂V e(ζ)

∂xnζ
+W e(x) =

∂V (ζ)

∂xnζ
+W (ζ) =

∂V i(ζ)

∂xnζ
+W i(x)

de unde rezultă formulele de salt ale derivatelor normale ale poteņtialului de simplu

strat

∂V e(ζ)

∂xnζ
=

∂V (ζ)

∂xnζ
− µ(ζ)

2
,

∂V i(ζ)

∂xnζ
=

∂V (ζ)

∂xnζ
+
µ(ζ)

2
.

Dacă vom plasa originea sistemului de coordonate în interiorul domeniului D şi vom

nota prin L diametrul domeniului D, cea mai mare distaņtă dintre punctele sale, vom

|x− ξ| ≥ |x|− |ξ| ≥ |x|− L

presupunând |x| > 2L vom avea

|x− ξ| > |x|
2

şi ob̧tinem pentru poteņtialul de simplu strat evaluarea la mari distaņte

|V (x)| ≤ 2

4π|x|
Z
∂D

|µ(ξ)|dσξ.

Pentru poteņtialul de dublu strat putem scrie

|W (x)| ≤ 1

4π

Z
∂D

|µ(ξ)| 1

|x− ξ|2 cos(nξ, ξ − x)|dσξ ≤
22

4π|x|2
Z
∂D

|µ(ξ)|dσξ.

Dacă un poteņtial de simplu strat pe frontiera unui domeniu D este constant pe

frontieră atunci el reprezintă o funçtie armonică în întreg spa̧tiu, constantă în interiorul

domeniului D şi poate fi interpretat ca poteņtialul unei distribu̧tii de sarcini electrice

pe suprafa̧ta conductorului D. Din acest motiv în acest caz densitatea µ(ξ) se numeşte

în acest caz densitate electrostatic̆a.
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In plan se definesc poteņtiali de simplu strat şi dublu strat pe o curbă C prin în-

locuirea funçtiei fundamentale din spa̧tiu cu funçtia fundamentală din plan Ω(x, ξ) =

1
2π
ln 1

|x−ξ| . Se meņtin proprietă̧tile de mai sus relative la salt. In ce priveşte comportarea

la infinit poteņtialul de simplu strat se comportă ca ln |x| iar poteņtialul de dublu strat
este mărginit.

14.21 Rezolvarea problemelor la limită prin ecua̧tii

integrale

Proprietă̧tile poteņtialilor de simplu strat şi dublu strat conduc la rezolvarea prob-

lemelor lui Dirichlet şi Neumann cu ajutorul lor. Anume pentru rezolvarea problemelor

lui Dirichlet vom folosi poteņtialul de dublu strat

W (x) =

Z
∂D

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ,

iar pentru problemele lui Neumann vom folosi poteņtialul de simplu strat

V (x) =

Z
∂D

ν(ξ)Ω(x, ξ)dσξ.

Scriind că acestea satisfac condi̧tiile problemelor respective ob̧tinem că densită̧tile tre-

buie să satisfacă ecua̧tiile integrale:

pentru problema lui Dirichlet interioară

µ(ζ)− 2
Z
∂D

µ(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ξnξ
dσξ = −2U i0(ζ), ζ ∈ ∂D;

pentru problema lui Dirichlet exterioară

µ(ζ) + 2

Z
∂D

µ(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ξnξ
dσξ = 2U

e
0 (ζ), ζ ∈ ∂D;

pentru problema lui Neumann interioară

ν(ζ) + 2

Z
∂D

ν(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ζnζ
dσξ = 2

∂U i0(ζ)

∂nζ
, ζ ∈ ∂D;

pentru problema lui Neumann exterioară

ν(ζ)− 2
Z
∂D

ν(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ζnζ
dσξ = −2∂U

e
0(ζ)

∂nζ
, ζ ∈ ∂D.
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In membrii drep̧ti sunt valorile cunoscute pe frontieră ale funçtiei sau derivatei normale.

Dacă notăm

K(ζ, ξ) = 2
∂Ω(ζ, ξ)

∂ξnξ

atunci vom avea

2
∂Ω(ζ, ξ)

∂ζnζ
= K(ξ, ζ).

Aceste funçtii se numesc nucleele cu singularitate polar̆a ale ecuaţiilor integrale. Se zice

că aceste nuclee sunt asociate în sensul că schimbând rolul celor două variabile unul

trece în celălalt. Dacă ne imaginăm că pentru integrale folosim o formulă de cuadratură

şi scriem că ecua̧tia este verificată în nodurile formulei de cuadratură atunci în locul

ecua̧tiilor integrale ob̧tinem sisteme de ecua̧tii lineare cu acelaşi număr de ecua̧tii şi

necunoscute, matricea corespunzătoare nucleului K(ξ, ζ) ar fi transpusa matricei core-

spunzătoare nucleului K(ζ, ξ). Pentru ecua̧tiile integrale are loc aşa numita teoremă de

alternativ̆a a lui Fredholm care generalizează lucrurile care se petrec la sisteme lineare

cu acelaşi număr de ecua̧tii şi necunoscute. Ea afirmă că sau ecua̧tia integrală omogenă

admite o solu̧tie unică şi atunci şi ecua̧tia omogenă asociată admite tot numai solu̧tie

unică şi ecua̧tiile neomogene admit solu̧tie unică oricare ar fi termenii liberi sau cele două

ecua̧tii omogene asociate admit admit acelaşi număr de solu̧tii nebanale linear indepen-

dente şi o ecua̧tie neomogenă are solu̧tie numai dacă termenul său liber este ortogonal

pe toate solu̧tiile nebanale linear independente ale ecua̧tiei omogene asociate.

Observăm că în sensul de mai sus ecua̧tiile problemelor lui Dirichlet interioare şi

Neumann exterioare sunt asociate şi de asemenea ecua̧tiile problemelor lui Dirichlet

exterioare şi Neumann interioare sunt asociate.

Să considerăm că ν0(ξ) este solu̧tie a ecua̧tiei omogene a problemei lui Neumann

exterioare

ν0(ζ)− 2
Z
∂D

ν0(ξ)
∂Ω(ζ, ξ)

∂ζnζ
dσξ = 0

şi fie poteņtialul de simplu strat corespunzător

V0(x) =

Z
∂D

ν0(ξ)Ω(x, ξ)dσξ.

Ecua̧tia integrală omogenă arată că are loc rela̧tia

∂V e0 (ζ)

∂nζ
= 0
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şi în virtutea unicită̧tii solu̧tiei problemei lui Neumann exterioare rezultă

V0(x) = 0,x /∈ D ∪ ∂D.

Poteņtialul de simplu strat fiind continuu la traversarea frontierei rezultă că avem şi

V0(x) = 0,x ∈ D

şi deci şi
∂V i0 (ζ)

∂nζ
= 0.

Atunci în virtutea rela̧tiei de salt rezultă ν0(ζ) pentru ζ ∈∂D, adică ecua̧tia omogenă are
numai solu̧tia banală. După teorema de alternativă a lui Fredholm rezultă că ecua̧tiile

integrale neomogene admit solu̧tii unice oricare ar fi termenii liberi continui. Avem

urmatoarele concluzii:

Dacă ∂D este suprafa̧tă a lui Liapunov atunci problema lui Dirichlet interioară are

solu̧tie unică pentru orice date continue pe frontieră şi această solu̧tie poate fi reprezen-

tată printr-un poteņtial de dublu strat.

Dacă ∂D este suprafa̧tă a lui Liapunov atunci problema lui Neumann exterioară are

solu̧tie unică pentru orice date continue pe frontieră şi această solu̧tie poate fi reprezen-

tată printr-un poteņtial de simplu strat.

In ce priveşte ecua̧tiile corespunzătoare problemelor lui Dirichlet exterioară şi Neu-

mann interioară observăm că ecua̧tia omogenă a problemei lui Dirichlet exterioară

admite în baza proprietă̧tii integralei lui Gauss solu̧tia µ0(ζ) ≡ 1. Atunci şi ecua̧tia

omogenă a problemei lui Neumann interioară admite cel pu̧tin o solu̧tie nebanală ν0(ζ).

Poteņtialul de simplu strat V0(x) =
R
∂D

ν0(ζ)Ω(x, ξ)dσξ va verifica rela̧tia
∂V i0 (ζ)

∂nζ
= 0

şi ca urmare a unicită̧tii solu̧tiei problemei lui Neumann interioare rezultă V0(x) = c0

pentru x ∈D. c0 nu poate să fie nul pentru că atunci V0(x) ar fi nul şi în exteriorul lui
D şi după rela̧tia de salt ar rezulta ν0(ζ) ≡0, contradiçtie cu ipoteza. Dacă ν1(ζ) ar fi o
altă solu̧tie nebanală atunci şi poteņtialul corespunzător ei V1(x) =

R
∂D

ν1(ζ)Ω(x, ξ)dσξ

ar fi egal cu o constantă c1 în D şi atunci solu̧tia ν2(ζ) =c1ν0(ζ)−c0ν1(ζ) ar da un
poteņtial V2(x) = c1V0(x)−c0V1(x) nul în D şi ca mai înainte ar rezulta ν2(ζ) ≡ 0 adică
ν1(ζ) ≡ c1c0ν0(ζ), adică ecua̧tiile omogene ale problemelor lui Dirichlet exterioare şi Neu-
mann interioare nu admit decât câte o singură solu̧tie nebanală ν0(ζ) ≡ 1 repectiv ν0(ζ).
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Deci ecua̧tia neomogenă a problemei lui Neumann interioare admite solu̧tie numai dacă

termenul liber este ortogonal pe ν0(ζ), adică are loc rela̧tiaZ
∂D

∂U i0(ζ)

∂nζ
dσζ = 0,

condi̧tie pe care am mai întâlnit-o. Prima concluzie este:

Problema lui Neumann interioară are solu̧tie dacă şi numai dacă datele pe frontieră

verifică rela̧tia de mai sus şi atunci solu̧tia poate fi reprezentată printr-un poteņtial de

simplu strat.

In ce priveşte problema lui Dirichlet exterioară ecua̧tia sa neomogenă admite solu̧tie

numai dacă avem Z
∂D

ν0(ζ)U
e
0 (ζ)dσζ = 0.

Vom nota că aceasta este condi̧tia ca problema lui Dirichlet exterioară să admită o

solu̧tie care să poată fi reprezentată printr-un poteņtial de dublu strat care la infinit

se comportă ca 1
|x|2 , adică avem pentru problema lui Dirichlet exterioară o condi̧tie

suplimentară.

Pentru a rezolva problema lui Dirichlet exterioară obi̧snuită presupunem că originea

este în interiorul lui D şi putem căuta solu̧tia sub forma

W (x) =

Z
∂D

µ(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ +

1

|x|
Z
∂D

µ(ξ)dσξ.

Atunci scriind condi̧tia la limită vom avea ecua̧tia integrală

µ(ζ) + 2

Z
∂D

µ(ξ)

µ
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
+
1

|ζ|
¶
dσξ = 2U e0(ζ), ζ ∈ ∂D.

Dacă µ0(ζ) este o solu̧tie a ecua̧tiei omogene

µ0(ζ) + 2

Z
∂D

µ0(ξ)

µ
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
+
1

|ζ|
¶
dσξ = 0

funçtia

W0(x) =

Z
∂D

µ0(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ +

1

|x|
Z
∂D

µ0(ξ)dσξ

este armonică în exteriorul lui D şi este nulă pe frontieră. Din unicitatea solu̧tiei prob-

lemei lui Dirichlet exterioare rezultă

W0(x) =

Z
∂D

µ0(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ +

1

|x|
Z
∂D

µ0(ξ)dσξ = 0, x /∈ D.
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Inmuļtind această rela̧tie cu |x| şi făcând |x| → ∞, din proprietatea poteņtialului de
dublu strat rezultă Z

∂D

µ0(ξ)dσξ = 0,

adică de fapt orice solu̧tie a ecua̧tiei omogene verifică şi ecua̧tia

µ0(ζ) + 2

Z
∂D

µ0(ξ)
∂Ω(x, ξ)

∂nξ
dσξ = 0.

Dar am văzut că aceasta are numai solu̧tiile µ0(ζ) ≡ C = const. Din cealaltă rela̧tie

rezultă C = 0, adică ecua̧tia integrală omogenă are numai solu̧tia banală. Deci ecua̧tia

nomogenă admite solu̧tie unică oricare ar termenul liber.

In concluzie, problema lui Dirichlet exterioară are totdeauna solu̧tie pentru date

continue şi această solu̧tie poate fi reprezentată prin suma între un poteņtial de dublu

strat cu densitatea µ0(ξ) şi o funçtie de forma 1
|x|
R
∂D

µ0(ξ)dσξ.



CAPITOLUL 15

ECUAŢII DE TIP HIPERBOLIC

15.1 Unde, caracteristici, fronturi de undă

Prin fenomen ondulatoriu se îņtelege un fenomen în care o perturba̧tie se propagă

în timp şi spa̧tiu. Prin und̆a se îņtelege un fenomen ondulatoriu în care o perturba̧tie

se propagă în spa̧tiu şi timp de-alungul unei familii de suprafȩte variabile în timp. In

general un fenomen ondulatoriu este o suprapunere de unde.

O famile de suprafȩte variabile în timp poate fi dată printr-o ecua̧tie de forma

Ω(x, y, z, t) = C

unde C este o constantă de care depinde familia de suprafȩte. Un punct (x, y, z) al

familiei de suprafȩte la momentul t se deplasează în timp cu viteza −→v (x, y, z, t) în
direçtia normalei la suprafa̧tă, la momentul t+dt devenind (x+dx, y+dy, z+dz). Cum

putem scrie

Ω(x, y, z, t) = C,

Ω(x+ dx, y + dy, z + dz, t+ dt) = C

sau

Ω(x, y, z, t) +
∂Ω

∂x
dx+

∂Ω

∂y
dy +

∂Ω

∂z
dz +

∂Ω

∂t
dt = C,

rezultă

gradΩ.−→v (x, y, z, t) + ∂Ω

∂t
= 0
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şi deci
−→v (x, y, z, t) = −∂Ω

∂t

gradΩ

|gradΩ|2 .

Dacă ∂Ω
∂t
= −β atunci

Ω(x, y, z, t) = ω(x, y, z)− βt

şi ecua̧tia familiei de suprafȩte este

ω(x, y, z) = βt+ C

unde ω(x, y, z) este o funçtie care defineşte forma suprafȩtelor variabile, β este un număr

real, C este constanta de care depinde familia de suprafȩte. In acest caz toate suprafȩtele

familiei au aceeaşi formă. Viteza de deplasare a punctelor suprafȩtelor familiei este acum

−→v (x, y, z) = β
gradω(x, y, z)

|gradω(x, y, z)|2 .

Dacă β = 0 avem o familie de suprafȩte sta̧tionare.

Dacă ω(x, y, z) = lx+my + nz, l2 +m2 + n2 = 1, avem o familie de plane variabile

în timp normale la versorul de componente l,m, n. Dacă ω(x, y, z) = x2 + y2 + z2 avem

o familie de suprafȩte sferice cu centrul în origine variabile în timp. Dacă ω(x, y, z) =

x2 + y2 şi suntem în spa̧tiu avem o familie de cilindri circulari drep̧ti cu axa Oz, dacă

suntem în plan avem o familie de cercuri cu centru în origine cu raza variabilă în timp.

Pe axa reală o familie de puncte variabile în timp se ob̧tine pentru ω = ±x.
Fie u mărimea caracteristică unei unde care se propagă de-a lungul familiei de

suprafȩte variabile Ω(x, y, z, t) = C. La momentul t = 0 valoarea mărimii pe curba

din familie corespunzătoare valorii C va fi o funçtie de constanta curbei F (C). Prin

propagare de-alungul familiei la momentul t pe suprafa̧ta deplasată vom regăsi valoarea

F (C) înmuļtită eventual cu un factor care depinde de timpul t şi de pozi̧tia punctului

(x, y, z) adică g(x, y, z, t). Acest factor se numeşte factor de amortizare sau factor de

atenuare. Rezultă că într-un punct oarecare (x, y, z) la momentul t mărimea undei este

u(x, y, z, t) = g(x, y, z, t)F (Ω(x, y, z, t).

In cazul undelor care se propagă de-a lungul familiei de suprafȩte variabile ω(x, y, z) =

βt + C se poate ca factorul de amortizare, dacă există, să fie produsul între un even-

tual factor care depinde de timpul t, T (t) şi eventual un factor care depinde de pozi̧tia
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suprafȩtei adică de βt + C, X(βt+ C). O asemnea undă se numeşte und̆a cu factor de

amortizare separat. Rezultă că într-un punct oarecare (x, y, z) din spa̧tiu la momentul

t mărimea unei unde cu factor de amortizare separat are valoarea

u(x, y, z, t) = F (ω(x, y, z)− βt)T (t)X(ω(x, y, z)).

O funçtie u(x, y, z, t) de una din formele de mai sus reprezintă deci o undă. Funçtia

F se numeşte funcţia de formă a undei, funçtia Ω(x, y, z, t) sau ω(x, y, z)−βt se numeşte
faza undei. Suprafȩtele de-alungul cărora are loc propagarea se numesc suprafeţele de

faz̆a ale undei. Suprafȩtele de fază definesc aspectul undei. In acest mod se vorbeşte

despre unde plane, sferice, cilindrice,etc. Viteza cu care se deplasează suprafȩtele de

fază se numeşte viteza de faz̆a a undei. Dacă ∂Ω
∂t
6= 0 respectiv β 6= 0 viteza de fază este

nenulă şi undele se numesc progresive. Dacă ∂Ω
∂t
= 0 respectiv β = 0 viteza de fază este

nulă, deci de fapt nu are loc o propagare şi undele se numesc staţionare. Se folosesc

undele sta̧tionare pentru că o undă sta̧tionară armonică în timp şi spa̧tiu este suma sau

difereņta a două unde progresive cum rezultă din identitatea trigonometrică

cosλx cosωt =
1

2
(cos(λx+ ωt) + cos(λx− ωt)) .

Vom arăta că în general solu̧tiile ecua̧tiilor de tip hiperbolic sunt suprapuneri de

unde.

Dacă într-un fenomen avem de-a face cu o familie de unde ale căror viteze de fază

nu depind de forma undelor se zice că avem de-a face cu o familie de unde nedispersive.

Dacă avem de-a face cu o familie de unde unde a căror viteză de fază depinde de forma

undei se zice că avem de-a face cu o familie de unde dispersive. Importaņta acestei

clasificări apare mai ales în problemele de transmisie a semnalelor. Dacă semnale cu

diferite forme se transmit sub formă de unde dispersive, deci a căror viteză depinde de

forma lor, la destina̧tie vor ajunge în momente diferite şi deci semnalele recep̧tionate

vor fi distorsionate.

Ne punem problema cum trebuie să fie ecua̧tia lineară omogenă

L[u] =
∂2u

∂t2
−

3X
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ b

∂u

∂t
+

3X
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = 0

pentru a admite ca solu̧tii o familie unde nedispersive de forma

u(x1, x2, x3, t) = g(x1, x2, x3, t)F (Ω(x1, x2, x3, t)).
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Am notat prin g(x1, x2, x3, t) factorul de atenuare. Cum avem

∂u

∂t
=

∂Ω

∂t
gF 0 +

∂g

∂t
F,

∂2u

∂t2
= gF 00

∂Ω

∂t

2

+ 2
∂Ω

∂t

∂g

∂t
F 0 +

∂2g

∂t2
F,

∂u

∂xi
= gF 0

∂Ω

∂xi
+

∂g

∂xi
F,

∂2u

∂xi∂xj
= gF 00

∂Ω

∂xi

∂Ω

∂xj
+ gF 0

∂2Ω

∂xi∂xj
+

+F 0
µ

∂g

∂xi

∂Ω

∂xj
+

∂g

∂xj

∂Ω

∂xi

¶
+ F

∂2g

∂xi∂xj

ob̧tinem

L[u] = F 00g
µ
∂Ω

∂t

2

−
X

aij
∂Ω

∂xi

∂Ω

∂xj

¶
−

−F 0
·
2

µX
aij

∂g

∂xi

∂Ω

∂xj
+

∂Ω

∂t

∂g

∂t

¶
+ g

µX
aij

∂2Ω

∂xi∂xj
+
X

bi
∂Ω

∂xi
+ b

∂Ω

∂t

¶¸
+

+FL[g] = 0

Pentru ca L[u] = 0 oricare ar fi funçtia F trebuie îndeplinite condi̧tiile:

∗ suprafȩtele de fază Ω(x, y, z, t) = C trebuie să fie caracteristice
∂Ω

∂t

2

−
X

aij
∂Ω

∂xi

∂Ω

∂xj
= 0

∗ coeficientul de atenuare trebuie să verifice ecua̧tiile

L[g] = 0,

2

µX
aij

∂g

∂xi

∂Ω

∂xj
− ∂Ω

∂t

∂g

∂t

¶
+

+g

µX
aij

∂2Ω

∂xi∂xj
+
X

bi
∂Ω

∂xi
+ b

∂Ω

∂t

¶
= 0

Să luăm câteva ecua̧tii cu coeficieņti constaņti.

1. Ecua̧tia telegrafiştilor

L[u] =
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
+ cu = 0

admite caracteristicile

x− at = C,−x− at = C

adică ω = ±x. Mai avem pentru coeficientul de atenuare g(t, x) condi̧tiile

∂2g

∂t2
− a2 ∂

2g

∂x2
+ cg = 0,

±a2 ∂g
∂x
+ a

∂g

∂t
= 0.
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Din a doua condi̧tie rezultă g = Aeµ(±x−at) cu A şi µ constante. Prima ecua̧tie este

verificată numai dacă c = 0. Deci pentru c 6= 0 ecua̧tia telegrafiştilor nu admite ca

solu̧tii unde nedispersive. Pentru c = 0 ecua̧tia telegrafiştilor devine ecua̧tia corzii şi

admite unde nedispersive şi fără atenuare (g = 1)

u = F (x− at), u = F (−x− at)

cu F funçtie arbitrară.

2. Ecua̧tia undelor
∂2u

∂t2
− a24u = 0

are drept caracteristici familia de plane

lx+my + nz − at = C,

l2 +m2 + n2 = 1.

Luând ω = lx+my + nz, g = 1 condi̧tiile sunt verificate, adică ecua̧tia undelor admite

unde nedispersive şi fără atenuare de forma

u = F (lx+my + nz − at)

cu F funçtie arbitrară. Acestea se numesc unde plane.

Ecua̧tia undelor are şi caracteristici de forma

r − at = C,−r − at = C

unde r =
p
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2 (ξ, η, ζ) fiind un punct arbitrar. Punând ω =

±r, g = 1
4πr

condi̧tiile sunt îndeplinite, adică ecua̧tia undelor admite unde nedispersive

cu atenuare de forma

u =
F (r − at)
4πr

, u =
F (−r − at)

4πr
.

Acestea se numesc unde sferice. Prima este unda sferică divergentă care pleacă din

punctul (ξ, η, ζ), a doua este unda sferică convergentă care vine spre punctul (ξ, η, ζ).

Ambele se deplasează cu viteza a.

Se verifică uşor că ecua̧tia membranei nu admite unde nedispersive.

Să presupunem acum că solu̧tia u(x1, x2, ..., xn, t) a ecua̧tiei

L[u] =
∂2u

∂t2
−

3X
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+ b

∂u

∂t
+

3X
i=1

bi
∂u

∂xi
+ cu = f
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este astfel încât la trecerea prin suprafa̧ta S de ecua̧tie

t− ω(x1, x2, ..., xn) = 0

funçtia şi toate derivatele sale de primul ordin sunt continuie şi derivatele de ordinul doi

pot prezenta salturi. Aceasta se poate întâmpla de exemplu când în procesul ondulatoriu

descris de ecua̧tia de mai sus la un moment t punctele dintr-o parte a suprafȩtei sunt în

repaus iar cele din partea cealaltă sunt în mi̧scare. Să facem o schimbare de variabile

τ = t− ω(x1, x2, ..., xn)

ξ1 = x1

......

ξn = xn

Funçtia u devine funçtie de noile variabile pe care o notăm tot cu u(ξ1, ξ2, ..., ξn, τ). Vom

avea

∂u

∂t
=

∂u

∂τ
,
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂τ 2
,
∂u

∂xi
=

∂u

∂ξi
− ∂u

∂τ

∂ω

∂ξi
,

∂2u

∂xi∂xj
=

∂2u

∂ξi∂ξj
− ∂2u

∂τ∂ξi

∂ω

∂ξj
− ∂2u

∂τ∂ξj

∂ω

∂ξi
+

∂2u

∂τ 2
∂ω

∂ξi

∂ω

∂ξj
− ∂u

∂τ

∂2ω

∂ξi∂ξj

Derivatele în raport cu variabilele ξi fiind derivate tangeņtiale la S rezultă că avem

pentru salturile derivatelor de ordinul doi rela̧tiile·
∂2u

∂xi∂xj

¸
=

·
∂2u

∂τ 2

¸
∂ω

∂ξi

∂ω

∂ξj
.

Luând salturile ecua̧tiei de-a lungul suprafȩtei S, τ = 0, ob̧tinem·
∂2u

∂τ 2

¸Ã
1−

X
i,j

aij
∂ω

∂ξi

∂ω

∂ξj

!
= 0

şi deci

1−
X
i,j

aij
∂ω

∂ξi

∂ω

∂ξj
= 0

adică suprafa̧ta S trebuie să fie o suprafată caracteristică. O asemenea suprafa̧tă consid-

erată în spa̧tiul variabilelor x1, x2, ..., xn se numeşte front de und̆a al discontinuit̆aţilor

de ordinul doi sau front de und ă al dicontinuit̆aţilor slabe. Prin derivarea succesivă a
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ecua̧tiei se vede că suprafȩtele de discontinuitate ale derivatelor de ordin superior lui doi

sunt tot suprafȩte caracteristice.

Se poate construi o solu̧tie a ecua̧tiei ale căror derivate de ordinul întâi să prez-

inte salturi de-a lungul unei suprafȩte oarecare. Dar dacă această solu̧tie este limită

de solu̧tii care tind uniform împreună cu derivatele de primul şi al doilea ordin într-un

domeniu exceptând acea suprafa̧tă, atunci acea suprafa̧tă trebuie să fie tot caracteris-

tică. O asemenea suprafa̧tă considerată în spa̧tiul variabilelor spa̧tiale se numeşte front

de und̆a al discontinuit̆aţilor de ordinul întâi. La fel se defineşte frontul de und̆a al

discontinuit̆aţilor de ordin zero.

Suprafȩtele caracteristice t − ω(x1, x2, ..., xn) = 0 fiind solu̧tii ale unei ecua̧tii cu

derivate paŗtiale de ordinul întâi sunt generate de caracteristicile acestei ecua̧tii

dx1
2
P
j

a1jpj
= ... =

dxnP
j

anjpj
=
dω

2
=

−dp1P
i,j

pipj
∂aij
∂x1

= ... =
−dpnP

i,j

pipj
∂aij
∂xn

=
dt

2

Am notat pi = ∂ω
∂xi
,
P
i,j

pipj = 1. Aceste curbe caracteristice ale caracteristicilor se numesc

bicaracteristici, iar proieçtiile lor pe planul t = 0 se numesc raze. De-a lungul razelor

avem
dxi
dt
=
X
j

ai,jpj, i = 1, 2, ..., n.

Având în vedere ecua̧tia caracteristicii rezultă

X
i

dxi
dt
pi =

X
i,j

ai,jpipj = 1

adică razele nu sunt tangente la frontul de undă al discontinuită̧tilor. In cazul ecua̧tiei

membranei sau undelor aij = a2δij, δij simbolul lui Kronicker, frontul de undă este un

cerc respectiv sferă, iar razele sunt chiar ortogonale la acestea fiind efectiv raze.

Vectorul −→vr cu comonentele dxi
dt
=
P
j

ai,jpj, i = 1, 2, ..., n se numeşte vectorul vitezei

de propagare a discontinuit̆aţilor pentru că el reprezintă viteza de propagare a disconti-

nuită̧tilor în direçtia razelor. Mărimea sa este

|−→vr | =
vuutX

i

ÃX
j

aijpj

!2

în cazul ecua̧tiei membranei sau undelor mărimea este |−→vr | = a.
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In vecinătatea suprafȩtei de discontinuitate, cu schimbările de variabile de mai sus

ecua̧tia cu derivate paŗtiale se scrie

L[u] = −2
X
i,j

ai,jpj
∂2u

∂τ∂ξi
−A∂u

∂τ
+ ... = f

unde

A =
X
i,j

ai,j
∂2ω

∂ξi∂ξj
+
X
i

bi
∂ω

∂ξi
− b

iar prin puncte puncte am notat termenii care nu coņtin derivate după τ. Se poate scrie

−2
X
i,j

ai,jpj
∂2u

∂τ∂ξi
= −2

X
i

∂2u

∂τ∂ξi

X
j

ai,jpj = −2
X
i

∂2u

∂τ∂ξi

dxi
dt
=

= −2
X
i

∂

∂ξi

µ
∂u

∂τ

¶
dxi
dt
= −2 ∂

∂t

∂u

∂τ
.

Ecua̧tia se poate deci scrie în vecinătatea suprafȩtei de discontinuitate

L[u] = −2 ∂
∂t

∂u

∂τ
−A∂u

∂τ
+ ... = f.

Derivăm această rela̧tie în raport cu τ odată într-un punct P+ situat pe rază în acea

parte a suprafȩtei spre care se propagă discontinuită̧tile şi altă dată într-un punct P−

situat pe aceeaşi raza dar în cealaltă parte a suprafȩtei. Scădem cele două rela̧tii şi

facem ca ambele puncte să tindă către acelaşi punct al suprafȩtei. Notând µ =
h
∂2u
∂τ2

i
saltul derivatei de ordinul doi, avem

2
∂µ

∂t
+Aµ = 0.

In aceste rela̧tii mărimea A este cunoscută de-a lungul suprafȩtei deci şi de-a lungul

curbelor caracteristice care o generează deci de-a lungul razelor. Atunci rela̧tia de mai

sus este o ecua̧tie difereņtială de-a lungul razei a cărei solu̧tie este

µ = µ0e
−1
2

tR
0

Adt

µ0 fiind valoarea saltului la momentul t = 0. Rezultă că dacă saltul este nenul la mo-

mentul t = 0 el va fi nenul la orice alt moment t. Dacă la momentul t = 0 saltul este

nenul numai pe o poŗtiune a suprafȩtei, saltul va fi nenul de-a lungul razelor care pleacă

din acea poŗtiune a suprafȩtei. Aceasta este o explica̧tie a apari̧tiei frontierei petei de

umbră lăsată de lumină.
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Apare evident problema determinării pozi̧tiei frontului de undă când se cunoaşte

pozi̧tia sa la momentul t = 0. Aceasta este de fapt o problemă a lui Cauchy pentru

ecua̧tia caracteristicilor. Ilustrăm aceasta în cazul ecua̧tiei membranei

∂2u

∂t2
− a2

µ
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

¶
= 0.

Presupunând că frontul de undă la momentul t = 0 este curba S0 de ecua̧tii parametrice

x = x0(τ), y = y0(τ) trebuie rezolvată problema lui Cauchy pentru ecua̧tia caracteristi-

cilor

a2(p21 + p
2
2)− 1 = 0, p1 =

∂ω

∂x
, p2 =

∂ω

∂y

cu condi̧tia ini̧tială

ω(x, y)|x=x0(τ),y=y0(τ) = 0.

Vom avea de rezolvat sistemul caracteristic

dx

2a2p1
=

dy

2a2p2
=
dω

2
=
−dp1
0

=
−dp2
0

=
ds

2

cu condi̧tiile ini̧tiale

x|s=0 = x0(τ), y|s=0 = y0(τ), ω|s=0 = 0
p01x

0
0(τ) + p

0
2y
0
0(τ) = 0, a2(p0

2

1 + p
02

2 )− 1 = 0.

Rezultă

p1 = p01 = const, p2 = p
0
2 = const,

x = a2p01s+ x0(τ), y = a
2p02s+ y0(τ)

Cum din ultimele condi̧ti avem

p01 =
y00(τ)

±apx020 (τ) + y020 (τ) , p02 = −x00(τ)
±apx020 (τ) + y020 (τ)

găsim ecua̧tia frontului de undă sub formă parametrică

x =
ay00(τ)

±px020 (τ) + y020 (τ)ω + x0(τ),
y =

−ax00(τ)
±px020 (τ) + y020 (τ)ω + y0(τ).
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Dacă de exemplu frontul ini̧tial este cercul x0 = r0 cos τ, y0 = r0 sin τ atunci ecua̧tiile

parametrice al frontului vor fi

x = ±aω cos τ + r0 cos τ, y = ±aω sin τ + r0 sin τ.

Dacă ne interesează frontul de undă care se deplasează în exteriorul cercului ini̧tial,

punând ω = t ob̧tinem ecua̧tiile parametrice sub forma

x = (at+ r0) cos τ, y = (at+ r0) sin τ

sau

t =
1

a

³p
x2 + y2 − r0

´
.

Observăm că fundamentăm astfel modul în care la fizică frontul de undă se ob̧tine

ca înfăşurătoare a cercurilor cu centrele pe frontul de undă ini̧tial cu raze egale cu viteza

de propagare a undelor înmuļtită cu timpul.

15.2 Solu̧tia lui D’Alembert

Prin problema lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă a corzii se îņtelege determinarea

unei funçtii u(x, t) definită în domeniul x ∈ R, t ≥ 0 în care să verifice ecua̧tia omogenă
a corzii

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0

şi să verifice condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x).

Din punct de vedere fizic aceasta înseamnă determinarea vibra̧tiilor unei corzi care se

presupune infinit de lungă, adică practic este suficient de lungă ca să putem neglija

efectele capetelor.

Am văzut că ecua̧tia corzii este de tip hiperbolic şi admite familiile de caracteristici

x+ at = C,

x− at = C.
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Făcând schimbarea de variabile

ξ = x+ at,

η = x− at

ecua̧tia devine
∂2u

∂ξ∂η
= 0,

din care găsim solu̧tia generală

u = α(ξ) + β(η)

cu α, β funçtii oarecare cu derivate continue. In vechile variabile solu̧tia este

u(x, t) = α(x+ at) + β(x− at).

Observăm că dacă x = x0 + at, adică dacă punctul x se deplasează spre stânga cu

viteza a atunci β(x − at) = β(x0), adică ne putem imagina suprafa̧ta u = β(x − at)
dacă considerăm graficul lui u = β(x) ca deplasându-se în timp de-alungul lui Ox spre

dreapta cu viteza a. Se zice că avem o und̆a direct̆a care se deplaseaz̆a spre dreapta cu

viteza a. La fel u = α(x+ at) reprezintă o und̆a invers̆a care se deplaseaz̆a spre stânga

cu viteza a. Deci oscila̧tia corzii este dată de compunerea celor două unde directă şi

inversă.

Vom determina funçtiile α, β folosindu-ne de condi̧tiile ini̧tiale

u(x, 0) = α(x) + β(x) = u0(x),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= aα0(x)− aβ0(x) = v0(x).

Cum a doua rela̧tie se scrie

α(x)− β(x) =
1

a

xZ
0

v0(ξ)dξ + C

rezultă

α(x) =
u0(x)

2
+
1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ +
C

2
,

β(x) =
u0(x)

2
− 1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ − C
2
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şi deci solu̧tia trebuie să fie

u(x, t) =
u0(x+ at) + u0(x− at)

2
+

x+atZ
x−at

v0(ξ)dξ.

Această formulă se numeşte formula lui D’Alembert.

Se verifică imediat că dacă u0(x) este o funçtie de două ori derivabilă pe axa reală şi

dacă v0(x) este o funçtie derivabilă pe axa reală atunci expresia de mai sus furnizează

o solu̧tie a ecua̧tiei omogene a corzii. Dacă aceste condi̧tii nu sunt satisfăcute atunci

formula de mai sus furnizează o funçtie care trebuie să aibă o legătură cu problema

noastră. O vom numi soluţie generalizat̆a a problemei considerând-o ca limită a solu̧tiilor

corespunzătoare unor date care verifică condi̧tiile de mai sus şi care tind către acele

funçtii u0(x), v0(x).

Din formula lui D’Alembert se vede că problema lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă

a corzii este corect pus̆a, adică nu numai că are solu̧tie unică, dar solu̧tia depinde continuu

de datele ini̧tiale în sensul că dacă datele ini̧tiale u0(x), v0(x) diferă în modul prin cel

mult ε solu̧tia diferă în modul prin cel mult (1 + t)ε.

Formula lui D’Alembert arată că valoarea lui u(x, t) depinde numai de valorile ini̧tiale

u0(ξ), v0(ξ) în intervalul x − at ≤ ξ ≤ x + at. Acest interval se numeşte intervalul de
dependenţ̆a de datele ini̧tiale pentru u în punctul (x, t). Capetele acestui interval sunt

interseçtiile caracteristicilor care trec prin punctul (x, t) cu axa Ox. Invers valorile

u0(ξ), v0(ξ) în punctul ξ influieņtează valorile lui u la momentul t pentru acele valori

pentru care |x − ξ| ≤ at. Acest domeniu se numeşte domeniul de influienţ̆a al datelor
ini̧tiale din punctul (ξ, 0); el este limitat de caracteristicile care trec prin punctul (ξ, 0).

Dacă datele ini̧tiale u0(ξ), v0(ξ) sunt nenule numai într-un interval I al axeiOx atunci

funçtia u la momentul t va fi nenulă în două intervale J1, J2 cu proprietatea că distaņtele

punctelor lor la punctele lui I nu depăşesc at. Adică putem spune că perturba̧tia dată

de datele ini̧tiale se propagă spre stânga şi spre dreapta cu viteza a.

Să considerăm că funçtia u0(ξ) este nenulă numai în intervalul (−ε, ε), iar funçtia
v0(ξ) este peste tot nulă, altfel spus coarda a fost scoasă din pozi̧tia ini̧tială numai pe

intervalul (−ε, ε) şi a fost lăsată liberă. In acest caz la momentul t funçtia u(x, t) va fi
nenulă pe intervalele AA0, BB0 unde punctele au coordonatele A(−ε− at), A0(−at+ ε),

B0(−ε + at), B(at + ε). Punctele A,B alcătuiesc frontul anterior de und̆a în sensul că
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la ele ajunge prima dată perturba̧tia, iar punctele A0, B0 alcătuiesc frontul posterior de

und̆a în sensul că după ele dispare perturba̧tia.

Să considerăm acum că funçtia u0(ξ) este nulă peste tot, în schimb funçtia v0(ξ)

este nenulă numai pe intervalul (−ε, ε), de exemplu poŗtiunea (−ε, ε) a corzii a fost
lovită cu un ciocănel. In această situa̧tie la momentul t funçtia u(x, t) va fi nenulă pe

intervalul A,B unde punctele au coordonatele A(−ε − at), B(at + ε). Acum punctele

A,B alcătuiesc frontul anterior de undă frontul posterior lipsind. In această situa̧tie se

zice că are loc difuzia undelor. Evident în cazul general al perurba̧tiilor are loc fenomenul

difuziei undelor corzii.

Vom observa că deoarece ecua̧tia corzii nu se modifică la înlocuirea lui t cu t − t0
vom avea pentru orice t > t0

u(x, t) =
u1(x+ a(t− t0)) + u1(x− a(t− t0))

2
+
1

2a

x+a(t−t0)Z
x−a(t−t0)

v1(ξ)dξ,

unde

u1(x) = u(x, t0),

v1(x) =
∂u

∂t
(x, t0)

15.3 Exerci̧tii

1. O coardă infinită capătă prin ciupire în origine pozi̧tia ini̧tială dată de funçtia

u0(x) =



0 pentru x < −l
h(1 + x

l
) pentru −l < x < 0

h(1− x
l
) pentru 0 < x < l

0 pentru x > l

Să se scrie forma corzii în diferite momente dacă este lăsată liberă să oscileze.

R. Scriem numai pentru valorile x ≥ 0, coarda fiind simetrică



268 CAPITOLUL 15. ECUAŢII DE TIP HIPERBOLIC

a) 0 < t < at
l

u(x, t) =



h(1− at
l
) pentru 0 ≤ x ≤ at

h(1− x
l
) pentru at < x < l − at

h
2
(1− x−at

l
) pentru l − at < x < l + at

0 pentru x > l + at;

b) l
2a
< t < l

a

u(x, t) =



h(1− at
l
) pentru 0 ≤ x ≤ l − at

h
2
(1 + x−at

l
) pentru l − at < x < at

h
2
(1− x−at

l
) pentru at < x < l + at

0 pentru x > l + at;

c) t > l
a

u(x, t) =



0 pentru 0 ≤ x ≤ at− l
h
2
(1 + x−at

l
) pentru at− l < x < at

h
2
(1− x−at

l
) pentru at < x < l + at

0 pentru x > l + at.

2. O coardă infinită este lovită în origine cu un ciocănel de lă̧time 2l comunicând

acestei poŗtiuni o viteză v. Să se scrie ecua̧tia vibra̧tiilor corzii.

R. u(x, t) = Φ(x+ at)− Φ(x− at) unde

Φ(x) =


−0 pentru x < −l
v(x+l)
2a

pentru −l < x < l
vl
a

pentru x > l.

3. O coardă infinită este lovită în origine cu un ciocănel ascu̧tit comunicând un

impuls I. Să se gasească oscila̧tiile corzii .

Ind. Se poate folosi problema precedentă considerând la început impulsul distribuit

uniform pe (−l, l) deci imprimând acestui interval viteza v = I
2lρ
. Când l → 0 funçtia

Φ(x) are limită pe I
2aρ
h(x), h fiind funçtia treaptă. Rezultă

u(x, t) =
I

2aρ
[h(x+ at)− h(x− at)].

4. Să se rezolve ecua̧tia ∂2u
∂t2
− 4∂2u

∂x2
= 0 cu condi̧tiile u(x, 0) = x, ∂u

∂t
(x, 0) = ex.

R. u(x, t) = x+ 1
2
ex sinh 2t.
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15.4 Problema lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă

a corzii

Considerăm problema lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă a corzii: să se determine

solu̧tia u(x, t) în domeniul x ∈ R, t ≥ 0 a ecua̧tiei corzii neomogene

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

care verifică condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x).

Cum difereņta a două solu̧tii ale acestei probleme este solu̧tie a problemei lui Cauchy

pentru ecua̧tia omogenă a corzii cu condi̧tii ini̧tiale nule, adică după cele precedente o

funçtie nulă rezultă că problema lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă a corzii admite

solu̧tie unică.

In virtutea linearită̧tii, difereņta w(x, t) dintre solu̧tia problemei lui Cauchy pentru

ecua̧tia neomogenă şi solu̧tia problemei lui Cauchy pentru problema omogenă cu aceleaşi

date ini̧tiale este solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă cu date nule.

Este deci suficient să rezolvăm problema lui Cauchy

∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t)

cu datele ini̧tiale nule

w(x, t)|t=0 = 0,

∂w

∂t

¯̄̄̄
t=0

= 0.

Vom încerca să stabilim în mod euristic forma solu̧tiei w(x, t). Ne amintim că în

deducerea ecua̧tiei corzii, ρσf(x, t)dx reprezenta mărimea foŗtei exterioare verticale care

açtiona asupra poŗtiunii corzii de seçtiune σ cuprinse între seçtiunile de abscise x, x+dx.

Să presupunem că asupra corzii açtionează între momentele τ şi τ+dτ foŗta ρσf(x, τ)dx.

Ea comunică elementului (x, x + dx) al corzii impulsul ρσf(x, τ)dxdτ şi deci imprimă
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acestui element viteza f(x, τ)dτ. Dar atunci după formula lui D’Alembert acesteia îi va

corespunde deplasarea elementară

v(x, t, τ)dτ =
dτ

2a

x+a(t−τ)Z
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ.

Rezultă că açtiunea termenului liber f(x, t) trebuie să fie echivalentă cu suprapunerea

deplasărilor de mai sus

w(x, t) =

tZ
0

v(x, t, τ)dτ =

tZ
0

dτ

2a

x+a(t−τ)Z
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ.

Vom observa că funçtia v(x, t, τ) este de fapt solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

omogenă cu condi̧tiile ini̧tiale

v(x, t, τ)|t=τ = 0,

∂v

∂t

¯̄̄̄
t=τ

= f(x, τ),

adică prezeņta termenului liber a trecut în a doua condi̧tie ini̧tială pentru timpul t = τ .

Acest fapt este cunoscut sub numele de principiul lui Duhamel. Să arătăm că în adevăr

funçtia w(x, t) este solu̧tie a problemei noastre. Avem evident w(t, 0) = 0. Mai departe

∂w

∂t
= v(x, t, t) +

tZ
0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ =

tZ
0

∂v(x, t, τ)

∂t
dτ

şi deci ∂w
∂t

¯̄
t=0
= 0. Mai departe

∂2w

∂t2
=

∂v(x, t, t)

∂t
+

tZ
0

∂2v(x, t, τ)

∂t2
dτ = f(x, t) +

tZ
0

∂2v(x, t, τ)

∂t2
dτ

∂2w

∂x2
=

tZ
0

∂2v(x, t, τ)

∂x2
dτ

şi deci

∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t) +

tZ
0

µ
∂2v(x, t, τ)

∂t2
− a2∂

2v(x, t, τ)

∂x2

¶
dτ = f(x, t)

ceea ce trebuia demonstrat.
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Dacă în expresia lui w(x, t) facem schimbarea de variabilă a(t− τ) = r şi scriem că

până la momentul t = 0 nu avem mi̧scare se poate scrie

w(x, t) =
h(t)

2a2

atZ
0

dr

x+rZ
x−r

f(ξ, t− r
a
)dξ

expresia din dreapta numindu-se poteņtial întârziat. Prin h(t) am notat funçtia lui

Heaviside.

Să presupunem că funçtia f(x, t, ε) este nenulă numai pe intervalul x ∈ (−ε, ε) în
aşa fel încât

lim
ε→0

εZ
−ε

f(x, t, ε)dx = F (t)h(t)

Presupunem condi̧tiile ini̧tiale nule. Asta ar însemna că până în momentul ini̧tial coarda

se găsea în repaus şi din momentul ini̧tial asupra corzii în origine açtionează o foŗtă

concentrată variabilă în timp δ(x)F (t). Vom avea printr-un calcul imediat

w(x, t) =lim
ε→0

w(x, t, ε) =
h(t)

2a

t− |x|
aZ

0

F (λ)dλ

Dacă F (t)h(t) = cosωth(t) atunci vom avea

w(x, t) =
h(t)

2aω
sin

µ
ω

µ
t− |x|

a

¶¶
adică o undă divergentă, care se îndepărtează de origine.

Dacă presupunem acum că în timp foŗta F (t,σ) este nenulă numai pe un interval

mic (0,σ) astfel încât

lim
σ→0

tZ
0

F (τ,σ)dτ = 1

ob̧tinem

Ω(x, t) = lim
ε→0,σ→0

w(x, t, ε,σ) =
h(t)

2a
h(t− |x|

a
).

Putem spune că funçtia

Ω(x, t) =
h(t)

2a
h(t− |x|

a
) =

1

2a
h(at− |x|)

reprezintă perturba̧tia care corespunde unei impuls unitar de forma ρδ(x)δ(t). Aceasta

este concentrată la momentul t > 0 în intervalul −at ≤ x ≤ at, adică avem două fronturi
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de undă anterioare care se propagă cu viteza a la dreapta respectiv la stânga. Funçtia

Ω(x, t) se numeşte soluţia fundamental̆a a ecuaţiei corzii. Formal putem spune că ea

este solu̧tia ecua̧tiei
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= δ(x)δ(t).

Evident unui impuls ρδ(x − ξ)δ(t − τ) în punctul ξ la momentul τ îi corespunde unda

Ω(x− ξ, t− τ).

Se vede uşor că solu̧tia problemei Cauchy cu date ini̧tiale nule pentru ecua̧tia neo-

mogenă
∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t)

se poate scrie sub forma

w(x, t) =

∞Z
−∞

dτ

∞Z
−∞

f(ξ, τ)h(τ)Ω(x− ξ, t− τ)dξ

adică ea este suprapunerea undelor date de impulsurile elementare

ρf(ξ, τ)h(τ)δ(x− ξ)δ(t− τ)dξdτ, ξ ∈ (−∞,∞), τ ∈ (−∞,∞)

care ar corespunde scrierii

f(x, t)h(t) =

∞Z
−∞

dτ

∞Z
−∞

f(ξ, τ)h(τ)δ(x− ξ)δ(t− τ)dξ.

Vom mai observa că putem scrie solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă

cu datele ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = 0,

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x), x ∈ (−∞,∞)

sub forma

u(x, t) =

∞Z
−∞

v0(ξ)Ω(x− ξ, t)dξ,

adică solu̧tia este suprapunerea undelor date de suma perturba̧tiilor elementare

ρσv0(ξ)δ(x− ξ)dξδ(t)

ceea ce înseamnă că impunerea unei viteze ini̧tiale v0(ξ) în punctul ξ este echivalentă cu

un impuls elementar ρσv0(ξ)δ(x− ξ)dξδ(t), lucru acceptabil intuitiv.
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Vom mai observa că solu̧tia u(x, t) a problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă

cu datele ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= 0, x ∈ (−∞,∞)

este derivata în raport cu timpul a solu̧tiei w(x, t) a problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

omogenă cu datele

w(x, t)|t=0 = 0,

∂w

∂t

¯̄̄̄
t=0

= u0(x), x ∈ (−∞,∞)

adică putem scrie

u(x, t) =
∂

∂t

∞Z
−∞

u0(ξ)Ω(x− ξ, t)dξ =

∞Z
−∞

u0(ξ)
∂Ω(x− ξ, t)

∂t
dξ

adică solu̧tia u(x, t) este suprapunerea undelor date de impulsuri elementare de forma

ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ0(t)dξ

adică impunerea unei pozi̧tii ini̧tiale u0(ξ) a punctului ξ este echivalentă cu un impuls

elementar ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ0(t) adică trebuie să aplicăm un impuls

ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ(t)

τ
dξ

şi după un timp mic τ aplicăm impulsul de semn contrar

−ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ(t− σ)

τ
dξ.

Aceasta este în concordaņtă cu intui̧tia.

In concluzie putem spune că solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă

a corzii cu date ini̧tiale este suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

ρσf(ξ, t)δ(t− ξ)δ(t− τ)dξdτ + ρσv0(ξ)δ(x− ξ)δ(t)dξ + ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ0(t)dξ.

Acesta este sensul matematic al aşa numitului principiu al suprapunerii undelor.
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15.5 Exerci̧tii

Să se rezolve ecua̧tiile cu condi̧tiile ataşate:

1. ∂2u
∂t2
− ∂2u

∂x2
= 16, u(x, 0) = x2, ∂u

∂t
(x, 0) = 6x.

R. u(x, y) = (x+ 3t)2.

2. ∂2u
∂t2
− 4∂2u

∂x2
= x2t, u(x, 0) = sinx, ∂u

∂t
(x, 0) = x.

R. u(x, t) = x2t3

6
+ t5

15
+ xt+ sin t cos 2t.

15.6 Solu̧tia fundamentală a ecua̧tiei corzii

Vom încerca acum să deducem pe cale euristică expresia solu̧tiei fundamentale Ω(x, t)

a ecua̧tiei corzii. Aceasta trebuie să reprezinte unda care ia naştere în coardă în urma

unui impuls datorat unei foŗte unitare ρσδ(x)δ(t) aplicată în originea x = 0 la momentul

t = 0. Evident aceasta trebuie să fie o undă divergentă, adică se deplasează din origine în

spre capete în mod simetric, deci trebuie să depindă de |x| = r. Din teorema impulsului
rezultă că impulsul se va conserva tot timpul, deci va trebui să avem

ρσ

∞Z
−∞

∂Ω(x, t)

∂t
dx = ρσ

∞Z
−∞

δ(x)dx

tZ
0

δ(τ)dτ = ρσ, t > 0.

Pe de altă parte să observăm că dacă o funçtie u(x, t) este solu̧tie a ecua̧tiei corzii

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0

atunci funçtia v(x, t) = u(kx,λt) verifică ecua̧tia

∂2v

∂t2
− a2λ

2

k2
∂2v

∂x2
= 0

şi deci funçtia u(kx, kt) verifică aceeaşi ecua̧tie. In cazul nostru odată cu solu̧tia fun-

damentală Ω(x, t) vom avea şi solu̧tia v(x, t) = Ω(kx, kt) pentru orice număr k real.

Impulsul acestei solu̧tii va fi

ρσ

∞Z
−∞

∂v(x, t)

dt
dx = ρσk

∞Z
−∞

∂Ω(kx, kt)

dt
dx = ρσ

∞Z
−∞

∂Ω(x0, kt)
dt

dx0 = ρσ

adică funçtia Ω(kx, kt) dă acelaşi impuls ca şi funçtia Ω(x, t). Cum ne aşteptăm la

unicitate trebuie să avem Ω(kx, kt) = Ω(x, t) pentru orice k real. In particular pentru
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k = a
x
avem Ω(x, t) = Ω(1, at

x
) = g(at

r
) unde g este o funçtie ce trebuie determinată.

Scriind că
∂2g(at

r
)

∂t2
− a2∂

2g(at
r
)

∂r2

rezultă

g00(ζ)(ζ2 − 1) + 2ζg0(ζ) = 0, ζ = at

r
.

Integrând această ecua̧tie ob̧tinem

g(ζ) =
C

2
ln

ζ − 1
ζ + 1

căreia îi corespunde solu̧tia

u(x, t) =
C

2
ln
at− r
at+ r

=
C

2
(ln(at− r)− ln(at+ r))

care nu convine pentru că are o undă convergentă. Suntem obliga̧ti să căutăm pentru

ecua̧tia difereņtială de mai sus o solu̧tie în distribu̧tii. O asemenea solu̧tie este evident

g0(ζ) = Cδ(ζ − 1) adică g(ζ) = Ch(ζ − 1) care ne dă solu̧tia

Ω(x, t) = Ch(
at

r
− 1) = Ch(at− r) = Ch(at− |x|)

h fiind funçtia lui Heaviside. Acestei solu̧tii îi corespunde impulsul

ρσC
∂

∂t

∞Z
−∞

Ω(x, t)dx = ρσC
∂

∂t

atZ
−at

dx = ρσC
∂

∂t
2at = 2ρσCa = ρσ

şi deci C = 1
2a
şi ob̧tinem expresia solu̧tiei fundamentale

Ω(x, t) =
1

2a
h(at− |x|).

In general impulsului ρσδ(x− ξ)δ(t− τ) îi va corespunde solu̧tia

Ω(x− ξ, t− τ) =
h(t− τ)

2a
h(a(t− τ)− |x− ξ|).

Evident aceasta este o deducere euristică. Putem scrie expresia solu̧tiei ecua̧tiei corzii

infinite
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x), x ∈ (−∞,∞)
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= u0(x), x ∈ (−∞,∞)
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ca fiind suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

ρσf(ξ, τ)δ(t− ξ)δ(t− τ)dξdτ + ρσv0(ξ)δ(x− ξ)δ(t)dξ + ρσu0(ξ)δ(x− ξ)δ0(t)dξ

adică

u(x, t) =
1

2a

tZ
0

dτ

x+a(t−τ)Z
x−a(t−τ)

f(ξ, τ)dξ +
1

2a

x+atZ
x−at

v0(ξ)dξ +
1

2a

∂

∂t

x+atZ
x−at

u0(ξ)dξ,

ultimul termen fiind evident

1

2a
(u0(x− at) + u0(x+ at))

Prin faptul că am regăsit solu̧tia de mai înainte ajungem la concluzia că au fost îndrep-

tă̧tite considera̧tiile euristice.

15.7 Ob̧tinerea solu̧tiei ecua̧tiei corzii pe baza for-

mulei lui Green

Dacă u(x, t), v(x, t) sunt două funçtii oarecare cu derivate paŗtiale de ordinul doi

continue într-un domeniu D putem scrie

v

µ
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2

¶
=

∂

∂t

µ
v
∂u

∂t

¶
− a2 ∂

∂x

µ
v
∂u

∂x

¶
− ∂v

∂t

∂u

∂t
+ a2

∂v

∂x

∂u

∂x

u

µ
∂2v

∂t2
− a2 ∂

2v

∂x2

¶
=

∂

∂t

µ
u
∂v

∂t

¶
− a2 ∂

∂x

µ
u
∂v

∂x

¶
− ∂v

∂t

∂u

∂t
+ a2

∂v

∂x

∂u

∂x
.

Prin scădere ob̧tinem formula lui Green

v

µ
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2

¶
− u

µ
∂2v

∂t2
− a2 ∂

2v

∂x2

¶
=

∂

∂t

µ
v
∂u

∂t
− u∂v

∂t

¶
− a2 ∂

∂x

µ
v
∂u

∂x
− u∂v

∂x

¶
.

Integrând pe domeniul D ob̧tinem formula integrală a lui Green pentru ecua̧tia corziiZ
D

·
v

µ
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2

¶
− u

µ
∂2v

∂t2
− a2 ∂

2v

∂x2

¶¸
dxdt =

=

Z
∂D

·
v

µ
∂u

∂t
nt − a2∂u

∂x
nx

¶
− u

µ
∂v

∂t
nt − a2 ∂v

∂x
nx

¶¸
ds

unde am notat prin nx, nt componentele versorului normalei −→n (nx, nt) exterioare la ∂D.
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Dacă luăm cazul a = 1, la care ne putem reduce prin schimbarea de variabile t = at0,

vom avea Z
D

·
v

µ
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2

¶
− u

µ
∂2v

∂t2
− ∂2v

∂x2

¶¸
dxdt =

=

Z
∂D

·
v

µ
∂u

∂t
nt − ∂u

∂x
nx

¶
− u

µ
∂v

∂t
nt − ∂v

∂x
nx

¶¸
ds.

Dacă acum vom nota cu
−→
N versorul cu componentele (nt,−nx) adică simetricul normalei

interioare la ∂D fa̧tă de o paralelă la axa x-ilor vom putea scrie formula lui Green sub

o formă asemănătoare celei de la operatorul lui LaplaceZ
D

[v¤u− u¤v] dxdt =
Z
∂D

·
v
∂u

∂N
− u ∂v

∂N

¸
ds,

unde am introdus operatorul numit dalambertian

¤ = ∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
.

Versorul
−→
N se numeşte versorul conormalei interioare la frontiera ∂D .

Să considerăm un domeniu D din planul xOt a cărui frontieră să fie alcătuită din

curbe caracteristice şi dintr-o curbă C astfel încât oricare din cele două caracteristici care

pleacă dintr-un punct al domeniului taie curba C într-un singur punct. Un asemenea

domeniu este de exemplu semiplanul t ≥ 0, sau domeniul limitat de două verticale

x = 0, x = l şi de axa x-lor, sau domeniul limitat de două caracteristici care alcătuiesc

conul viitor al unui punct. Fie Q(x0, t0) un punct din domeniul D. Să notăm prin

DQ domeniul limitat de caracteristicile punctului Q şi de curba C. Să mai notăm prin

CQ poŗtiunea din curba C care este frontieră a domeniului DQ şi prin Q1, Q2 capetele

curbei CQ parcursă în sensul care lasă domeniul DQ la stânga. Considerăm ca funçtie

v funçtia egală cu unitatea propoŗtională cu Ω(x, t;x0, t0) şi scriem formula lui Green

pentru domeniul DQZ
DQ

¤udxdt =
Z

∂DQ

∂u

∂N
ds =

Z
CQ

∂u

∂N
ds+

Z
Q2Q

∂u

∂N
ds+

Z
QQ1

∂u

∂N
ds.

Dar pe poŗtiunea Q2Q
−→
N coincide cu direçtia lui Q2Q şi deciZ

Q2Q

∂u

∂N
ds = u(Q)− u(Q2),



278 CAPITOLUL 15. ECUAŢII DE TIP HIPERBOLIC

pe poŗtiunea QQ1
−→
N coincide cu direçtia lui Q1Q şi deciZ

QQ1

∂u

∂N
ds = u(Q)− u(Q1).

Rezultă că dacă u(x, t) este solu̧tie ecua̧tiei ¤u = f(x, t) atunci

u(Q) =
u(Q1) + u(Q2)

2
−
Z
CQ

∂u

∂N
ds+

1

2

Z
DQ

f(x, t)dxdt.

In cazul în care domeniul D este semiplanul t ≥ 0 atunci CQ este alcătuit din

segmentul axei x-lor cuprins între punctele Q1de abscisă x0− t0 şi Q2 de abscisă x0+ t0,
−→
N este opusul versorului axei t-urilor, adică ∂u

∂N
= −∂u

∂t
şi avem

u(x0, t0) =
u(x0 − t0, 0) + u(x0 + t0, 0)

2
+

x0+t0Z
x0−t0

∂u(x, 0)

∂t
dx+

1

2

t0Z
0

dt

x0+(t0−t)Z
x0−(t0−t)

f(x, t)dx

adică formula ob̧tinută mai înainte.

In cazul în care domeniul este limitat de două caracteristici care pleacă din punctul

A în sus vom avea cu nota̧tiile de mai sus

u(Q) = u(Q1) + u(Q2)− u(A) + 1
2

Z
DQ

f(x, t)dxdt

adică avem solu̧tia problemei lui Gourssat în care se cunosc valorile valorile funçtiei u

de-a lungul celor două caracteristici care pleacă din A.

15.8 Solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

membranei

Să încercăm să găsim pe cale euristică solu̧tia fundamentală Ω(x, y, t) a ecua̧tiei

membranei. Ea trebuie să descrie unda divergentă care ia naştere în membrană sub

açtiunea impulsului ρδ(x)δ(y)δ(t) al unei foŗte unitare aplicată în origine x = y = 0 la

momentul t = 0. In virtutea simetriei aceasta trebuie să depindă numai de distaņta de

la punct la origine r =
p
x2 + y2. Cum impulsul se conservă în timp va trebui să avem

ρ

Z
∂Ω(x, y, t)

∂t
dxdy = ρ

Z
δ(x, y)dxdy

tZ
0

δ(τ)dτ = ρ, t > 0,
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integralele fiind extinse la tot planul. Şi aici se verifică uşor că odată cu solu̧tia Ω(x, y, t)

avem şi solu̧tia v(x, y, t) = Ω(kx, ky, kt). Impulsul acesteia va fi

ρ

Z
∂v(x, y, t)

∂t
dxdy = ρk

Z
∂Ω(kx, ky, kt)

∂t
dxdy =

ρ

k

Z
∂Ω(x0, y0, kt)

∂t
dx0dy =

ρ

k
.

Deci funçtiile Ω(x, y, t) şi kΩ(kx, ky, kt) au acelaşi impuls oricare ar fi k real. Cum ne

aşteptăm la unicitate rezultă că trebuie să aibă loc rela̧tia Ω(x, y, t) = kΩ(kx, ky, kt)

oricare ar fi k real, mai exact trebuie să aibă loc rela̧tia Ω(r, t) = kΩ(kr, kt). In particular

pentru k = a
r
ob̧tinem Ω(r, t) = a

r
Ω(a, at

r
) = a

r
g(at

r
) unde g este o funçtie care trebuie

determinată din condi̧tia de a verifica ecua̧tia membranei

∂2Ω

∂t2
− a2

·
∂2Ω

∂r2
+
1

r

∂Ω

∂r

¸
= 0.

Vom observa că putem scrie Ω(r, t) = ∂
∂t
G(at

r
), unde vom cere ca numai funçtia omogenă

G(at
r
) să verifice ecua̧tia membranei. Notând ζ = at

r
găsim că trebuie verificată ecua̧tia

G00(ζ)(ζ2 − 1) +G0(ζ)ζ = 0

de unde deducem

G0(ζ) = C
1p

ζ2 − 1
Acesteia îi corespunde solu̧tia

u(r, t) = C
a

r

1q
a2t2

r2
− 1

= Ca
h(at− r)√
a2t2 − r2

care reprezintă în adevăr o undă divergentă. Impulsul acesteia este

ρ
∂

∂t

Z
u(r, t)rdrdθ = ρCa

∂

∂t

2πZ
0

dθ

atZ
0

rdr√
a2t2 − r2 = 2πρCa

∂

∂t
at = 2πρCa2 = ρ

şi rezultă C = 1
2πa2

astfel că solu̧tia fundamentală este

Ω(x, y, t) =
1

2πa

h(at− r)h(t)√
a2t2 − r2 , r =

p
x2 + y2.

Deci impulsului ρδ(x)δ(y)δ(t) îi corespunde perturba̧tia Ω(x, y, t) concentrată la mo-

mentul t > 0 în cercul închis de rază at cu centrul în (0, 0). Există deci un front anterior

al undei care se propagă în plan cu viteza a fără să existe un front posterior. Se zice că

în acest caz are loc difuzia undelor.
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Unui impuls ρδ(x− ξ)δ(y − η)δ(t− τ) îi va corespunde unda

Ω(x− ξ, y − η, t− τ) =
1

2πa

h(a(t− τ)− r)h(t− τ)p
a2(t− τ)2 − r2 , r =

p
(x− ξ)2 + (y − η)2.

Ca şi în cazul corzii solu̧tia u(x, y, t) a ecua̧tiei omogene a membranei

∂2u

∂t2
− a24xyu = 0

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, y, t)|t=0 = u0(x, y),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x, y)

trebuie să fie suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

v0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t)dξdη + u0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ0(t)dξdη

adică

u(x, y, t) =

Z
v0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη +

+
∂

∂t

Z
u0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη.

Aceasta se poate scrie sub forma

u(x, y, t) =
1

2πa

∂

∂t

Z
Cat

u0(ξ, η)p
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2dξdη +

+
1

2πa

Z
Cat

v0(ξ, η)p
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2dξdη

unde Cat este cercul cu centrul în (x, y) de rază at : (ξ−x)2+(η−y)2 ≤ a2t2. Se verifică
prin calcule că dacă datele ini̧tiale u0(x, y), v0(x, y) sunt funçtii de trei ori derivabilă

respectiv de două ori derivabilă formula de mai sus numită formula lui Poisson furnizează

în adevăr solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă a membranei.

Solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia membranei neomogene

∂2w

∂t2
− a24xyw = f(x, y, t)

w(x, y, t)|t=0 = 0

∂w

∂t

¯̄̄̄
t=0

= 0
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va fi va fi suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

f(ξ, η, τ)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t− τ)dξdηdτ

adică

w(x, y, t) =
1

2πa

tZ
0

Z
Ca(t−τ)

f(ξ, η, t)p
a2(t− τ)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2dξdηdτ.

Se observă că funçtionează principiul lui Duhamel. Făcând schimbarea de variabilă

a(t− τ) = r se poate scrie

w(x, y, t) =
1

2πa2

atZ
0

dr

Z
√
(ξ−x)2−(η−y)2<r

f(ξ, η, t− r
a
)dξdηp

r2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

formă numită potenţial întârziat (retardat).

Solu̧tia u(x, y, t) a ecua̧tiei membranei

∂2u

∂t2
− a24xyu = f(x, y, t)

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, y, t)|t=0 = u0(x, y),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x, y)

va fi suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

f(ξ, η, τ)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t− τ)dξdηdτ + v0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t)dξdη +

+u0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ0(t)dξdη

adică

u(x, y, t) =

Z
f(ξ, η, τ)Ω(x− ξ, y − η, t− τ)dξdηdτ +

Z
v0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη +

+
∂

∂t

Z
u0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη.

15.9 Solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

undelor

Vom încerca mai întâi să deducem pe cale euristică solu̧tia fundamentală Ω(x, y, z, t)

a ecua̧tiei undelor în spa̧tiu. Aceasta va reprezenta unda sonoră care va rezulta în aer
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în urma unui impuls unitar ρδ(x)δ(y)δ(z)δ(t) în origine la momentul t = 0. In virtutea

simetriei aceasta va trebui să depindă numai de r =
p
x2 + y2 + z2. Cum impulsul se

conservă în timp vom avea

ρ

Z
∂Ω(x, y, z, t)

∂t
dxdydz = ρ

integrala fiind extinsă la întreg spa̧tiul. Şi aici odată cu solu̧tia Ω(x, y, z, t) vom avea

solu̧tia v(x, y, z, t) = Ω(kx, ky, kz, kt). Impulsul acesteia este

ρk

Z
∂Ω(kx, ky, kz, kt)

∂t
dxdydz =

ρ

k2

Z
∂Ω(x0, y0, z0, kt)

∂t
dx0dy0dz0 =

ρ

k2
.

Rezultă că solu̧tia k2Ω(kx, ky, kz, kt) are acelaşi impuls ca şi solu̧tia Ω(x, y, z, t). Cum

ne aşteptăm la unicitate rezultă că vom avea k2Ω(kx, ky, kz, kt) = Ω(x, y, z, t) pentru

orice k real. Exprimat în funçtie de r vom avea k2Ω(kr, kt) = Ω(r, t) pentru orice k

real. In particular pentu k = a
r
vom avea Ω(r, t) = a2

r2
Ω(a, at

r
) = a2

r2
g(at

r
). Mai mult vom

observa că putem lua Ω(r, t) = ∂2

∂t2
G(at

r
) unde G(at

r
) verifică ecua̧tia undelor. Scriind

aceasta rezultă G00(ζ)(ζ2 − 1) = 0, ζ = at
r
. Rezultă că G(ζ) = Cζ + C1. Pentru a avea

o undă divergentă neapărat C1 = −C. Găsim astfel G(ζ) = C(ζ − 1)h(ζ − 1) pentru ca
ecua̧tia să fie verificată şi în distribu̧tii. Rezultă că

Ω(r, t) = C
a2

r2
δ(
at

r
− 1) = Ca

2

r
δ(at− r).

Impulsul acesteia va fi

ρ
∂3

∂t3

Z
G(r, t)r2 sinϕdrdθdϕ = ρC4π

∂3

∂t3

atZ
0

(at− r)rdr =

= 4πρC
∂3

∂t3
a3t3

6
= 4πρCa3 = ρ

de unde C = 1
4πa3

de unde

Ω(x, y, z, t) =
h(t)

4πa

δ(at− r)
r

.

Deci perturba̧tia Ω(x, y, z, t) datorită impulsului ρδ(x)δ(y)δ(z)δ(t) este localizată la mo-

mentul t > 0 pe suprafa̧ta sferică de rază at cu centrul în (0, 0, 0), adică perturba̧tia se

propagă sub forma de undă sferică cu viteza a. Intr-un punct oarecare (x, y, z) pertur-

ba̧tia este nenulă doar la momentul t = r
a
.



15.9. SOLUŢIA PROBLEMEI LUI CAUCHY PENTRU ECUAŢIA UNDELOR 283

Impulsului ρδ(x− ξ)δ(y − η)δ(z − ζ)δ(t− τ) îi va corespunde unda

Ω(x− ξ, y − η, z − ζ, t− τ) =
h(t)

4πa

δ(a(t− τ)− r)
r

unde acum r =
p
(ξ − x)2 + (η − y)2 + (ζ − z)2.

Solu̧tia ecua̧tiei undelor
∂2u

∂t2
− a24xyzu = 0

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, y, z, t)|t=0 = u0(x, y, z),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x, y, z),

va fi suprapunerea undelor corespunzătoare impulsurilor elementare

v0(ξ, η, ζ)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(z − ζ)δ(t)dξdηdζ +

+u0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(z − ζ)δ0(t)dξdηdζ

adică

u(x, y, z, t) =

Z
v0(ξ, η, ζ)Ω(x− ξ, y − η, z − ζ, t)dξdηdζ +

+
∂

∂t

Z
u0(ξ, η, ζ)Ω(x− ξ, y − η, z − ζ, t)dξdηdζ.

Cum dξdηdζ = drdσr unde dσr este elementul de arie pe sfera ∂Sr cu centrul în (x, y, z)

şi raza r putem scrie

u(x, y, z, t) =
1

4πa2
∂

∂t

Z
∂Sat

u0(ξ, η, ζ)

t
dσat +

1

4πa2

Z
∂Sat

v0(ξ, η, ζ)

t
dσat.

Se verifică prin calcule că dacă datele ini̧tiale u0(x, y, z), v0(x, y, z) sunt funçtii de

trei ori derivabilă respectiv de două ori derivabilă atunci formula de mai sus numită

formula lui Kirchhoff-Poisson furnizează efectiv o solu̧tie a ecua̧tiei omogene a undelor.

Formula lui Kirchhoff-Poisson arată că perturba̧tia u(x, y, z, t) este complet deter-

minată de valorile datelor ini̧tiale pe sfera ∂Sat cu centrul în (x, y, z) şi raza at. Să

presupunem că acestea sunt nenule numai pe o muļtime compactă C. Intr-un punct

care nu apaŗtine muļtimii C perturba̧tia ajunge la momentul t0 = d
a
, este nenulă în

intervalul de timp
£
d
a
, D
a

¤
, unde d,D sunt distaņta minimă respectiv distaņta maximă



284 CAPITOLUL 15. ECUAŢII DE TIP HIPERBOLIC

de la punct la muļtimea C. Pentru timpul t > t1 =
D
a
perturba̧tia este din nou nulă.

Prin punctul ales la momentul t0 trece frontul anterior al undei iar la momentul t1 trece

frontul posterior al undei. La momentul t frontul anterior de undă este înfăşurătoarea

externă a tuturor sferelor de rază at cu centrul în muļtimea C iar frontul posterior de

undă este înfăşurătoarea internă a aceloraşi sfere. La un moment dat perturba̧tia va fi

nenulă numai între frontul anterior şi cel posterior. Cele spuse aici constituie principiul

lui Huygens.

Solu̧tia ecua̧tiei undelor

∂2u

∂t2
− a24xyzu = f(x, y, z, t)

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, y, z, t)|t=0 = u0(x, y, z),

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x, y, z),

va fi suprapunerea undelor corespunzătoare impulsurilor elementare

f(ξ, η, τ)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t− τ)dξdηdτ + v0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ(t)dξdη +

+u0(ξ, η)δ(x− ξ)δ(y − η)δ0(t)dξdη

adică

u(x, y, t) =

Z
f(ξ, η, τ)Ω(x− ξ, y − η, t− τ)dξdηdτ +

Z
v0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη +

+
∂

∂t

Z
u0(ξ, η)Ω(x− ξ, y − η, t)dξdη.

15.10 Problemele mixte pentru ecua̧tia corzii

Pentru coarda finită suntem conduşi la probleme în care pe lângă condi̧tiile ini̧tiale

avem şi anumite condi̧tii la capete. Asemenea probleme se numesc probleme mixte. Intr-

o problemă mixtă trebuie determinată în domeniul x ∈ [0, l], t ≥ 0 solu̧tia u = u(x, t)
care verifică ecua̧tia

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)
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cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x), x ∈ [0.l],
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x), x ∈ [0, l],

şi una din următoarele condi̧tii la limită:

Dacă avem condi̧tiile

u(o, t) = ϕ0(t), t ≥ 0,
u(l, t) = ϕl(t), t ≥ 0

problema se numeşte de primul tip sau cu condiţii de tip Dirichlet.

Dacă avem condi̧tiile

∂u

∂x

¯̄̄̄
x=o

= ϕ0(t), t ≥ 0,
∂u

∂x

¯̄̄̄
x=l

= ϕl(t), t ≥ 0

problema se numeşte de al doilea tip sau cu condiţii de tip Neuman.

Dacă avem condi̧tiile µ
∂u

∂x
− αu

¶
x=o

= ϕ0(t), t ≥ 0,µ
∂u

∂x
− βu

¶
x=l

= ϕl(t), t ≥ 0

problema se numeşte de tipul trei sau cu condiţii la limit̆a mixte.

Printr-o problemă de interpolare totdeauna putem determina o funçtie u0(x, t) care

să satisfacă condi̧tiile la capete. Prin schimbarea de funçtie u(x, t) = u0(x, t) + w(x, t)

ob̧tinem pentru funçtia w(x, t) o problemă de acelaşi tip cu condi̧tii la limită omogene.

Pentru a demonstra unicitatea solu̧tiei unei probleme mixte folosim identitatea

∂u

∂t

µ
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2

¶
=
1

2

∂

∂t

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
+

∂

∂x

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶
pe care integrând-o într-un domeniu D de existeņtă a solu̧tiei ob̧tinem rela̧tiaZ

∂D

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
dx− ∂u

∂x

∂u

∂t
dt = 0
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Difereņta a două solu̧tii ale unei probleme mixte este solu̧tie a aceleaşi probleme mixte

pentru ecua̧tia omogenă cu condi̧tii la limită omogene. Pentru o asemenea difereņtă

aplicăm identitatea de mai sus în dreptunghiul cu vârfurile O(0, 0), A(l, o), A0(l, t),
O0(0, t). Vom ob̧tine

lZ
0

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
t=0

+

tZ
0

∂u

∂x

∂u

∂t

¯̄̄̄
x=l

dt−

−
lZ

0

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
t

−
tZ
0

∂u

∂x

∂u

∂t

¯̄̄̄
x=0

dt = 0

In virtutea condi̧tiilor ini̧tiale prima integrală este nulă. In problemele la limită de

tipul unu sau doi integralele doi şi patru sunt nule. Rezultă că şi integrala a treia

este nulă, dar atunci la momentul t oricare ar fi x avem ∂u
∂x
= 0, ∂u

∂t
= 0. Rezultă

u(x, t) =constant şi cum la momentul t = 0 este nulă rezultă că peste tot u(x, t) = 0.

Deci am arătat unicitatea solu̧tiei problemelor mixte de tipul unu sau doi. In cazul

problemei de tipul trei a doua integrală devine β
tR
0

u∂u
∂t

¯̄
x=l
dt = β

2

tR
0

∂
∂t
u2
¯̄
x=l
= β

2
u(l, t)2.

La fel şi a patra integrală este α
2
u(0, t)2. Rezultă că dacă α > 0, β < 0 atunci neapărat

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 şi a treia integrală trebuie să fie nulă şi deci u(x, t) = 0 peste tot,

adică şi problema de tipul trei are solu̧tie unică.

Dacă considerăm problema ini̧tială şi integrăm rela̧tia

∂u

∂t

µ
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2

¶
=
1

2

∂

∂t

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
+ a2

∂

∂x

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶
pe dreptunghiul cu vârfurile O(0, 0), A(l, o), A0(l, t), O0(0, t) ob̧tinem

E(0)−E(t)− a2
tZ
0

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=l

dτ + a2
tZ
0

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=l

dτ =

tZ
0

lZ
0

∂u

∂t
f(x, τ)dxdτ

unde am notat

E(t) =

lZ
0

1

2

"µ
∂u

∂t

¶2
+ a2

µ
∂u

∂x

¶2#
dx

mărimile de sub integrală fiind calculate la momentul t. Marimea ρE(t) este tocmai

energia corzii la momentul t. Rela̧tia de mai sus scrisă sub forma

E(t)−E(0) =
tZ
0

lZ
0

∂u

∂t
f(x, τ)dxdτ − a2

tZ
0

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=l

dτ + a2
tZ
0

µ
∂u

∂x

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=0

dτ
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arată că varia̧tia energiei corzii este egală cu lucrul mecanic al foŗtei exterioare plus lucrul

mecanic al legăturilor. In cazul problemelor de tipul lui Dirichlet sau Neuman lucrul

mecanic al legăturilor este nul. In cazul problemei mixte lucrul mecanic al legăturilor

este

−a2
tZ
0

µ
βu

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=l

dτ + a2
tZ
0

µ
αu

∂u

∂t

¶¯̄̄̄
x=0

dτ =

= −a
2

2
β
£
u(l, t)2 − u(l, 0)2¤+ a2

2
α
£
u(0, t)2 − u(0, 0)2¤

Rezultă

E(t) +
a2

2
βu(l, t)2 − a

2

2
αu(0, t)2 =

tZ
0

lZ
0

∂u

∂t
f(x, τ)dxdτ +

a2

2
βu(l, 0)2 − a

2

2
αu(0, 0)2

şi deci dacă β > 0,α < 0 avem

E(t) ≤ E(0) +
tZ
0

lZ
0

∂u

∂t
f(x, τ)dxdτ +

a2

2
βu(l, 0)2 − a

2

2
αu(0, 0)2

Folosind inegalitatea lui Schwartz-Cauchy rezultă

E(t) ≤ E(0) +
tZ
0

lZ
0

∂u

∂t

2

dxdτ +

tZ
0

lZ
0

f(x, τ)2dxdτ +
a2

2
βu(l, 0)2 − a

2

2
αu(0, 0)2

sau încă

E(t) ≤ 2
tZ
0

E(τ)dτ + F (t)

unde am notat

F (t) =

tZ
0

lZ
0

f(x, τ)2dxdτ +
a2

2
βu(l, 0)2 − a

2

2
αu(0, 0)2 +E(0)

funçtie crescătoare de t. Dacă notăm

Φ(t) =

tZ
0

E(τ)dτ

putem scrie

Φ0(t) ≤ 2Φ(t) + F (t).
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Inmuļtind cu e−2t rezultă

Φ0(t)e−2t − 2Φ(t)e−2t ≤ F (t)e−2t

sau ¡
Φ(t)e−2t

¢0 ≤ F (t)e−2t
de unde integrând între 0 şi t rezultă

Φ(t)e−2t ≤
tZ
0

F (τ)e−2τdτ ≤ F (t)(1− e−2t)

adică

Φ(t) ≤ F (t)e2t − F (t)

şi deci

E(t) ≤ F (t)e2t.

Rezultă că dacă u0(x), u00(x), v0(x), f(x, t) sunt mici de ordinul lui ε atunci F (t)

este tot de ordinul lui ε şi deci şi energia E(t) este tot de ordinul lui ε.

In cazul problemei lui Dirichlet avem folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz

|u(x, t)| ≤
xZ
0

|∂u
∂x
|dx ≤

√
l

vuuut lZ
0

∂u

∂x

2

dx ≤
√
la
p
2E(t)

adică u(x, t) este mică odată cu energia.

In cazul problemelor lui Neuman şi mixtă avem

|u(x, t)− u(0, t)| ≤
√
la
p
2E(t).

Mai departe avem

|u(0, t)| =
¯̄̄̄
¯̄1l

lZ
0

(u(x, t)− u(x, 0)− u(x, t))dx
¯̄̄̄
¯̄ ≤

≤ 1
l

√
la
p
2E(t) +

¯̄̄̄
¯̄
lZ

0

u(x, t)dx

¯̄̄̄
¯̄ .

Din inegalitatea

∂

∂t

lZ
0

u(x, t)dx =

lZ
0

∂u

∂t
dx ≤

√
l

vuuut lZ
0

∂u

∂t

2

dx ≤
√
la
p
2E(t)
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avem ¯̄̄̄
¯̄
lZ

0

u(x, t)dx

¯̄̄̄
¯̄ ≤

¯̄̄̄
¯̄
lZ

0

u(x, 0)dx

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄
tZ
0

a
√
l
p
2E(τ)dτ

¯̄̄̄
¯̄

şi în definitiv

|u(x, t)| ≤
√
la
p
2E(t) +

1

l

√
la
p
2E(t) +

¯̄̄̄
¯̄
lZ

0

u0(x)dx

¯̄̄̄
¯̄+

¯̄̄̄
¯̄
tZ
0

a
√
l
p
2E(τ)dτ

¯̄̄̄
¯̄ .

In toate cele trei probleme dacă u0(x), u00(x), v0(x), f(x, t) sunt mici atunci şi u(x, t)

este mic, adică solu̧tia depinde continuu de datele ini̧tiale ale problemei.

15.11 Rezolvarea unor problememixte pentru ecua̧tia

corzii

1. Să rezolvăm mai întâi o problemă mixtă pentru ecua̧tia corzii semiinfinite: să se

determine funçtia u(x, t) definită în domeniul x ≥ 0, t ≥ 0 solu̧tie a ecua̧tiei corzii
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = 0, ∂u
∂t

¯̄
t=0

= 0, x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt u|x=0 = ϕ(t),

t ≥ 0. Trebuie să avem condi̧tia de compatibilitate ϕ(0) = 0.

Dacă notăm prin h(t) funçtia lui Heaviside şi prelungind funçtia u(x, t) pentru t < 0

cu valori nule, putem scrie u|x=0 = ϕ(t)h(t), t ∈ R. Cum solu̧tia trebuie să fie de forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x)

condi̧tiile ini̧tiale dau

α(x) + β(−x) = 0

aα0(x) + aβ0(−x) = 0, x ≥ 0

din care deducem că pentru x ≥ 0 avem α(x) = 0, β(−x) = 0. Condi̧tia la capăt dă

α(at) + β(at) = ϕ(t)h(t), t ∈ R

din care deducem

α(x) = 0, x ≤ 0
β(x) = ϕ(

x

a
)h(
x

a
), x ∈ R.
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Deci solu̧tia problemei este

u(x, t) = ϕ(t− x
a
)h(t− x

a
),

adică o undă care se deplasează spre capătul liber al corzii cu viteza a. Problema

corespunde exemplului clasic dat în cursurile de fizică. Mai observăm că

u(x, t+
x

a
) = ϕ(t)h(t),

adică un semnal aplicat în capătul x = 0 se regăseşte în punctul x la momentul t + x
a
,

ceea ce corespunde transmiterii de semnale.

2. Să determinăm acum funçtia u(x, t) definită în domeniul x ≥ 0, t ≥ 0 solu̧tie a
ecua̧tiei corzii

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = u0(x), ∂u
∂t

¯̄
t=0
= v0(x), x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt u|x=0 = 0,

t ≥ 0. Trebuie să avem condi̧tia de compatibilitate u0(0) = 0.

Ca mai sus condi̧tia la capăt o putem scrie u|x=0 = 0, t ∈ R. Cum solu̧tia trebuie să
fie de forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x)

condi̧tiile la capăt dau α(at) + β(at) = 0 şi deci

u(x, t) = α(at+ x)− α(at− x).

Condi̧tiile ini̧tiale dau

α(x)− α(−x) = u0(x)

aα0(x)− aα0(−x) = v0(x), x ≥ 0

din care deducem că pentru x ≥ 0 avem

α(x) =
1

2
u0(x) +

1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, x ≥ 0,

α(−x) = −1
2
u0(x) +

1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, x ≥ 0.
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A doua rela̧tie se mai scrie sub forma primeia

α(−x) = 1

2
u∗0(−x) +

1

2a

−xZ
0

v∗0(ξ)dξ, x ≥ 0

numai dacă punem

u∗0(−x) = −u0(x), x ≥ 0
−xZ
0

v∗0(ξ)dξ =

xZ
0

v0(ξ)dξ, x ≥ 0,

din a doua rezultând prin derivare

−v∗0(−x) = v0(x), x ≥ 0.

Deci dacă prelungim funçtiile u0(x), v0(x) prin imparitate fa̧tă de origine la funçtiile

u∗0(x), v
∗
0(x) atunci avem

α(x) =
1

2
u∗0(x) +

1

2a

xZ
0

v∗0(ξ)dξ, x ∈ R,

u(x, t) =
u∗0(x− at) + u∗0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
x−at

v∗0(ξ)dξ.

ca la formula lui D’Alembert. Exprimat numai prin funçtiile ini̧tiale u0(x), v0(x), 0 ≤
x <∞ avem

u(x, t) =
u0(x− at) + u0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
x−at

v0(ξ)dξ, t ≤ x
a
,

u(x, t) =
−u0(at− x) + u0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
at−x

v0(ξ)dξ, t ≥ x
a

Obsrvăm că pentru t ≤ x
a
mi̧scarea se compune din două unde de aceeaşi formă

care se deplasează spre stânga şi spre dreapta cu viteza a. Domeniul de dependeņtă al

unui punct (x, t), t ≤ x
a
este segmentul de pe axa x-lor (x − at, x + at). Pentru t ≥ x

a

apare influieņta capătului fix, mi̧scarea fiind compunerea a undei inverse u0(x + at) şi

a undei directe −u0(at − x) de formă opusă primeia. Apare deci reflectarea cu semn
schimbat a undei în capătul fixat. Domeniul de dependeņtă al unui punct (x, t), t ≥ x

a
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este segmentul (at − x, x + at) capătul din stânga fiind simetricul fa̧tă de origine al
punctului x− at.
3. Solu̧tia problemei

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ≥ 0, t ≥ 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = u0(x), ∂u
∂t

¯̄
t=0

= v0(x), x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt u|x=0 =
ϕ(t), t ≥ 0, u0(0) = ϕ(0) se compune evident din suma solu̧tiilor celor două probleme de

mai înainte: se consideră funçtiile u0(x), v0(x) prelungite prin imparitate fa̧tă de origine

în funçtiile u∗0(x), v
∗
0(x)şi

u(x, t) = ϕ(t− x
a
)h(t− x

a
) +

u∗0(x− at) + u∗0(x+ at)
2

+
1

2a

x+atZ
x−at

v∗0(ξ)dξ.

4. Solu̧tia problemei
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ≥ 0, t ≥ 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = 0, ∂u
∂t

¯̄
t=0

= 0, x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt ∂u
∂x

¯̄
x=0

= ϕ(t),

t ≥ 0 o vom căuta sub forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x).

Condi̧tiile ini̧tiale conduc la rela̧tiile α(x) = 0, β(−x) = 0 pentru x ≥ 0. Vom scrie

condi̧tia la capăt sub forma

α0(at)− β0(at) = ϕ(t)h(t), t ∈ R.

Rezultă

α(x)− β(x) =

xZ
0

ϕ(
ξ

a
)h(

ξ

a
)dξ = h(

x

a
)

x
aZ
0

ϕ(ξ)dξ

şi deci

α(x) = 0, x ∈ R,

β(x) = −h(x
a
)

x
aZ
0

ϕ(ξ)dξ.

Solu̧tia este

u(x, t) = −h(t− x
a
)

t−x
aZ

0

ϕ(ξ)dξ.
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5. Solu̧tia problemei
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ≥ 0, t ≥ 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = u0(x), ∂u
∂t

¯̄
t=0
= v0(x), x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt ∂u

∂x

¯̄
x=0

=

0, t ≥ 0 o vom căuta sub forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x).

Condi̧tia la capăt implică

α0(at)− β0(at) = 0, t ∈ R

de unde deducem β(x) = α(x) + C şi deci

u(x, t) = α(at+ x) + α(at− x).

Am înglobat constanta în α. Condi̧tiile ini̧tiale dau

α(x) + α(−x) = u0(x), x ≥ 0,
aα0(x) + aα0(−x) = v0(x), x ≥ 0.

Rezultă

α(x) =
1

2
u0(x) +

1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, x ≥ 0,

α(−x) =
1

2
u0(x)− 1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, x ≥ 0.

A doua rela̧tie o scriem sub forma primeia

u(−x) = 1

2
u∗0(−x) +

1

2a

−xZ
0

v∗0(ξ)dξ, x ≥ 0

cu condi̧tia ca

u∗0(−x) = u0(x), x ≥ 0,
−xZ
0

v∗0(ξ)dξ = −
xZ
0

v0(ξ)dξ.

A doua implică

v∗0(−x) = v0(x).
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Cele două rela̧tii sunt echivalente cu prelungirea prin paritate a funçtiilor u0(x), v0(x)

fa̧tă de origine în funçtiile şi u∗0(x), v
∗
0(x)

u(x, t) =
u∗0(x− at) + u∗0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
x−at

v∗0(ξ)dξ.

In acest caz mi̧scarea se compune din două unde, una spre dreapta, alta spre stânga

care se reflectă în origine fără schimbare de semn.

6. Solu̧tia problemei
∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ≥ 0, t ≥ 0

cu condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = u0(x), ∂u
∂t

¯̄
t=0
= v0(x), x ≥ 0 şi condi̧tia la capăt ∂u

∂x

¯̄
x=0

=

ϕ(t), t ≥ 0 este suma celor două solu̧tii de la ultimele probleme: se consideră prelungite
funçtiile u0(x), v0(x) prin paritate fa̧tă de origine în funçtiile u∗0(x), v

∗
0(x) şi

u(x, t) = −h(t− x
a
)

t−x
aZ

0

ϕ(ξ)dξ +
u∗0(x− at) + u∗0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
x−at

v∗0(ξ)dξ.

7. Să determinăm solu̧tia u(x, t) a ecua̧tiei

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l,
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

şi condi̧tiile la capete

u(x, t)|x=0 = ϕ(t), t ≥ 0,
u(x, t)|x=l = 0.

Trebuie să avem condi̧tia de compatibilitate ϕ(0) = 0. Solu̧tia fiind de forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x)

condi̧tiile ini̧tiale dau α(x) = 0, β(−x) = 0 pentru 0 ≤ x ≤ l. Condi̧tiile la capete vor da

α(at) + β(at) = ϕ(t)h(t), t ∈ R,
α(at+ l) + β(at− l) = 0, t ∈ R.
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Acestea conduc la rela̧tiile

α(x) = α(x− 2l)− ϕ

µ
x− 2l
a

¶
h

µ
x− 2l
a

¶
, x ∈ R,

β(x) = β(x− 2l) + ϕ
³x
a

´
h
³x
a

´
, x ∈ R.

Observând că avem

α(x) = 0,−l ≤ x ≤ l,
β(x) = ϕ

³x
a

´
h
³x
a

´
,−l ≤ x ≤ l,

rezultă că avem definite prin recursivitate pe întreaga axă reală cele două funçtii α(x), β(x).

Dacă considerăm că x ∈ [(2n− 1)l, (2n+ 1)l vom putea scrie şirul de egalită̧ti

α(x) = α(x− 2l)− ϕ

µ
x− 2l
a

¶
h

µ
x− 2l
a

¶

α(x− 2l) = α(x− 4l)− ϕ

µ
x− 4l
a

¶
h

µ
x− 4l
a

¶
..........................................................................

α(x− (2n− 2)l) = α(x− 2nl)− ϕ

µ
x− 2nl
a

¶
h

µ
x− 2nl
a

¶
α(x− 2nl) = 0

Prin adunare rezultă

α(x) = −
∞X
n=1

ϕ

µ
x− 2nl
a

¶
h

µ
x− 2nl
a

¶
suma coņtinând un număr finit de termeni. La fel se găseşte

β(x) =
∞X
n=0

ϕ

µ
x− 2nl
a

¶
h

µ
x− 2nl
a

¶
.

Rezultă că putem scrie

u(x, t) = ϕ
³
t− x

a

´
h
³
t− x

a

´
−

∞X
n=1

ϕ

µ
at− x− 2nl

a

¶
h

µ
at− x− 2nl

a

¶
+

+
∞X
n=1

ϕ

µ
at+ x− 2nl

a

¶
h

µ
at+ x− 2nl

a

¶
,

adică mi̧scarea este suprapunerea undelor care pleacă din x = 0 se reflectă cu schimbare

de semn atât în x = l cât şi în x = 0.
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8. Să determinăm solu̧tia u(x, t) a ecua̧tiei

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x), 0 ≤ x ≤ l,
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

şi condi̧tiile la capete

u(x, t)|x=0 = 0, t ≥ 0,
u(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0.

Trebuie să avem condi̧tia de compatibilitate u0(0) = 0.

Solu̧tia fiind de forma

u(x, t) = α(at+ x) + β(at− x)

condi̧tiile la capete ne dau

α(at) + β(at) = 0, t ∈ R,
α(at+ l) + β(at− l) = 0, t ∈ R.

Rezultă

α(x+ 2l) = α(x), x ∈ R,
β(x+ 2l) = β(x), x ∈ R,

adică funçtiile α(x), β(x) sunt periodice cu perioada 2l. Putem scrie

u(x, t) = α(x+ at)− α(at− x).

Condi̧tiile ini̧tiale dau

α(x) =
1

2
u0(x) +

1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, 0 ≤ x ≤ l,

α(−x) = −1
2
u0(x) +

1

2a

xZ
0

v0(ξ)dξ, 0 ≤ x ≤ l.
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A doua rela̧tie se poate scrie sub forma primeia

α(−x) = 1

2
u∗0(−x) +

1

2a

−xZ
0

v∗0(ξ)dξ, 0 ≤ x ≤ l

dacă punem

u∗0(−x) = −u0(−x), 0 ≤ x ≤ l,
v∗0(−x) = −v0(−x), 0 ≤ x ≤ l,

adică funçtiile u0(x), v0(x) trebuie prelungite prin imparitate fa̧tă de origine în funçtiile

u∗0(x), v
∗
0(x). Funçtia α(x) fiind periodică cu perioada 2l vom avea

α(x+ 2l) =
1

2
u∗0(x+ 2l) +

1

2a

x+2lZ
0

v∗0(ξ)dξ =
1

2
u∗0(x) +

1

2a

xZ
0

v∗0(ξ)dξ = α(x)

numai dacă

u∗0(x+ 2l) = u∗0(x),

v∗0(x+ 2l) = v∗0(x)

adică funçtiile u0(x), v0(x) trebuie prelungite prin periodicitate cu perioada 2l în funçtiile

u∗0(x), v
∗
0(x). Atunci vom putea scrie

u(x, t) =
u∗0(x− at) + u∗0(x+ at)

2
+
1

2a

x+atZ
x−at

v∗0(ξ)dξ

ca la formula lui D’Alembert. Vom observa că mi̧scarea este periodică în timp cu pe-

rioada 2l
a
. Pentru ca formula de mai sus să dea o veritabilă solu̧tie este necesar şi suficient

ca prelungirile u∗0(x), v
∗
0(x) să fie efectiv de două ori derivabile ceea ce se realizează când

funçtiile u0(x), v0(x) sunt de două ori derivabile pe [0,l] şi satisfac condi̧tiile

u0(0) = u00(0) = u
00
0(0) = u0(l) = u

0
0(l) = u”0(l) = 0,

v0(0) = v00(0) = v
00
0(0) = v0(l) = v

0
0(l) = v”0(l) = 0,

Dacă aceste condi̧tii nu sunt satisfăcute formula de mai sus dă o anumită funçtie care

trebuie să aibă o legătură cu problema noastră. In acest caz vom spune că avem o soluţie

generalizat̆a a problemei noastre.
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Dacă prin punctele (0, 0), (l, 0) ducem caracteristicile x−at = 0, x+at = l acestea se
taie în punctul ( l

2
, l
2a
) şi taie dreptele x = 0, x = l în punctele (0, l

a
) respectiv (l, l

a
). Prin

aceste puncte ducem din nou caracteristicile şi aşa mai departe. Domeniul fazelor se

împarte în acest fel în mai multe subdomenii. Considerăm un punct (x1, t1) în domeniul

limitat de punctele (0, 0), (l, 0), ( l
2
, l
2a
). Putem scrie

u(x1, t1) =
u0(x1 − at1) + u0(x1 + at1)

2
+
1

2a

x1+at1Z
x1−at1

v0(ξ)dξ

adică în acest triunghi mi̧scarea este suprapunerea celor două unde directă şi inversă

fără a se face simţită prezeņta capetelor. Domeniul de dependeņtă al acestui punct este

segmentul (x1 − at1, x1 + at1) determinat pe axa x-lor de caracteristicile care trec prin
acel punct.

Dacă considerăm un punct (x2, t2) în domeniul limitat de punctele (l, 0), (l, la), (
l
2
, l
2a
)

putem scrie

u(x2, t2) =
u0(x2 − at2)− u0(2l − x2 − at2)

2
+
1

2a

2l−x2−at2Z
x2−at2

v0(ξ)dξ

adică mi̧scarea este compusă din unda directă α(x2 − at2) şi din unda inversă −α(2l −
x2 − at2) care provine din unda directă reflectată cu semn schimbat în capătul x =
l. Domeniul de dependeņtă al acestui punct este intervalul (x2 − at2, 2l − x2 − at2),
determinat de caracteristicile care trec prin acest punct, una reflectată de dreapta x = l,

capătul 2l − x2 − at2 fiind simetricul fa̧tă de x = l a punctului x2 + at2.
Dacă luăm un punct (x3, t3) din domeniul limitat de punctele (0, 0), (0, la), (

l
2
, l
2a
)

putem scrie

u(x3, t3) =
u0(x3 + at3)− u0(at3 − x3)

2
+
1

2a

x3+at3Z
at3−x3

v0(ξ)dξ

adică mi̧scarea se compune din unda inversă α(x3+at3) şi din unda directă −α(at3−x3)
care provine din unda inversă reflectată cu schimbare de semn de capătul x = 0. Dome-

niul de dependeņtă al acestui punct este segmentul (at3 − x3, x3 + at3) determinat de
caracteristicile duse prin acest punct una reflectată de dreapta x = 0, capătul at3 − x3
fiind simetricul fa̧tă de x = 0 al punctului x3−at3. In acest mod putem determina mi̧s-
carea în oricare din domeniile descrise mai sus. Se vede astfel că fiecare undă ajungând

în unul din capete se reflectă cu schimbare de semn.
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Prelungirile funçtiilor u0(x), v0(x) prin imparitate fa̧tă de origine şi periodicitate cu

perioada 2l sunt date de dezvoltările în serie Fourier de sinuşi

u∗0(x) =
∞X
n=1

u0n sin
nπx

l
, u0n =

2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx,

v∗0(x) =
∞X
n=1

v0n sin
nπx

l
, v0n =

2

l

lZ
0

v0(x) sin
nπx

l
dx.

Ob̧tinem atunci

u(x, t) =
∞X
n=1

sin
nπx

l

µ
u0n cos

nπat

l
− v0nl
nπa

sin
nπat

l

¶
adică ob̧tinem solu̧tia ca o suprapunere de unde sta̧tionare

un(x, t) = sin
nπx

l

µ
u0n cos

nπat

l
− v0nl
nπa

sin
nπat

l

¶
.

Vom regăsi această solu̧tie prin metoda lui Fourier şi acolo vom analiza semnifica̧tia sa.

9. Pentru a găsi solu̧tia ecua̧tiei

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale

u(x, t)|t=0 = u0(x), 0 ≤ x ≤ l,
∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= v0(x), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

şi condi̧tiile la capete

u(x, t)|x=0 = 0, t ≥ 0,
u(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0.

este suficient acum să găsim solu̧tia ecua̧tiei

∂2w

∂t2
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale nule

w(x, t)|t=0 = 0, 0 ≤ x ≤ l,
∂w

∂t

¯̄̄̄
t=0

= 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,
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şi condi̧tiile la capete

w(x, t)|x=0 = 0, t ≥ 0,
w(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0.

Şi acum este valabil principiul lui Duhamel, dacă v(x, t, τ) este solu̧tia

∂2v

∂t2
− a2 ∂

2v

∂x2
= 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale

v(x, t)|t=0 = , 0 ≤ x ≤ l,
∂v

∂t

¯̄̄̄
t=0

= f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

şi condi̧tiile la capete

v(x, t)|x=0 = 0, t ≥ 0,
v(x, t)|x=l = 0, t ≥ 0,

atunci vom avea

w(x, t) =

tZ
0

v(x, t, t− τ)dτ.

Dacă notăm cu f∗(x, t) prelungirea prin imparitate fa̧tă de 0 şi apoi prin periodicitate

cu perioada 2l a funçtiei f(x, t) vom avea

v(x, t, τ) =
1

2a

x+a(t−τ)Z
x−a(t−τ)

f∗(ξ, τ)dξ

şi deci

w(x, t) =
1

2a

tZ
0

x+a(t−τ)Z
x−a(t−τ)

f∗(ξ, τ)dξdτ =
1

2a2

atZ
0

x+rZ
x−r

f∗(ξ, t− r
a
)dξdr.

Prelungirea f∗(x, t) se poate scrie

f∗(x, t) =
∞X
n=1

fn(t) sin
nπx

l
, fn(t) =

2

l

lZ
0

f(x, t) sin
nπx

l
dx
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15.12 Oscila̧tii sta̧tionare şi problema fără condi̧tii

ini̧tiale

Un proces oscilatoriu se numeşte staţionar dacă el este periodic în timp. Să pre-

supunem că asupra unei corzi finite sau infinite açtionează o foŗtă periodică

f(x, t) = f1(x) cosωt− f2(x) sinnωt.

Vom avea deci ecua̧tia

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f1(x) cosωt− f2(x) sinnωt.

Dacă coarda este finită vom presupune că la capetele ei avem condi̧tii la limită neomo-

gene în care membrii drep̧ti sunt tot de forma α cosωt − β sinωt. Este de aşteptat ca

după o îndelungă açtiune a foŗtelor şi legăturilor periodice influieņta condi̧tiilor ini̧tiale

să nu mai aibă importaņtă şi mi̧scarea corzii să devină un proces sta̧tionar cu aceeaşi

perioadă în timp, adică să avem solu̧tii de forma

u(x, t) = v1(x) cosωt− v2(x) sinωt.

Acestea, dacă vor exista, se numesc oscilaţiile staţionare ale corzii.

Să observăm că introducând în ecua̧tie avem

−(ω2v1 + a2v001) cosωt+ (ω2v2 + a2v002) sinωt = f1(x) cosωt− f2(x) sinnωt

şi cum funçtiile cosωt, sinωt sunt linear independente rezultă

ω2v1 + a
2v001 = −f1(x),

ω2v2 + a
2v002 = −f2(x)

sau notând ω
a
= k

v001 + k
2v1 = −f1(x)

a2
,

v002 + k
2v2 = −f2(x)

a2
.

Rezultă că dacă vom pune F (x) = f1(x) + if2(x), v = v1 + iv2 atunci vom avea

v00 + k2v = −F (x)
a2

.
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Invers dacă v = v1 + iv2 este solu̧tie a acestei ecua̧tii atunci prin înmuļtire cu eiωt vom

avea
∂2

∂t2
veiωt − a2 ∂2

∂x2
veiωt = F (x)eiωt.

Deci <e(veiωt) = v1 cosωt − v2 sinωt va satisface ecua̧tia corzii cu termenul drept
<e(Feiωt) = f1 cosωt − f2 sinωt. Vom conveni să numim funçtia v = v1 + iv2 am-

plitudinea complex̆a a oscilaţiei, iar funçtia F (x) = f1(x) + if2(x) o vom numi forţa

complex̆a.

Să ne ocupăm mai întâi de cazul corzii finite fixate la capete. In acest caz ampli-

tudinea complexă trebuie să verifice ecua̧tia

v00 + k2v = −F (x)
a2

şi condi̧tiile de fixare

v(0) = 0

v(l) = 0.

Vom obsrva că dacă foŗta complexă este nulă avem solu̧tii de forma v(x) = A cos kx +

B sin kx. Vom avea o solu̧tie nenulă care să verifice condi̧tiile de fixare dacă k = nπ
l

adică ω = nπa
l
. Rezultă că pulsa̧tiilor ωn = nπa

l
, n = 1, 2, ... le corespund amplitudinile

complexe

vn(x) = B sin
nπ

l
x

şi oscila̧tiile sta̧tionare

un(x, t) = <e
³
(B1n + iB2n) sin

nπ

l
xei

nπa
l
t
´
= sin

nπ

l
x(B1n cos

nπat

l
−B2n sin nπat

l
)

care pot apare în coardă fără foŗtă exterioară. Din acest motiv ele se numesc oscilaţii

proprii, pulsa̧tiile corespunzătoare ωn =
nπa
l
se numesc pulsaţiile proprii. Vom nota

că frecveņtele acestor oscila̧tii proprii depind numai de lungimea corzii şi coeficientul

a, adică de densitatea lineară ρ şi tensiunea corzii T0. Mai observăm că din expresia

solu̧tiei ecua̧tiei corzii finite cu condi̧tii ini̧tiale rezultă că acea solu̧tie este o suprapunere

de oscila̧tii proprii.

Revenind la cazul general solu̧tia generală a ecua̧tiei

v00 + k2v = −F (x)
a2
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este

v = A cos kx+B sin kx− 1

a2

xZ
0

sin k(x− ξ)

k
F (ξ)dξ.

cu A,B constante. Punând condi̧tiile la capete ob̧tinem

A = 0

B =
1

a2 sin kl

lZ
0

sin k(l − ξ)

k
F (ξ)dξ

valabilă numai pentru k 6= nπ
l
. Rezultă că dacă pulsa̧tia foŗtei perturbatoare este diferită

de pulsa̧tiile proprii atunci există o solu̧tie unică. Dacă k = nπ
l
atunci condi̧tia la capătul

x = l se scrie

B.0− 1

a2
l

nπ

lZ
0

sin
nπ

l
(l − ξ)F (ξ)dξ = 0

sau

B.0− 1

nπa2
(−1)n

lZ
0

sin
nπξ

l
F (ξ)dξ = 0

şi deci dacă este verificată condi̧tia

lZ
0

sin
nπξ

l
F (ξ)dξ = 0

atunci B este arbitrar şi avem o solu̧tie

v = B sin
nπx

l
− 1

a2

xZ
0

sin
nπ

l
(x− ξ)F (ξ)dξ

cu B arbitrar. Dacă condi̧tia nu este îndeplinită atunci are loc fenomenul de rezonaņtă

şi nu există oscila̧tii sta̧tionare.

Pentru coarda infinită, ne amintim că dacă asupra ei din pozi̧tia ini̧tială de pe axă

şi cu viteză ini̧tială nulă açtiona foŗta concentrată în punctul x = ξ armonică în timp

δ(x− ξ)a2 cosωth(t) atunci mi̧scarea sa era o undă divergentă dată de rela̧tia

u(x, t; ξ) =
ah(t)

2ω
sin

µ
ω

µ
t− |x− ξ|

a

¶¶
= <e

µ
h(t)eiωt

e−ik|x−ξ|

2ik

¶
, k =

ω

a

Este de aşteptat ca foŗtei sta̧tionare δ(x−ξ)a2 cosωt să-i corespundă oscila̧tia sta̧tionară

cu amplitudinea complexă

V (x, ξ) =
e−ik|x−ξ|

2ik
.



304 CAPITOLUL 15. ECUAŢII DE TIP HIPERBOLIC

Această amplitudine este o funçtie simetrică în x şi ξ, este continuă ca funçtie de x sau

ξ pe întreaga axă reală, are derivate în raport cu x sau ξ continue peste tot cu excep̧tia

punctului x = ξ unde prezintă un salt

∂V (x, ξ + 0)

∂x
− ∂V (x, ξ − 0)

∂x
= −1,

peste tot în afară de x = ξ verifică ecua̧tia

∂2V (x, ξ)

∂x2
+ k2V (x, ξ) = 0.

Formal putem spune că ea verifică ecua̧tia

∂2V (x, ξ)

∂x2
+ k2V (x, ξ) = −δ(x− ξ).

In plus funçtia V (x, ξ) satisface la mari distaņte aşa numitele condiţii de radiaţie

V (x, ξ) = O(1), x→ ±∞,
∂V (x, ξ)

∂x
+ ikV (x, ξ) = o(1), x→ ±∞.

Are loc rela̧tia de reciprocitate

V (x, ξ)
¡
v00(x) + k2v(x)

¢− v(x)µ∂2V (x, ξ)

∂x2
+ k2V (x, ξ)

¶
=

=
∂

∂x

µ
V (x, ξ)v0(x)− v(x)∂V (x, ξ)

∂x

¶
oricare ar fi funçtia v(x). Aplicând această rela̧tie pentru funçtia v(x) solu̧tie a ecua̧tiei

v00 + k2v = −F (x)
a2

şi integrând între −l şi l cu l suficient de mare ob̧tinem

v(ξ) =

µ
V (x, ξ)v0(x)− v(x)∂V (x, ξ)

∂x

¶¯̄̄̄l
−l
+
1

a2

lZ
−l

V (x, ξ)F (x)dx.

Presupunând că funçtia v(x) satisface condi̧tiile de radia̧tie şi că funçtia F (x) este nenulă

numai pe un interval (α, β) vom avea făcând l→∞

v(ξ) =
1

2a2ki

Z
αβF (x)e−ik|x−ξ|dx.
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Se verifică uşor că funçtia dată de această rela̧tie satisface ecua̧tia cerută şi condi̧tiile de

radia̧tie. Deci faptul că foŗta complexă este nenulă pe un interval mărginit şi că cerem

satisfacerea condi̧tiilor de radia̧tie asigură existeņta unei solu̧tii unice pentru problema

oscila̧tiilor sta̧tionare a corzii infinite. Deci dacă asupra corzii açtionează foŗta sta̧tionară

f1(x) cosωt−f2(x) sinωt nenulă numai pe intervalul (α,β) coarda are oscila̧tii sta̧tionare
date de rela̧tia

u(ξ, t) =
1

2a2k

Z
αβ [f2(x) cos (ωt− k|x− ξ|) + f1(x) sin (ωt− k|x− ξ|)] dx.

Problemele oscila̧tiilor sta̧tionare se pun în acelaşi mod pentru ecua̧tia membranei sau

ecua̧tia undelor. Rezolvările sunt asemănătoare. Pentru cazurile domeniilor mărginite

rezolvarea se face prin reducere la o ecua̧tie integrală, pe care am căutat s-o evităm mai

sus. In cazurile nemărginte apar condi̧tii de radia̧tie.

15.13 Metoda lui Fourier

Metoda lui Fourier sau metoda separării variabilelor este una din cele mai raspândite

metode de rezolvare a problemelor legate de ecua̧tiile cu derivate paŗtiale. Vom ilustra

metoda începând cu problema micilor oscila̧tii ale corzii finite fixate la capete. Aceasta

revine la găsirea solu̧tiei ecua̧tiei

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0

cu condi̧tiile la limită

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

şi condi̧tiile ini̧tiale

u(x, 0) = u0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= v0(x), 0 ≤ x ≤ l.

In metoda lui Fourier se caută solu̧tii nebanale ale ecua̧tiei de forma produsului

u(x, t) = X(x)T (t)

care să satisfacă condi̧tiile la limită.
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Introducând în ecua̧tie avem

T 00(t)X(x)− a2T (t)X 00(x) = 0

sau
T 00(t)
a2T (t)

=
X 00(x)
X(x)

.

Ultima egalitate în care membrul stâng depinde numai de t, iar membrul drept numai

de x, este posibilă numai dacă ambii termeni sunt egali cu o constantă pe care o notăm

cu −λ. Ob̧tinem atunci două ecua̧tii difereņtiale

T 00(t) + λa2T (t) = 0,

X 00(x) + λX(x) = 0.

Suntem conduşi la problema găsirii unor solu̧tii nebanale pentru ecua̧tia

X 00(x) + λX(x) = 0

care să satisfacă condi̧tiile la limită

X(0) = 0,X(l) = 0.

O asemenea problemă se numeşte problemă a lui Sturm-Liouville. Valorile parametrului

λ pentru care problema lui Sturm-Liouville are solu̧tie se numesc valori proprii, iar

solu̧tiile se numesc funcţii proprii.

Pentru a găsii valorile şi funçtiile proprii ale problemei lui Sturm-Liouville la care

am ajuns trebuie să considerăm cele trei cazuri posibile λ < 0, λ = 0, λ > 0.

Dacă λ < 0 solu̧tia generală a ecua̧tie în X(x) este

X(x) = C1e
√−λx + C2e−

√−λx.

Scriind că aceasta satisface condi̧tiile la limită avem

C1 + C2 = 0,

C1e
√−λl + C2e−

√−λl = 0.

Cum determinantul acestui sistem este nenul avem C1 = C2 = 0 şi deci X(x) ≡ 0, ceea
ce nu convine.
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Dacă λ = 0 solu̧tia generală a ecua̧tie în X(x) este

X(x) = C1 + C2x

şi impunând verificarea condi̧tiilor la limită avem

C1 = 0, C1 + C2l = 0

din care rezultă C1 = C2 = 0 şi deci X(x) ≡ 0, ceea ce nu convine.
Dacă λ > 0 atunci

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Scriind că sunt verificate condi̧tiile la limită avem

C1 = 0, C2 sin
√
λl = 0.

Trebuie să considerăm C2 6= 0 pentru că altfel X(x) ≡ 0. Rezultă sin√λl = 0 adică
√
λ = nπ

l
unde n este orice număr natural nenul.

Prin urmare avem solu̧tii nebanale ale problemei lui Sturm-Liouville numai pentru

valorile proprii

λn =
³nπ
l

´2
, n = 1, 2, 3, ...

Acestora le corespund funçtiile proprii

Xn(x) = sin
nπx

l

determinate abstraçtie făcând de un factor pe care l-am luat egal cu unitatea.

Pentru λ = λn ecua̧tia în T (t) admite solu̧tia generală

Tn(t) = An cos
nπat

l
+Bn sin

nπat

l

cu An, Bn constante arbitrare. In acest fel funçtiile

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = sin
nπx

l

µ
An cos

nπat

l
+Bn sin

nπat

l

¶
satisfac ecua̧tia corzii şi condi̧tiile la limită pentru orice constante An, Bn.

In virtutea linearită̧tii ecua̧tiei orice sumă finită de solu̧tii este tot o solu̧tie. Acest

lucru este adevărat şi pentru seria

u(x, t) =
∞X
n=1

sin
nπx

l

µ
An cos

nπat

l
+Bn sin

nπat

l

¶
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dacă ea va converge şi o vom putea deriva de două ori în raport cu x şi t. Cum fiecare

termen satisface condi̧tiile la limită şi suma seriei u(x, t) va satisface condi̧tiile la limită.

Rămâne numai să determinăm constantele An, Bn astfel ca să fie satisfăcute şi condi̧tiile

ini̧tiale.

Derivând seria în raport cu t avem

∂u

∂t
=

∞X
n=1

nπa

l
sin
nπx

l

µ
−An sin nπat

l
+Bn cos

nπat

l

¶
.

Pentru a satisface condi̧tiile ini̧tiale trebuie să avem

u0(x) =
∞X
n=1

An sin
nπx

l
, v0(x) =

∞X
n=1

nπa

l
Bn sin

nπx

l

rela̧tii care constituie dezvoltările în serii se sinuşi ale funçtiilor u0(x), v0(x). Rezultă

An =
2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx,Bn =

2

nπa

lZ
0

v0(x) sin
nπx

l
dx.

In acest fel dacă există o solu̧tie de forma celei de mai sus, atunci coeficieņtii săi sunt

da̧ti de rela̧tiile de mai sus.

Teoremă. Dacă pe intervalul [0, l] funçtia u0(x) este de două ori continuu derivabilă,

are derivată de ordinul trei continuă pe poŗtiuni şi satisface condi̧tiile

u0(0) = u0(l) = 0, u
00
0(0) = u

00
0(l) = 0,

dacă funçtia v0(x) este cu derivată continuă, are derivată de ordinul doi continuă pe

poŗtiuni şi satisface condi̧tiile

v0(0) = v0(l) = 0

atunci funçtia u(x, t) dată de seria de mai sus are derivate de ordinul doi continue şi

satisface ecua̧tia corzii şi condi̧tiile la limită şi ini̧tiale. Ea poate fi derivată termen cu

termen de două ori ob̧tinând serii absolut şi uniform convergente pentru 0 ≤ x ≤ l şi
pentru orice timp .

Integrând prin păŗti integralele care dau coeficieņtii An, Bn, ţinând cont de condi̧tiile

amintite avem

An = −
µ
l

π

¶3
B
(3)
n

n3
, Bn = −

µ
l

π

¶3
A
(2)
n

n3
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unde

B(3)n =
2

l

lZ
0

u0000 (x) cos
nπx

l
dx,A(2)n =

2

l

lZ
0

v000(x)
a

sin
nπx

l
dx.

Din proprietă̧tile seriilor trigonometrice rezultă că seriile

∞X
n=1

|A(2)n |
n
,
∞X
n=1

|B(3)n |
n

sunt convergente. Inlocuind coeficieņtii în expresia lui u(x, t) avem

u(x, t) = −
µ
l

π

¶3 ∞X
n=1

1

n3
sin
nπx

l

µ
B(3)n cos

nπat

l
+A(2)n sin

nπat

l

¶
.

Această serie este majorată de seria convergentăµ
l

π

¶3 ∞X
n=1

1

n3
¡|B(3)n |+ |A(2)n |¢

Rezultă că seria lui u(x, t) este absolut şi uniform convergentă şi poate fi derivată termen

cu termen de două ori în raport cu x şi t, ceea ce trebuia demonstrat.

Dacă funçtiile u0(x), v0(x) nu satisfac condi̧tiile teoremei, este posibil ca funçtia

u(x,t) dată de seria de mai sus să nu fie de două ori derivabilă. Totuşi dacă u0(x) este

cu derivată continuă pe poŗtiuni şi satisface rela̧tiile u0(0) = u0(l) = 0 şi funçtia v0(x)

este continuă şi satisface condi̧tiile v0(0) = v0(l) = 0 atunci seria lui u(x, t) converge

uniform pentru 0 ≤ x ≤ l şi pentru orice t şi defineşte o funçtie u(x, t) continuă.
Vom numi solu̧tie generalizată a ecua̧tiei corzii cu condi̧tiile la limită şi condi̧tiile

ini̧tiale cu funçtiile u0(x), v0(x) o funçtie u(x, t) care este limita uniformă a unui şir de

solu̧tii un(x, t) ale ecua̧tiei cu condi̧tiile la limită şi cu condi̧tii ini̧tiale în care funçtiile

corespunzătoare u0n(x), v0n(x) satisfac condi̧tiile teoremei de mai sus şi în plus

lim
n→∞

lZ
0

[u0(x)− u0n(x)]2 dx = lim
n→∞

lZ
0

[v0(x)− v0n(x)]2 dx = 0.

Dacă u0(x) este cu derivată continuă pe poŗtiuni şi satisface rela̧tiile u0(0) = u0(l) =

0 şi funçtia v0(x) este continuă şi satisface condi̧tiile v0(0) = v0(l) = 0 atunci seria lui

u(x, t) defineşte evident o asemenea solu̧tie generalizată.

Intorcându-ne la expresia găsită pentru solu̧tie, să punem

An = Cn sinϕn, Bn = Cn cosϕn.
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Solu̧tia se poate scrie

u(x, t) =
∞X
n=1

Cn sin
nπx

l
sin

µ
nπat

l
+ ϕn

¶
.

Fiecare termen al seriei reprezintă o undă sta̧tionară, în care punctele corzii au o mi̧scare

oscilatorie armonică cu amplitudinea Cn sin nπxl , depinzând numai de pozi̧tia punctului,

cu o pulsa̧tie ωn = nπa
l
şi cu aceeaşi fază ϕn.

Sunetele se pot clasifica în sunete muzicale sau note şi sunete nemuzicale sau zgo-

mote. Sunetele muzicale se dispun într-o ordine determinată în funçtie de în̆alţimea

lor, calitate pe care o poate aprecia oricine. Acele note care nu mai pot fi distinse prin

înăļtime se numesc tonuri. Prin oscila̧tiile corzii apare un sunet a cărui înăļtime depinde

de pulsa̧tiile oscila̧tiilor. Pulsa̧tia tonului de bază (cel mai jos) este ω1 = π
l

q
T0
ρ
. Tonurile

corespunzătoare pulsa̧tiilor mai înalte se numesc obertonuri. Obertonurile, ale căror pul-

sa̧tii sunt multipli ai pulsa̧tiei de bază se mai numesc şi armonici. Solu̧tia ecua̧tiei corzii

finite se compune din suprapunerea diferitelor armonici ale căror amplitudini descresc

odată cu numărul armonicii. Din acest motiv influieņta lor asupra sunetului corzii se

reduce la crearea timbrului sunetului diferit pentru diferitele instrumente muzicale.

Armonica de ordin n este astfel încât în punctele

x = 0,
l

n
,
2l

n
, ...,

n− 1
n

l, l

amplitudinea oscila̧tiilor este nulă. Aceste puncte se numesc nodurile armonicii de ordin

n. Din contră, în punctele

x =
l

2n
,
3l

2n
, ...,

(2k − 1)l
2n

numite ventre, amplitudinea armonicii de ordin n este maximă.

15.14 Exerci̧tii

1. O sursă sonoră (de exemplu, sirena unui tren) se deplasează cu viteza subsonică

v de-a lungul axei Ox. Ce va sesiza un observator situat într-un punct oarecare al axei

Ox?

Ind. Cu o aproxima̧tie suficientă putem considera că avem de-a face cu unde sonore

plane perpendiculare pe Ox şi dacă notăm cu u(x, t)mica deplasare a particolelor de aer,
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cu p0, ρ0 presiunea şi densitatea aerului neperturbat, cu p(x, t), ρ(x, t) micile abateri ale

presiunii şi densită̧tii de la valorile de echilibru şi vom lua un cilindru cu generatoarele

paralele cu Ox cuprins între seçtiunile x, x+ dx vom putea scrie:

• ecua̧tia de conservare a masei

(ρ0 + ρ)(x+ dx+ u(x+ dx, t)− x− u(x, t)) = ρ0dx

sau neglijând produsele a două mărimi mici

ρ0
∂u

∂x
+ ρ = 0;

• ecua̧tia de mi̧scare

(ρ0 + ρ)
∂2u

∂t2
dx = −p(x+ dx, t) + p(x, t)

sau

ρ
∂2u

∂t2
= −∂p

∂x
;

ecua̧tia isentropică

p0 + p

(ρ0 + ρ)γ
=
p0
ρ0γ

, pentru aer γ = 1.405,

sau

p = γ
p0
ρ0

ρ.

Rezultă că pentru orice x ∈ (−∞,∞), t ≥ 0 vom avea ecua̧tia

∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, a2 = γ

p0
ρ0

Avem condi̧tiile ini̧tiale u(x, 0) = 0, ∂u
∂t
(x, 0) = 0. Dacă notăm cu p∗(t) abaterea presiunii

de la p0 generată de sursa sonoră vom avea condi̧tia

∂u

∂x
(vt, t) = − 1

γp0
p∗(t).

De fapt avem două ecua̧tii, una în domeniul x < vt, t ≥ 0 şi alta în domeniul x > vt,
t ≥ 0. Suntem conduşi să luăm

u(x, t) = ϕ1(x+ at) + ψ1(x− at) pentru x < vt, t ≥ 0
u(x, t) = ϕ2(x+ at) + ψ2(x− at) pentru x > vt, t ≥ 0
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Din condi̧tiile ini̧tiale ob̧tinem

ϕ1(x) = ψ1(x) = 0 pentru x < 0,

ϕ2(x) = ψ2(x) = 0 pentru x > 0.

Ultima condi̧tie dă

ϕ01(t(a+ v)) = − 1

γp0
p∗(t), pentru t > 0,

ψ02(t(v − a)) = − 1

γp0
p∗(t), pentru t > 0.

Rezultă

u(x, t) =



0 pentru −∞ < x < −at,

−a+v
γp0

x+at
a+vR
0

p∗(τ)dτ pentru −at < x < vt,

a−v
γp0

−x+at
a−vR
0

p∗(τ)dτ pentru vt < x < at,

0 pentru at < x <∞.
In cazul p∗(t) = A cosωt vom ob̧tine

u(x, t) =



0 pentru −∞ < x < −at,
−a+v

γp0
A sin

£
ω
a+v
(x+ at)

¤
pentru −at < x < vt,

a−v
γp0
A sin

£
ω
a−v (x− at)

¤
pentru vt < x < at

0 pentru at < x <∞.
Se vede că în sens invers deplasării sursei se propagă cu viteza sunetului o undă cu o

pulsa̧tie ω− = a
a+v

ω adică mai mică decât pulsa̧tia sursei, în sensul deplasării sursei se

propagă cu viteza sunetului o undă cu pulsa̧tia ω+ =
a
a−vω mai mare decât pulsa̧tia

sursei. Acesta este fenomenul Doppler.

2. O masă M care cade de la înăļtimea h loveşte la t = 0 în x = 0 o coardă infinită

întinsă cu tensiunea T şi se lipeşte de coardă. Să se descrie mi̧scarea corzii.

Ind. Avem de fapt de rezolvat două ecua̧tii

u−tt − a2u−xx = 0, x < 0, u+tt − a2u+xx = 0, x > 0,

cu condi̧tiile ini̧tiale

u−(x, 0) = 0, x < 0, u+(x, 0) = 0, x > 0,

u−t(x, 0) = 0, x < 0, u+t(x, 0) = 0, x > 0,
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u−(0, 0) = 0, u+(0, 0) = 0

u−t(0, 0) = −
√
2gh u+t(0, 0) = −

√
2gh

şi condi̧tia

Mu−tt(0, t) =Mu+tt(0, t) = −Tu−x(0, t) + Tu+x(0, t).

Căutăm solu̧tiile sub forma

u−(x, t) = ϕ−(x− at) + ψ−(x+ at), x < 0;

u+(x, t) = ϕ+(x− at) + ψ+(x+ at), x > 0.

Condi̧tiile ini̧tiale dau

ϕ−(x) = ψ−(x), x < 0,ψ−(0) = 0,ψ0−(0) = −
√
2gh

a

ϕ+(x) = ψ+(x), x < 0,ϕ+(0) = 0,ϕ
0
+(0) =

√
2gh

a
.

Ultimele condi̧tii dau

Ma2ψ00−(at) =Ma
2ϕ00+(−at) = −Tψ0−(at) + Tϕ0+(−at), t > 0

şi deci avem ecua̧tiile

Ma2ψ00−(z) = −2Tψ0−(z), z > 0,
Ma2ϕ00+(z) = 2Tϕ0+(z), z < 0.

Rezultă

u−(x, t) =

 −
Ma

√
2gh

2T

³
1− e− 2T

Ma2
(x+at)

´
pentru x+ at > 0,

0 pentru x+ at < 0,

u+(x, t) =

 −
Ma

√
2gh

2T

³
1− e 2T

Ma2
(x−at)

´
pentru x− at < 0,

0 pentru x− at > 0.
3. O greutate Q = Mg care se mi̧scă cu viteza constantă v de-a lungul axei Ox

loveşte la momentul t = 0 capătul liber al barei semiinfinite 0 ≤ x < ∞ se lipeşte de

capătul barei şi continuă să se mi̧ste împreună cu bara. Să se determine deplasarea

u(x, t) în bară dacă deplasările ini̧tiale sunt nule iar viteza ini̧tială este peste tot nulă

exceptând capătul x = 0 unde are valoarea v.
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Ind. Problema revine la rezolvarea ecua̧tiei

utt − a2uxx = 0, 0 < x <∞, t > 0,

cu condi̧tiile

Mutt(0, t) = ESux(0, t), 0 < t <∞,

u(x, 0) = 0, 0 < x <∞,

ut(x, 0) =

 v pentru x = 0

0 pentru 0 < x <∞.
Căutăm solu̧tia sub forma

u(x, t) = ϕ(t− x
a
) + ψ(t+

x

a
).

Din condi̧tiile ini̧tiale avem

ϕ(−z) + ψ(z) = 0, 0 < z <∞,
ϕ0(−z) + ψ0(z) = 0, 0 < z <∞.

Integrăm ultima luând constanta nulă

−ϕ(−z) + ψ(z) = 0, 0 < z <∞.

Rezultă

ψ(z) = 0,ϕ(−z) = 0, 0 < z <∞.

Deci

u(x, t) =

 ϕ(t− x
a
) pentru t > x

a

0 pentru 0 < t < x
a
.

Introducând în prima condi̧tie avem

ϕ00(z) +
ES

aM
ϕ0(z) = 0, 0 < z <∞.

Avem ϕ(0) = 0 şi din ultima condi̧tie ut(0, 0) = v rezultă ϕ0(0) = v. Rezultă

ϕ(z) =
aMv

ES

h
1− e− ES

aM
z
i
, 0 < z <∞

şi deci

u(x, t) =

 0 pentru 0 < t < x
a
,

aMv
ES

h
1− e− ES

aM
(t−x

a
)
i
pentru t > x

a
.
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4. O coardă 0 < x < l fixată la capete este ciupită în punctul c până când acest

punct este adus la înăļtimea h şi este lăsată să oscileze liber. Să se descrie oscila̧tiile

sale.

R. u0(x) =

 h
c
x pentru 0 < x < c

h(l−x)
l−c pentru c < x < l,

v0(x) = 0,

u(x, t) = 2hl2

π2c(l−c)
∞P
n=1

1
n2
sin nπc

l
sin nπx

l
cos nπat

l
.

5. O coardă 0 < x < l fixată la capete întinsă cu tensiuneaT se găseşte în echilibru

sub açtiunea unei foŗte concentrate F în punctul c. La momentul t = 0 se înlătură foŗta

şi se lasă coarda să oscileze liber. Să se calculeze u(x, t).

Ind. La echilibru avem u000(x) = 0, u0(0) = u0(l) = 0, u0(c−0) = u0(c+0), −Tu00(c−
0) + Tu00(c+ 0) = F de unde

u0(x) =


F (l−c)
lT

x pentru x < c,

Fc
lT
(l − x) pentru x > c,

şi se procedează ca în exerci̧tiul precedent.

5. O bară fixată rigid în capătul x = 0 se găseşte în echilbru sub açtiunea unei foŗte

F în direçtia ei la capătul x = l. La momentul t = 0 se înlătură foŗta. Să se descrie

oscila̧tiile barei.

Ind. Vom avea u0(x) = F
ES
x, v0(x) = 0, u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0. Rezultă

u(x, t) =
8Fl

π2ES

∞X
n=0

(−1)n
(2n+ 1)2

sin
(2n+ 1)πx

2l
cos

(2n+ 1)πat

2l
.

6. Să se determine oscila̧tiile longitudinale ale unei bare 0 ≤ x ≤ l dacă este fixată
rigid în x = 0 şi în x = l începând din timpul t = 0 se aplică foŗta longitudinală F .

Ind. Avem de rezolvat ecua̧tia utt − a2uxx = 0, x ∈ (0, l), t > 0, cu condi̧tiile

u(0, t) = 0, ux(l, t) =
F
ES
, t > 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, l). Rezultă

u(x, t) =
F

ES
x− 8Fl

π2ES

∞X
n=0

(−1)n
(2n+ 1)2

sin
(2n+ 1)πx

2l
cos

(2n+ 1)πat

2l
.

7. Să se determine oscila̧tiile longitudinale ale unei bare 0 ≤ x ≤ l dacă este fixată
rigid în x = 0 şi în x = l începând cu t = 0 se aplică foŗta longitudinală F = At, A fiind

constantă.
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Ind. Avem de rezolvat ecua̧tia utt − a2uxx = 0, x ∈ (0, l), t > 0, cu condi̧tiile

u(0, t) = 0, ux(l, t) =
At
ES
, t > 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, l). Rezultă

u(x, t) =
A

ES
xt+

∞X
n=0

bn sin
(2n+ 1)πx

2l
cos

(2n+ 1)πat

2l

unde

bn = − 4

(2n+ 1)πa

lZ
0

Az

ES
sin
(2n+ 1)πz

2l
dz.



CAPITOLUL 16

ECUAŢII DE TIP PARABOLIC

16.1

Probleme pentru ecua̧tii parabolice

Am arătat că în cazul unui mediu omogen şi izotrop cu capacitatea calorică c, cu

densitatea ρ,cu coeficientul de termoconductibilitate k, toate constante, temperatura

u(x, y, z, t) a punctului de coordonate (x, y, z) la momentul t verifică ecua̧tia cădurii

∂u

∂t
= a2∆u+

1

ρc
i,

unde am notat a2 = k
ρc
şi i = i(x, y, z, t) reprezintă intensitatea surselor de cădură. Ea

este cea mai folosită ecua̧tie de tip parabolic. Ecua̧tia caracteristicilor sale esteµ
∂ω

∂x

¶2
+

µ
∂ω

∂y

¶2
+

µ
∂ω

∂z

¶2
= 0

cu condi̧tia µ
∂ω

∂x

¶2
+

µ
∂ω

∂y

¶2
+

µ
∂ω

∂z

¶2
+

µ
∂ω

∂t

¶2
6= 0.

Rezultă că suprafetele sale caracteristice sunt de forma ω(t) = const, adică rezolvând în

raport cu t ob̧tinem suprafȩtele caracteristice t = const.

Cum în ecua̧tie apare derivata ∂u
∂t
este clar că pentru a putea determina temperatura

în orice punct şi orice moment este necesar să cunoaştem temperatura la momentul

ini̧tial t = 0:

u(x, y, z, 0) = u0(x, y, z).
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Dacă ne-am mai da şi derivata de ordinul întâi

∂u

∂t

¯̄̄̄
t=0

= u1(x, y, z)

atunci din ecua̧tie am ob̧tine

u1(x, y, z) = a
2

µ
∂2u0
∂x2

+
∂2u0
∂y2

+
∂2u0
∂z2

¶
+
1

ρc
i(x, y, z, 0)

adică se vede că nu are sens să se dea şi a doua condi̧tie, fiind suficientă prima condi̧tie.

Problema determinării unei solu̧tii u(x, y, z, t) a ecua̧tiei căldurii în întreg spa̧tiu

când se cunoaşte valoarea sa la momentul t = 0 se numeşte problema lui Cauchy pentru

ecuaţia c̆aldurii.

In cazul unui corp finit este necesar să ţinem cont de interaçtiunea dintre corpul

studiat şi mediul înconjurător. Conform unei legii a lui Newton, cantitatea de căldură

care trece prin poŗtiunea dσ din suprafa̧ta ∂D a unui corp în unitatea de timp este

propoŗtională cu difereņta dintre temperatura corpului u(x, y, z, t) în centrul poŗtiunii dσ

şi temperatura ue(x, y, z, t) a mediului exterior în acelaşi punct considerat ca apaŗtinând

exteriorului, factorul de propoŗtionalitate depinzând de gradul de izolare al suprafȩtei.

Acesta poate fi funçtie de punctul de pe suprafa̧tă sau poate fi constant pe întreaga

suprafa̧tă. Din bilaņtul de căldură pe orice poŗtiune S a lui ∂D rezultă

−
ZZ
S

k
∂u

∂n
dσ =

ZZ
S

α (u(x, y, z, t)− ue(x, y, z, t)) dσ.

Cum S este arbitrar, rezultă că pe suprafa̧ta ∂D trebuie să aibă loc rela̧tia

−k∂u
∂n

= α (u− ue) .

O asemenea problemă se numeşte problemă de tipul lui Boggio.

Dacă α = 0 , adică prin suprafa̧ta ∂D nu se transferă căldură, pe suprafa̧ta ∂D vom

avea condi̧tia ∂u
∂n
= 0, se spune că avem o problemă de tipul lui Neuman. Dacă α =∞,

adică suprafa̧ta ∂D nu este deloc izolată, pe suprafa̧ta ∂D vom avea condi̧tia u = ue, se

spune că avem o problemă a lui Dirichlet.

Probleme asemănătoare se formulează în cazul ecua̧tiei căldurii în plan sau pe axa

reală.
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16.2 Principiul de minim-maxim pentru ecua̧tia pa-

rabolică

Din punct de vedere fizic este evident că dacă un corp este încălzit de surse interne

pozitive atunci cea mai mică temperatură a punctelor corpului se atinge sau în interiorul

corpului la momentul ini̧tial sau pe frontiera corpului într-un interval de timp următor.

Vom demonstra aceasta în cazul unidimensional. Fie u(x, t), A ≤ x ≤ B, 0 ≤ t ≤ T
solu̧tie continuă a ecua̧tiei

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
=
i(x, t)

ρc

unde i(x, t) ≥ 0 pentru A ≤ x ≤ B, 0 ≤ t ≤ T. Să notăm

D = {(x, t)|A < x < B, 0 < t < T} .

Prin D notăm închiderea acestui domeniu şi prin ∂1D poŗtiunea de frontieră a lui D

formată din segmentul orizontal al axei x-lor t = 0, A ≤ x ≤ B şi din segmentele

verticale x = A, 0 ≤ t ≤ T şi x = B, 0 ≤ t ≤ T. Prin ∂TD vom nota sementul orizontal

t = T,A ≤ x ≤ B. Fie m = min
(x,t)∈D

u(x, t) şi µ = min
(x,y)∈∂1D

u(x, t). Evident µ ≥ m. Vrem să
arătăm că de fapt µ = m. Prin absurd presupunem că µ > m. Atunci funçtia u(x, t) î̧si

atinge minimul m într-un punct (x0, t0) situat fie în D fie în ∂TD. Considerăm funçtia

ajutătoare

v(x, t) = u(x, t) +
µ−m
2T

(t− t0).

Pentru (x, t) ∈ D ∪ ∂TD avem t0 − t ≤ t0 ≤ T şi deci t− t0 ≥ −T . Rezultă

v(x, t) ≥ m+ µ−m
2T

(−T ) = m+ µ

2
> m.

Pe de altă parte

v(x0, t0) = u(x0, t0) = m.

Rezultă că funçtia v(x, t) î̧si atinge minimul pe D într-un punct (x1, t1) situat fie în D

fie în ∂TD.

Dacă (x1, t1) ∈ D în acest punct vom avea ∂v
∂t
= 0, ∂v

∂x
= 0, ∂2v

∂x2
≥ 0 de unde

∂v
∂t
− ∂2v

∂x2
≤ 0. Dar ∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
= ∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
+ µ−m

2T
= i(x1,t1)

c
+ µ−m

2T
> 0. Deci (x1, t1) /∈ D.
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Dacă (x1, t1) ∈ ∂TD în acest punct vom avea ∂v
∂t
≤ 0, ∂v

∂x
= 0, ∂2v

∂x2
≥ 0 de unde

∂v
∂t
− ∂2v

∂x2
≤ 0. Dar la fel ca mai sus avem ∂v

∂t
− ∂2v

∂x2
> 0. Ajungem deci la o contradiçtie.

Rezultă µ = m.

Am demonstrat aşa numitul principiu de minim-maxim pentru ecuaţia c̆aldurii:

Teorema 1.(principiul de minim-maxim pentru ecua̧tia căldurii) Dacă membrul drept

al ecua̧tiei căldurii este pozitiv atunci solu̧tia continuă a ecua̧tiei cădurii î̧si atinge min-

imul sau în interiorul corpului la momentul ini̧tial sau pe frontiera corpului în intervalul

de timp următor. Dacă membrul drept al ecua̧tiei căldurii este negativ atunci solu̧tia

continuă a ecua̧tiei căldurii î̧si atinge maximul sau în interiorul corpului la momentul i-

ni̧tial sau pe frontiera corpului în intervalul de timp următor. Solu̧tia continuă a ecua̧tiei

căldurii omogene î̧si atinge atât maximul cât şi minimul sau în interiorul corpului la mo-

mentul ini̧tial sau pe frontiera corpului în intervalul de timp următor.

Din principiul de maxim pentru ecua̧tia căldurii rezultă imediat că problema lui

Dirichlet pentru ecua̧tia căldurii are solu̧tie continuă unică şi că această solu̧tie depinde

continuu de datele ini̧tiale şi de datele pe frontieră. In adevăr, dacă problema lui Dirich-

let ar avea două solu̧tii continue atunci difereņta lor ar fi solu̧tie continuă a ecua̧tiei

omogene a căldurii care la momentul ini̧tial în interiorul corpului şi pe frontiera corpului

într-un interval oarecare de timp ar lua valori nule. Deci atât minimul cât şi maximul

acestei difereņte în interiorul corpului la orice moment ar fi nule, deci această difereņtă

este nulă. Dacă datele ini̧tiale şi datele pe frontieră ar diferi prin marimi mai mici în

valoare absolută ca ε atunci în interiorul corpului difereņta ar fi în modul tot mai mică

ca ε, adică solu̧tia este stabilă.

Pentru a arăta că şi solu̧tia mărginită a problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
=
i(x, t)

c

este unică, este suficient să arătăm că singura solu̧tie mărginită w(x, t) a problemei

lui Cauchy pentru ecua̧tia omogenă cu date ini̧tiale nule este solu̧tia nulă w(x, t) ≡ 0.
Pentru aceasta vom considera funçtia ajutătoare

vR(x, t) =
2M

R2

µ
x2

2
+ t

¶
.

Am notat cu M maximul modulului lui w(x, t). Aceasta este solu̧tie a ecua̧tiei omogene
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a căldurii. Avem

vR(x, 0) =
Mx2

R2
≥ w(x, 0) = 0,

vR(±R, t) = M +
2M

R2t
≥M ≥ w(±R, t)

de unde

vR(x, 0) + w(x, 0) ≥ 0, vR(x, 0)− w(x, 0) ≥ 0
vR(±R, t) + w(±R, t) ≥ 0, vR(±R, t)− w(±R, t) ≥ 0

Din principiul de maxim rezultă

vR(x, t) + w(x, t) ≥ 0, |x| ≤ R, t ≥ 0
vR(x, t)− w(x, t) ≥ 0, |x| ≤ R, t ≥ 0

de unde

|w(x, t)| ≤ 2M
R2

µ
x2

2
+ t

¶
Fixând x şi t şi făcând R→∞ rezultă w(x, t) = 0.

Fie acum u(x, y, z, t) solu̧tie a unei probleme a lui Dirichlet sau Neuman pentru

ecua̧tia căldurii în domeniul D

∂u

∂t
= a2∆u+

1

c
i.

Inmuļtind această rela̧tie cu u(x, y, z, t) şi integrând pe domeniul D avem

∂

∂t

1

2

Z
D

u2dxdydz = a2
Z
D

u4udxdydz + 1
c

Z
D

uidxdydz.

Dacă în formula lui Gauss-OstrogradskiZ
∂D

−→v −→n dσ =
Z
D

div−→v dxdydz

punem −→v = u gradu avemZ
∂D

u
du

dn
dσ =

Z
D

u4udxdydz +
Z
D

µ
∂u

∂x

2

+
∂u

∂y

2

+
∂u

∂z

2¶
dxdydz.

Rezultă că putem scrie

∂

∂t

1

2

Z
D

u2dxdydz = a2
Z
∂D

u
du

dn
dσ − a2

Z
D

µ
∂u

∂x

2

+
∂u

∂y

2

+
∂u

∂z

2¶
dxdydz.
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In cazul problemei lui Dirichlet sau Neuman cu date nule rezultă

∂

∂t

1

2

Z
D

u2dxdydz ≤ 0

şi dacă
1

2

Z
D

u2(x, y, z, 0)dxdydz = 0

rezultă
1

2

Z
D

u2(x, y, z, t)dxdydz = 0

adică u(x, y, z, t) ≡ 0, adică am demonstrat unicitatea solu̧tiei problemei lui Dirichlet şi
Neuman.

In cazul problemei lui Boggio omogene

−k∂u
∂n

¯̄̄̄
∂D

= αu|∂D

vom avea

∂

∂t

1

2

Z
D

u2dxdydz = −a
2

k

Z
∂D

αu2dσ − a2
Z
D

µ
∂u

∂x

2

+
∂u

∂y

2

+
∂u

∂z

2¶
dxdydz

şi concluzia se meņtine.

16.3 Solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

căldurii

Ne propunem să găsim solu̧tia u(x, t) a problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ∈ R, t ≥ 0,

cu condi̧tia

u(x, 0) = u0(x).

Să presupunem pentru început că în seçtiunea x = 0 la momentul t = 0 se comunică

barei pe unitatea de seçtiune căldura Q. Cu alte cuvinte avem o sursă cu intensitatea

i(x, t) = Qδ(x)δ(t). Vom nota cu u(x, t) temperatura dezvoltată în bară în această
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situa̧tie. In virtutea simetriei această funçtie va depinde de fapt de |x|. Cantitatea de
căldură comunicată barei infinite la momentul ini̧tial t = 0 este

cρ

∞Z
−∞

u(x, 0)dx = Q.

Considerând conservarea în timp a cantită̧tii de căldură, vom avea la orice moment t

rela̧tia

cρ

∞Z
−∞

u(x, t)dx = Q.

Pentru t = 0 întreaga căldură fiind concentrată în x = 0 vom avea lim
t→0

u(x, t) = 0 dacă

x 6= 0. E clar că max
x
u(x, t) trebuie să tindă către∞ pentru t→ 0 şi pentru t mici acest

maxim trebuie să se atingă în vecinătatea lui x = 0.

Să observăm că dacă u(x, t) este solu̧tia de mai sus a ecua̧tiei căldurii atunci funçtia

v(x, t) = u(αx,λt) verifică rela̧tia

∂v

∂t
− a2 ∂

2v

∂x2
= λ

µ
∂u

∂t
− a2α

2

λ

∂2u

∂x2

¶
şi deci dacă α2 = λ atunci funçtia v(x, t) = u(αx,α2t) verifică aceeaşi ecua̧tie. Canti-

tatea de căldură corespunzătoare acestei solu̧tii este

ρc

∞Z
−∞

v(x, t)dx = ρc

∞Z
−∞

u(αx,α2t)dx =
ρc

α

∞Z
−∞

u(x0,α2t)dx0 =
Q

α
.

Rezultă că odată cu solu̧tia u(x, t) avem şi solu̧tia αu(αx,α2t) pentru orice α real. Cum

ne aşteptăm la unicitate rezultă u(x, t) = αu(αx,α2t) pentru orice α real. In particular

pentru α = 1√
t
rezultă u(x, t) = 1√

t
u
³
x√
t
, 1
´
= 1√

t
g
³
x2

t

´
cu g o funçtie care trebuie

determinată. Notând ζ = x2

t
avem

u(x, t) =
1√
t
g(ζ)

∂u

∂t
= − 1

2t
√
t
g(ζ)− x2

t2
√
t
g0(ζ)

∂u

∂x
=

2x

t
√
t
g0(ζ)

∂2u

∂x2
=

2

t
√
t
g0(ζ) +

4x2

t2
√
t
g00(ζ)

şi deci trebuie să avem

− 1

2t
√
t
g(ζ)− x2

t2
√
t
g0(ζ) = a2

·
2

t
√
t
g0(ζ) +

4x2

t2
√
t
g00(ζ)

¸
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sau

4a2ζg00(ζ) + g0(ζ)
¡
2a2 + ζ

¢
+
1

2
g(ζ) = 0.

O solu̧tie a acestei ecua̧tii este

g(ζ) = Ce−
ζ

4a2 ,

C fiind o constantă în raport cu ζ. Cealată solu̧tie nu convine pentru că verifică pentru

t = 0 ecua̧tia. Rezultă

u(x, t) = Ce−
x2

4a2t

Cum

ρcC
1√
t

∞Z
−∞

e−
x2

4a2tdx = ρcC2a

∞Z
−∞

e
−
³

x
2a
√
t

´2
d

µ
x

2a
√
t

¶
= ρcC2a

√
π = Q

rezultă

C =
Q

2ρca
√
π

şi deci

u(x, t) =
Q

2ρca
√
πt
e−

x2

4a2t .

Vom observa că funçtia găsită satisface ecua̧tia căldurii pentru t 6= 0 şi toate condi̧tiile
pe care le ceream mai înainte. Formal putem spune că funçtia

Ω(x, t) =
h(t)

2a
√
πt
e−

x2

4a2t

este solu̧tia ecua̧tiei
∂Ω

∂t
− a2∂

2Ω

∂x2
= δ(x)δ(t),

adică ea corespunde unei surse unitare în x = 0 la momentul t = 0. Ea se numeşte soluţia

fundamental̆a a ecuaţiei c̆aldurii. Cum pentru t > 0 avem Ω(x, t) > 0 putem spune că

perturba̧tia produsă de sursa unitară se propagă cu o viteză infinită de-a lungul barei.

Asta înseamnă că într-o oarecare măsură fenomenul nu este bine modelat de ecua̧tia

căldurii.

Revenind la solu̧tia găsită vom nota că dacă în punctele xi de pe bară se comunică

caldurile Qi atunci în virtutea linearită̧tii ecua̧tiei temperatura va fi

u(x, t) =
1

2aρc
√
πt

X
i

Qie
− (x−xi)2

4a2t .
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Dacă ştim temperatura u0(x) la momentul ini̧tial t = 0 putem considera o parti̧tie a

barei prin punctele de diviziune xi şi putem considera că în fiecare asemenea punct se

comunică barei cantitatea de căldură Qi = ρcu0(xi)(xi+1 − xi) şi vom putea scrie

u(x, t) =
1

2a
√
πt

X
i

u0(xi)(xi+1 − xi)e−
(x−xi)2
4a2t

Făcând norma diviziunii să tindă către zero ob̧tinem

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞Z
−∞

u0(ξ)e
− (x−ξ)2

4a2t dξ.

Se poate arăta că dacă funçtia u0(x) este mărginită sau chiar cu o creştere exponeņtială

la infinit atunci formula de mai sus, numită formula lui Poisson pentru ecuaţia c̆aldurii,

dă o solu̧tie a problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia căldurii.

Şi aici are loc principiul lui Duhamel: solu̧tia ecua̧tiei neomogene

∂w

∂t
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t), x ∈ R, t ≥ 0

cu date ini̧tiale nule w(x, 0) = 0, x ∈ R, este

w(x, t) =

tZ
0

v(x, t, τ)dτ

unde v(x, t, τ) este solu̧tia ecua̧tiei omogene

∂v

∂t
− a2 ∂

2v

∂x2
= 0

cu condi̧tia ini̧tială v(x, t, τ)|t=τ = f(x, τ). Cum

v(x, t, τ) =
h(t− τ)

2a
p

π(t− τ)

∞Z
−∞

f(ξ, τ)e
− (x−ξ)2
4a2(t−τ)dξ

rezultă

w(x, t) =
1

2a

tZ
0

dτ
1p

π(t− τ)

∞Z
−∞

f(ξ, τ)e
− (x−ξ)2
4a2(t−τ)dξ,

adică această solu̧tie se ob̧tine ca şi când am scrie

f(x, t) =

∞Z
0

dτ

∞Z
−∞

f(ξ, τ)δ(x− ξ)δ(t− τ)dξ
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şi apoi am aplica principiul suprapunerii efectelor după ce înlocuim efectul corespunzător

lui δ(x− ξ)δ(t− τ) : Ω(x− ξ, t− τ).

Solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia neomogenă

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t), x ∈ R, t ≥ 0

cu condi̧tia ini̧tială u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, se ob̧tine suprapunând efectele pertrurba̧tiilor
elementare

f(ξ, τ)δ(x− ξ)δ(t− τ)dξdτ + u0(ξ)δ(x)δ(t).

16.4 Rezolvarea unor probleme la limită pentru ecua̧tia

căldurii

Considerăm formula lui Poisson de rezolvare a prolemei lui Cauchy pentru ecua̧tia

omogenă a căldurii

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞Z
−∞

u0(ξ)e
− (x−ξ)2

4a2t dξ.

Dacă funçtia u0(ξ) este impară u0(−ξ) = −u0(ξ) vom putea scrie

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞Z
0

u0(ξ)

·
e−

(x−ξ)2
4a2t − e− (x+ξ)2

4a2t

¸
dξ.

Rezultă că funçtia u(x, t) verifică rela̧tiile

u(0, t) = 0

u(−x, t) = −u(x, t).

Rezultă că pentru a rezolva problema la limită

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ≥ 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), x ≥ 0,
u(0, t) = 0,

este suficient să prelungim prin imparitate funçtia u0(x) fa̧tă de originea x = 0 şi să

aplicăm formula stabilită mai sus.
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In cazul particular în care u0(x) = u0 = const făcând schimbările de variabile

α =
ξ − x
2a
√
t
, β =

ξ + x

2a
√
t

vom avea

u(x, t) =
u0√
π

 ∞Z
− x
2a
√
t

e−α
2

dα−
∞Z
x

2a
√
t

e−β
2

dβ

 =

=
u0√
π

x
2a
√
tZ

− x
2a
√
t

e−α
2

dα =
2u0√
π

x
2a
√
tZ

0

e−α
2

dα =

= u0 erf

µ
x

2a
√
t

¶
.

Am folosit funçtia erorilor

erf(z) =
2√
π

zZ
0

e−α
2

dα.

Este evident că dacă funçtia u0(x) este impară fa̧tă de punctul x = l atunci funçtia

u(x, t) va fi şi ea impară fa̧tă de x = l. Rezultă că pentru a rezolva problema la limită

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0, x ∈ [0, l], t ≥ 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, l],
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0

este suficient să prelungim funçtia u0(x) prin imparitate fa̧tă de origine şi apoi prin

periodicitate cu perioada 2l şi apoi să aplicăm formula lui Poisson. Solu̧tia u(x, t) va fi

şi ea periodică cu perioada 2l. Restriçtia sa la intervalul [0, l] va fi solu̧tia problemei la

limită. Prelungirea funçtiei u0(x) este dată de rela̧tia

u0(x) =
∞X
n=1

An sin
nπx

l

unde

An =
2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx.

După formula lui Poisson avem

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞Z
−∞

∞X
n=1

An sin
nπξ

l
e−

(x−ξ)2
4a2t dξ.
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Presupunând că se poate interverti integrala cu sumarea avem

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∞X
n=1

An

∞Z
−∞

sin
nπξ

l
e−

(x−ξ)2
4a2t dξ.

Notând
ξ − x
2a
√
t
= ζ, ξ = x+ 2a

√
tζ, dξ = 2a

√
tdζ

avem ∞Z
−∞

sin
nπξ

l
e−

(x−ξ)2
4a2t dξ = 2a

√
t sin

nπx

l

∞Z
−∞

e−ζ
2

cos
2anπ

√
tζ

l
dζ.

Folosind formula ∞Z
−∞

e−x
2

cos bxdx =
√
πe−

b2

4

avem ∞Z
−∞

sin
nπξ

l
e−

(x−ξ)2
4a2t dξ = 2a

√
πt sin

nπx

l
e−

n2π2a2t
l

şi deci

u(x, t) =
∞X
n=1

An sin
nπx

l
e−

a2n2π2t
l2 ,

formulă pe care o vom ob̧tine şi pe o altă cale.

Observa̧tie: Pentru a demonstra formula amintită mai sus se aplică teorema integrală

a lui Cauchy funçtiei e−z
2
pe conturul dreptunghiului cu vârfurile−R, R, R+ b

2
i,−R+ b

2
i,

se face R→∞ şi se foloseşte formula
∞R
−∞

e−x
2
dx =

√
π.

16.5 Aplicarea transformatei Fourier

Fie din nou de găsit solu̧tia problemei lui Cauchy pentru ecua̧tia căldurii

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, x ∈ R, t ≥ 0

cu condi̧tia ini̧tială u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
Presupunând că funçtia u(x, t) este continuă, mărginită şi absolut integrabilă în

raport cu x ∈ R şi la orice t ≥ 0 rezultă că există transformata sa Fourier în raport cu
variabila spa̧tială x
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U(ω, t) = F−ω [u(x, t)] =
1√
2π

∞Z
−∞

e−iωxu(x, t)dx.

In particular

U(ω, 0) = F−ω [u(x, 0)] = F
−
ω [u0(x)].

Vom avea

F−ω [
∂u

∂t
] =

∂U

∂t
, F−ω [

∂2u

∂x2
] = −ω2U(ω, t).

Deci transformata Fourier verifică ecua̧tia difereņtială

∂U

∂t
(ω, t) = −a2ω2U(ω, t)

cu condi̧tia ini̧tială

U(ω, 0) = F−ω [u0(x)].

Variabila ω joacă rolul de parametru. Acesta este unul din avantajele aplicării trans-

formatelor integrale în general: ele transformă ecua̧tii cu derivate paŗtiale în ecua̧tii

difereņtiale, ecua̧tii difereņtiale în ecua̧tii pur algebrice mult mai simple de rezolvat. In

cazul nostru găsim imediat

U(ω, t) = F−ω [u0(x)]e
−a2ω2t.

Cum am stabilit că

F±ω [e
−kx2 ] =

1√
2k
e−

ω2

4k ,

rezultă că

e−a
2ω2t = Fω−

·
1√
2a2t

e−
x2

4a2t

¸
.

După teorema produsului de convolu̧tie avem

U(ω, t) = Fω−[u0(x)].Fω−
·

1√
2a2t

e−
x2

4a2t

¸
=

=
1√
2π
Fω−

·
u0(x) ∗ 1√

2a2t
e−

x2

4a2t

¸
.

Conform teoremei de inversiune rezultă expresia temperaturii

u(x, t) =
1√
2π
u0(x) ∗ 1√

2a2t
e−

x2

4a2t =
1

2a
√
πt

∞Z
−∞

u(ξ)e−
(x−ξ)2
4a2t dξ.

Am regăsit astfel folosind transformarea Fourier formula lui Poisson.
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16.6 Aplicarea transformatei Laplace

Uneori problemele pentru ecua̧tii parabolice pot fi rezolvate cu ajutorul transformatei

Laplace. Ca exemplu considerăm problema determinării solu̧tiei problemei

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0, 0 ≤ x <∞, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞,
u(0, t) = u0(t),

u(∞, 0) = 0.

Notând transformata Laplace în raport cu variabila temporală t

U(x, z) = Lz[u(x, t)] =

∞Z
0

u(x, t)e−ztdt

avem

Lz[u(0, t)] = U(0, z)

Lz[
∂u

∂t
] = zU(x, z),

Lz[
∂2u

∂x2
] =

∂2U

∂x2
.

Rezultă că transformata Laplace verifică ecua̧tia

a2
∂2U

∂x2
= zU(x, z)

cu condi̧tiile U(0, z) = Lz[u0(t)], U(∞, z) = 0. Rezultă

U(x, z) = Lz[u0(t)]e
−x
a

√
z.

Vom arăta că are loc rela̧tia

1

z
e−α

√
z = Lz

1− 2√
π

α
2
√
tZ

0

e−τ
2

dτ

 = Lz ·Erf µ α

2
√
t

¶¸
,α > 0

funçtia

erf(x) =
2√
π

xZ
0

e−τ
2

dτ
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fiind funçtia erorilor, iar funçtia Erf(x) = 1 − erf(x) fiind funçtia complementară a
erorilor.

Rezultă că

1

z
e−

x
a

√
z = Lz

·
Erf

µ
x

2a
√
t

¶
= Lz [G(x, t)] , G(x, 0) = 0

¸
şi deci

e−
x
a

√
z = z

1

z
e−

x
a

√
z = Lz

·
∂G(x, t)

∂t

¸
.

După proprietatea convolu̧tiei rezultă

u(x, t) =

tZ
0

u0(τ)
∂G(x, t− τ)

∂t
dτ.

Cum
∂G(x, t− τ)

∂t
=

x

2a
√
π
(t− τ)−

3
2 e
− x2

4a2(t−τ)

rezultă

u(x, t) =
x

2a
√
π

tZ
0

u0(τ)

(t− τ)3/2
e
− x2

4a2(t−τ)dτ

Fie
√
z ramura olomorfă în planul complex cu tăietură după axa reală negativă care

pe axa reală pozitivă coincide cu radicalul aritmetic. Fie a > 0. Considerăm conturul

închis ∂R,r constând din arcele cercului CR |z| = R,<e(z) ≤ a, din coarda acestui cerc
laR : <e(z) = a,−

√
R2 − a2 ≤ =m(z) ≤ √R2 − a2 din cercul |z| = r şi din bordurile

γ± ale tăieturii =m(z) = 0,−R ≤ <e(z) ≤ R. Conform teoremei integrale a lui Cauchy

avem
1

2πi

Z
∂R,r

ezt
1

z
e−α

√
zdz = 0

sau

1

2πi

a+i
√
R2−a2Z

a−i√R2−a2
ezt
1

z
e−α

√
zdz +

1

2πi

Z
CR

− 1

2πi

Z
Cr

+
1

2πi

RZ
r

e−ρt
eiα

√
ρ − e−iα√ρ

ρ
dρ = 0.

După lema lui JordanZ
CR

ezt
1

z
e−α

√
zdz → 0 pentru R→∞, t > 0.
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După formula de inversiune transformatei Laplace

1

2πi

a+i
√
R2−a2Z

a−i√R2−a2
ezt
1

z
e−α

√
zdz

R→∞→ L−1t

·
1

z
e−α

√
z

¸
.

Mai avem

1

2πi

Z
Cr

ezt
1

z
e−α

√
zdz =

1

2π

πZ
−π

e−α
√
rei

θ
2 dθ→ 1 pentru r → 0.

Rezultă

L−1t

·
1

z
e−α

√
z

¸
= −1

π

∞Z
0

e−ρt
sinα
√
ρ

ρ
dρ+ 1,

sau punând
√
ρ = x

L−1t

·
1

z
e−α

√
z

¸
= −2

π

∞Z
0

e−tx
2 sinαx

x
dx+ 1.

Pentru a calcula integrala

I(α, t) =

∞Z
0

e−tx
2 sinαx

x
dx

prin derivare în raport cu α

∂I

∂α
=

∞Z
0

e−tx
2

cosαxdx =
1

2

r
π

t
e−

α
4t .

Cum I(0, t) = 0 rezultă

I(α, t) =
√
π

αZ
0

1

2
√
t
e
−
³

ξ

2
√
t

´
dξ =

√
π

α/2
√
tZ

0

e−τ
2

dτ

de unde

L−1t

·
1

z
e−α

√
z

¸
= 1− 2√

π

α/2
√
tZ

0

e−τ
2

dτ = Erf

µ
α

2
√
t

¶
ceea ce trebuia demonstrat.

Puteam rezolva problema fără să facem apel la transformata Laplace dacă observam

că funçtia

v(x, t) = Erf

µ
x

2a
√
t

¶
h(t)
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este solu̧tie a ecua̧tiei omogene a căldurii satisfăcând condi̧tiile

v(x, 0) = 0, x ≥ 0
v(0, t) = 1, t > 0.

Funçtia

wτ(x, t) = Erf

µ
x

2a
√
t− τ

¶
h(t− τ)

va verifica ecua̧tia omogenă a căldurii cu condi̧tiile

wτ(x, 0) = 0, x ≥ 0,
wτ(0, t) = 1, t > τ.

Funçtia

wτ ∗(x, t) = wτ(x, t)− wτ+dτ(x, t) = −∂wτ(x, t)

∂τ
dτ

va fi solu̧tie a ecua̧tiei omogene a căldurii cu condi̧tiile

wτ ∗(x, 0) = 0, x ≥ 0,
wτ ∗(0, t) = 1, τ < t < τ + dτ.

Rezultă că solu̧tia ecua̧tiei omogene a căldurii cu condi̧tiile

u(x, 0) = 0, x ≥ 0,
u(0, t) = u0(t), t > 0,

este

u(x, t) = −
tZ
0

u0(τ)
∂

∂τ
Erf

µ
x

2a(t− τ)

¶
dτ

şi regăsim aceeaşi expresie de mai înainte.

16.7 Metoda lui Fourier pentru ecua̧tia căldurii

1. Fie de rezolvat problema găsirii solu̧tiei u(x, t) a ecua̧tiei căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0
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cu condi̧tiile la limită omogene

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0

şi cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) = u0(x), 0 < x < l

unde funçtia u0(x) este continuă şi cu derivată continuă pe poŗtiuni.

In metoda lui Fourier se caută solu̧tii particulare de forma

u(x, t) = X(x)T (t).

Introducând în ecua̧tie avem

X(x)T 0(t) = a2T (t)X 00(x)

sau
T 0(t)
a2T (t)

=
X 00(x)
X(x)

= λ

de unde ob̧tinem două ecua̧tii

T 0(t) + a2λT (t) = 0

X 00(x) + λX(x) = 0.

Pentru a ob̧tine o solu̧tie nebanală care să satisfacă condi̧tiile la limită trebuie să găsim

o solu̧tie nebanală a ecua̧tiei

X 00(x) + λX(x) = 0

care să satisfacă condi̧tiile la capete

X(0) = 0,X(l) = 0

adică am ajuns la aceeaşi problemă Sturm-Liouville a valorilor proprii ca la oscila̧tiile

corzii finite. Acolo s-a arătat că numai pentru valorile parametrului λ egale cu

λn =
³nπ
l

´2
există solu̧tiile nebanale

Xn(x) = sin
nπx

l
.
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Valorilor λ = λn ale parametrului le corespund solu̧tiile celeilalte ecua̧tii

Tn(t) = Ane
−(nπal )

2
t

unde An sunt constante arbitrare. Astfel, toate funçtiile

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Ane
−(nπal )

2
t sin

nπx

l

satisfac ecua̧tia căldurii şi condi̧tiile la limită pentru orice constante An.

Alcătuim seria

u(x, t) =
∞X
n=1

un(x, t) =
∞X
n=1

Ane
−(nπal )

2
t sin

nπx

l
.

Scriind că aceasta satisface condi̧tia ini̧tială, avem

u(x, 0) = u0(x) =
∞X
n=1

An sin
nπx

l
.

Seria din dreapta este dezvoltarea în serie de sinuşi a funçtiei u0(x) pe intervalul (0, l).

Rezultă că avem

An =
2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx.

Dacă presupunem că funçtia u0(x) este continuă, are derivate contiunui pe poŗtiuni şi se

anulează în capetele intervalului [0, l] rezultă că seria sa de sinuşi este uniform şi absolut

convergentă pe [0, l]. Cum pentru t ≥ 0

0 < e−(
nπa
l )

2
t ≤ 1

rezultă că seria care defineşte pe u(x, t) este de asemenea uniform şi absolut convergentă

pentru t ≥ 0. Deci funçtia u(x, t) este continuă pentru 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 şi satisface
condi̧tiile ini̧tiale şi la limită. Pentru a arăta că ea verifică ecua̧tia căldurii este suficient

să arătăm că seriile ob̧tinute prin derivare odată în raport cu t şi de două ori în raport

cu x sunt absolut şi uniform convergente în 0 < x < l, t > 0. Ori aceasta rezultă din

faptul că pentru t > 0

0 <
³nπa
l

´2
e−(

nπa
l )

2
t < 1, 0 <

³nπ
l

´2
e−(

nπa
l )

2
t < 1

pentru n suficient de mare. La fel se arată existeņta derivatelor de orice ordin în raport

cu x şi cu t ale lui u(x, t).
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2. Să găsim acum solu̧tia ecua̧tiei căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0

cu condi̧tiile la limită

u(0, t) = ϕ0(t), u(l, t) = ϕl(t), t ≥ 0

şi cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l.

Vom căuta solu̧tia sub forma

u(x, t) =
∞X
n=1

Tn(t) sin
nπx

l

unde

Tn(t) =
2

l

lZ
0

u(x, t) sin
nπx

l
dx.

Integrând de două ori prin păŗti ultima rela̧tie avem

Tn(t) =
2

nπ
[u(0, t)− (−1)nu(l, t)]− 2l

n2π2

lZ
0

∂2u

∂x2
sin
nπx

l
dx

sau

Tn(t) =
2

nπ
[ϕ0(t)− (−1)nϕl(t)]− 2l

n2π2

lZ
0

∂2u

∂x2
sin
nπx

l
dx.

Pe de altă parte avem

dTn(t)

dt
=
2

l

lZ
0

∂u

∂t
sin
nπx

l
dx.

Eliminând integralele între cele două rela̧tii ob̧tinem ecua̧tia verificată de funçtia Tn(t)

dTn(t)

dt
+
³nπa
l

´2
Tn(t) =

2nπa2

l2
[ϕ0(t)− (−1)nϕl(t)]

cu solu̧tia generală

Tn(t) = e
−(nπal )

2
t

Cn + 2nπa2
l2

tZ
0

e−(
nπa
l )

2
τ [ϕ0(τ)− (−1)nϕl(τ)] dτ


unde evident

Cn = Tn(0).
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Dar din rela̧tia

u(x, 0) =
∞X
n=1

Tn(0) sin
nπx

l
dx = u0(x)

rezultă

Cn =
2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx

şi deci

Tn(t) = e
−(nπal )

2
t


2
l

lR
0

u0(x) sin
nπx
l
dx+

+2nπa2

l2

tR
0

e−(
nπa
l )

2
τ [ϕ0(τ)− (−1)nϕl(τ)] dτ

 .
In cazul particular în care ϕ0(t) = v0 = const, ϕl(t) = vl = const avem

Tn(t) =
2

nπ
[v0 − (−1)nvl]

h
1− e−(nπal )

2
t
i
+

+e−(
nπa
l )

2
t2

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx.

Inlocuind în expresia lui u(x, t) şi ţinând cont de rela̧tiile

∞X
n=1

sinnξ

n
=


π−ξ
2

pentru 0 < ξ < 2π

0 pentru ξ = 0, ξ = 2π
,

∞X
n=1

(−1)n−1 sinnξ
n

=

 ξ
2
pentru −π < ξ < π

0 pentru ξ = −π, ξ = π
,

ob̧tinem

u(x, t) = v0 + (vl − v0)x
l
+
2

π

∞X
n=1

(−1)nvl − v0
n

e−(
nπa
l )

2
t sin

nπx

l
+

+
2

l

∞X
n=1

e−(
nπa
l )

2
t sin

nπx

l

lZ
0

u0(x) sin
nπx

l
dx

3. Să găsim solu̧tia ecua̧tiei căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= 0

cu condi̧tiile la capete

∂u

∂x
− αu

¯̄̄̄
x=0

= 0,
∂u

∂x
+ αu

¯̄̄̄
x=l

= 0
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şi condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l.

Problema corespunde propagării căldurii într-o bară la ale cărei capete are loc schimb de

căldură cu exteriorul cu temperatură nulă. α este un coeficient care depinde de gradul

de izolare al capetelor barei.

Conform metodei lui Fourier, căutăm solu̧tii particulare de forma

u(x, t) = X(x)T (t).

Ob̧tinem ecua̧tiile

T 0(t) + a2λ2T (t) = 0,

X 00(x) + λ2X(x) = 0.

Pentru ca solu̧tia să verifice condi̧tiile la limită trebuie satisfăcute condi̧tiile

X 0(0)− αX(0) = 0,X 0(l) + αX(l) = 0.

Cum avem

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx

ob̧tinem condi̧tiile

αC1 − λC2 = 0,

(αc cosλl − λ sinλl)C1 + (α sinλl + λ cosλl)C2 = 0.

Pentru ca acest sistem să aibă solu̧tii nebanale trebuie ca determinantul¯̄̄̄
¯̄ α −λ
αc cosλl − λ sinλl α sinλl + λ cosλl

¯̄̄̄
¯̄ = 0.

Notând

µ = λl, p = αl

găsim

2 cotµ =
µ

p
− p
µ
.

Făcând graficele funçtiilor

y = 2cotµ, y =
µ

p
− p
µ
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vedem că ecua̧tia de mai sus are în fiecare din intervalele (0,π), (π, 2π), (2π, 3π), ... câte

o rădăcină pozitivă, iar rădăcinile negative au modulul egal cu al celor pozitive. Fie

µ1, µ2, µ3, ... rădăcinile pozitive. Atunci valorile proprii ale problemei Sturm-Liouville

vor fi

λ2n =
³µn
l

´2
, n = 1, 2, 3, ...

Fiecărei valori proprii îi corespunde funçtia proprie

Xn(x) = cos
µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

şi solu̧tia celeilalte ecua̧tii

Tn(t) = Ane
−(µnal )

2
t

unde An este o constantă arbitrară. Ob̧tinem astfel solu̧tiile particulare

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Ane
−(µnal )

2
t

µ
cos

µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

¶
care satisfac condi̧tiile la limită pentru orice constante An.

Formăm seria

u(x, t) =
∞X
n=1

Ane
−(µnal )

2
t

µ
cos

µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

¶
.

Scriind că aceasta satisface condi̧tia ini̧tială avem

u0(x) =
∞X
n=1

An

µ
cos

µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

¶
=

∞X
n=1

AnXn(x).

Funçtiile proprii sunt ortogonale, adică

lZ
0

Xn(x)Xm(x)dx = 0, n 6= m.

Calculând pătratul normei funçtiei proprii avem

lZ
0

Xn(x)
2dx =

lZ
0

µ
cos

µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

¶2
dx =

l

2

p(p+ 2) + µ2n
µ2n

.

Presupunând că seria lui u(x, t) converge uniform găsim

An =
2

l

µ2n
p(p+ 2) + µ2n

lZ
0

u0(x)

µ
cos

µnx

l
+
p

µn
sin
µnx

l

¶
dx
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şi avem astfel solu̧tia ecua̧tiei.

4. Să considerăm acum ecua̧tia neomogenă a căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

cu condi̧tia ini̧tială u(x, 0) = 0 şi condi̧tiile la limită u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. Presupunem

că funçtia f(x, t) este continuă, are derivată paŗtială în raport cu x continuă pe poŗtiuni

şi pentru t > 0 satisface condi̧tia f(0, t) = f(l, t) = 0.

Vom căuta solu̧tia problemei sub forma

u(x, t) =
∞X
n=1

Tn(t) sin
nπx

l

în aşa fel încât condi̧tiile la limită să fie satisfăcute automat. Cum vom putea scrie

f(x, t) =
∞X
n=1

fn(t) sin
nπx

l

cu

fn(t) =
2

l

lZ
0

f(x, t) sin
nπx

l
dx,

înlocuind în ecua̧tie avem

∞X
n=1

·
T 0n(t) +

³nπa
l

´2
Tn(t)− fn(t)

¸
sin
nπx

l
= 0.

Rezultă că funçtiile Tn(t) satisfac ecua̧tiile

T 0n(t) +
³nπa
l

´2
Tn(t) = fn(t).

Din condi̧tia ini̧tială deducem

u(x, 0) =
∞X
n=1

Tn(0) sin
nπx

l
= 0

adică

Tn(0) = 0.

Rezultă

Tn(t) =

tZ
0

e−(
nπa
l )

2
(t−τ)fn(τ)dτ.
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Deci solu̧tia problemei este

u(x, t) =
∞X
n=1

 tZ
0

e−(
nπa
l )

2
(t−τ)fn(τ)dτ

 sin nπx
l
.

Inlocuind expresia lui fn(τ) se poate scrie

u(x, t) =

tZ
0

lZ
0

G(x, ξ, t− τ)f(ξ, τ)dξdτ

unde

G(x, ξ, t− τ) =
2

l

∞X
n=1

e−(
nπa
l )

2
(t−τ) sin

nπx

l
sin
nπξ

l
.

FunçtiaG(x, ξ, t) este funçtia de sursă instantanee punctuală sau funçtia Green a ecua̧tiei

căldurii cu temperaturi nule la capete. Ea corespunde temperaturii care ia naştere în

punctul x al barei la momentul t când la momentul t = 0 în punctul x = ξ există o sursă

instantanee care dă căldura Q = cρ, capetele barei fiind meņtinute la temperatura nulă.

Pe ea o puteam ob̧tine considerând că în punctul x = ξ avem temperatura δ(x − ξ) şi

prelungind-o pe aceasta prin imparitate fa̧tă de capete, adică prin imparitate fa̧tă de

x = 0 şi apoi prin periodicitate cu perioada 2l. Acea prelungire va fi

∞X
n=1

An sin
nπx

l

unde

An =
2

l

lZ
0

δ(x− ξ) sin
nπx

l
dx =

2

l
sin
nπξ

l

adică funçtia de sursă corespunde unei temperaturi în bara infinită dată de expresia

2

l

∞X
n=1

sin
nπx

l
sin
nπξ

l

şi după formula lui Poisson vom avea

G(x, ξ, t) =
1

2a
√
πt

2

l

∞Z
−∞

e
−
³
x−ζ
2a
√
t

´2
sin
nπζ

l
sin
nπξ

l
dζ

sau după un calcul pe care l-am mai făcut

G(x, ξ, t) =
2

l

∞X
n=1

e−(
nπa
l )

2
t sin

nπx

l
sin
nπξ

l
.
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Dacă condi̧tia ini̧tială este neomogenă atunci solu̧tiei de mai sus trebuie să se adauge

solu̧tia ecua̧tiei omogene ob̧tinută la punctul 1.

5. Pentru a găsi solu̧tia ecua̧tiei neomogene a căldurii

∂u

∂t
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t)

cu condi̧tia ini̧tială neomogenă

u(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l,

cu condi̧tii la limită neomogene

u(0, t) = ϕ0(t), u(l, t) = ϕl(t), t ≥ 0

punem

u = v + w

unde v satisface ecua̧tia omogenă

∂v

∂t
− a2 ∂

2v

∂x2
= 0

cu condi̧tia ini̧tială v(x, 0) = u0(x), 0 ≤ x ≤ l şi condi̧tiile la limită v(0, t) = ϕ0(t),

v(l, t) = ϕl(t), t ≥ 0 iar funçtia w satisface ecua̧tia neomogenă
∂w

∂t
− a2∂

2w

∂x2
= f(x, t)

cu condi̧tia ini̧tială nulă w(x, 0) = 0 şi condi̧tiile la limită omogene w(0, t) = w(l, t) = 0,

t ≥ 0.
Puteam să căutăm solu̧tia sub forma

u(x, t) = ϕ0(t) + (ϕl(t)− ϕ0(t))
x

l
+ U(x, t)

funçtia U(x, t) fiind solu̧tia unei probleme de tipul celei de la punctul precedent.

16.8 Exerci̧tii

1. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut − a2uxx = 0, x ∈ R, t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) =

 0 pentru x < 0

Ae−αx pentru x > 0,
unde A = const, α = const > 0.
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R.

u(x, t) =
A

2
e−αx+a

2x2t

·
1− Φ

µ
− x

2a
√
t
+ aα

√
t

¶¸
,

unde Φ(z) = 2√
π

zR
0

e−ξ
2
dξ este funçtia erorilor.

2. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut − a2uxx = 0, x ∈ R, t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) =


0 pentru x < −l
u0 6= 0 pentru −l < x < l
0 pentru x > l.

R.

u(x, t) = u0

·
Φ

µ
x+ l

2a
√
t

¶
− Φ

µ
x− l
2a
√
t

¶¸
.

3. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut−a2uxx = 0, x ∈ (0,∞), t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială
u(x, 0) = u0, x > 0 şi condi̧tia la limită u(0, t) = 0, t > 0.

R. u(x, t) = u0Φ( x
2a
√
t
).

4. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut−a2uxx = 0, x ∈ (0,∞), t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială
u(x, 0) = 0, x > 0 şi condi̧tia la limită u(0, t) = u0, t > 0.

Ind. Se pune u(x, t) = v(x, t) + u0, se reduce la problema precedentă,

u(x, t) = u0

·
1− Φ

µ
x

2a
√
t

¶¸
.

5. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut−a2uxx = 0, x ∈ (0,∞), t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) =

 u0 pentru 0 < x < 1

0 pentru x > 1
şi condi̧tia la limită ux(0, t) = 0, t > 0.

R.

u(x, t) =
u0
2

·
Φ

µ
x+ 1

2a
√
t

¶
− Φ

µ
x− 1
2a
√
t

¶¸
6. Să se găsească solu̧tia ecua̧tiei ut−a2uxx = 0, x ∈ (0,∞), t ≥ 0 cu condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) = 0, x > 0 şi condi̧tia la limită −ux(0, t) = q, t > 0.
R.

u(x, t) = 2aq

r
t

π
e−

x2

4a2t − qx
·
1− Φ(

x

2a
√
t
)

¸
.

7. Să se determine temperatura în bara 0 ≤ x ≤ l prin a cărei suprafa̧tă laterală
nu are loc schimb de căldură dacă capetele sale sunt meņtinute la temperatura nulă,

iar la momentul t = 0 are loc rela̧tia u(x, 0) = u0 = const, 0 < x < l. Să se verifice

conservarea căldurii.
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R.

u(x, t) =
4u0
π

∞X
k=0

1

2k + 1
e−

(2k+1)2π2a2

l2
t sin

(2k + 1)πx

l
.

Se verifică rela̧tia

lZ
0

u(x, T )dx−
lZ

0

u(x, 0)dx = a2

 TZ
0

∂u

∂x
(l, t)dt−

TZ
0

∂u

∂x
(0, t)dt

 .
8. Temperatura ini̧tială a barei 0 ≤ x ≤ l cu suprafa̧ta laterală izolată este u0 =

const, iar capetele sunt meņtinute la temperaturile u(0, t) = u1 = const, u(l, t) = u2 =

const. Să se determine temperatura în bară.

R.

u(x, t) = u1 + (u2 − u1)x
l
+

+
2

π

∞X
n=1

1

n

©
(u0 − u1)[1− (−1)n] + (−1)n+1(u1 − u2)

ª
e−

n2π2a2t
l2 sin

nπx

l
.

9. Să se determine temperatura în bara 0 ≤ x ≤ l cu suprafa̧ta laterală izolată dacă
extremitatea x = 0 este izolată termic, extremitatea x=l este meņtinută la temperatura

u(x, l) = u0 = const, iar temperatura ini̧tială în bară este u(x, 0) = u0 x
2

l2
.

Ind. Se caută solu̧tia de forma u(x, t) = v(x, t) + u0 x
2

l2
unde v(x, t) verifică ecua̧tia

v0t − a2v00xx =
2u0a

2

l2

cu condi̧tia ini̧tială v(x, 0) = 0 şi condi̧tiile omogene v0x(0, t) = 0, v(x, l) = 0. Se găsesc

funçtiile proprii ale ecua̧tiei omogene

Xk(x) = cos
(2k − 1)πx

2l
, k = 1, 2, 3, ...

Solu̧tia se caută de forma

v(x, t) =
∞X
k=1

bk(t) cos
(2k − 1)πx

2l

şi se găsesc ecua̧tiile

b0k(t) +
(2k − 1)2π2a2

4l2
bk(t) = (−1)k−1 8u0a

2

(2k − 1)πl2

cu condi̧tiile bk(0) = 0. Rezultă

v(x, t) =
∞X
k=1

32u0(−1)k−1
(2k − 1)3π3

·
1− e− (2k−1)2π2a2t

4l2

¸
cos

(2k − 1)πx
2l

.
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10. Temperatura ini̧tială a barei 0 ≤ x ≤ l cu suprafa̧ta laterală izolată este nulă;
capătul x=l este meņtinut la temperatura nulă, iar la capătul x=0 temperatura creşte

propoŗtional cu timpul u(0, t) = At, A= const. Să se determine temperatura în bară.

R.

u(x, t) = At
l − x
l
−

∞X
k=1

2Al2

k3π3a2

µ
1− e−k2π2a2t

l2

¶
sin
kπx

l
.

11. Să se găsească solu̧tia u(x, t) a ecua̧tiei

ut − 36uxx = π

10
cos

πx

2
, 0 ≤ x ≤ 2, t ≥ 0,

cu condi̧tia ini̧tială u(x, 0) = 0 şi condi̧tiile la limită u(0, t) = 0, u0x(2, t) = 0.

R.

u(x, t) =
∞X
k=0

2k + 1

360(k2 + k − 3
4
)
¡
2k+1
4

π
¢2×

×
h
1− e−36( 2k+14 π)

2
t
i
sin
(2k + 1)πx

4

12. Să se găsească solu̧tia u(x, t) a ecua̧tiei

ut − 3uxx + 6u = 0, 0 ≤ x ≤ 2, t ≥ 0,

cu condi̧tiile la limită u(0, t) = 1, u(2, t) = 2 şi condi̧tia ini̧tială

u(x, 0) = x2 − 3
2
x+ 1.

R.

u(x, t) =
∞X
k=1

·
2kπ(1− cos kπ)

8 + k2π2
+

16(−8 + 8 cos kπ − k2π2 cos kπ)
k3π3(8 + k2π2)

e−
3
4
(8+k2π2)t

¸
sin
kπx

2
.
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PARTEA V

TEORIA PROBABILITĂŢILOR ŞI

STATISTICĂ MATEMATICĂ





CAPITOLUL 17

PROBABILITĂŢI ŞI STATISTICĂ

MATEMATICĂ

17.1 Spa̧tiu probabilistic,defini̧tii, proprietă̧ti

Teoria probabilită̧tilor este analiza matematică a no̧tiunii de experienţ̆a aleatoare

(sau aleatorie, întâmplătoare, lat. aleatorius < alea - zar). No̧tiunile fundamentale ale

acestei teorii sunt cele de eveniment şi de probabilitate. Prin formalizarea acestor no̧tiuni

se ajunge la modelul teoretic bazat pe teoria muļtimilor propus de Kolmogorov în 1929.

Fie o experieņtă aleatoare oarecare. Rezultatul experieņtei nu poate fi determinat

decât în urma realizării experieņtei. Fie Ω = {ω} muļtimea tuturor rezultatelor posibile
ω în experieņta dată şi A un eveniment oarecare legat de experieņta considerată, adică

producerea sau neproducerea unui fenomen legat de experieņta considerată. Putem

spune că eveminentulA a avut loc sau nu a avut loc, numai în urma realizării experieņtei.

De aceea, evenimentul A poate fi identificat cu o muļtime de rezultate ω - rezultatele

favorabile realizării sale- adică evenimentul A poate fi identificat cu o submuļtime a lui

Ω . Elementele ω ∈ Ω se pot numi atunci evenimente elementare. In acest fel opera̧tiile

de reuniune, interseçtie, complementare (negare, trecere la contrariu) a evenimentelor

coincid cu opera̧tiile corespunzătoare asupra muļtimilor şi deci muļtimea evenimentelor

care ne vor interesa trebuie să fie închisă (stabilă) în raport cu aceste opera̧tii.

Probabilitatea este o funçtie numerică definită pe muļtimea evenimentelor, funçtie

ale cărei proprietă̧ti trebuie să fie asemănătoare celor ale frecveņtei de realizare a eveni-
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mentului.

Defini̧tia 1. Fie Ω = {ω} muļtimea rezultatelor posibile într-o experieņtă aleatoare.
Fie S o muļtime de păŗti ale lui Ω care formează în raport cu opera̧tiile obi̧snuite cu

muļtimi o σ -algebr̆a, adică are proprietă̧tile:

1) Ω ∈ S; muļtimea tuturor rezultatelor posibile face parte din S;
2) A,B ∈ S ⇒ A\B ∈ S; odată cu două muļtimi S coņtine şi difereņta lor;
3) Ai ∈ S, i = 1, 2, ...⇒

∞[
i=1

Ai ∈ S; orice reuniune de muļtimi din S este din S.
Muļtimea S se numeşte mulţimea evenimentelor legate de experienţa considerat̆a.
Din defini̧tia dată rezultă că muļtimea S a evenimentelor este închisă în raport cu

opera̧tiile de reuniune, interseçtie, difereņta şi complementară. Evenimentul Ω se nu-

meşte evenimentul sigur ; evenimentul ∅ se numeşte evenimentul imposibil ; evenimentul
A\B se numeşte diferenţa evenimentelor A şi B; evenimentul CA = Ω\A se numeşte
evenimentul contrariu al lui A; etc. Evenimentele A şi B se numesc incompatibile dacă

nu se pot realiza în acelaşi timp, adică dacă A ∩ B = ∅. Orice eveniment şi contrariul
său sunt evenimente incompatibile. Un eveniment se numeşte compus dacă el este re-

uniunea a altor două evenimente diferite de el. Evenimentele elementare ω sunt diferite

de evenimentul imposibil şi nu sunt compuse.

Defini̧tia 2. O funçtie p : S → R+ se numeşte probabilitate pe muļtimea eveni-

mentelor dacă are următoarele proprietă̧ti:

1) p(Ω) = 1; (evenimentul sigur are probabilitatea egală cu unitatea);

2) dacă Ai ∈ S, i = 1, 2, ...,sunt evenimente incompatibile două câte două
Ai
\
Aj = ∅, i 6= j = 1, 2, ... atunci p

Ã∞[
i=1

Ai

!
=

∞P
i=1

p (Ai); (proprietatea de aditivi-

tate numărabilă).

Dacă evenimentele sunt incompatibile două câte două Ai
\
Aj, i 6= j = 1, 2, ..., vom

scrie
∞P
i=1

Ai în loc de
∞[
i=1

Ai; la fel în cazul finit.

Defini̧tia 3. Un triplet (Ω,S, p) se numeşte spaţiu probabilistic (de probabilitate).
Obiectul studiului teoriei probabilită̧tilor este spa̧tiul probabilistic.

Exemplul 1. Fie într-o experieņtă aleatoare muļtimea evenimentelor elementare Ω =

ω1,ω2, ...,ωN şi fie muļtimea evenimentelor S = P (Ω) , muļtimea păŗtilor lui Ω. Fie

p(ωk) =
1
N
, k = 1, 2, ..., N , adică evenimentele elementare sunt egal posibile. Atunci
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pentru un eveniment A oarecare legat de experieņtă p(A) = r
N
= |A|

|Ω| , unde r = |A|
este numărul evenimentelor elementare care compun pe A (rezultatele favorabile lui A).

Tripletul (Ω,S, p) este spa̧tiul probabilistic al modelului clasic al lui Laplace al teoriei
probabilită̧tilor.

In cazul particular al experieņtei aruncării unui zar, N = 6 şi ωi = i , i = 1, 2, ..., 6

este evenimentul apari̧tiei fȩtei i.

In experieņtei aruncării de n ori a unei monede, muļtimea evenimentelor elementare

este de forma ω = (ε1, ε2, ..., εn) unde εi = 0 sau 1 după cum la a i-a aruncare a ieşit

fa̧ta cu stema sau fa̧ta cu valoarea. In acest caz N = 2n. Evenimentul care constă în

apari̧tia de k ori a fȩtei cu valoarea este

A = {(ε1, ε2, ..., εn) |ε1 + ε2 + ...+ εn = k}.

Atunci |A| = Ckn, p(A) = Ckn
2n
.

Din defini̧tiile date rezultă uşor că într-un spa̧tiu probabilistic au loc următoarele

proprietă̧ti:

a) p (CA) = 1− p(A); (proprietatea probabilită̧tii evenimentului contrar);
b) A ⊂ B ⇒ p(A) ≤ p(B); (probabilitatea este funçtie crescătoare);
c) 0 ≤ p(A) ≤ 1; (probabilitatea are valori pozitive cel mult egale cu unitatea);
d) p(A

S
B) = p(A) + p(B)− p(ATB)

sau mai general

p(A1
[
A2
[
...
[
An) =

=
X

p(Ai)−
X

p(Ai
\
Aj) +

X
p(Ai

\
Aj
\
Ak)− ..

(formula includerii şi excluderii);

e) dacă An ↓ B adică

A1 ⊃ A2 ⊃ ... ⊃ An ⊃ An+1 ⊃ ...B =
∞\
i=1

Ai

atunci lim
n→∞

p(An) = p(B) (proprietatea de continuitate la dreapta a probabilită̧tii)

f) dacă An ↑ B adică

A1 ⊂ A2 ⊂ ... ⊂ An ⊂ An+1 ⊂ ...B =
∞[
n=1

An
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atunci lim
n→∞

p(An) = p(B); ( proprietatea de continuitate la stânga a probabilită̧tii).

Dacă A,B sunt două evenimente şi p(B) > 0 atunci raportul p(A∩B)
p(B)

se numeste

probabilitatea evenimentului A condiţionat de B şi se notează p(A|B) sau pB(A). Deci

p(A|B) = p(A ∩B)
p(B)

adică

p(A ∩B) = p(B)p(A|B) = p(A)p(B|A).

Când p(A|B) = p(A) adică dacă şi numai dacă p(A ∩ B) = p(A)p(B) evenimentele
A,B se numesc independente.

In general avem rela̧tia

p(A1 ∩A2 ∩ ... ∩An) =

= p(A1 ∩A2 ∩ ... ∩An−1)p(An|A1 ∩ ... ∩An−1) = ...

= p(A1)p(A2|A1)p(A3|A1 ∩A2)...p(An|A1 ∩A2 ∩ ... ∩An−1).

Dacă Ω =
nP
i=1

Hi se spune că evenimentele Hi, i = 1, 2, ..., n constituie un sistem

complet de evenimente sau o desfacere a evenimentului sigur. Atunci oricare ar fi A ∈ S,
A = A ∩ Ω =

nP
i=1

(A ∩Hi) şi deci rezultă

p(A) =
nX
i=1

p(Hi)p(A|Hi),

rela̧tie numită formula probabilit̆aţii totale.

Cum oricare ar fi k = 1, 2, ..., n, p(Hk ∩A) = p(A)p(Hk|A) = p(Hk)p(A|Hk) avem

p(Hk|A) = p(Hk)p(A|Hk)
nP
i=1

p(Hi)p(A|Hi)
.

Aceasta este formula lui Bayes. De obicei evenimentele Hk se constituie în “ipoteze” în

care are loc evenimentul A sau “cauze” sub a căror açtiune are loc evenimentul A; de

aceea formula se mai numeşte şi formula ipotezelor sau formula cauzelor. Probabilită̧tile

p(Hk) sunt probabilită̧ti a priori, în timp ce probabilită̧tile p(Hk|A) sunt probabilită̧ti a
posteriori.
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17.1.1 Exerci̧tii şi probleme

1. O ţintă este formată din zece cercuri concentrice de raze r1 < r2 < ... < r10

.Notăm prin Ak evenimentul de nimerire a cercului cu raza rk, k = 1, 2, ..., 10. Care este

semnifica̧tia evenimentelor: a) B =
6[
k=1

Ak; b) C =
10\
k=1

Ak; c) D = A1 ∩A2.

R. a) B constă în nimerirea cercului cu raza r6 ; b) C constă în nimerirea cercului

de razăr1; c) D constă în nimerirea coroanei determinate de cercurile cu razele r1, r2.

2. Se execută trei lovituri asupra unei ţinte. Notăm prin Ai evenimentul “ lovitura

i a nimerit ţinta“, i = 1, 2, 3. Să se scrie evenimentele: a) A=“toate loviturile nimeresc

ţinta“; b) B=“nici o lovitură nu nimereşte ţinta“; C=“cel pu̧tin o lovitură loveşte ţinta“;

D=“cel pu̧tin o lovitură nu nimereşte ţinta“.

R. a) A = A1 ∩A2 ∩A3; b) B = CA1 ∩ CA2 ∩ CA3; c) C = A1 ∩ CA2 ∩ CA3 ;
d) D = A1 ∪A2 ∪A3.
3. Se face controlul de calitate asupra unui lot de n piese. Fie Ai =“piesa i este

defectă“, i = 1, 2, ..., n. Să se scrie următoarele evenimente: a) A=“nici o piesă nu este

defectă“; b) B=“cel pu̧tin una din piese este defectă“; c) C=“exact k ≤ n piese sunt
defecte“; d) D=“cel mult k ≤ n piese sunt defecte“.
R. a) A = CA1 ∩ CA2 ∩ ... ∩ CAn ; b) B = A1 ∪A2 ∪ ... ∪An;
c) ∀J ⊂ 1, 2, ..., n, punem BJ =

Ã\
i∈J
Ai

!\Ã\
i/∈J
CAi

!
, C =

\
|J|=k

BJ ;

d) D =
k[
j=0

\
|J|=j

BJ .( Prin |J | am notat numărul elementelor lui J).

4. Să se arate că evenimentele A, CA∪B sunt incompatibile.

5. Intr-un compartiment de tren sunt două fotolii, fa̧tă în fa̧tă, de câte 5 locuri. Din

10 călători, 4 doresc să stea cu fa̧ta la locomotivă, iar 3 cu spatele la ea. Care este

probabiitatea ca doi din cei trei călători cărora le este indiferenta pozi̧tia să stea unul

lângă altul?

Sol. Fie A, B, C cei trei călători cărora le este indiferentă pozi̧tia. Dacă A stă cu

fa̧tă la locomotivă, atunci împreună cu el pot sta încă 4 persoane în 5! moduri. Ceilaļti

călători pe fotoliul din fa̧tă pot sta deasemenea în 5! moduri. Dacă A a ales să stea cu

fa̧tă la locomotivă, atunci to̧ti călatori se pot aşeza în (5!)2 moduri. Acelaşi număr de

moduri se ob̧tine dacă aleg să stea cu fa̧tă la locomotivă B sau C. Deci sunt în total
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3 · (5!)2 cazuri egal posibile. Cazuri favorabile vor fi acelea în care doi călători da̧ti , de
exemplu, B, C vor sta alături. Asta este posibil numai dacă B şi C stau cu spatele la

locomotivă. Numărul acestor pozi̧tii va fi 5! · 3! · 2 · 4 . Deci probabilitatea cerută este
p = 5!·3!·2·4

3·(5!)2 =
2
15
.

6. Care este probabilitatea ca luna ianuarie a unui an oarecare să aibă 4 duminici?

Sol. Printre primele 28 de zile ale lui ianuarie vor fi neapărat 4 duminici. Rezultă

că în ianuarie nu vor fi decât 4 duminici dacă acestea nu vor fi în zilele de 29, 30, 31,

adică dacă ziua de 29 cade lunea, maŗtea, miercurea sau joia. Deci p = 4
7
.

7. Dintr-o partidă de 37 de piese din care 6 sunt defecte se aleg 3 piese. Care este

probabilitatea ca; 1) toate trei sunt fără defecte; 2) cel pu̧tin una este fără defecte?

R. 1) p = C331
C337

= 0.579; 2) p =
C331+C

1
6C

2
31+C

2
6C

1
31

C337
= 0.397

8. Intr-o urnă se află bilete cu cifrele 0, 1, 2,..., 9. Se extrag 5 bilete şi se aşează în

ordine, ob̧tinând un număr. Care este probabilitatea ca numărul ob̧tinut să fie divizibil

cu 396?

R. p = 96
30240

= 0.0015 .

9. De câte ori trebuie să aruncăm un zar pentru ca să ne apară cel pu̧tin o dată fa̧ta

6 cu o probabilitate mai mare ca 0,5?

R. p = 1− ¡5
6

¢n
> 1

2
⇒ n > ln 2

ln 6−ln 5
∼= 3, 80.

10. Un trăgător nimereşte ţinta de 7 ori din 10 trageri, iar alt trăgător din 9 trageri

nimereşte ţinta de 8 ori. Trăgând simultan în aceeaşi ţintă, care este probabilitatea ca

ţinta să fie atinsă.

R. p = 7
10
+ 8

9
− 7

10
8
9
= 87

90
.

11. Fie n elemente oarecare într-o anumită ordine. Ele se permută aleator. Care

este probabilitatea ca, cel pu̧tin un element să se găsească pe locul său?

R. Dacă Ai =“elementul i este pe locul lui“, atunci evenimentul căruia trbuie să-i

calculăm probabilitatea este B = A1 ∪A2 ∪ ...∪An . Cum p(Ai) = (n−1)!
n!
, p(Ai ∩Aj) =

(n−2)!
n!
, etc, rezultă p(B) = C1n

(n−1)!
n!
−C2n (n−2)!n!

+C3n
(n−3)!
n!
−... = 1− 1

2!
+ 1
3!
−...+(−1)n+1 1

n!

.

12. Să se determine probabilitatea evenimentuluiA ştiind p (A ∩B) = p1, p (A ∩ CB) =
p2 .

Sol. Cum A = A ∩B +A ∩ CB rezultă p(A) = p1 + p2 .
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17.2 Variabile aleatoare

Defini̧tia 1. Fie (Ω,S, p) un spa̧tiu de probabilitate. O funçtie ξ : Ω → R se

numeşte variabil̆a aleatoare sau variabilă eventuală dacă pentru orice x, x ∈ R muļtimea
{ω ∈S|ξ(ω) < x} este din σ -algebra S şi

p(ω ∈S|−∞ < ξ(ω) <∞) = 1.

In loc de {ω ∈S|ξ(ω) < x} se scrie simplu {ξ < x} . Prima condi̧tie din defini̧tie cere
să se poată defini probabilitatea evenimentului {ξ < x}; a doua condi̧tie cere ca funçtia
ξ să fie efectiv definită pe întreaga muļtime a evenimentelor elementare Ω .

Dacă A este un eveniment, variabila aleatoare definită prin rela̧tia

IA(ω) =

 1 pentru ω ∈ A,
0 pentru ω /∈ A,

se numeşte indicatorul evenimentului A. (In analiză această funçtie se numeşte funçtia

caracteristică a lui A, în teoria probabilită̧tilor prin funçtie caracteristică se va îņtelege

altceva). Sunt evidente rela̧tiile

ICA = 1− IA, IA∩B = IA.IB, IA∪B = IA + IB − IA∩B.

Variabilele aleatoare ξ1, ξ2, ..., ξn se numesc variabile aleatoare independente dacă

oricare ar fi sistemul de numere reale x1, x2, ..., xn avem

p (ξ1 < x1, ξ2 < x2, ..., ξn < xn) = p (ξ1 < x1) p (ξ2 < x2) ...p (ξn < xn) .

O funçtie vectorială ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξn) : Ω→ Rn ale cărei componente ξi (i = 1, 2, ..., n)

sunt variabile aleatoare se numeşte variabil̆a aleatoare n-dimensional̆a sau vector aleator

n-dimensional.

Următoarele proprietă̧ti ale variabilelor aleatoare sunt frecvent folosite:

1). Dacă ξ este o variabilă aleatoare şi c o constantă, atunci ξ + c, cξ, |ξ| , ξ2, 1
ξ

pentru ξ 6= 0 sunt de asemenea tot variabile aleatoare.
Intr-adevăr, avem

{ξ + c < x} = {ξ < x− c} ∈ S;
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{cξ < x} =
 {ξ < x

c
} ∈ S pentru c > 0

{ξ > x
c
} ∈ S pentru c < 0

;

{|ξ| < x} = {ξ < x} ∪ {ξ > −x} ∈ S;

{ξ2 < x} = {|ξ| < √x} ∈ S;

{1
ξ
< x} =


{ξ < 0} ∈ S pentru x = 0

{ξ < 0} ∩ {ξ > 1
x
} ∈ S pentru x > 0

{ξ < 0} ∪ {ξ > 0} ∩ {ξ > 1
x
} ∈ S pentru x > 0

.

2). Dacă{ξn}n∈N este un şir de variabile aleatoare, atunci şi η(ω) = inf
n∈N

{ξn(ω)},
ς(ω) =sup

n∈N
{ξn(ω)}, ξ(ω) =lim

n∈N
sup ξn(ω), ξ(ω) =lim

n∈N
inf ξn(ω) sunt de asemenea vari-

abile aleatoare.

Intr-adevăr avem

{η < x} =
[
n∈N

{ξn < x} ∈ S;

{ς > x} =
[
n∈N

{ξn > x} = C
Ã\
n∈N

{ξn ≤ x}
!
∈ S;

ξ(ω) = inf
m≥n∈N

(sup ξm(ω)) ;

ξ(ω) = sup
m≥n∈N

(inf ξm(ω)) .

3). Dacă ξ, η sunt variabile aleatoare atunci {ξ > η} ∈ S, {ξ ≥ η} ∈ S, {ξ = η} ∈ S.
4. Dacă ξ, η sunt variabile aleatoare atunci şi ξ − η, ξ + η, ξη, ξ

η
sunt deasemenea

variabile aleatoare.

Intr-adevăr avem

{ξ − η > x} = {ξ > η + x} ∈ S;
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ξ + η = ξ − (−η); ξη = 1

4

£
(ξ + η)2 − (ξ − η)2

¤
,

etc.

Defini̧tia 2. Funçtia Fξ(x) = p(ξ < x) se numeşte funcţia de repartiţie sau funcţia

cumulativ̆a a probabilit̆aţii variabilei aleatoare ξ .

Funçtia de reparti̧tie a unei variabile aleatoare are următoarele proprietă̧ti:

1) x ≤ y ⇒ Fξ(x) ≤ Fξ(y) ( este nedescrescătoare) pentru că

x ≤ y ⇒ {ξ < y} = {ξ < x} ∪ {x ≤ ξ < y}

şi deci Fξ(y) = Fξ(x) + p(x ≤ ξ < y) ≥ Fξ(x) )
2) p(x ≤ ξ < y) = Fξ(y)− Fξ(x) ;
3) Fξ(−∞) = lim

x→−∞
Fξ(x) = 0, Fξ(∞) = lim

x→∞
Fξ(x) = 1 .

Intr-adevăr avem implica̧tiile

xn → −∞, yn →∞⇒ {−∞ < ξ <∞} =
∞[
n=1

{xn ≤ ξ < yn}⇒

lim
n→∞

p(xn ≤ ξ < yn) = p(−∞ < ξ <∞) = 1⇒

⇒ Fξ(yn)− Fξ(xn)→ 1⇒

∀ ε > 0 ∃N a.i.n > N ⇒ Fξ(yn)− Fξ(xn) > 1− ε⇒

⇒ Fξ(yn) > 1− ε, Fξ(xn) < Fξ(yn)− 1 + ε ≤ 1− 1 + ε⇒

⇒ Fξ(xn)→ 0, Fξ(yn)→ 1.

4) p(ξ ≥ x) = 1− Fξ(x) pentru că {−∞ < ξ <∞} = {ξ < x} ∪ {ξ ≥ x} );
5) Fξ(x− 0) = Fξ(x); (Fξ(x) este continuă la stânga).

Intr-adevăr avem implica̧tiile

xn ↑ x⇒ {ξ < x} = {ξ < x1} ∪ {x1 < ξ < x2} ∪ ...
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p(ξ < x) = p(ξ < x1) + p(x1 < ξ < x2) + ...⇒

p(ξ < x) ≤ p(ξ < x1) + p(x1 < ξ < x2) + ...+ p(xn−1 < ξ < xn) + ε⇒

Fξ(x) ≤ Fξ(xn) + ε⇒ |Fξ(x)− Fξ(xn)| ≤ ε.

6) p(ξ ≤ x) = Fξ(x+ 0);

7) p(ξ = x) = Fξ(x+ 0)− Fξ(x) .
Funçtia de reparti̧tie Fξ(x) = p(ξ < x) = p fiind crescătoare pe (−∞,∞) cu valori

în (0, 1) se poate vorbi de inversa sa Qξ(p) definită pe (0, 1) cu valori în (−∞,∞) astfel
că Qξ(p) = x dacă Fξ(x) = p = p(ξ < x). Funçtia Qξ(p) se numeşte inversa funcţiei

cumulative de probabilitate sau cuantila de ordin p.

Defini̧tia 3. O variabilă aleatoare ξ se numeşte discret̆a dacă ea poate lua o muļtime

cel mult numărabilă de valori. Dacă o variabilă aleatoare discretă ia un număr finit de

valori ea se numeşte simpl̆a.

Fie ξ o variabilă aleatoare discretă care poate lua valorile x1, x2, ..., xn, .... Fie Ai =

{ω ∈ Ω|ξ(ω) = xi}, i = 1, 2, ..., n, .... Evident

Ω = A1 +A2 + ...+An + ...,

adică evenimentele Ai, i = 1, 2, ... constituie un sistem complet de evenimente. Invers

dacă se poate scrie Ω = A1+A2+ ...+An+ ..., atunci putem defini o variabilă aleatoare

discretă punând ω ∈ Ai ⇒ ξ(ω) = xi.

Defini̧tia 4. Prin legea de repartiţie a unei variabile aleatoare discrete ξ se îņtelege

muļtimea perechilor (xi, pi = p(ξ = xi)) , expresia pi = p(ξ = xi) fiind densitatea de

repartiţie a variabilei.

Conform defini̧tiei variabilei aleatoare
P
i

pi = 1.

Legea de reparti̧tie a unei variabile aleatoare discrete poate fi dată fie printr-un tabel

de forma:  x1 x2

p1 p2

... xn

... pn

...

...

 ,
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Fig. 17.1: Legea de reparti̧tie a unei variabile aleatoare discrete

fie printr-o reprezentare grafică de forma din figura de mai jos, fie printr-o reprezentare

grafică în care segmentele cu săgeată de înlocuiesc prin dreptunghiuri (bare)

.

Legea de reparti̧tie a indicatorului evenimentului A este 0 1

1− p(A) p(A)

 .
Funçtia de reparti̧tie a unei variabile aleatoare discrete este

Fξ(x) = p(ξ < x) =
X
xi<x

pi.

Ea este o funçtie scară pentru care se păstrează proprietă̧tile amintite mai înainte

In cazul unei variabile aleatoare discrete, inversa funçtiei cumulative sau cuantila

de ordin p Qξ(p) este definită pe (0, 1) cu valori muļtimea valorilor variabilei aleatoare

{x1, x2, ...} astfel încât Qξ(p) = xi dacă

p1 + p2 + ...+ pi ≤ p < p1 + p2 + ...+ pi + pi+1.

17.3 Schema lui Bernoulli

17.3.1 Definirea schemei lui Bernoulli

Să presupunem că se efectuează n experieņte aleatoare independente, fiecare din ele

putând avea două rezultate: succes cu probabilitatea p şi insucces cu probabilitatea
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Fig. 17.2: Funçtia de reparti̧tie a unei variabile aleatoare discrete

q = 1− p. O asemenea schemă - de fapt, o asemenea experieņtă aleatoare - se numeşte
schema lui Bernoulli.

Să notăm cu bn numărul succeselor în cele n experieņte. bn este o variabilă aleatoare

simplă. Să notăm cu ωi, i = 1, 2, ..., n variabilele aleatoare

ωi =


1 dacă în a i-a experieņtă a fost succes

0 dacă în a i-a experieņtă a fost insucces

Fie vectorii ω = (ω1,ω2, ...,ωn). Aceştia alcătuiesc evenimentele elementare, deci

muļtimea Ω. Evident bn =
nP
i=1

ωi. Cele n experieņte fiind independente avem p(ω) =

p(ω1)p(ω2)...p(ωn). Cum p(ωi = 1) = p, p(ωi = 0) = q = 1− p avem

p(bn = k) = p(
nX
i=1

ωi = k) =
X

ω1+ω2+...+ωn=k

p(ω1)p(ω2)...p(ωn) = C
k
np
kqn−k.

Vom nota

pn,k = p(bn = k) = C
k
np
kqn−k.

Rezultă că variabila aleatoare simplă bn are legea de reparti̧tie dată de tabelul
0 1 2 .... k .... n

qn C1npq
n−1 C2np

2qn−2 .... Cknp
kqn−k .... pn

 .
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Defini̧tia 1. Variabila aleatoare bn discretă simplă cu valori naturale şi cu densitatea

de reparti̧tie pn,k = p(bn = k) = Cknp
kqn−k se numeşte varabil̆a aleatoare binomial̆a.

Uneori dacă bn este o variabilă aleatoare binomială vom scrie bn ∈ binom(n, p) adop-
tând nota̧tiile din softul MATHCAD. Tot ca acolo, densitatea de reparti̧tie a unei aseme-

nea variabile va fi notată prin dbinom(k, n, p), funçtia de reparti̧tie cu pbinom(k, n, p),

funçtia inversă cu qbinom(P, n, p). In MATHCAD funçtia rbinom(N,n, p) generează N

valori ale unor variabile de tipul binom(n,p).

Evident
nP
k=0

pn,k = 1 cum rezultă şi din rela̧tia 1 = (p+ q)n =
nP
k=0

Cknp
kqn−k .

Exemplul 1. Un aparat este compus din 5 elemente, fiecare putându-se defecta

într-un timp dat cu probabilitatea p = 0, 1. Aparatul funçtionează normal dacă nu se

defectează mai mult de 2 elemente. Care este probabilitatea ca în timpul dat aparatul

să funçtioneze normal?

Solu̧tia este evident

p(b5 ≤ 2) = p(b5 = 0) + p(b5 = 1) + p(b5 = 2) =

= C05 .0, 1
0.0, 95 + C15 .0, 1

1.0, 94 + C25 .0, 1
2.0, 93 =

= pbinom(2, 5, 0.1) = 0, 9914.

17.3.2 Aliura reparti̧tiei schemei lui Bernoulli

Probabilită̧tile pnk din schema lui Bernoulli se pot calcula din aproape în aproape

pe baza rela̧tiei de recureņtă

pn,k+1 =
n− k
k + 1

pnk.

Din această rela̧tie rezultă

pn,k+1 > pnk ⇔ n− k
k + 1

p

q
> 1 ⇔ k < np− q,

pn,k+1 < pnk ⇔ n− k
k + 1

p

q
< 1 ⇔ k > np− q,

adică numerele pnk cresc cât timp k este mai mic decât np− q, î̧si ating maximul şi apoi
scad. Dacă np − q este întreg există două valori maxime şi anume pn,np−q = pn,np+p .
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Dacă np − q nu este întreg, atunci există o singură valoare maximă pentru k cuprins
între np− q şi np+ p.
Dacă vom reprezenta grafic densitatea de reparti̧tie dbinom(k, n, p) vom observa că

pe măsură ce n creşte, diagrama capătă o formă apropiată de un clopot simetric fa̧tă de

verticala k = np.

17.3.3 Legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli

Numărul cel mai probabil de realizări ale “succesului“ în cele n experieņte din schema

lui Bernoulli este apropiat de np. Fie ε > 0 un număr oarecare. Să încercăm să evaluăm

probabilitatea p
¡¯̄
bn
n
− p¯̄ ≥ ε

¢
, adică probabilitatea ca modulul difereņtei între frecveņta

apari̧tiei “succesului“ în cele n experieņte şi probabilitatea “succesului“ într-o experieņtă

să fie mai mare ca ε . După formula de adunare a probabilita̧tilor avem

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
=
X

pnk,

unde suma se extinde la acele valori ale lui k pentru care
¯̄
k
n
− p¯̄ ≥ ε, adică pentru care

( kn−p)
2

ε2
≥ 1. Dar atunci putem scrie

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
≤

X
| kn−p|≥ε

¡
k
n
− p¢2
ε2

pnk,

şi cu atât mai mult

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
≤

nX
k=0

¡
k
n
− p¢2
ε2

pnk =
1

n2ε2

nX
k=0

(k − np)2 pnk =

=
1

n2ε2

nX
k=0

£
k(k − 1) + (1− 2np)k + n2p2¤Cknpkqn−k =

=
1

n2ε2
¡
npq + n2p2 − 2n2p2 + n2p2¢ = pq

nε2
.

Trecând la evenimentul contrar avem

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
< ε

¶
≥ 1− pq

nε2
.

Am demonstrat deci

T1. (Legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli). Ori care ar fi ε > 0, probabili-

tatea ca modulul difereņtei dintre frecveņta de realizare a “succesului“ în n experieņte
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din schema lui Bernoulli şi probabilitatea de realizare a succesului într-o experieņtă să

fie mai mică decât ε tinde către 1 atunci când n tinde către infinit.

Exemplul 2. Intr-o localitate s-au născut într-un an 400 de copii. Probabilitatea

naşterii unui băiat este egală cu probabilitatea naşterii unei fete. Să se evalueze proba-

bilitatea ca numărul băiȩtilor născu̧ti în acel an să difere de 200 cu cel mult 20.

Avem

p (|b400 − 200| < 20) = p
µ¯̄̄̄
b400
400
− 1
2

¯̄̄̄
<
20

400

¶
≤

≤ 1−
1
2
· 1
2

400
¡
1
20

¢2 = 1− 14 = 3

4
.

17.3.4 Teorema limită a lui Poisson a evenimentelor rare

Pentru n mare este greu de calculat probabilită̧tile pn,k ale variabilei binomiale cu

formula stabilită. Să ţinem cont că

Ckn =
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!
=
nk

k!

µ
1− 1

n

¶µ
1− 2

n

¶
...

µ
1− n− 1

n

¶
şi că dacă 0 ≤ ai ≤ 1, i = 0, 1, ..., k atunci are loc inegalitatea (se verifică prin induçtie!)

(1− a1) (1− a2) ... (1− ak) ≥ 1− (a1 + a2 + ...+ ak) ,

adică în cazul nostruµ
1− 1

n

¶µ
1− 2

n

¶
...

µ
1− n− 1

n

¶
> 1−

µ
1 + 2 + ...k − 1

n

¶
= 1− k(k − 1)

2n
.

Rezultă

1− k(k − 1)
2n

≤ C
k
nk!

nk
≤ 1

şi deci dacă k < 0, 14
√
n atunci are loc formula aproximativă

pn,k = C
k
np
kqn−k ≈ 1

k!

µ
np

q

¶k
qn

cu o eroare relativă mai mică de 1%.

Mai mult rezultă şi teorema

T2. (Teorema limit̆a a lui Poisson a evenimentelor rare) Dacă n → ∞, p → 0,

astfel încât np → a, a număr pozitiv, atunci probabilitatea a k succese în schema lui

Bernoulli tinde către e−a a
k

k!
pentru orice k = 0, 1, 2, ....
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Intr-adevăr putem scrie cu evaluarea de mai sus·
1− k(k − 1)

2n

¸
nk

k!
pkqn−k ≤ pn,k ≤ n

k

k!
pkqn−k.

Pentru n→∞, p→ 0, np→ a şi k fixat

1− k(k − 1)
2n

→ 1, (np)k → ak, q−k = (1− p)−k → 1,

qn =
³
1− np

n

´n
→ e−a i deci pn,k →n→∞ e−a

ak

k!

Defini̧tia 2. O variabilă aleatoare discretă ξ cu valori naturale cu densitatea de

reparti̧tie

pξ(ξ = k) = e−a
ak

k!
, k = 0, 1, 2, ...

se numeşte variabil̆a aleatoare repartizat̆a dup̆a legea lui Poisson a evenimentelor rare.

Uneori pentru o asemenea variabilă vom scrie ca în MATHCAD ξ ∈ pois(a). In
MATHCAD densitatea de reparti̧tie a unei asemenea variabile este dpois(k, a), funçtia

cumulativă de probabilitate este ppois(k, a), iar funçtia inversă este qpois(P, a). rpois(N, a)

este o funçtie care dă valorile ale a N variabile aleatoare de acest tip.

Evident pentru o asemenea variabilă

∞X
k=0

pξ(ξ = k) = e
−a

∞X
k=0

ak

k!
= e−aea = 1.

Dacă se fac diagramele densită̧tii de reparti̧tie dpois(k,a) se vede că maximul se

atinge pentru k în jurul valorii lui a şi pentru a ceva mai mare graficul seamăna cu un

clopot.

Exemplul 3. Un sistem constă din 10000 de elemente, fiecare putându-se defecta într-

un timp dat cu probabilitatea p = 0, 00005, independent unul de altul. 1) Câte elemente

de rezervă trebuie luate pentru ca toate elementele care se defectează să fie înlocuite

cu altele noi cu o probabilitate de cel pu̧tin 0,95. 2) Să se evalueze probabilitatea ca

niciunul din elementele înlocuite să nu se defecteze (ele având aceeaşi probabilitate de

defectare ca şi cele de bază).

Cum n = 10000 (este mare), p = 0, 00005 (este mică), np = 0, 5, avem de-a face cu

o variabilă aleatoare ξ distribuită după legea evenimentelor rare pξ(ξ = k) = e−0,5
0,5k

k!
.

Dacăm este numărul de piese de schimb, condi̧tia 1) este echivalentă cu dubla inegalitate
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pξ(ξ = 0) + pξ(ξ = 1) + ...+ pξ(ξ = m− 1) < 0, 95 ≤

≤ pξ(ξ = 0) + pξ(ξ = 1) + ...+ pξ(ξ = m),

adică m = qpois(0.95, a). Se găseşte m=2.

2) Probabilitatea ca nici unul din elementele înlocuite să nu se defecteze este mai

mare ca (1− 0, 00005)2 > 1− 0, 0001 .
Exemplul 4. O centrală telefonică are 1000 de abona̧ti. Intr-un interval dat de timp,

fiecare abonat poate apela centrala cu probabilitatea p = 0, 005. Care este probabilitatea

ca în intervalul de timp dat să existe cel mult 7 apeluri în centrală.

Putem considera că avem de-a face cu o variabilă aleatoare repartizată după legea

evenimentelor rare np = 5 şi probabilitatea cerută este

pξ(ξ ≤ 7) = ppois(7, 5) = 0.867.

Conform demonstra̧tiei de mai sus, legea lui Poisson se aplică variabilei binomiale bn

dacă n→∞ şi raportul k
2

n
este mic.

17.3.5 Teorema limită locală a lui Moivre-Laplace

Să presupunem acum că în cazul variabilei binomiale bn odată cu n→∞ şi k →∞
astfel încât n − k → ∞ . Să notăm α = k

n
,β = n−k

n
= 1 − α şi să folosim formula lui

Stirling

n! =
√
2πnn+

1
2 e−n+

θn
12n , 0 ≤ θn < 1

sau prin logaritmare

ln (n!) = ln
√
2π +

µ
n+

1

2

¶
lnn− n+ θn

12n
.

Vom avea deci

lnCkn = ln
n!

k! (n− k)! = ln
n!

(nα)! (nβ)!
=

= ln
√
2π +

µ
n+

1

2

¶
lnn− n+ θn

12n
−
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− ln
√
2π −

µ
nα+

1

2

¶
lnnα+ nα+

θnα
12nα

−

− ln√2π −
µ
nβ +

1

2

¶
lnnβ + nβ +

θnβ
12nβ

=

= − ln
p
2πnαβ − n (α lnα+ β lnβ) +Rn.

Se vede că dacă n → ∞, k → ∞, n − k → ∞ atunci Rn → 0 uniform în raport cu

α, β. Se poate deci scrie

pn,k = C
k
n

¡
pαqβ

¢n ≈ 1√
2πnαβ

en(α ln
p
α
+β ln q

β ) =
1√

2πnαβ

µ
pαqβ

ααββ

¶n
.

Dacă 1
k
+ 1

n+k
≤ 0, 1 atunci eroarea relativă care se face folosind evaluarea de mai

sus este mică decăt 1%.

Dacă notăm ψ(α) = α ln p− α lnα+ β ln q − β lnβ putem scrie

pn,k =
1√

2πnαβ
enψ(α).

Să observăm că ψ(p) = 0. Ţinem cont că β = 1− α şi derivăm

ψ0(α) = ln p− ln q − lnα+ lnβ; ψ00(α) = − 1
α
− 1

β
= −α+ β

αβ
= − 1

αβ
.

Deci ψ0(p) = 0, ψ00(p) = − 1
pq
. Cum ψ000(p) este mărginită, putem scrie

ψ (p+∆) = −∆2

2pq
+ ϑ

¡
∆3
¢

(∆→ 0) .

Notând x = k−np√
npq

avem α = k
n
= p+ x

p
pq
n
, β = 1− α = q − xppq

n
. Dacă numărul

k variază astfel încât |x| ≤ T atunci pentru n → ∞, vom avea α → p, β → q uniform

în raport cu x şi deci 1√
2πnαβ

se înlocuieşte cu 1√
2πnpq

, iar enψ(α) se înlocuieşte prin

e−n
∆2

2pq
+ϑ(n∆3) unde ∆ = x

p
pq
n
. Cum n∆2

2pq
= x2

2
, n∆3 = ϑ

¡
1
n

¢
rezultă

pn,k ≈ 1√
2πnpq

e−
x2

2 .

Are loc deci teorema
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T3. (Teorema- limit̆a local̆a a lui Moivre-Laplace) Fie x = k−np√
npq
; dacă n → ∞, p

fixat diferit de 0 şi 1 şi k variază astfel încât |x| ≤ T , unde T este un număr fix, atunci
uniform în raport cu x, |x| ≤ T are loc

lim
n→∞

pn,k
1√
2πnpq

e−
x2

2

= 1.

Variabila x = k−np√
npq

este, cum vom vedea mai târziu, ceea ce se numeşte redusa

variabilei bn.

Teorema-limită locală a lui Moivre-Laplace permite să evaluăm probabilită̧tile pn,k

din distribu̧tia variabilei aleatoare binomiale bn pentru n→∞ ca funçtie de valoarea k

a variabilei aleatoare.

17.3.6 Teorema limită integrală a lui Laplace

Teorema următoare numită teorema-limit̆a integral̆a a lui Laplace permite să evaluăm

funçtia de reparti̧tie a variabilei aleatoare binomiale bn .

T4. (Teorema-limit̆a integral̆a a lui Laplace) Fie p ∈ (0, 1) fixat. Atunci pentru
n→∞ uniform în raport cu a, b, a ≤ b

lim
n→∞

p

µ
a ≤ bn − np√

npq
< b

¶
=

1√
2π

bZ
a

e−
t2

2 dt.

Să notăm

ξn =
bn − np√
npq

, xk =
k − np√
npq

,ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 ,Φ(a, b) =

bZ
a

ϕ(x)dx.

Vrem să arătăm că

p (a ≤ ξn < b)
n→∞→ Φ(a, b)

uniform în raport cu a şi b. Dar p (a ≤ ξn < b) =
P

a≤xk<b
pn,k. Să presupunem că −T ≤

a ≤ b ≤ T . După teorema precedentă pn,k = 1√
npq

ϕ (xk) (1 + εn,k) unde εn,k
n→∞→ 0

uniform în |xk| ≤ T . Cum xk+1 − xk = 1√
npq

rezultă că

p (a ≤ ξn < b) =
X

a≤xk<b
pn,k =

X
a≤xk<b

ϕ (xk) (xk+1 − xk) (1 + εn,k) =

=
X

a≤xk<b
ϕ (xk) (xk+1 − xk) + parte neglijabilă
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care diferă foarte pu̧tin de o sumă riemanniană a lui Φ(a, b), ceea ce trebuia demonstrat.

Conseciņta 1. Fie Fn(x) funçtia de reparti̧tie a variabilei ξn =
bn−np√
npq
. Atunci pentru

n→∞

Fn(x)
n→∞→ 1√

2π

xZ
−∞

e−
t2

2 dt

uniform în raport cu x ∈ R .

Conseciņta rezultă din teoremă făcând a→ −∞, b = x.
Funçtia F (x) = 1√

2π

xR
−∞

e−
t2

2 dt se numeşte funcţia de repartiţie normal̆a standard.

Evident, Φ (a, b) = F (b)− F (a) .
Dacă o variabilă aleatoare ξ are funçtia cumulativa de probabilitate

Fξ(x) =
1√
2π

xZ
−∞

e−
t2

2 dt

se zice că ea este de tipul normal standard. Vom scrie ξ ∈ norm(0, 1). In MATHCAD
densitatea sa de distribu̧tie este dnorm(x, 0, 1), funçtia sa cumulativă este pnorm(x, 0, 1),

inversa funçtiei cumulative este qnorm(P, 0, 1).

Conseciņta 2. (O alt̆a de monstraţie a legii numerelor mari sub forma lui Bernoulli)

Pentru orice ε > 0

lim
n→∞

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
= 0

sau

lim
n→∞

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
< ε

¶
= 1.

Intr-adevăr, cum ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
=
|bn − np|√

npq

r
pq

n
= |ξn|

r
pq

n
<
|ξn|
2
√
n

avem

p

µ¯̄̄̄
bn
n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
≤ p ¡|ξn| > 2ε√n¢ = 2Φ(2ε√n,∞)→ 0,

ceea ce trebuia demonstrat.

Să reamintim că raportul bn
n
din legea numerelor mari este tocmai frecveņta medie

de apari̧tie a succesului în schema lui Bernoulli.
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Exemplul 4. Să reluăm exemplul 2., calculând probabilitatea ca printre cei 400 de

nou născu̧ti, numărul băiȩtilor să difere de 200 cu cel mult 20, pe baza teoremei limită

integrală a lui Laplace: vom avea:

p (|b400 − 200| < 20) = p
 |b400 − 200|q

400 · 1
2
· 1
2

r
400 · 1

2
· 1
2
< 20

 =

= p

µ
|ζk| < 20

10

¶
= pnorm(2, 0, 1)− pnorm(−2, 0, 1) =

= 2pnorm(2, 0, 1)− 1 = 2 · 0.9772− 1 = 0.9544

17.3.7 Exerci̧tii şi probleme

1. Probabilitatea ca un trăgător să lovească o ţintă este p=0.3. Trăgătorul execută

4 trageri. Care este probabilitatea ca să lovească ţnta de 2 ori.

R. dbinom(2, 4, 0.3) = 0.265.

2. Pe un canal de transmisie de date se transmit 5 mesaje. Fiecare mesaj independent

de celelalte este distorsionat cu probabilitatea de p=0.3. Să se găsească probabilitatea

ca: a) din 5 mesaje 3 să fie distorsionate; b) cel pu̧tin 4 mesaje să nu fie distorsionate;

c) cel mult două mesaje să fie distorsionate; d) toate mesajele să fie nedistorsionate; e)

cel pu̧tin două mesaje să fie distorsionate.

R. a) dbinom(3,5,0.3)=0.132; b) 1-pbinom(3,5,0.7)=0.528; c) pbinom(2,5,0.3)=0.837;

d) dbinom(5,5,0.7)=0.168; e) 1-pbinom(1,5,0.3)=0.472.

3. Se ştie că 1
45
din piesele produse de o fabrică sunt sub standarde. Fabrica a produs

4500 piese. Care este cel mai probabil număr de piese standard din acestea?

R. 4500 ∗ 44
45
− 1

45
≤ k ≤ 4500 ∗ 44

45
+ 44

45
, k=4400.

4. Intr-o firmă lucrează 100 de salaria̧ti. Probabilitatea ca într-o săptămână să se

îmbolnăvească un salariat este 0.01. Să se găsească probabilitatea ca într-o săptămână

să se îmbolnăvescă: a) trei salaria̧ti; b) cel mult trei salaria̧ti; c) cel pu̧tin trei salaria̧ti;

d) cel pu̧tin un salariat.

R. a) λ = np = 100 ∗ 0.01 = 1, dpois(3, 1) = 0.061; b) ppois(2,1)=0.9197; c) 1-

ppois(2,1)=0.0803; d) 1-dpois(0,1)=0.6321.

5. Din întreaga cantitate de tranzistori făcu̧ti de o fabrică 80% nu au defecte. Să se

găsească probabilitatea ca printre 400 de tranzistori lua̧ti la întâmplare 80 să fie defeçti.
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R. n = 400, k = 80, p = 0.2, q = 0.8, x = k−np√
npq
= 0. 1√

npq
dnorm(0, 0, 1) = 0.04986.

6. Să se găsească probabilitatea ca din 10000 de aruncări ale unei monede valoarea

să apară: a) de cel pu̧tin 4000 de ori şi de cel mult 6000 de ori; b) de cel mult 4000 de

ori; c) de cel pu̧tin 6000 de ori.

R. a) p = 0.5, q = 0.5, n = 10000, k1 = 4000, k2 = 6000, x1 = 4000−10000∗0.5√
2500

= −20,
x2 =

6000−10000∗0.5√
2500

= 20, pnorm(20, 0, 1)− pnorm(−20, 0, 1) = 1;
b) x1 = 0−5000

50
= −100, x2 = 4000−5000

50
= −20, pnorm(−20, 0, 1)−pnorm(−100, 0, 1) =

0;

c) x1 = 10000−5000
50

= 100, x2 =
6000−5000

50
= 20, pnorm(100, 0, 1)−pnorm(20, 0, 1) = 0.

7. Probabilitatea ca o piesă dintr-un lot să fie nestandard este 0.1. Câte piese trebuie

să se ia astfel încât cu probabilitatea de 0.9544 să se poată afirma că frecveņta relativă

de apari̧tie a pieselor nestandard diferă de probabilitatea p=0.1 în valoare absolută cu

cel mult 0.03?

R. Avem p = 0.1, q = 0.9, ε = 0.03,

p(| k
n
− p| ≤ ε) = 0.9544 = 2pnorm(ε

q
n
pq
, 0, 1)− 1

pnorm(0.1
√
n, 0, 1) = 0.9772, 0.1

√
n = qnorm(0.9772, 0, 1),

n = qnorm(0.4772,0,1)2

0.01
≈ 400.

17.4 Valori medii ale variabilelor aleatoare discrete

17.4.1 Legea numerelor mari sub forma lui Markov

Dacă ξ este o variabilă aleatoare, vom numi observaţie independent̆a a lui ξ orice

variabilă aleatoare independentă cu aceeaşi lege de reparti̧tie ca şi ξ. Introducem o

asemenea defini̧tie pentru că orice observa̧tie rezulta din observarea variabilei ξ, contând

mai mult realizarile acesteia.

Fie variabila aleatoare ξ cu reparti̧tia

 1 0

p q

 asociată unei experieņte. Repetând

experieņta de n ori ob̧tinem variabilele aleatoare ξi, i = 1, 2, ..., n cu aceeaşi reparti̧tie 1 0

p q

. Acestea sunt observa̧tii independente ale variabilei ξ. Conform legii nu-
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merelor mari sub forma lui Bernoulli

p

µ¯̄̄̄
ξ1 + ξ2 + ...+ ξn

n
− p
¯̄̄̄
< ε

¶
n→∞→ 1,

adică media aritmetică a rezultatelor observa̧tiilor independente ale lui ξ sunt oricât de

apropiate de p pentru n mare cu o probabilitate oricât de apropiată de 1. De aceea

este natural să numim probabilitatea p drept speranţ̆a matematic̆a sau valoare medie a

variabilei aleatoare ξ cu reparti̧tia

 1 0

p q

 .

Fie acum o variabilă aleatoare simplă ξ cu legea de reparti̧tie x1 x2

p1 p2

... xm

... pm


şi fie ξ1, ξ2, ..., ξn observa̧tii independente ale lui ξ . Dacă sn = ξ1 + ξ2 + ... + ξn atunci

avem sn = N1x1+N2x2+ ...+Nnxn unde Nj este numărul observa̧tiilor al căror rezultat

a fost xj, j = 1, 2, ...,m. Fie ξ
j
i indicatorul evenimentului {rezultatul observa̧tiei i este

xj }. ξji reprezintă observa̧tii ale variabilei aleatoare ξj cu reparti̧tia

 1 0

pj 1− pj

.
Evident avem ξj1 + ξj2 + ... + ξji = Nj. Deci după legea numerelor mari a lui Bernoulli

putem scrie

p

µ¯̄̄̄
Nj
n
− pj

¯̄̄̄
≥ δ

¶
n→∞→ 0, j = 1, 2, ...m,

de unde şi

p

µ¯̄̄̄
Njxj
n
− pjxj

¯̄̄̄
≥ δ |xj|

¶
n→∞→ 0, j = 1, 2, ...m.

Cum ¯̄̄̄
¯
mX
j=1

Njxj
n
−

mX
j=1

xjpj

¯̄̄̄
¯ ≤

mX
j=1

¯̄̄̄
Njxj
n
− xjpj

¯̄̄̄
rezultă

p

Ã¯̄̄̄
¯
mX
j=1

Njxj
n
−

mX
j=1

xjpj

¯̄̄̄
¯ ≥ δ

mX
j=1

|xj|
!
≤

mX
j=1

p

µ¯̄̄̄
Njxj
n
− xjpj

¯̄̄̄
≥ δ |xj|

¶
n→∞→ 0.

Cum δ este arbitrar, rezultă că

p

Ã¯̄̄̄
¯ξ1 + ξ2 + ...+ ξn

n
−

mX
j=1

xjpj

¯̄̄̄
¯ ≥ ε

!
n→∞→ 0,

sau trecând la evenimentul contrar

p

Ã¯̄̄̄
¯ξ1 + ξ2 + ...+ ξn

n
−

mX
j=1

xjpj

¯̄̄̄
¯ < ε

!
n→∞→ 1.

Aceste rela̧tii constituie legea numerelor mari sub forma lui Markov.
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17.4.2 Valoarea medie, proprietă̧ti

Din legea numerelor mari sub forma lui Markov rezultă că este natural ca suma
mP
j=1

xjpj să se numească valoarea medie sau speranţa matematic̆a a variabilei aleatoare ξ

(expectation în engleză, esperance în franceză). Mai mult introducem următoarea

Defini̧tia 1. Dacă ξ este o variabilă aleatoare discretă cu densitatea de reparti̧tie x1 x2

p1 p2

... xm

... pm

...

...

 ,
dacă seria

∞P
i=1

xipi este absolut convergentă atunci suma acestei serii se numeşte valoarea

medie a variabilei aleatoare şi se va nota prin E (ξ). Variabila aleatoare ξ − E(ξ) se
numeşte abaterea variabilei aleatoare ξ .

Exemplul 1. Dacă A este un eveniment, atunci valoarea medie a indicatorului lui A

este E (IA) = p(A).

Exemplul 2. Fie bn variabila aleatoare binomială. Cum p (bn = k) = Cknp
kqn−k avem

E (bn) =
nX
k=0

kCknp
kqn−k =

nX
k=1

Ck−1n−1np
kqn−k = np (p+ q)n−1 = np.

Exemplul 3. Fie ξ o variabilă aleatoare repartizată după legea evenimentelor rare cu

parametrul a, adică p (ξ = k) = e−a a
k

k!
. Valoarea medie a acestei variabile este

E (ξ) = e−a
∞X
k=0

k
ak

k!
= ae−aea = a.

Valorile medii asociate variabilelor aleatoare discrete au o serie de proprietă̧ti.

Teorema 1. Fie ξ o variabilă aleatoare discretă cu reparti̧tia p (ξ = xi) = pi şi f(x) o

funçtie definită pe muļtimea valorilor variabilei ξ astfel încât
P
i

|f(xi)| pi <∞. Atunci
E (f(ξ)) există şi E (f(ξ)) =

P
i

f(xi)pi .

Intr-adevăr, f (ξ) este o variabilă aleatoare. Fie yj valorile sale. AvemX
j

|yj|p (f(ξ) = yj) =
X
j

|yj|
X

i:f(xi)=yj

pi =
X
i

X
j:f(xi)=yj

|f(xi)|pi

=
X
i

|f(xi)|pi
X

j:f(xi)=yj

1 =
X
i

|f(xi)|pi <∞.

Conseciņtă: E (αξ + β) = αE (ξ) + β .
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Teorema 2. Dacă ξ, η sunt două variabile aleatoare discrete atunci E (ξ + η) =

E (ξ) +E (η) .

Fie p (ξ = xi) = pi, p (η = yj) = qj, p (ξ = xi, η = yj) = pij . Membrul stâng se scrieX
z

zp (ξ + η = z) =
X
z

z
X

xi+yj=z

pij =
X
z

X
xi+yj=z

(xi + yj) pij =

=
X
i,j

(xi + yj) pij
X

xi+yj=z

1 =

=
X
i

xi
X
j

pij +
X
j

yj
X
i

pij =
X
i

xipi +
X
j

yjpj =

= E (ξ) +E (η) .

Defini̧tia 2. Variabilele aleatoare discrete ξ, η se numesc independente dacă eveni-

mentele ξ = xi, η = yj sunt independente oricare ar fi i, j. Analog se defineşte indepen-

deņta în totalitate a mai multor variabile aleatoare.

Teorema 3. Dacă ξ, η sunt variabile aleatoare discrete independente şi cu valori medii

finite atunci E (ξη) = E (ξ)E (η) .

Intr-adevăr

E (ξη) =
X
i,j

xiyjp (ξ = xi, η = yj) =
X
i,j

xiyjpipj

=
X
i

xipi
X
j

yjpj = E (ξ)E (η) .

.

17.4.3 Momente, inegalită̧tile lui Markov şi Cebî̧sev

Defini̧tia 3. Dacă ξ este o variabilă aleatoare numărul νk(ξ) = E
¡
ξk
¢
se numeşte

momentul de ordin k al lui ξ , iar numărul E
³
|ξ|k
´
se numeşte momentul absolut de

ordin k al lui ξ . Numărul µk(ξ) = E
³
(ξ −E(ξ))k

´
se numeşte momentul centrat de

ordin k al lui ξ , iar numărul E
³
|ξ − E(ξ)|k

´
se numeşte momentul absolut centrat de

ordin k. In particular pentru k = 2 µ2(ξ) = E
¡
(ξ −E(ξ))2¢ se numeşte dispersia sau

variaţia lui ξ şi se notează şi cuD2 (ξ) sau var (ξ). D (ξ) =
p
var (ξ) se numeşte abaterea

medie p̆atratic̆a a lui ξ .

Notăm rela̧tiile

var (ξ) = E
¡
ξ2
¢−E (ξ)2
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(µ2 = ν2 − ν21)

var (αξ + β) = α2 var (ξ) .

Dacăξ1, ξ2, ..., ξn sunt variabile aleatoare independente atunci

var (ξ1 + ξ2 + ...+ ξn) = var (ξ1) + var (ξ2) + ...+ var (ξn) ,

aceasta rezultând din defini̧tia dispersiei şi multiplicativitatea valorilor medii ale vari-

abilelor aleatoare independente.

Dacă ξ, η sunt două variabile aleatoare pentru care există momentele de ordinul doi

E(ξ2), E(η2) atunci are loc inegalitatea lui Schwarz

E(ξη) ≤ E(ξ2)E(η2).

In adevăr avem pentru orice λ ∈ R

E((ξ − λη)2) = E(ξ2)− 2λE(ξη) + λ2E(η2) ≥ 0

şi deci realizantul trinomului este negativ.

Dacă notăm cu A evenimentul A = {|ξ|k ≥ ε},pentru ε > 0, atunci |ξ|k ≥ |ξ|k IA ≥
εkIA şi deci E

³
|ξ|k
´
≥ εkE (IA) = εkp(A), adică are loc inegalitatea lui Markov

p
³
|ξ|k ≥ ε

´
≤
E
³
|ξ|k
´

εk
.

Pentru k = 2 şi înlocuind ξ cu ξ −E (ξ) ob̧tinem inegalitatea lui Cebîşev

p (|ξ −E(ξ)| ≥ ε) ≤ var (ξ)
ε2

.

Luând ε = 3
p
var(ξ) rezultă p

³
|ξ −E(ξ)| ≤ 3pvar(ξ)´ ≥ 1− 1

9
= 8

9
. Aceasta înseamnă

că majoritatea abaterilor absolute ale lui ξ cu o probabilitate cuprinsă intre 8/9 şi 1 nu

depăşesc 3
p
var(ξ), ceea ce justifică denumirea de dispersie. Termenul dispersie provine

din cuvântul latin dispersio cu semnifica̧tia de împrăştiere, răspândire.

Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu legea de reparti̧tie

 1 0

p q

 şi dacă ξ1, ξ2, ..., ξn

sunt observa̧tii independente ale lui ξ, atunci

E

µ
ξ1 + ξ2 + · · ·ξn

n

¶
= p, var

µ
ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn

n

¶
=
1

n2
npq =

pq

n
,
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şi inegalitatea lui Cebî̧sev devine

p

µ¯̄̄̄
ξ1 + ξ2 + · · ·ξn

n
− p
¯̄̄̄
≥ ε

¶
≤ pq

nε2
,

adică regăsim legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli. (De altfel, prima demon-

stra̧tie dată de noi legii numerelor mari, calchiază demonstra̧tia inegalită̧tii lui Cebî̧sev

în cazul particular al variabilei binomiale.)

Să notăm pentru comoditate Sn = ξ1 + ξ2 + · · ·ξn , An =
©¯̄

Sn
n
− p¯̄ ≥ ε

ª
şi fie f(x)

o funçtie continuă pe [0, 1]. Vom putea scrie¯̄̄̄
E

µ
f

µ
Sn
n

¶¶
− f(p)

¯̄̄̄
≤

≤ E
µ¯̄̄̄
f

µ
Sn
n

¶
− f(p)

¯̄̄̄
· ICAn

¶
+E

µ¯̄̄̄
f

µ
Sn
n

¶
− f(p)

¯̄̄̄
· IAn

¶
≤

≤ sup
|x|<ε

|f(p+ x)− f(p)|+ 2F ·E (IAn) ≤ sup
|x|<ε

|f(p+ x)− f(p)|+ 2F · pq
nε2

.

Am notat cu F maximul modulului lui f pe [0, 1]. Cum f este uniform continuă pe

[0, 1], rezultă că

E

µ
f

µ
Sn
n

¶¶
uniform p∈[0,1]→ f(p).

Cum p (Sn = k) = C
k
np
k (1− p)n−k rezultă, înlocuind p cu x, că

Bn(x) =
nX
k=0

f

µ
k

n

¶
Cknx

k (1− x)n−k uniform x∈[0,1]→ f(x).

Am ob̧tinut astfel o demonstra̧tie a teoremei lui Weierstrass de aproximare uniformă

a funçtiilor continue pe un interval închis prin polinoame, construind efectiv aceste

polinoame. Polinoamele Bn(x) se numesc polinoamele lui Bernstein, căruia îi apaŗtine

demonstra̧tia de mai sus.

Defini̧tia 4. Dacă ξ este o variabilă aleatoare, variabila aleatoare

ς =
ξ −E(ξ)p
var(ξ)

=
ξ −E(ξ)
D(ξ)

se numeşte redusa variabilei ξ.

Valoarea medie a variabilei reduse este nulă, iar dispersia sa este egală cu 1.

Defini̧tia 5. Dacă ξ, η sunt două variabile aleatoare numărul

cov (ξ, η) = E ((ξ −E(ξ)) (η − E(η)))
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se numeşte covariaţia celor doŭa variabile aleatoare; numărul

cor (ξ, η) =
cov (ξ, η)

(var (ξ) var (η))1/2

se numeşte corelaţia celor doŭa variabile aleatoare.

Totdeauna |cor (ξ, η)| ≤ 1. Dacă cor (ξ, η) = 0 variabilele ξ, η se numesc necore-

late. Dacă variabilele sunt independente ele sunt necorelate; invers nu este adevărat

totdeauna.

17.4.4 Funçtii generatoare

In cazul variabilelor aleatoare cu valori numere naturale, momentele se pot calcula

uşor prin intermediul funcţiei generatoare.

Defini̧tia 6. Pentru variabila aleatoare

ξ =

 0 1

p0 p1

... k

... pk

...

...


se numeşte funçtie generatoare funçtia olomorfă p(z) definită în cercul unitate |z| ≤ 1
prin

p(z) =
X
k≥0

pkz
k = E (zξ) .

Teorema 4. Dacă ξ1, ξ2, ..., ξn sunt variabile aleatoare independente cu funçtiile gen-

eratoare p1(z), p2(z), ..., pn(z) atunci variabila aleatoare ξ = ξ1+ ξ2+ ...+ ξn are funçtia

generatoare p(z) = p1(z)p2(z)...pn(z) .

Intr-adevăr,

p(z) = E
¡
zξ1+ξ2+...+ξn

¢
= E

¡
zξ1
¢
E
¡
zξ2
¢
...E

¡
zξn
¢
= p1(z)p2(z)...pn(z).

Vom observa că dacă variabila ξ are funçtia generatoare p(z) atunci au loc rela̧tiile:

E (ξ) =
X
k

kpk = p0(1),

E
¡
ξ(l)
¢
= E (ξ(ξ − 1)...(ξ − l + 1)) = p(l)(1).

In particular

E
¡
ξ2
¢
= E (ξ(ξ − 1) + ξ) = p00(1) + p0(1)
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şi deci

var (ξ) = E
¡
ξ2
¢−E (ξ)2 = p00(1) + p0(1)− p0(1)2.

Exemplul 3. Fie bn variabila din schema lui Bernoulli; avem bn = ω1 + ω2 + ...+ ωn

unde variabilele ωi =

 1 0

p q

 au funçtiile generatoare pi(z) = q + pz ; deci bn are

funçtia generatoare p(z) = (q+ pz)n . Regăsim astfel pn,k = Cknp
kqn−k . Avem E (bn) =

p0(1) = np(q + pz)n−1 |z=1 = np . Cum p00(1) = n(n − 1)p2 rezultă var (bn) = n(n −
1)p2 + np− n2p2 = npq . Se verifică uşor că suma a două variabile de tip Bernoulli cu
aceeaşi probabilitate este tot o variabilă Bernoulli.

Exemplul 4. Fie o experieņta aleatoare cu două rezultate: succesul cu probabilitatea

p şi insuccesul cu probabilitatea q = 1− p. Fie 1+ ξ numărul de repetări al experieņtei

până apare succesul. ξ este o variabilă aleatoare cu valorile 0, 1, 2, ....Avem p (ξ = k) =

qkp . Deci p(z) = E (zξ) = p
1−qz , E (ξ) =

q
p
, var (ξ) = q

p2
.

Dacă notăm cu n+b−n numărul de repetări ale experieņtei până apar n succese putem

scrie b−n = ξ1+ ξ2+ ...+ ξn unde ξ1, ξ2, ..., ξn sunt variabile de tipul celor de mai înainte.

Deci funçtia generatoare a lui b−n este p(z) =
³

p
1−qz

´n
şi E (b−n) = n

q
p
, var (b−n) = n

q
p2
.

Pentru a calcula p (b−n = k) aplicăm formula seriei binomiale

p(z) = pn (1− qz)−n = pn
∞X
k=0

Ck−n (−q)k zk =
∞X
k=0

Ck−np
n (−q)k zk.

Deci

p (b−n = k) = Ck−np
n (−q)k = Cn−1k+n−1p

nqk.

Se spune că b−n este repartizată după schema binomial̆a negativ̆a. Urmând MATCAD

vom scrie b−n ∈ nbinom(n, p). In MATHCAD densitatea unei asemenea variabile se

notează prin dnbinom(k, n, p), funçtia cumulativă prin pnbinom(k, n, p) ş funçtia inversă

cumulativă prin qnbinom(P, n, p).

Exemplul 5. Să considerăm o urnă cu a bile albe şi b bile negre. Din urnă se fac

n < a + b extrageri succesive fără a pune bila extrasă înapoi. Fie ξ numărul de bile

albe extrase. Aceasta este o variabilă aleatoare cu valorile posibile între max(0, n− b) şi
min(n, a). Avem p (ξ = k) = pnk =

CkaC
n−k
b

Cna+b
. Intr-adevăr, numărul total de evenimente

elementare este egal cu numărul combinărilor care se pot face cu cele a+b bile luate câte

n; numărul cazurilor favorabile este dat de numărul grupelor care se pot forma astfel
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încât fiecare grupă să coņtină k bile albe şi n− k bile negre: din cele a bile albe se pot
forma Cka grupe cu câte k bile albe, cu cele b bile negre se pot forma C

n−k
b grupe cu câte

n− k bile negre, deci numărul cazurilor favorabile este CkaCn−kb .

Observând că

pnk =
n(n− 1)...(n− k + 1)

k!

a(a− 1)...(a− k + 1)
(b− n+ 1)(b− n+ 2)...(b− n+ k)pn0

rezultă că funçtia generatoare este

p(z) = pn0

nX
k=0

Ckn
a(a− 1)...(a− k + 1)

(b− n+ 1)(b− n+ 2)...(b− n+ k)z
k.

Avem E (ξ) = na
a+b
, var (ξ) = nab(a+b−n)

(a+b)2(a+b−1) .

Exemplul 6. Un lot de 400 de piese, coņtine 8% piese cu defeçtiuni. Să se identifice

legea de reparti̧tie a numărului ξ de piese cu defeçtiuni dintr-un eşantion de 10 piese din

lot.

Lotul de c = 400 de piese coņtine a piese defecte şi b piese bune astfel încât c =

a + b, a
c
= 0, 08, b

c
= 0, 92 , deci a = 32, b = 368. Un eşantion de n = 10 piese coņtine

k piese defecte şi n − k = 10 − k piese bune. Cu cele b piese bune se pot ob̧tine

Cn−kb = C10−k368 eşantioane de n− k piese bune, cu cele a = 32 piese defecte se pot ob̧tine
Cka = C

k
32 eşantioane de k piese defecte; deci există C

k
aC

n−k
b = Ck32C

10−k
368 eşantioane de

n = 10 piese din care k sunt defecte. Rezultă că probabilitatea ca din eşantionul de

n = 10 piese k să fie defecte este pk =
CkaC

n−k
b

Cna+b
=

Ck32C
10−k
368

C10400
. Valoarea medie a variabilei

ξ este E(ξ) = 10.32
400

= 4
5
, iar dispersia este var(ξ) = 10.32.368.390

4002.399
.

Este de observat că dacă a+b = r, p = a
r
, q = b

r
atunci lim

r→∞
pnk = C

k
np
kqn−k, rezultat

firesc.

Exemplul 7. Intr-un lac sunt N peşti. Se pescuiesc a peşti, se marchează aceşti peşti

şi se aruncă în lac. In lac sunt acum b = N − a peşti nemarca̧ti. Se pescuiesc din nou
n peşti. După exemplul 5 probabilitatea ca printre cei n peşti să se găsească k peşti

marca̧ti este

pN,k =
CkaC

n−k
N−a

CnN
.

Dacă după pescuirea celor n peşti s-au pescuit într-adevăr k peşti marca̧ti, avem posi-

bilitatea să apreciem numărul numărul total de peşti din lac N pentru că pescuirea celor



17.4. VALORI MEDII ALE VARIABILELOR ALEATOARE DISCRETE 379

k peşti marca̧ti este cea mai verosimilă atunci când probabilitatea pN,k este maximă în

raport cu variabila N , adică

pN−1,k ≤ pN,k ≤ pN+1,k.

Scriind aceasta se găseşte că N este valoarea întreagă cea mai apropiată de na
k
.

17.4.5 Exerci̧tii şi probleme

1. La o tombolă se vând 200 bilete din care unul cu un câştig de 50², două cu un

câştig de 25², 10 cu un câştig de 1². Să se scrie legea de reparti̧tie a variabilei aleatoare

ξ reprezentând câştigul la cumpărarea unui bilet.

R.
ξ 0 1 25 50

p 187
200

10
200

2
200

1
200

2. O variabilă aleatoare ξ ia valorile xk = k, k = 1, 2, ..., cu probabilită̧tile p(ξ =

k) = 2−k. Să se scrie expresia funçtiei de reparti̧tie şi să se calculeze probabilitatea

p(3 ≤ ξ ≤ 6).
R. Fie n − 1 < x ≤ n, n ∈ N. Evenimentul (ξ < x) înseamnă că ξ ia valorile

1, 2, ..., n− 1 cu probabilită̧tile corespunzătoare 2−1, 2−2, ..., 2−n+1. Funçtia de reparti̧tie
va fi

F (x) =


0 pentru x ≤ 1

n−1P
k=1

2−k pentru n− 1 < x ≤ n

Evenimentul (3 ≤ ξ ≤ 6) însemnă valorile 3, 4, 5, 6 cu probabilită̧tile 2−3, 2−4, 2−5, 2−6.
Deci p(3 ≤ ξ ≤ 6) = 2−3 + 2−4 + 2−5 + 2−6 = 15

64
.

3. Variabila ξ are legea de reparti̧tie

ξ −3 −2 0 2 3 5

p 0.1 0.2 0.3 0.1 0.1 0.2

Să se scrie legea de reparti̧tie a variabilei η = ξ2.

R.
η 0 4 9 25

p 0.3 0.2 + 0.1 = 0.3 0.1 + 0.1 = 0.2 0.2
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4. Variabilele aleatoare ξ, η au legile de reparti̧tie

ξ −2 −1 0

p 0.3 0.2 0.5

η 0 1 2

p 0.4 0.5 0.1

Să se scrie legile de reparti̧tie ale variabilelor ξ + η şi ξη; în ultimul caz se presupune că

variabilele ξ, η sunt independente.

R.

ξ + η −2 −1 0 1 2

p 0.12 0.23 0.33 0.27 0.05

ξη −4 −2 −1 0

p 0.03 0.17 0.10 0.70

5. Să se calculeze valoarea medie a câştigului la tombola din problema 1.

R. E(ξ) = 0.187
200
+ 1. 10

200
+ 25. 2

200
+ 50. 1

200
= 11

20
²

6. Să se calculeze valoarea medie a numărului de puncte realizate la aruncarea a

două zaruri.

R. Dacă ξ, η sunt numărul de puncte de pe primul şi al doilea zar avem E(ξ + η) =

E(ξ) +E(η) = 21
6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 7.

7. Să se calculeze dispersia variabile cu legea de reparti̧tie

ξ 2 3 5

p 0.1 0.6 0.3

R. Avem

E(ξ) = 2.0.1 + 3.0.6 + 5.0.3 = 3.5,

E(ξ2) = 4.0.1 + 9.0.6 + 25.0.3 = 13.3,

var(ξ) = E(ξ2)− E(ξ)2 = 13.3− 3.52 = 1.05.

8. O variabilă aleatoare ia valorile x1 < x2. Ştiind că p(ξ = x1) = 0.2, E(ξ) = 3.8,

var(ξ) = 0.16 să se scrie legea de reparti̧tie.



17.5. VARIABILE ALEATOARE OARECARE 381

R. Se rezolvă sistemul

x1 + 4x2 = 19,

x21 + 4x
2
2 = 73

cu solu̧tia x1 = 3, x2 = 4, p1 = 0.2, p2 = 0.8.

17.5 Variabile aleatoare oarecare

17.5.1 Valori medii ale variabilelor aleatoare oarecare

Fie ξ o variabilă aleatoare oarecare cu funçtia de reparti¡ie Fξ(x) şi să încercăm să

definim valoarea medie a variabilei aleatoare f(ξ) pe baza unui şir de valori rezultate

în urma măsurătorilor efectuate asupra variabilei ξ. Pentru început să presupunem că

variabila aleatoare este mărginită, adică presupunem că Fξ(x) = 0 pentru x < a şi

Fξ(x) = 1 pentru x = b, altfel spus, valorile măsurate ale lui ξ se află în intervalul [a, b].
Pentru a ob̧tine o aproximare a valorii medii împăŗtim intervalul [a, b] în N păŗti prin

punctele xi, i = 0, 1, 2, ..., N astfel încât a = x0 < x1 < ... < xN = b. Notăm prin x0i un

punct oarecare din subintervalul [xi−1, xi], i = 1, 2, ..., N . Ponderea valorilor lui ξ din

intervalul [xi−1, xi] este Fξ(xi)−Fξ(xi−1).. Deci, o valoare aproximativă a valorii medii
este

NP
i=1

f(x0i) (Fξ(xi)− Fξ(xi−1)). La limită, când norma parti̧tiei tinde către zero, suma

tinde către aşa numita integrală Stieltjes
bR
a

f(x)dFξ(x) .

Teoria integralei Stieltjes a unei funçtii continue aproape coincide cu teoria inte-

gralei Riemann. Integrala Stieltjes este folosită în modelarea multor no̧tiuni fizice. Vom

prezenta pe scurt defini̧tia şi unele proprietă̧ti ale integralei Stieltjes.

Fie F (x) o funçtie crescătoare pe intervalul [a, b] şi f(x) o funçtie continuă pe in-

tervalul [a, b]. Oricărei diviziuni ∆ : a = x0 < x1 < ... < xN = b a intervalului [a, b] şi

oricărei muļtimi asociate ξ = {ξ1, ξ2, ..., ξN} cu ξi ∈ [xi−1, xi] îi asociem suma Stieltjes

S(f ;∆, ξ) =
NX
i=1

f(ξi) (F (xi)− F (xi−1)) .

Spunem că funçtia f(x) este integrabilă Stieltjes în raport cu F (x) pe [a, b] dacă

pentru orice şir de diviziuni ∆n cu normele |∆n| =max
i
|xi − xi−1| tinzând către zero şi
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pentru orice şir de muļtimi ξn asociate şirul sumelor Stieltjes S(f ;∆n, ξn) converge către

o aceeaşi limită independentă de şirul de diviziuni şi muļtimi asociate. Această limită

se notează cu
bR
a

f(x)dF (x). Se poate arăta că dacă funçtia f(x) este continuă, atunci

integrala Stieltjes există.

Au loc proprietă̧ti asemănătoare integralei Riemann:

1) Dacă f1(x), f2(x) sunt integrabile Stieltjes atunci şi αf1(x)+βf2(x) este integrabilă

Stieltjes şi

bZ
a

(αf1(x) + βf2(x)dF (x) = α

bZ
a

f1(x)dF (x) + β

bZ
a

f2(x)dF (x).

2) Dacă a < c < b atunci
bR
a

f(x)dF (x) =
cR
a

f(x)dF (x) +
bR
c

f(x)dF (x).

3) Dacă f(x) ≥ 0 pe [a, b] atunci
bR
a

f(x)dF (x) ≥ 0.

4)

¯̄̄̄
bR
a

f(x)dF (x)

¯̄̄̄
≤max
x∈[a,b]

|f(x)|.(F (b)− F (a)).

5)
bR
a

f(x)d(F1(x) + F2(x)) =
bR
a

f(x)dF1(x) +
bR
a

f(x)dF2(x).

6) Dacă F (x) = x atunci integrala Stieltjes a lui f(x) coincide cu integrala Riemann.

7) Dacă funçtia F (x) este crescătoare pe [a, b] şi derivabilă F 0(x) = p(x) atunci
bR
a

f(x)dF (x) coincide cu integrala Riemann
bR
a

f(x)p(x)dx, adică pur şi simplu se în-

locuieşte dF (x) cu expresia sa p(x)dx.

8) Dacă α < β şi

F (x) =

 α pentru a ≤ x ≤ c
β pentru c < x ≤ b

atunci
bZ
a

f(x)dF (x) = (β − α)f(c) = (F (c+ 0)− F (c− 0))f(c).

Cum F (x) = α + (β − α)h(x − c), h fiind funçtia treaptă, în distribu̧tii putem scrie

F 0(x) = (β−α)δ(x− c) şi dacă ţinem cont de proprietatea de filtrare a funçtiei δ putem
scrie

bZ
a

f(x)d(α+ (β − α)h(x− c)) =
bZ
a

f(x)(β − α)δ(x− c)dx = (β − α)f(c).
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9) Dacă funçtia F (x) este o funçtie crescătoare, constantă pe poŗtiuni cu salturile

F (ci + 0)− F (ci − 0) în punctele ci, i = 1, 2, ..., n atunci
bZ
a

f(x)dF (x) =
nX
i=1

f(ci)(F (ci + 0)− F (ci − 0).

10) Dacă funçtia F (x) crescătoare pe [a, b] este derivabilă pe poŗtiuni cu derivata

p(x) cu salturile F (ci + 0)− F (ci − 0) în punctele ci, i = 1, 2, ..., n atunci
bZ
a

f(x)dF (x) =

bZ
a

f(x)p(x)dx+
nX
i=1

f(ci)(F (ci + 0)− F (ci − 0),

adică pur şi simplu înlocuim dF (x) prin expresia sa în distribu̧tii

dF (x) = p(x)dx+
nX
i=1

(F (ci + 0)− F (ci − 0)δ(x− ci).

Defini̧tia 1. Dacă ξ este o variabilă aleatoare oarecare cu funçtia de reparti̧tie Fξ(x)

, se numeşte valoare medie sau speranţ̆a matematic̆a a variabilei aleatoare f(ξ) integrala

Stieltjes (improprie)

E (f(ξ)) =

∞Z
−∞

f(x)dFξ(x) = lim

a→∞
b→∞

bZ
a

f(x)dFξ(x),

cu condi̧tia ca aceasta să existe.

In cazul particular, în care funçtia f(x) este o putere naturală a lui x sau a modulului

lui x, mărimile E
¡
ξk
¢
, E
³
|ξ|k
´
, dacă există, constituiemomentele respectivmomentele

absolute de ordin k. Mărimile E
¡
(ξ −E(ξ))k¢ , E ³|ξ −M(ξ)|k´ se numesc momentele

centrale respectiv momentele centrale absolute de ordinul k. In particular var(ξ) =

E ((ξ −E(ξ))2) este dispersia variabilei aleatoare ξ. Proprietă̧tile valorii medii şi ale

momentelor stabilite în cazul variabilelor aleatoare discrete rămân valabile şi în cazul

variabilelor aleatoare oarecare. In particular are loc inegalitatea lui Cebî̧sev:

p (|ξ −E(ξ)| ≥ ε) ≤ var (ξ)
ε2

pentru orice ε > 0 .
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Defini̧tia 2. O variabilă aleatoare ξ se numeşte cu repartiţie absolut continŭa dacă

există o funçtie integrabilă pξ(x),−∞ < x < ∞ astfel încât în orice punct x Fξ(x) =
xR

−∞
pξ(t)dt . Funçtia pξ(x),−∞ < x <∞ se numeşte densitatea de repartiţie a variabilei

ξ sau densitatea funcţiei de repartiţie Fξ(x) .

In cazul unei variabile aleatoare ξ cu reparti̧tie absolut continuă p (ξ = x) = 0 şi deci

p (x ≤ ξ ≤ y) = p (x < ξ < y) = p (x ≤ ξ < y) =

= p (x < ξ ≤ y) =
yZ
x

pξ(t)dt.

De aici semnifica̧tia densită̧tii de reparti̧tie

p (x < ξ < x+ dx) = pξ(x)dx+ ϑ (dx) , dx→ 0.

Exemplul 1. O variabilă aleatoare ξ are o repartiţie uniformă în intervalul (a, b)

(uneori urmând MATHCAD vom scrie ξ ∈ unif(a, b)) dacă are o densitate de reparti̧tie

pξ(x) = dunif(x, a, b) =

 1
b−a , x ∈ (a, b)
0, x /∈ (a, b)

.

In MATHCAD densitatea de reparti̧tie a acestei variabile este dunif(x, a, b), funçtia

cumulativă este punif(x, a, b) iar inversa cumulativă este qunif(P, a, b).

Exemplul 2. O variabilă aleatoare ξ are o reparti̧tie normală norm(a,σ) (scriem

urmând MATHCAD ξ ∈ norm(a,σ)) dacă are densitate de reparti̧tie de forma

pξ(x) = dnorm(x, a,σ) =
1√
2πσ2

e−
(x−a)2
2σ2 , x ∈ R.

Graficul unei asemenea densită̧ti de reparti̧tie este de forma unui clopot simetric în

raport cu dreapta x = a. Am văzut că pentru n mare p(bn) tinde către un asmenea

grafic. Funçtia de reparti̧tie a unei variabile aleatoare ξ ∈ norm(a,σ) este notată în
MATHCAD prin dnorm(x, a,σ), funçtia cumulativă prin pnorm(x, a,σ), iar inversa

cumulativă prin qnorm(P, a,σ).

Exemplu 3. Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu distribu̧tie continuă cu densitatea de

reparti̧tie pξ(x) = 0 pentru x < 0, funçtia λξ(x) = pξ(x)
1−Fξ(x) , x > 0 se numeşte intensitatea

variabilei aleatoare ξ . Denumirea este justificată de următoarea interpretare:
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Fie ξ timpul de funçtionare fără defeçtiuni al unui aparat. ξ este o variabilă aleatoare

cu o densitate de reparti̧tie pξ(x) . Să calculăm probabilitatea p(x, dx) a faptului că

aparatul se defectează în intervalul de timp (x, x+ dx) cu condi̧tia ca el să fi lucrat fără

defeçtiuni până la momentul x. Avem

p(x, dx) = p(x < ξ < x+ dx|ξ ≥ x) = Fξ(x+ dx)− Fξ(x)
1− Fξ(x)

.

Deci avem

p(x, dx)

dx
=

1

1− Fξ(x)

Fξ(x+ dx)− Fξ(x)
dx

=
pξ(x)

1− Fξ(x) = λξ(x).

Rezultă că λξ(x) reprezintă probabilitatea ca ξ să ia valori în intervalul elementar (x, x+

dx) cu condi̧tia ca ξ > x. In teoria fiabilită̧tii funçtia λξ(x) se numeşte intensitate sau

rat̆a a defect̆arilor aparatului. Cunoaşterea funçtiei λξ(x) implică cunoaşterea funçtiei

de reparti̧tie Fξ(x) din ecua̧tia difereņtială

F 0ξ(x)
1− Fξ(x)

= λξ(x),

pe care integrănd-o avem
tZ
0

F 0ξ(x)
1− Fξ(x)dx = − ln (1− Fξ(x))

¯̄̄̄
¯̄t0 = − ln (1− Fξ(t)) =

tZ
0

λξ(x)dx ,

de unde

Fξ(t) = 1− e
tR
0

λξ(x)dx
, t ≥ 0.

Experieņta arată că funçtia λξ(x) are graficul la dreapta lui Oy de forma unui lighean

ca în figura de mai jos.

Prima parte corespunde perioadei de rodaj, următoarea parte - perioadei de lucru

normal şi ultima parte - perioadei de îmbătrănire.

In perioada de lucru normal se poate presupune că funçtia λξ(x) = λ(= const.)

Atunci funçtia de reparti̧tie este

Fξ(x) =

 1− e−λx, x > 0
0, x ≤ 0

numită repartiţie exponenţial̆a de parametru λ . Urmând MATHCAD vom scrie ξ ∈
exp(λ). Densitatea reparti̧tiei este

pξ(x) = dexp(x,λ) =

 λe−λx, x > 0

0, x ≤ 0
.
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Fig. 17.3:

In MATHCAD această densitate se notează prin dexp(x,λ), funçtia cumulativă prin

pexp(x,λ), iar funçtia inversă cumulativă prin qexp(P,λ).

Distribu̧tia exponeņtială se caracterizează prin faptul că pentru x>0 şi t>0

p (ξ > x+ t|ξ > x) = p(ξ > x+ t)

p(ξ > x)
=
e−λ(x+t)

e−λx
= e−λt,

adică restul timpului de lucru fără defeçtiuni nu depinde de cât a lucrat fără defeçtiuni

până atunci.

Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu reparti̧tie continuă cu densitatea pξ(x) , atunci

valoarea medie a sa (sau speraņta matematică) este mărimea M (ξ) =
∞R
−∞

xpξ(x)dx .

Defini̧tia 3. Abscisa Mo(ξ) a punctului de maxim global al densită̧tii de reparti̧tie

pξ(x) a variabilei aleatoare ξ se numeşte valoarea modal̆a sau moda variabilei aleatoare.

Dacă densitatea de reparti̧tie prezintă mai multe maxime locale, se zice că variabila

aleatoare este plurimodal̆a.

Defini̧tia 4. Numărul Me(ξ) pentru care

p (ξ ≥Me(ξ)) ≥ 1
2
≤ p (ξ ≤Me(ξ)) ,

sau prin intermediul funçtiei de reparti̧tie

Fξ (Me(ξ) + 0) ≥ 1
2
≥ Fξ (Me(ξ))

se numeşte mediana variabilei aleatoare ξ .
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In cazul variabilelor aleatoare cu reparti̧tie continuă mediana Me(ξ) este unic deter-

minată de egalitatea
xR

−∞
pξ(t)dt =

∞R
x

pξ(t)dt =
1
2
şi este de fapt abscisa verticalei care

împarte în păŗti egale aria limitată de graficul densită̧tii de reparti̧tie şi de axa Ox.

Defini̧tia 5. Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu densitatea de reparti̧tie pξ(x) ,

numerele x1, x2, ..., xn−1 pentru care
x1R
−∞

pξ(x)dx =
x2R
x1

pξ(x)dx = ... =
∞R

xn−1
pξ(x)dx = 1

n

se numesc cuantile de ordin n. In cazul n = 4 se numesc cuartile, în cazul n = 10 se

numesc decile, iar în cazul n = 100 se numesc procentile.

Defini̧tia 6. Prin cuantilă de nivel P a variabile aleatoare cu densitatea de reparti̧tie

pξ(x) vom îņtelege abscisa xP determinată de ecua̧tia
xPR
−∞

pξ(x)dx = P, adică xP este

valoarea funçtiei inverse cumulative pentru P.

Evident, cuantila x0.5 coincide cu mediana variabilei aleatoare.

Observa̧tie. Dacă ξ este o variabilă aleatoare discretă cu reparti̧tia x1 x2

p1 p2

... xk

... pk

...

...


o putem considera ca reparti̧tie cu densitate concentrată în punctele x1, x2, ..., xk, ... .

Intr-adevăr funçtia sa de reparti̧tie se poate scrie sub forma

Fξ(x) =
X
k

pkh (x− xk)

densitatea de reparti̧tie fiind de fapt

pξ(x) =
X
k

pkδ(x− xk).

Funçtia treaptă a lui Heaviside h (x− xk) apare ca funçtia de reparti̧tie a unei vari-
abile aleatoare care ia valoarea xk cu probabilitatea 1.

17.5.2 Funçtia caracteristică.

Dacă f(x) = eitx valoarea medie E
¡
eitξ
¢
există totdeauna.

Defini̧tia 7. Dacă ξ este o variabilă aleatoare oarecare cu funçtia de reparti̧tie Fξ(x),

funçtia complexă de variabila reală t

ϕξ(t) = E
¡
eitξ
¢
=

∞Z
−∞

eitxdFξ(x),
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se numeşte funcţia caracteristic̆a a variabilei aleatoare ξ .

Notăm că funçtia caracteristică a fost introdusă de către Cauchy sub forma ψξ(θ) =

E
¡
eθξ
¢
, θ ∈ R. Aceasta se numeşte uneori funcţia generatoare a momentelor pentru

că are loc rela̧tia dkψξ(0)
dθk

= E(ξk) = νk(ξ). Sub forma din defini̧tia noastră funçtia

caracteristică a fost introdusă de către Paul Levy.

Aşa cum arată denumirea, se poate arăta că funçtia caracteristică determină complet

reparti̧tia variabilei aleatoare.

In cazul variabilei ξ cu densitatea pξ(x) funçtia caracteristică este

ϕξ(t) =

∞Z
−∞

eitxpξ(x)dx,

adică este

ϕξ(t) =
√
2πF+t [pξ(x)]

diferind de transformata Fourier directă a densită̧tii numai prin factorul
√
2π. Evi-

dent, funçtia caracteristică determină reparti̧tia cum rezultă din formula de inversiune

a transformatei Fourier

pξ(x) =
1

2π

∞Z
−∞

e−itxϕξ(t)dt.

Pentru variabila aleatoare cu legea de reparti̧tie x1 x2

p1 p2

... xk

... pk

...

...


funçtia caracteristică este

ϕ(t) =
∞X
k=1

pke
itxk .

Au loc următoarele teoreme:

Teorema 1. Dacă variabila aleatoare ξ admite moment de ordinul k atunci există

derivata de ordin k a funçtiei caracteristice ϕξ(k) (t) şi ϕξ(k) (t) = ikM
¡
ξkeitξ

¢
; în par-

ticular ϕξ(k) (0) = ikM (ξr) .

Teorema rezultă din proprietă̧tile transformatei Fourier.

Sunt importante rela̧tiile

M (ξ) = −iϕ0ξ(0)
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M
¡
ξ2
¢
= −ϕ00ξ(0)

var (ξ) = ϕ0ξ (0)2 − ϕ00ξ (0) .

Teorema 2. Dacă ξ1, ξ2, ..., ξn sunt variabile aleatoare independente, atunci

ϕξ1+ξ2+...+ξn (t) = ϕξ1 (t)ϕξ2 (t) ...ϕξn (t) .

Rela̧tia rezultă din defini̧tia funçtiei caracteristice.

17.5.3 Teoreme-limită centrale.

Folosind funçtia caracteristică ob̧tinem demonstra̧tii mai simple pentru teorema li-

mită a lui Moivre-Laplace şi teorema limită integrală a lui Laplace. In adevăr dacă ξ

este o variabilă aleatoare cu distribu̧tia binomială
0 1 2 .... k .... n

qn C1npq
n−1 C2np

2qn−2 .... Cknp
kqn−k .... pn

 ,
atunci funçtia sa caracteristică este

ϕξ(t) =
nX
k=0

Ckne
itkpkqn−k =

¡
eitp+ q

¢n
.

Dacă considerăm varabila redusă

ς =
ξ −M(ξ)
D(ξ)

=
ξ − np√
npq

=
ξ − np
D

funçtia sa caracteristică va fi

ϕς(t) = e−i
tnp
D

³
ei

t
D p+ q

´n
.

Logaritmând şi ţinând cont că q = 1− p avem

lnϕς(t) = −itnp
D

+ n ln
h
1 + p

³
ei

t
D − 1

´i
.

Dezvoltând paranteza rotundă ţinând cont că t
D
= t√

npq
→ 0 pentru n→∞, avem

lnϕς(t) = −itnp
D

+ n ln

·
1 + p

µ
it

D
− 1
2

t2

D2
+ ...

¶¸
.
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Cum ln(1 + ε) = ε− ε2

2
+ ε3

3
− ... găsim

lnϕς(t) = −itnp
D

+ n

·
itp

D
− 1
2

t2

D2

¡
p− p2¢+ ϑ

¡
D−3

¢¸
=

= −1
2
t2
np (1− p)
D2

+ ϑ
¡
nD−3

¢
= −1

2
t2 + ϑ

¡
nD−3

¢
.

Rezultă că la limită pentru n → ∞ variabila redusă ς are funçtia caracteristică

ϕς(t) = e−
t2

2 şi deci are densitatea de reparti̧tie fς(x) = 1√
2π
F−x

h
e−

t2

2

i
= 1√

2π
e−

x2

2 ,

adică am regăsit teorema limită locală. Din semnifica̧tia densită̧tii de reparti̧tie rezultă

teorema limită integrală.

Demonstra̧tia de mai sus ne arată că teorema limită integrală poate fi generalizată

sub forma aşa numitei teoreme limit̆a central̆a. In adevăr, fie ξn un şir infinit de vari-

abile aleatoare independente cu aceeaşi reparti̧tie cu valoarea medie M şi cu dispersia

D2. Variabilele aleatoare ξ0n = ξn −M au valoarea medie nulă şi aceeaşi dispersie D2.

Nu cunoaştem nimic altceva despre reparti̧tia acestor variabile. Fie ϕ(t) funçtia carac-

teristică a acestor variabile aleatoare. Pentru ea cunoaştem prima şi a doua derivată în

0: ϕ0(0) = 0,ϕ00(0) = −D2 şi deci putem scrie dezvoltarea Taylor

ϕ(t) = 1− 1
2
D2t2 + ....

Variabilele aleatoare ηn =
ξ0n
D
√
n
= ξn−M

D
√
n
au funçtia caracteristică ϕηn(t) = ϕ

³
t

D
√
n

´
cu dezvoltarea Taylor

ϕηn(t) = 1−
t2

2n
+ ...,

unde termenii nescri̧si au ordinul lui n−
3
2 . Trecând la limită n→∞, variabila aleatoare

η = lim
n→∞

nX
i=1

ηi = lim
n→∞

nX
i=1

ξi −M
D
√
n

are funçtia caracteristică

ϕη(t) = lim
n→∞

ϕηn(t)
n = lim

n→∞

µ
1− t2

2n
+ ...

¶n
= e−

t2

2 .

Rezultă deci

Teorema 3. (Teorma-limit̆a central̆a). Dacă variabilele independente ξn sunt repar-

tizate după aceeaşi reparti̧tie cu aceeaşi valoare medieM şi aceeaşi dispersie D2, atunci
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variabila 1
n

nP
i=1

ξi pentru n → ∞ este repartizată după legea normală cu media M şi

dispersia D2

n
.

Se poate arăta că media variabilelor aleatoare este repartizată după legea normală

chiar în condi̧tii mai slabe decât cele de sus, în particular chiar când nu toate variabilele

sunt repartizate după aceeaşi reparti̧tie.

17.5.4 Exerci̧tii şi probleme

1. Densitatea de reparti̧tie a variabilei aleatoare ξ este

f(x) =

 0 pentru x < 0

cx2e−kx, k > 0 pentru x ≥ 0

Să se determine: a) coeficientul c; b) funçtia de reparti̧tie F (x); c) probabulitatea ca ξ

să ia valori în (0, 1/k).

R. a) c = k3

2
; b) F (x) = 1− k2x2+2kx+2

2
e−kx; c) p(0 < ξ < 1/k) = 1− 5

2e
.

2. Să se arate că funçtia

F (x) =



0 pentru x < 0

x2

16
pentru 0 ≤ x < 2

x2 − 7
4
pentru 2 ≤ x < 11

4

1 pentru x ≥ 11
4

este funçtia de reparti̧tie a unei variabile aleatoare ξ şi să se determine p(1 ≤ ξ ≤ 1.5).
R. 0.0919.

3. Variabila aleatoare ξ are funçtia de reparti̧tie F (x) şi densitatea de reparti̧tie

f(x). Să se arate că variabila η = ξ2 are funçtia de reparti̧tie

G(y) =

 0 pentru y ≤ 0
F (
√
y)− F (−√y) pentru y > 0

şi densitatea de reparti̧tie

g(y) =

 0 pentru y ≤ 0
1
2
√
y

¡
f(
√
y) + f(−√y)¢ pentru y > 0
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4. Să se arate că dacă variabila aleatoare ξ are funçtia de reparti̧tie F (x) şi densitatea

de reparti̧tie f(x) atunci variabila η = aξ + b are funçtia de reparti̧tie

G(y) =

 F (y−b
a
) dacă a > 0

1− F (y−b
a
) dacă a < 0

şi densitatea de reparti̧tie

g(y) =
1

|a|f(
y − b
a
).

5. O variabilă aleatoare are funçtia caracteristică ϕ(t) = e−αt, α > 0. Să se găsească

densitatea de reparti̧tie.

R. 2α
x2+α2

.

6. O variabilă aleatoare are funçtia caracteristică ϕ(t) = 1
1+t2

. Să se găsească densi-

tatea de reparti̧tie.

R. 1
2
e−|x|.

7. O variabilă aleatoare are funçtia caracteristică ϕ(t) = eit(1−e−6t)
6(1−eit) . Să se arate că

variabila coincide cu numărul de puncte ieşit la aruncarea unui zar.

17.6 Convergeņta şirurilor de variabile aleatoare

Teoremele referitoare la şiruri de variabile aleatoare demonstrate în paragrafele prece-

dente pot fi exprimate mai clar dacă se definesc anumite moduri de convergeņtă a

şirurilor de variabile aleatoare.

Defini̧tia 1. Şirul de variabile aleatoare (ξn)n∈N converge în probabilitate c̆atre vari-

abila aleatoare ξ dacă pentru orice numere ε > 0, δ > 0 există numărul natural N(ε, δ)

astfel încât pentru orice n > N(ε, δ) avem p (|ξn − ξ| ≥ δ) ≤ ε . Vom scrie în acest caz

ξn
p→ ξ .

Din defini̧tie rezultă că ξn
p→ ξ dacă lim

n→∞
p (|ξn − ξ| ≥ δ) = 0, ∀δ > 0.

Cu această defini̧tie legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli se poate enuņta

sub forma:

T1. Dacăξ este o variabilă aleatoare cu legea de reparti̧tie

 1 0

p q

 şi dacă ξ1, ξ2, ..., ξn
sunt observa̧tii independente ale lui ξ , atunci ξ1+ξ2+...+ξ2

n

p→ p .

De asemenea legea numerelor mari sub forma lui Markov se enuņtă sub forma:
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T2. Fie ξ este o variabilă aleatoare simplă cu legea de reparti̧tie

 x1 x2

p1 p2

... xm

... pm


şi fie ξ1, ξ2, ..., ξn observa̧tii independente ale lui ξ . Atunci

ξ1+ξ2+...+ξn
n

p→M(ξ) .

Defini̧tia 2. Şirul de variabile aleatoare (ξn)n∈N converge tare (sau cu probabilitate

1) către variabila aleatoare ξ dacă pentru orice numere ε > 0, δ > 0 există numărul

natural N(ε, δ) astfel încât avem p

 [
n>N(ε,δ)

(|ξn − ξ| ≥ δ)

 < ε . Vom scrie în acest

caz ξn
p=1→ ξ .

Defini̧tia 3. Şirul de variabile aleatoare (ξn)n∈N converge în reparti̧tie către variabila

aleatoare ξ dacă în orice punct x de continuitate al funçtiei de reparti̧tie Fξ(x) are loc

rela̧tia lim
n→∞

Fξn(x) = Fξ(x), Fξn(x) fiind funçtia de reparti̧tie a lui ξn .Vom scrie în acest

caz ξn
rep→ ξ

Defini̧tia 4. Şirul de variabile aleatoare (ξn)n∈N converge în medie de ordinul r

către variabila aleatoare ξ dacă există momentele de ordinul r ale variabilelor ξn , ξ şi

lim
n→∞

M (|ξn − ξ|r) = 0 Vom scrie în acest caz ξn
med r→ ξ .

Au loc următoarele teoreme:

T3. Dacă ξn
p→ ξ sau dacă ξn

p=1→ ξ atunci ξn
rep→ ξ .

T4. Dacă ξn
med r→ ξ atunci ξn

p→ ξ .

Teorema limita Moivre-Laplace se poate enuņta sub forma:

T5. Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu legea de reparti̧tie

 1 0

p q

 şi dacă

ξ1, ξ2, ..., ξn sunt observa̧tii independente ale lui ξ , atunci
ξ1+ξ2+...+ξn−np√

npq

rep→ ς , unde

ς este o variabilă aleatoare cu reparti̧tie normală standard.

Teorema limită centrală enuņtată mai sus se poate enuņta sub forma:

T6. Dacă variabilele independente ξn sunt repartizate după aceeaşi reparti̧tie cu

aceeaşi valoare medie M şi aceeaşi dispersie D, atunci ξ1+ξ2+...+ξn−nM
D
√
n

rep→ ς, unde ς este

o variabilă aleatoare cu reparti̧tie normală standard.

17.7 Variabile aleatoare vectoriale

Dacă într-un anumit proces de produçtie se realizează piese caracterizate prin doi

parametri, să zicem lungimea şi lă̧timea, aceşti parametri se vor încadra cu o anumită
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precizie în anumite intervale, nici un proces ne fiind ideal. Dacă ξ este lungimea piesei,

iar η este lă̧timea piesei, suntem conduşi la o variabilă aleatoare bidimensională ς =

(ξ, η), adică un vector aleator ale cărui componente sunt variabile aleatoare. Uneori

este mai comod să considerăm vectorul ca o coloană ζ = (ξ, η)t.

Defini̧tia 1. Pentru vectorul aleator ς = (ξ, η)t se numeşte funçtie de reparti̧tie

funçtia

Fς(x, y) = p(ξ < x, η < y), (x, y) ∈ R2.

Valoarea funçtiei de reparti̧tie Fς (x, y) reprezintă probabilitatea ca punctul de co-

ordonate (ξ, η) să se afle în cadranul situat la stânga şi mai jos de punctul (x, y). Prin

funçtia de reparti̧tie Fς (x, y) se pot exprima diferite probabilită̧ti. Este clar că avem

Fς(∞,∞) = 1, Fς(x,−∞) = 0 ∀x ∈ R, Fς(−∞, y) = 0 ∀y ∈ R.
Dacă x1 < x2, y1 < y2 atunci

p (x1 ≤ ξ < x2, y1 ≤ η < y2) =

= Fς(x2, y2)− Fς(x1, y2)− Fς (x2, y1) + Fς (x1, y1) .

Dacă vom nota cu D domeniul dreptunghiular din stânga egalită̧tii, vom putea scrie

rela̧tia de mai sus sub forma

p (ς = (ξ, η) ∈ D) = Fς(D),

cu nota̧tia corespunzătoare pentru membrul drept.

Condi̧tia de nedescreştere din cazul variabilelor aleatoare unidimensionale se va scrie

în această situa̧tie prin rela̧tia Fς(D) ≥ 0 pentru orice dreptunghi D de tipul celui

de sus. In particular, la limită cu y1 → −∞, x1 → −∞ funçtia Fς (x, y) trebuie să

fie nedescrescătoare în fiecare variabilă. In aceste condi̧tii, funçtia Fς (x, y) se numeşte

nedescrescătoare în cele două variabile.

Funçtia de reparti̧tie a valorilor lui ξ când se ignoră complet valorile lui η este

Fς(x,∞) şi se numeşte funcţia de repartiţie marginal̆a a lui ξ . Analog, Fς(∞, y) este
funçtia de reparti̧tie marginală a lui η .

Pentru a găsi valoarea medie a unei funçtii continue ϕ(ξ, η) să presupunem pen-

tru moment că variabilele ξ, η sunt mărginite, adică valorile lor rezultate în urma
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experieņtei aleatoare (x, y) sunt cuprinse în dreptunghiul a < x < b, c < y < d.

Impăŗtim acest dreptunghi în mai multe dreptunghiuri mai mici Djk prin dreptele

x = a = x0, x1, ..., xN = b şi y = c = y0, y1, ..., yM = d . Valoarea medie a funçtiei

ϕ(ξ, η) se va putea aproxima prin suma Riemann-StieltgesX
j,k

ϕ (x0j,y0k)Fς(Djk), (x0j, y0k) ∈ Djk

care va tinde cândN →∞,M →∞ către integrala Stieltges notată
bR
a

dR
c

ϕ(x, y)d2Fς(x, y).

Dacă în cazul oarecare, există limita acestei integrale când b, d→∞, a, c→ −∞ atunci

se defineşte valoarea medie a funçtiei ϕ(ξ, η) prin integrala

E (ϕ(ξ, η)) =

∞Z
−∞

∞Z
−∞

ϕ(x, y)d2Fς(x, y).

Defini̧tia 2. Dacă există o funçtie fς(x, y) definită şi continuă pe R2 astfel ca

Fς(x, y) =

xZ
−∞

yZ
−∞

fς(u, v)dudv

atunci funçtia fς(x, y) se numeşte densitatea de reparti̧tie sau densitatea de probabilitate

a variabilei aleatoare ς = (ξ, η)t . In acest caz se spune că variabila aleatoare ς = (ξ, η)t

este cu repartiţie continŭa.

Semnifica̧tia densită̧tii de reparti̧tie este dată de rela̧tia

p (x < ξ < x+ dx, y < η < y + dy) = fς(x, y)dxdy + ϑ(dxdy).

Evident, în această situa̧tie

fς(x, y) =
∂2Fς(x, y)

∂x∂y

şi

fς(x, y) ≥ 0,
∞Z

−∞

∞Z
−∞

fς(x, y)dxdy = 1.

Reparti̧tia marginală a lui ξ are ca densitate funçtia fξ(x) =
∞R
−∞

fς(x, y)dy, iar

reparti̧tia marginală a lui η are ca densitate funçtia fη(y) =
∞R
−∞

fς(x, y)dx.
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Conform semnifica̧tiilor densită̧tilor de reparti̧tie avem

p (x ≤ ξ ≤ x+ dx, y ≤ η ≤ y + dy) = fς(x, y)dxdy + ϑ(dxdy),

p (−∞ < ξ <∞, y ≤ η ≤ y + dy) =

∞Z
−∞

fς(x, y)dx.dy + ϑ(dy) =

= fη(y)dy + ϑ(dy).

Probabilitatea evenimentului x ≤ ξ ≤ x+dx cu condi̧tia ca y ≤ η ≤ y+dy este deci
fς(x,y)
fη(y)

dx+ ϑ(dx). Prin defini̧tie

fξ (x|η = y) = fς(x, y)

fη(y)
=

fς(x, y)
∞R
−∞

fς(x, y)dx

se numeşte densitatea probabilit̆aţii condiţionate a lui ξ cu condiţia η = y. La fel

fη (y|ξ = x) = fς(x, y)

fξ(x)
=

fς(x, y)
∞R
−∞

fς(x, y)dy

este densitatea probabilită̧tii condi̧tionate a lui η cu condi̧tia ξ = x. Dacă integrăm

rela̧tiile

fς(x, y) = fη(y)fξ (x|η = y) ,
fς(x, y) = fξ(x)fη (y|ξ = x)

prima în raport cu y, a doua în raport cu x între −∞ şi ∞ avem

fξ(x) =

∞Z
−∞

fη(y)fξ (x|η = y) dy,

fη(y) =

∞Z
−∞

fξ(x)fη (y|ξ = x) dx

adică formule ale probabilită̧tii totale. Vom putea scrie

fξ (x|η = y) = fζ(x, y)

fη(y)
=

fξ(x)fη (y|ξ = x)
∞R
−∞

fξ(x)fη (y|ξ = x) dx
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respectiv

fη (y|ξ = x) = fζ(x, y)

fξ(x)
=

fη(y)fξ (x|η = y)
∞R
−∞

fη(y)fξ (x|η = y) dy

adică formulele lui Bayes pentru densită̧tile variabilelor ξ, η.

Variabilele ξ, η sunt independente dacă fξ (x|η = y) = fξ(x) adică fς(x, y) = fξ(x)fη(y).
Valoarea medie a funçtiei ϕ(ξ, η) este în cazul reparti̧tiei continue

E (ϕ(ξ, η)) =

∞Z
−∞

∞Z
−∞

ϕ(x, y)fς(x, y)dxdy

In cazul în care ϕ(ξ, η) = ξlηm se ob̧tine momentul de ordin l,m în raport cu originea:

µlm = E
¡
ξlηm

¢
=

∞Z
−∞

∞Z
−∞

xlymfς(x, y)dxdy.

Dacă ϕ(ξ, η) = (ξ − a)l (η − b)m se ob̧tine momentul de ordin l,m în raport cu

punctul (a, b). Mai interesante sunt momentele în raport cu punctul (E(ξ), E(η)) .

Vectorul (E(ξ), E(η))t se numeşte media vectorului aleator ζ şi e notat uneori E(ζ).

Dacă A = (ai,j) este o matrice constantă de tipul (n, 2) şi b este un vector constant cu

n componente atunci putem vorbi de vectorul Aζ + b şi evident

E(Aζ + b) = AE(ζ) + b.

Dacă notăm m = E(ζ) definim matricea covaria̧tională a vectorului ζ prin

cov(ζ) = E((ζ −m)(ζ −m)t).

Avem

cov(ζ) = E

 (ξ −mξ)2 (ξ −mξ)(η −mη)

(η −mη)(ξ −mξ) (η −mη)2

 =

=

 var(ξ) cov(ξ, η)

cov(η, ξ) var(η)


Se verifică uşor că au loc rela̧tiile

cov(ζ) = E(ζζt)−E(ζ)E(ζ)t,
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cov(Aζ + b) = Acov(ζ)At.

Cum

cov

(α,β)
 ξ

η

 = cov(αξ + βη) = (α, β)cov(ζ)

 α

β

 ≥ 0
rezultă că matricea de covariaņtă este pozitiv definită exceptând cazul când există α,β

astfel încât αξ + βη = constant.

Dacă matricea covaria̧tională K a unui vector aleator ζ = (ξ, η)t este pozitiv definită

atunci ea are inversă K−1. Se zice că vectorul ζ are o reparti̧tie normală cu media

vectorială m = (mξ,mη)t şi cu matricea varia̧tională K dacă densitatea sa de reparti̧tie

are forma

fζ(x, y) =
1

(
√
2π)2

p
det(K)

exp

−1
2
(x−mξ, y −mη)K−1

 x−mξ

y −mη


Cele prezentate mai sus se extind în cazul variabilelor aleatoare multidimensionale.

17.7.1 Exerci̧tii şi probleme

1. Vectorul aleator ζ = (ξ, η) are densitatea de reparti̧tie

f(x, y) =
A

π2(16 + x2)(25 + y2)
, x, y ∈ R.

Să se determine: a) constanta A; b) funçtia de reparti̧tie F (x, y); c) probabilitatea

ca punctul (ξ, η) să apaŗtină dreptunghiului −4 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 5; d) funçtiile de

reparti̧tie marginale; e) densită̧tile de reparti̧tie marginale.

R. a) Se găseşte A din rela̧tia
∞Z

−∞

∞Z
−∞

A

π2(16 + x2)(25 + y2)
dxdy = 1

sau
A

π2
1

4
arctg

x

4

¯̄̄∞
−∞
∗ 1
5
arctg

y

5

¯̄̄∞
−∞

= 1

de unde A = 20. b) Funçtia de reparti̧tie este

F (x, y) =
20

π2

xZ
−∞

yZ
−∞

dudv

(16 + u2)(25 + v2)
=

=

µ
1

π
arctg

x

4
+
1

2

¶µ
1

π
arctg

y

5
+
1

2

¶
.
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c) Avem

p(−4 ≤ ξ ≤ 4, 0 ≤ η ≤ 5) = 20

π2

4Z
−4

5Z
0

dydx

(16 + x2)(25 + y2)
=
1

4
.

d)

Fξ(x) =

xZ
−∞

∞Z
−∞

dudy

(16 + u2)(25 + y2)
=
1

π

³
arctg

x

4
+

π

2

´
,

Fη(y) =
1

π

³
arctg

y

5
+

π

2

´
.

e)

fξ(x) = Fξ(x)0 =
4

π(16 + x2)
; fη(y) = Fη(y)0 =

5

π(25 + y2)
.

2. Vectorul aleator ζ = (ξ, η) este repartizat cu densitate constantă în pătratul

limitat de dreptele y = x± a, y = −x± a. Să se determine: a) densitatea; b) densită̧tile
marginale; c) dacă variabilele ξ, η sunt independente.

R. a)

f(x, y) =

 1
2a2

dacă (x, y) ∈ pătratului,
0 dacă (x, y) /∈ pătratului.

b)

fξ(x) =

∞Z
−∞

f(x, y)dy =

 1
a2
(a− |x|) pentru |x| < a

0 pentru |x| > a

fη(y) =

∞Z
−∞

f(x, y)dx =

 1
a2
(a− |y|) pentru |y| < a

0 pentru |y| > a
c) Cum fξ(x)fη(y) 6= f(x, y) variabilele ξ, η sunt dependente.
3. Variabila aleatoare bidimensională (ξ, η) este uniform distribuită în cercul cu

centrul în origine de rază a. Să se determine: a) densitatea; b) densită̧tile fξ(x), fη(y);

c) densită̧tile fξ(x|η = y), fη(y|ξ = x).
R. a)

f(x, y) =

 1
πa2

pentru x2 + y2 < a2,

0 pentru x2 + y2 > a2;

b)

fξ(x) =

∞Z
−∞

f(x, y)dy =

 2
πa2

√
a2 − x2 pentru |x| < a;

0 pentru |x| > a;
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fη(y) =

 2
πa2

p
a2 − y2 pentru |y| < a

0 pentru |y| > a;
c)

fξ(x|η = y) = f(x, y)

fη(y)
=

 1
2

p
a2 − y2 pentru |y| < a, |x| <pa2 − y2

0 pentru |y| > a, |x| >pa2 − y2
fη(y|ξ = x) =

 1
2

√
a2 − x2 pentru |x| < a, |y| < √a2 − x2

0 pentru |x| > a, |y| > √a2 − x2
.

4. Densitatea variabilei bidimensionale (ξ, η) este

f(x, y) =

 4xye−(x
2+y2) pentru x ≥ 0, y ≥ 0

0 pentru x < 0, y < 0

Să se determine matricea de covaria̧tie.

R. Avem

E(ξ) =

∞Z
0

∞Z
0

xf(x, y)dxdy =

r
π

2
, E(η) = E(ξ),

E(ξ2) =

∞Z
0

∞Z
0

x2f(x, y)dxdy = 1, E(η2) = E(ξ2),

E(ξη) =

∞Z
0

∞Z
0

xyf(x, y)dxdy =
π

4
.

Deci

K =

 1 π
4

π
4
1

−
 π

4
π
4

π
4

π
4

 =

 1− π
4
0

0 1− π
4


5. Densitatea variabilei bidimensionale (ξ, η) este

f(x, y) =

 1
2
sin(x+ y) pentru 0 ≤ x ≤ π

2
, 0 ≤ y ≤ π

2

0 pentru x /∈ [0, π
2
], , y /∈ [0, π

2
]

Să se determine matricea de covaria̧tie.

R.

K =

 1 8π−16−π2
π2+8π−32

8π−16−π2
π2+8π−32 1

 .
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17.8 Opera̧tii cu variabile aleatoare.

Fie ξ o variabilă aleatoare cu densitatea pξ (x) şi f (ξ) o funçtie oarecare. Vrem să

determinăm reparti̧tia variabilei aleatoare η = f (ξ).

1) Fie cazul când

f (ξ) =

 1 pentru ξ ∈ [a1,b1] ∪ [a2,b2]....
0 in rest

.

Evident avem

p (η = 1) = p (f (ξ) = 1) = p
³
ξ ∈

[
[ai, bi]

´
=

=
X
i

p (ξ ∈ [ai, bi]) =
X
i

biZ
ai

pξ(x)dx.

2) Fie η = f (ξ) o funçtie crescătoare şi fie ξ = g (η) inversa sa. Avem

Fη(x) = p (f(ξ) < x) = p(ξ < g(x)).

Deci Fη(x) =
g(x)R
−∞

pξ(t)dt . Cum d
dx

g(x)R
−∞

pξ(t)dt = pξ (g(x)) g0(x) rezultă

Fη(x) =

g(x)Z
−∞

pξ(t)dt =

xZ
−∞

p (g(t)) g0(t)dt.

Avem deci

pη=f(ξ)(x) = pξ (g(x)) g0(x).

De exemplu dacă ξ are densitatea pξ (x) = 1√
2π
e−

x2

2 atunci η = ξ3 are densitatea

pη (x) =
1√
2π
e−

x2/3

2
1

3
x−

2
3

pentru că g(x) = x1/3, g0(x) = 1
3
x−

2
3 .

Dacă η = f (ξ) este descrescătoare, se vede în mod analog ca

pη=f(ξ)(x) = pξ (g(x)) |g0(x)| ,

g(x) fiind şi aici inversa lui f(x).
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De exemplu, dacă ξ este o variabilă aleatoare cu p (ξ > 0) = 1 atunci variabila η = 1
ξ

are densitatea

pη= 1
ξ
(x) =

1

x2
pξ

µ
1

x

¶
, x > 0.

De asemenea are loc rela̧tia

pη=aξ+b(x) =
1

|a|pξ
µ
x− b
a

¶
.

Dacă funçtia η = f (ξ) nu este monotonă, dar are intervale ∆+
i în care creşte şi

intervale ∆−i în care descreşte, are puncte de extremum izolate şi este derivabilă, atunci

pη=f(ξ)(x) =
X
i

pξ (ai(x)) a0i(x)−
X
i

pξ (bi(x)) b0i(x),

unde ai(x) şi bi(x) sunt inversele restriçtiei funçtiei f(x) pe intervalele ∆+
i , respectiv

∆−i .

De exemplu, dacă variabila ξ are densitatea pξ(x), atunci

p|ξ|(x) = pξ(x) + pξ(−x), x > 0,

pξ2(x) =
¡
pξ(
√
x) + pξ(−

√
x)
¢ 1

2
√
x
.

Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu densitatea pξ(x), atunci variabila aleatoare

η = f (ξ) =


a, ξ < a

ξ, ξ ∈ [a, b]
b, ξ > b

se numeşte t̆aietura variabilei ξ. Ea are distribu̧tia

pη(x) =

bZ
a

δ (t− x) dt.pξ(x) + δ (x− a)Fξ(a) + δ (x− b) (1− Fξ(b)) .

Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu densitatea pξ(x), se numeşte variabil̆a secţionat̆a

variabila η cu densitatea

pη(x) =

 Cpξ(x), a < x < b

0, x /∈ [a, b]
,
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unde evident

C =
1

bR
a

pξ(x)dx

.

Variabilele aleatoare ξ1, ξ2, ..., ξn se numesc independente în totalitate dacă oricare

ar fi numerele reale x1, x2, ..., xn are loc rela̧tia

p (ξ1 < x1, ξ2 < x2, ..., ξn < xn) = p (ξ1 < x1) .p (ξ2 < x2) ...p (ξn < xn) .

Aceasta este echivalent cu faptul că

p (a1 ≤ ξ1 < b1, a2 ≤ ξ2 < b2, ..., an ≤ ξn < bn) =

= p (a1 ≤ ξ1 < b1) p (a2 ≤ ξ2 < b2) ...p (an ≤ ξn < bn)

Atunci rezultă că dacă D este un domeniu în Rn atunci

p ((ξ1, ξ2, ..., ξn) ∈ D) =
Z
D

pξ1(x1)pξ2(x2)...pξn(xn)dx1dx2...dxn.

Fie ξ1, ξ2 două variabile independente cu densită̧tile pξ1(x), pξ2(x) şi fie variabila sumă

η = ξ1 + ξ2 . Vom avea

Fη=ξ1+ξ2(z) = p(ξ1 + ξ2 < z) =

ZZ
x1+x2<z

pξ1 (x1) pξ2 (x2) dx1dx2 =

=

zZ
−∞

 ∞Z
−∞

pξ1(t)pξ2(x− t)dt
 dx.

Deci densitatea sumei este

pξ1+ξ2(x) =

∞Z
−∞

pξ1(t)pξ2(x− t)dt = (pξ1 ∗ pξ2) (x),

produsul de convolu̧tie al celor două densită̧ti. Acest lucru rezulta şi cu ajutorul funçtiei

caracteristice.

De aici rezultă din aproape în aproape că dacă ξ1, ξ2, ..., ξn sunt variabile indepen-

dente cu densitatea

pξi(x) =

 λe−λx, x > 0

0, x < 0
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atunci suma lor este distribuită cu densitatea

psn=ξ1+ξ2+...+ξn(x) = λ
(λx)n−1

(n− 1)!e
−λx, x > 0,

aceasta fiind numită densitatea repartiţiei Erlang.

Să presupunem că variabilele aleatoare ξ1, ξ2, ..., ξn sunt repartizate normal standard

norm(0,1) şi că sunt independente. Să arătăm că variabila

χ2n = ξ21 + ξ22 + ...+ ξ2n

are aşa numita repartiţie hi p̆atrat cu n grade de libertate notată chisq(n), adică

p(χ2n < x) = Gn(x) =


0 pentru x < 0

1
2n/2Γ(n/2)

xR
0

tn/2−1e−t/2dt pentru x > 0,

unde

Γ(x) =

∞Z
0

e−yyx−1dy.

Vom demonstra prin induçtie matematică. Pentru n = 1 avem χ21 = ξ21 . Cum

funçtia de reparti̧tie a lui ξ1 este F (x) = 1√
2π

xR
−∞

e−
t2

2 dt rezultă că χ21 = ξ21 are funçtia

de reparti̧tie pentru x > 0

G1(x) = F (
√
x)− F (−√x) = 1√

2π

√
xZ

−√x

e−
t2

2 dt =

r
2

π

√
xZ

0

e−
t2

2 dt.

Cum

g1(x) = G
0
1(x) =

r
2

π
e−

x
2
1

2
√
x
=

1

21/2Γ(1/2)
x−1/2e−x/2

proprietatea se verifică. Presupunem proprietatea adevărată pentru n− 1, adică pentru
x > 0 avem

gn−1(x) = G0n−1(x) =
1

2(n−1)/2Γ((n− 1)/2)x
n−3
2 e−

x
2 .

Cum χ2n = χ2n−1 + χ21 rezultă că

gn(x) = gn−1(x) ∗ g1(x) =
xZ
0

gn−1(t)g1(x− t)dt =

=
e−

x
2

2
n
2
Γ(n−1

2
)Γ( 1

2
)

xZ
0

t
n−3
2 (x− t)− 1

2dt
t=xτ,dτ=xdt

=
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=
e−

x
2x

n−2
2

2n/2Γ(n−1
2
)Γ(1

2
)

1Z
0

τ
n−1
2
−1(1− τ)

1
2
−1dτ =

=
e−

x
2x

n−2
2 B(n−1

2
, 1
2
)

2n/2Γ(n−1
2
)Γ(1

2
)
=
e−

x
2x

n
2
−1

2
n
2Γ(n

2
)

pentru că

B(
n− 1
2
,
1

2
) =

Γ(n−1
2
)Γ(1

2
)

Γ(n
2
)

.

Funçtia caracteristică a reparti̧tiei chisq(n) este

ϕ(t) = (1− 2it)−n
2 .

Vom putea calcula momentele reparti̧tiei hi pătrat

νr =
1

2
n
2Γ(n

2
)

∞Z
0

x
n+2r
2
−1e−

x
2 dx

x=2t
=

2
n
2
+r

2
n
2Γ(n

2
)

∞Z
0

t
n
2
+r−1e−tdt =

=
2r

Γ(n
2
)
Γ(
n

2
+ r).

In particular

ν1 =
2

Γ(n
2
)
Γ(
n

2
+ 1) = 2

n

2

Γ(n
2
)

Γ(n
2
)
= n,

ν2 =
22

Γ(n
2
)
Γ(
n

2
+ 2) =

22(n
2
+ 1)n

2
Γ(n

2
)

Γ(n
2
)

= n(n+ 2).

Rezultă că

E(χ2n) = n,

var(χ2n) = 2n.

Dacă se fac graficele densită̧tii de reparti̧tie a lui χ2n se constată că pentru n mic

graficele au o coadă spre dreapta, iar pentru n mare devin aproape simetrice. Uneori

aceste curbe se numesc curbele lui Pearson.

Fie acum variabilele U, V independente astfel că U ∈ norm(0, 1) şi V ∈ chisq(n). Se
poate arăta că variabile T = U√

V
n

= U
p

n
V
are densitatea

fn(x) =
1√
nπ

Γ
¡
n+1
2

¢
Γ
¡
n
2

¢ µ
1 +

t2

n

¶−n+1
2

.

Această reparti̧tie se numeşte repartiţia Student cu n grade de libertate şi se notează

cu t(n). Densitatea ei de reparti̧tie este simetrică în raport cu axa ordonatelor şi deci

E(T ) = 0. Dispersia ei este var(T ) = n
n−2 . Se poate arăta că pentru n > 30 practic

reparti̧tia t(n) coincide cu reparti̧tia normală standard norm(0, 1).
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17.9 Estima̧tii punctuale

In multe cazuri funçtia de distribu̧tie a unei variabile aleatoare ξ este necunoscută;

ea se determină pe baza rezultatelor observa̧tiilor sau, cum se mai spune, pe baza unei

selecţii sau a unui eşantion.

Prin selecţie sau eşantion de volum n al variabilei aleatoare ξ se îņtelege o muļtime

de n observa̧tii independente X1, X2, ..., Xn ale variabilei aleatoare ξ, sau altfel spus, o

muļtime de n variabile aleatoare independente X1, X2, ..., Xn care au aceeaşi funçtie de

reparti̧tie Fξ(x) ca şi variabila aleatoare ξ. Ob̧tinerea rezultatelor x1, x2, ..., xn ale celor

n observa̧tii independente se numeşte sondaj. Pentru a nu complica nota̧tia, de multe

ori vom nota tot prin X1,X2, ...,Xn şi rezultatele celor n observa̧tii. Conform acestei

conveņtii pâna la efectuarea sondajului prin X1, X2, ...,Xn notăm cele n observa̧tii ale

variabilei aleatoare ξ, iar după efectuarea sondajului acestea devin rezultatele observa̧ti-

ilor. Muļtimea tuturor observa̧tiilor posibile ale variabilei aleatoare ξ formează populaţia

general̆a a variabilei aleatoare ξ. Se mai spune că eşantionul X1,X2, ...,Xn a fost extras

din populaţia general̆a cu funcţia de repartiţie Fξ(x).

Pentru a determina funçtia de reparti̧tie Fξ(x), adică probabilitatea evenimentului

{ξ < x} vom încerca să evaluăm această probabilitatea prin frecveņta de realizare a

acestui eveniment. Fie X1, X2, ...,Xn o seleçtie de volum n a lui ξ, x1, x2, ..., xn rezul-

tatele unui sondaj şi x un număr real. Vom nota prin νx numărul rezultatelor mai mici

ca x. Atunci νx
n
este frecveņta de realizare a evenimentului {ξ < x} sau funcţia empiric̆a

de reparti ţie Fξn(x) = νx
n
a variabilei ξ în seleçtia dată. Funçtia Fξn(x) are toate pro-

prietă̧tile unei veritabile funçtii de reparti̧tie, fiind o funçtie în trepte. Pentru un x fixat

funçtia empirică de reparti̧tie poate fi considerată ca o variabilă aleatoare - frecveņta

relativă în n realizări a unui eveniment cu probabilitatea Fξ(x).Valorile acestei variabile

fiind 0, 1
n
, 2
n
, ..., n

n
avem

M(Fξn(x)) =
nX
k=0

k

n
Ckn (Fξ(x))

k (1− Fξ(x))n−k = Fξ(x).

Conform legii numerelor mari a lui Bernoulli, pentru x fixat Fξ∗(x)
p−→ Fξ(x). Deci

pentru n mare avem o evaluare a funçtiei de reparti̧tie Fξ(x) a variabilei ξ. Este însă

evident că procedeul este destul de incomod în practică.
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De multe ori, în practică se ştie că funçtia de reparti̧tie Fξ(x) respectiv densitatea

de reparti̧tie pξ(x) apaŗtine unei anumite clase şi că depinde de unul sau mai muļti

parametri: Fξ(x) = F (x,λ1,λ2, ...,λk), pξ(x) = p(x,λ1,λ2, ...,λk) şi problema revine la

determinarea unor estima̧tii ale acestor parametri λ∗1(x1, x2, ..., xn), λ
∗
2(x1, x2, ..., xn), ...,

λ∗k(x1, x2, ..., xn) pe baza rezultatelor x1, x2, ..., xn ale seleçtiei. Acestea se numesc esti-

maţii punctuale ale parametrilor. Până la realizarea sondajului funçtiile λ∗1(X1,X2, ..., Xn),

λ∗2(X1, X2, ...,Xn), ..., λ
∗
k(X1, X2, ..., Xn) sunt de fapt variabile aleatoare care depind de

seleçtie.

O funçtie oarecare T (X1, X2, ..., Xn) care depinde de o seleçtie se numeşte uneori

statistic̆a. Cu această denumire, o estima̧tie punctuală a unui parametru este o statistică

a cărei valoare la realizarea sondajului dă o aproxima̧tie a parametrului. Evident, odată

determinată o estima̧tie a parametrului trebuie stabilită precizia acelei estima̧tii.

Dacă ξ este o variabilă aleatoare cu valori discrete cu densitatea de reparti̧tie pξ(x) =

p(x;λ) atunci probabilitatea ca o seleçtie să ia valorile x1, x2, ..., xn este

p(X1 = x1,X2 = x2, ..., Xn = xn) = p(x1;λ)p(x2;λ)...p(xn;λ) =

= L(x1, x2, ...xn;λ).

Dacă ξ este o variabilă aleatoare continuă cu densitatea de reparti̧tie pξ(x) = p(x;λ)

atunci probabilitatea ca o seleçtie să ia valori cuprnse între x1 şi x1+dx1, x2 şi x2+dx2,

... xn şi xn + dxn este

p(x1 ≤ X1 ≤ x1 + dx1, x2 ≤ X2 ≤ x2 + dx2, ..., xn ≤ Xn ≤ xn + dxn) =

= p(x1;λ)p(x2;λ)...p(xn;λ)dx1dx2...dxn = L(x1, x2, ...xn;λ)dx1dx2...dxn.

Funçtia L(x1, x2, ...xn;λ) definită mai sus se numeşte funcţia de verosimilitate a selecţiei.

Funcţia l(x1, x2, ...xn;λ) = lnL(x1, x2, ...xn;λ) se numeşte funcţia de log-verosimilitate

a selecţiei.

Defini̧tia 1. O statistică T (X1,X2, ...,Xn) se numeşte suficient̆a pentru o variabilă

aleatoare a cărei reparti̧tie depinde de un parametru (poate fi şi un vector) λ dacă toată

informa̧tia referitoare la parametrul λ în seleçtia X1,X2, ...,Xn coincide cu informa̧tia

referitoare la λ în statistica T (X1, X2, ..., Xn), cu alte cuvinte

pξ(X1 = x1, X2 = x2, ...,Xn = xn|T (x1, x2..., xn) = t)
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nu depinde de parametrul λ.

Are loc aşa numita teoremă de factorizare

Teorema 1. Statistica T (X1,X2, ...,Xn) este suficientă dacă şi numai dacă există o

funçtie g(t;λ) şi o funçtie h(x1, x2, ..., xn) astfel că

L(x1, x2, ...xn;λ) = g(T (x1, x2, ..., xn);λ)h(x1, x2, ..., xn).

Exemplul 1. Fie ξ ∈ binom(a,σ20) unde σ20 este dat şi a este necunoscut. Funçtia de
verosimilitate este

L(x1, x2, ..., xn; a) =

Ã
1p
2πσ20

!n
e
− 1

2σ20

nP
i=1
(x2i−2axi+a2)

=

=

Ã
1p
2πσ20

!n
e
− 1

2σ20

µ
na2−2a

nP
i=1

xi+
nP
i=1

x2i

¶

de unde rezultă că o statistică suficientă în raport cu parametrul a este suma seleçtiei
nP
i=1

Xi sau orice altă funçtie depinzând de aceasta.

Exemplul 2. Dacă ξ ∈ norm(a0,σ2) cu a0 cunoscut şi σ2 necunoscut, din expresia
de mai sus resultă că o statistică suficientă în raport cu σ2 este 2a0

nP
i=1

Xi −
nP
i=1

X2
i sau

orice altă funçtie depinzând de aceasta.

Exemplul 3. Dacă ξ ∈ norm(a,σ2) cu a şi σ2 necunoscu̧ti atunci o statistică suficientă
pentru (a,σ2) este (T1, T2) cu T1 =

nP
i=1

Xi, T2 =
nP
i=1

X2
i sau orice altă funçtie vectorială

depinzând de aceasta.

Defini̧tia 2: Estima̧tia λ∗(X1, X2, ...,Xn) a parametrului λ se numeşte corect̆a sau

nedeplasat̆a dacă media sa este egală cu valoarea parametrului λ, adică

E (λ∗(X1,X2, ...,Xn)) = λ.

In caz contrar estima̧tia se numeşte incorect̆a sau deplasat̆a.

Estima̧tia λ∗(X1, X2, ..., Xn) a parametrului λ este corectă dacă

E (λ∗(X1, X2, ..., Xn)) =

=

Z
λ∗(x1, x2, ..., xn)L(x1, x2, ..., xn;λ)dx1dx2....dxn = λ

Defini̧tia 3: Estima̧tia corectă λ∗(X1, X2, ..., Xn) a parametrului λ este mai eficient̆a

decât estima̧tia λ∗∗(X1, X2, ..., Xn) dacă are loc rela̧tia

E
¡
(λ∗(X1, X2, ..., Xn)− λ)2

¢
< E

¡
(λ∗∗(X1,X2, ...,Xn)− λ)2

¢
,
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adică dacă dispersia primeia este mai mică decât dispersia celei de-a doua.

Defini̧tia 4: Dacă muļtimea numerelor E (λ∗(X1, X2, ..., Xn)− λ)2 are margine infe-

rioară în raport cu toate estima̧tiile posibile λ∗(X1,X2, ...,Xn), acea estima̧tie pe care

se atinge acea margine inferioară se numeşte estimaţie eficient̆a.

Defini̧tia 5: O estima̧tie λ∗(X1,X2, ...,Xn) a parametrului λ pentru care are loc

rela̧tia

lim
n→∞

E (λ∗(X1,X2, ...,Xn)− λ)2

inf
λ∗
E (λ∗(X1, X2, ..., Xn)− λ)2

= 1

se numeşte estimaţie asimptotic eficient̆a.

Defini̧tia 6: O estima̧tie λ∗(X1,X2, ...,Xn) a parametrului λ care tinde în probabili-

tate către λ când n tinde către infinit se numeşte consistent̆a.

Conform legii numerelor mari

lim
n→∞

X1 +X2 + ...+Xn
n

= E(ξ)

adică
X1 +X2 + ...+Xn

n
= X

este o estima̧tie consistentă a lui E(ξ). Evident ea este şi o estima̧tie corectă a lui E(ξ).

Această estima̧tie se numeşte media selecţiei.

Să considerăm acum dispersia selecţiei

S2 =
1

n

nX
k=1

(Xk −X)2.

Notând m = E(ξ) se poate scrie

S2 =
1

n

nX
k=1

£
(Xk −m)−

¡
X −m¢¤2 =

=
1

n

nX
k=1

(Xk −m)2 − 2
n

¡
X −m¢ nX

k=1

(Xk −m) + n
n

¡
X −m¢2 =

=
1

n

nX
k=1

(Xk −m)2 − 2
n

¡
X −m¢n ¡X −m¢+ n

n

¡
X −m¢2 =

=
1

n

nX
k=1

(Xk −m)2 −
¡
X −m¢2
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Conform legii numerelor mari,

1

n

nX
k=1

(Xk −m)2 p→ E(ξ −m)2 = σ2(ξ).

Al doilea termen tinde în probabilitate către zero pentru că

p
³¡
X −m¢2 > ε

´
= p

¡¯̄
X −m¯̄ > √ε¢→ 0.

Rezultă că S2
p→ σ2(ξ), adică dispersia seleçtiei este o estima̧tie consistentă pentru

dispersia variabilei aleatoare. Cum

E
¡
S2
¢
=

1

n
E

Ã
nX
k=1

(Xk −m)2
!
− E

³
(X −m)2

´
=
1

n
nσ2 − 1

n
σ2 =

=
n− 1
n

σ2 6= σ2

rezultă că dispersia seleçtiei este o estima̧tie incorectă a dispersiei variabilei aleatoare.

Este însă evident că aşa numita dispersie modificat̆a a selecţiei

S∗2 =
n

n− 1S
2 =

1

n− 1
nX
k=1

¡
Xk −X

¢2
este o estima̧tie corectă şi consistentă a dispersiei variabilei aleatoare.

Fie λ un parametru de care depinde funçtia de distribu̧tie Fξ(x,λ). Presupunem că

este finit momentul m1(λ) =
R
xdFξ(x,λ) şi că ecua̧tia m1(λ) = z are solu̧tie unică

pentru orice z. Media seleçtiei

X =
X1 +X2 + ...+Xn

n

este funçtie de valorile seleçtiei. Egalând momentul teoretic cu momentul empiric

ob̧tinem ecua̧tia m1(λ) = X. Solu̧tia bλ a acestei ecua̧tii este o posibilă estima̧tie a para-
metrului λ. Dacă există mai muļti parametrii, atunci se vor egala mai multe momente

teoretice cu momentele corespunzătoare ale seleçtiei. Această metodă de determinare

a estima̧tiilor parametrilor se numeşte metoda momentelor sau metoda lui K.Pearson.

Ea se bazează pe faptul ca momentele seleçtiei tind în probabilitate către momentele

teoretice de acelaşi ordin.

Exemplul 4. Se ştie că variabila aleatoare ξ este distribuită uniform într-un interval

[a, b] necunoscut. Fie (X1, X2, ...,Xn) o seleçtie. Vrem să determinăm estima̧tiile punc-

tuale a∗(X1,X2, ...,Xn), b∗(X1,X2, ...., Xn) pentru capetele intervalului a, b. Primele
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două momente teoretice ale lui ξ se vor egala cu momentele corespunzătoare ale seleçtiei

a+ b

2
=

1

n

nX
i=1

Xi,

a2 + ab+ b2

3
=

1

n

nX
i=1

X2
i

din care deducem estima̧tiile punctuale

a∗ = X − S√3,
b∗ = X + S

√
3,

cu nota̧tiile de mai înainte.

Exemplul 5. Variabila aleatoare ξ ∈ gamma(λ), adică are densitatea de reparti̧tie
pξ(x) = 1

Γ(λ)
xλ−1e−x, x > 0. Să gasim o estima̧tie punctuală a parametrului de formă λ

pe baza unei seleçtii prin metoda momentelor. Vom avea

M(ξ) =

∞Z
0

1

Γ(λ)
x.xλ−1e−xdx = λ =

1

n

nX
i=1

Xi = X,

deci estima̧tia este λ∗ = X.

O altă metodă de determinare a estima̧tiilor punctuale ale parametrilor se bazează

pe faptul că se alege estima̧tia λ∗ pentru care probabilitatea de realizare a seleçtiei

X1,X2, ...,Xn să fie maximă. Cum probabilitatea de realizare a seleçtiei este verosimil-

tatea L(X1,X2, ...,Xn,λ), o asemenea estima̧tie se numeşte estimaţie de verosimilitate

maximă (EVM).

Estima̧tia λ∗ de verosimilitate maximă se ob̧tine din rezolvarea ecua̧tiei

∂L(X1,X2, ...,Xn,λ)

∂λ
= 0

sau a ecua̧tiei uneori mai simple

∂ lnL(X1, X2, ..., Xn,λ)

∂λ
= 0.

In cazul mai multor parametri condi̧tia de verosimilitate maximă coņtine atâtea

ecua̧tii câ̧ti parametri.

Se poate arăta că în metoda verosimilită̧tii maxime
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• ecua̧tia ob̧tinută are o solu̧tie care este o estima̧tie consistentă pentru λ;

• solu̧tia este distribuită la limită asimptotic normal, adică pentru o normare core-
spunzătoare distribu̧tia limită este normală;

• dacă pentru λ există o estima̧tie eficientă, atunci metoda verosimilită̧tii maxime

dă această estima̧tie.

In legătură cu ultima proprietate are loc aşa numita teoremă a lui Rao-Cramer:

Teorema 2. Dacă λ∗(X1,X2, ...,Xn) este o estima̧tie corectă eficientă a parametrului

λ din densitatea de reparti̧tie pξ(x,λ) a variabilei aleatoare ξ atunci dispersia sa este

var(λ∗(X1,X2, ...,Xn) =
1

In

unde In este informaţia lui Fisher dată de

In = nM

"µ
∂ ln pξ(ξ,λ)

∂λ

¶2#
= −nM

·µ
∂2 ln pξ(ξ,λ)

∂λ2

¶¸
sau

In = n

∞Z
−∞

µ
∂ ln pξ(x,λ)

∂λ

¶2
pξ(x,λ)dx.

In cazul variabilelor discrete integrala se înlocuieşte prin seria corespunzătoare.

Exemplul 6. Se repetă de n ori o experieņtă cu două rezultate posibile: succesul cu

probabilitatea necunoscută p şi insuccesul cu probabilitatea q = 1 − p. Succesul apare
de m ori. Funçtia de verosimilitate este

L(X1,X2, ..., Xn, p) = pm(1− p)n−m,
l(X1,X2, ..., Xn, p) = m ln p+ (n−m) ln(1− p).

Vom putea scrie
∂l

∂p
=
m

p
− n−m
1− p = 0.

Ob̧tinem astfel estima̧tia de verosimilitate maximă pentru probabilitatea p: p∗(X1, X2, ..., Xn)

= m
n
, adică tocmai frecveņta de realizare a succesului în cele n repetări. Acestă frecveņtă

este o estima̧tie nedeplasată a lui p pentru că E(m
n
) = p, este o estima̧tie consistentă

pentru că după legea numerelor mare a lui Bernoulli avem m
n

p→ p când n→∞. In plus
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după legea lui Moivre-Laplace, frecveņta este o estima̧tie asimptotic normală. Avem

succesiv

var(
m

n
) =

1

n2
var(m) =

pq

n2
,

pξ(m, p) = Cmn p
mqn−m

ln pξ(m, p) = lnCmn + n ln p+ (n−m) ln(1− p),
∂ ln pξ

∂p
=
m

p
− n−m
1− p ,

∂2 ln pξ

∂p2
= −m

p2
− n−m
(1− p)2

Deci

In = n
nX
=0

µ
m

p2
+
n−m
(1− p)2

¶
Cmn p

mqn−m =

= n

µ
np

p2
+
n

q2
− np
q2

¶
=
n2

pq
,

adică se verifică var(m
n
) = 1

In
şi deci frecveņta relativă este o estima̧tie eficientă.

Exemplul 7. Pentru a ob̧tine estima̧tii ale parametrilor a şi σ din legea normală

scriem funçtia de verosimilitate

L(X,X, ....,X, a,σ) =
1¡√
2πσ

¢ne− 1
2σ2

nX
i=1

(Xi−a)2

de unde

l = lnL = −n
2
ln(2π)− n

2
lnσ2 − 1

2σ2

nX
i=1

(Xi − a)2 .

Derivând în raport cu a şi cu σ2 ob̧tinem sistemul

1

σ2

nX
i=1

(Xi − a) = 0,

− n

2σ2
+

1

2σ4

nX
i=1

(Xi − a)2 = 0,

de unde ob̧tinem estima̧tiile de verosimilitate maximă

a∗ = ba(X1, X2, ...,Xn) = X =
X1 +X2 + ...+Xn

n
,

σ∗2 = bσ2(X1,X2, ..., Xn) = 1

n

nX
i=1

¡
Xi −X

¢2
= S2.

Acestea coincid cu estima̧tiile ob̧tinute prin metoda momentelor. Aşa cum s-a spus,

ambele sunt consistente, prima este nedeplasată, a doua este deplasată.
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17.10 Intervale de încredere

A stabili un interval de încredere pentru parametrul λ însemnă să determinăm două

statistici λ1(X1, X2, ...,Xn,α), λ2(X1,X2, ..., Xn,α) asfel încât

p(λ1(X1,X2, ..., Xn,α) < λ < λ2(X1, X2, ..., Xn,α)) = 1− α.

Numărul 1 − α se numeşte coeficient de încredere şi se exprimă uneori în procente de

(1− α)100. Numărul α sau α100% se numeşte nivel de semnificaţie sau eroarea cu care

se determin̆a intervalul de încredere. Intervalul de încredere este aleator de la o seleçtie

la alta, dar după realizarea unui sondaj capetele intervalului au valori determinate.

Se poate stabili un interval de încredere pentru parametrul λ dacă există o sta-

tistică T (X1,X2, ...,Xn,λ) continuă şi monotonă în λ şi cărei densitate de probabil-

itate nu depinde de λ. In adevăr dacă presupunem că statistica T (X1,X2, ...,Xn,λ)

este crescătoare în funçtie de λ şi P (x) , Q(p) sunt funçtia cumulativă de probabil-

itate respectiv funçtia inversă cumulativă şi p1, p2 sunt două numere, atunci rela̧tia

p(T (X1,X2, ...,Xn,λ) ≥ t1) ≥ p1 este echivalentă cu rela̧tia λ ≥ λ1(X,X, ...,X, t1)

unde t1 = Q(p1) şi λ1(X,X, ...,X, t1) este solu̧tia ecua̧tiei în λ : T (X1,X2, ...,Xn,λ) =

t1. La fel rela̧tia p(T (X1,X2, ...,Xn,λ) ≤ t2) ≤ p2 este echivalentă cu rela̧tia λ ≤
λ2(X1, X2, ..., Xn, t2) unde t2 = Q(p2) şi λ2(X1, X2, ..., Xn, t2) este solu̧tia ecua̧tiei în

λ : T (X1, X2, ..., Xn,λ) = t2. Atunci rela̧tia

p(t1 ≤ T (X1,X2, ..., Xn,λ) ≤ t2) = p2 − p1

este echivalentă cu rela̧tia

λ1(X1, X2, ...,Xn, t1) ≤ λ ≤ λ2(X1,X2, ...,Xn, t1).

Alegând p2 − p1 = 1− α găsim un interval de încredere pentru parametru λ cu nivelul

de semnifica̧tie α.

Statistica T (X1, X2, ...,Xn,λ) se poate determina prin aşa numitul principiu al ra-

portului de verosimilitate. Să presupunem că funçtia de reparti̧tie a popula̧tiei depinde

de un singur parametru λ. Considerăm raportul

r(X1, X2, ...,Xn;λ) =
L(X1,X2, ...,Xn;λ)

max
λ
L(X1, X2, ..., Xn;λ)

,



17.10. INTERVALE DE ÎNCREDERE 415

L(X1, X2, ...,Xn;λ) fiind funçtia de verosimilitate. Maximul de la numitor se atinge

pentru estima̧tia lui λ de verosimilitate maximă λ∗. Este evident că valoarea raportului

este cuprinsă între 0 şi 1. Cu cât acest raport este mai apropiat de 1 cu atât este valoarea

lui λ este mai apropiată de λ∗. Deci vom putea găsi intervale de încredere scriind

p(r(X1, X2, ...,Xn;λ) > cα) = 1− α.

Exemplul 1. Interval de încredere pentru media unei variabile aleatoare ξ ∈ norm(a,σ0)
cu σ0 cunoscut.

Funçtia de verosimilitate este

L =

Ã
1p
2πσ20

!n
e
− 1

2σ20

P
(Xi−a)2

de unde funçtia de log-verosimilitate

l = n ln

Ã
1p
2πσ20

!
− 1

2σ20

X
(Xi − a)2.

Cum
∂l

∂m
=
1

σ20

X
(Xi − a) = 0

rezultă că estima̧tia de verosimilitate maximă a lui a este

a∗ = X =
X1 +X2 + ...+Xn

n
.

Valoarea funçtiei de verosimilitate pe aceasta este

L∗ =

Ã
1p
2πσ20

!n
e
− 1

2σ20

P
(Xi−X)2

şi deci

r =
L

L∗
= e

− 1

2σ20
[
P
(Xi−a)2−

P
(Xi−X)2]

= e
− 1

2σ20
(X−a)2n

.

Inegalitatea r > cα este echivalentă cu inegalitatea¯̄̄̄
(X − a)√n

σ0

¯̄̄̄
<
p
−2 ln cα = cα0

Statistica

T (X1,X2, ...,Xn, a) =
(X − a)√n

σ0
∈ norm(0, 1)

este o variabilă normală standard. Ea este descrescătoare în a.
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Vom avea

1− α = p

µ¯̄̄̄
(X − a)√n

σ0

¯̄̄̄
< cα0

¶
= pnorm(cα0, 0, 1)− pnorm(−cα0, 0, 1) =

= −1 + 2pnorm(cα0, 0, 1)

adică pnorm(cα0, 0, 1) = 1 − α
2
sau cα0 = qnorm(1 − α

2
, 0, 1). Rezultă intervalul de

încredere

X − σ0√
n
qnorm(1− α

2
, 0, 1) ≤ a ≤ X + σ0√

n
qnorm(1− α

2
, 0, 1).

Exemplul 2. Interval de încredere pentru media unei variabile aleatoare normale

ξ ∈ norm(a,σ) când nu se cunoaşte σ.
Vom considera raportul

r =
max
σ
L(X1, X2, ...,Xn; a,σ)

max
a,σ

L(X1, X2, ...,Xn; a,σ)
.

Se găseşte

r =

µP
(Xi −X)2P
(Xi − a)2

¶n/2
.

Inegalitatea r > cα este echivalentă cu inegalită̧tileP
(Xi − a)2P
(Xi −X)2

<

µ
1

cα

¶2/n
sau P

(Xi −X)2 + n(X − a)2P
(Xi −X)2

<

µ
1

cα

¶2/n
sau

(n− 1)n(X − a)2P
(Xi −X)2

< (n− 1)
Ãµ

1

cα

¶2/n
− 1
!

sau ¯̄̄̄√
n− 1X − a

S

¯̄̄̄
<

vuut(n− 1)Ãµ 1
cα

¶2/n
− 1
!
= cα0.

Am notat

S2 =

P
(Xi −X)2
n

dispersia de seleçtie.
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Se poate arăta că variabila V = nS2

σ2
are o reparti̧tie chisq(n − 1). Ar trebui să se

îņteleagă acest lucru din cauză că
P
(Xi−X) = 0. Variabila U = X−a

σ√
n

satisface rela̧tiile

E(U) = 0, cov(U) = 1 adică U ∈ norm(0, 1). Deci variabila

T = U

r
n− 1
V

=
X − a

σ

√
n
√
n− 1 σ√

nS
=
√
n− 1X − a

S

este de tipul t(n − 1) cu densitatea de reparti̧tie dt(x, n − 1), cu funçtia cumulativă
pt(x, n− 1) şi cu funçtia inversă cumulativă este qt(p, n− 1).
Avem

1− α = p

µ¯̄̄̄√
n− 1X − a

S

¯̄̄̄
< cα0

¶
= pt(cα0, n− 1)− pt(−cα0, n− 1) =

= −1 + 2pt(cα0, n− 1)

şi deci 1− α
2
= pt(cα0) sau cα0 = qt(1− α

2
). Rezultă intervalul de încredere

X − S√
n− 1qt(1−

α

2
, n− 1) ≤ a ≤ X + S√

n− 1qt(1−
α

2
, n− 1)

Exemplul 3. Interval de încredere pentru dispersia σ2a unei variabile ξ ∈ norm(a,σ).
Am văzut că statistica

T =
(n− 1)S∗2

σ2
=

P
(Xi −X)2

σ2
∈ chisq(n− 1)

este o variabilă aleatoare de aşa numitul tip hi-p̆atrat cu n-1 grade de libertate. Densi-

tatea de reparti̧tie a acestei variabile este

dchisq(x, n− 1) = 1

2Γ(n−1
2
)
exp(−x

2
)
³x
2

´n−1
2
, x > 0.

Funçtia cumulativă este pchisq(x, n−1), iar funçtia inversă cumulativă este qchisq(p, n−
1).

Procedând ca mai sus găsim intervalul de încredere

(n− 1)S∗2
t2

< σ2 <
(n− 1)S∗2

t1

unde

t1 = qchisq(
α

2
, n− 1),

t2 = qchisq(1− α

2
, n− 1).
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Exemplul 4. Interval de încredere pentru parametrul λ pentru ξ ∈ exp( 1
λ
). Se arată

că în cazul unei seleçtii a unei asemenea variabile, statistica

T =
2

λ

nX
k=1

Xk ∈ chisq(2n),

este de tipul hi-pătrat cu 2n grade de libertate. Rezultă intervalul de încredere

2
nP
k=1

Xk

t2
< λ <

2
nP
k=1

Xk

t1

unde

t2 = qchisq(1− α

2
, 2n),

t1 = qchisq(
α

2
, 2n).

17.10.1 Exerci̧tii şi probleme

1. O seleçtie de volum n = 20 a unei variabile normale despre care se ştie că are

σ = 2 dă o medie de seleçtie X = 4.2. Să determinăm un interval de încredere pentru

media variabilei cu coeficientul de încredere 95%.

R. Avem α = 0.05. Găsim t = qnorm(1 − 0.025, 0, 1) = 1.96. X − t σ√
n
= 3.323,

X + t σ√
n
= 5.077. Deci pentru media variabilei se poate lua orice valoare din intervalul

(3.323, 5.077) cu o probabilitate foarte mare egală cu 0.95.

2. O seleçtie de volum n = 10 ale unei popula̧tii normale este

3.1, 3.3, 2.9, 3.3, 3.1, 3.2, 2.9, 2.9, 3.1, 3.2.

Să se găsească un interval de încredere pentru media acestei popula̧tii la un nivel de 2%.

R. Avem

mean(X) = 3.1, var(X) = 0.022, S =
p
var(X) = 0.148,

mean(X)− qt(1− 0.01, 9) S√
N − 1 = 2.961,

mean(X) + qt(1− 0.01, 9) S√
N − 1 = 3.239.

Deci găsim intervalul de încredere (2.961, 3.239) la nivelul de semnifica̧tie de 2%.
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3. Cu datele din exerci̧tiul precedent să se determine un interval de încredere pentru

σ2 cu nivelul de semnifica̧tie de 2%.

R. Avem

t2 = qchisq(1− 0.01, 9) = 21.666, t1 = qchisq(0.01, 9) = 2.088,
(n−1)S∗2

t1
= 0.105369, (n−1)S

∗2
t2

= 0.010154.

Deci găsim intervalul de încredere (0.010154, 0.105369).

4. Timpul de funçtionare pâna la defectare al unor dispozitive electronice are o

reparti̧tie exponeņtială exp( 1
λ
). Se măsoară timpul de funçtionare până la defectare a 12

astfel de dispozitive şi se găseşte durata lor totală de funçtionare
nP
k=1

Xk = 800 ore. Să se

determine cu un nivel de semnifica̧tie de 10% un interval de încredere pentru parametrul

reparti̧tiei.

Cum

t1 = qchisq(0.05, 24) = 13.848, t2 = qchisq(1− 0.05, 24) = 36.415,
1600
t2
= 43.938, 1600

t1
= 115.537,

rezultă intervalul de încredere (43.938,115.537).

17.11 Verificarea ipotezelor statistice

Fie ξ o variabilă aleatoare cu funçtia de reparti̧tie F (x;λ) unde λ este un parametru

scalar sau vectorial care apaŗtine unei muļtimi Λ. Vom numi ipotez̆a statistic̆a orice

presupunere privind funçtia de reparti̧tie. Metodele de verificare a ipotezelor statistice

se vor numi teste statistice.

Fie Λ0, Λ1 o parti̧tie a muļtimii Λ, adică Λ = Λ0 ∪ Λ1, Λ0 ∩ Λ1 = ∅. O ipoteză

statistică poate fi ipoteza că parametrul λ apaŗtine muļtimii Λ0, λ ∈ Λ0. Aceasta se

notează H0 : λ ∈ Λ0 şi se numeşte ipoteza nul̆a. Ipoteza H1 : λ ∈ Λ1 se numeşte

ipoteza alternativ̆a. Cauza separării ipotezei nule este aceea că în mod obi̧snuit aceasta

este o afirma̧tie care în problema dată este mai important să fie respinsă decât admisă.

Respingerea unei ipoteze se face pe baza principiului că o ipoteză trebuie respinsă dacă

există un exemplu care o contrazice, dar nu este obligatoriu să fie admisă dacă nu există

un asemenea exemplu. Vom spune că o ipoteză este acceptată dacă nu există motive ca

ea să fie respinsă.
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Fie S muļtimea valorilor variabilei aleatoare ξ. Atunci Sn este muļtimea valorilor

seleçtiilor de volum n din popula̧tia variabilei aleatoare ξ. O submuļtime Dc a lui Sn se

numeşte regiune critic̆a pentru ipoteza H0 dacă decidem să respingem ipoteza H0 când

valorile unei seleçtii cad în muļtimea Dc şi acceptăm ipoteza H0 dacă valorile seleçtiei

nu apaŗtin muļtimii Dc. In mod obi̧snuit un test statistic înseamnă găsirea unei statistici

T (X1,X2, ...,Xn) astfel încât dacă seleçtia X1, X2, ...,Xn apaŗtine regiunii critice atunci

şi numai atunci valorile statisticii apaŗtin unei anumite muļtimi. Şi această muļtime

poate fi numită regiune critică. Statistica T (X1,X2, ...,Xn) se numeşte statistica testului.

Verificarea ipotezelor statistice făcându-se pe baza seleçtiilor aleatoare există riscul

apari̧tiilor erorilor. Pentru un test bazat pe o regiune critică Dc există eroarea de prima

speţ̆a care constă în respingerea ipotezei H0 cu toate că ea este adevărată şi eroarea de

a doŭa speţ̆a care constă în acceptarea ipotezei H0 deşi ea este falsă. Aceste erori pot fi

evaluate prin probabilită̧tile lor

α = prob(respinge H0 când H0 este adevărată),

β = prob(acceptă H0 când H0 este falsă.

Evident, trebuie să avem α, β cât mai mici posibile. Putem scrie

1− α = prob(acceptă H0 când H0 este falsă),

1− β = prob(respinge H0 când H0 este falsă).

Acestea ar trebui să fie cât mai mari. Dar nu este posibil să facem simultan cât mai

mici şi α şi β.

Este clar că putem scrie

α = prob((X1,X2, ..., Xn) ∈ Dc când H0 este adevărată),

1− β = prob((X1, X2, ...,Xn) ∈ Dc când H1 este adevărată).

Probabilitatea 1− α se numeşte coeficient de încredere, α se numeşte nivel de sem-

nificaţie, iar probabilitatea 1− β se numeşte puterea de testare.

O ipoteză statistică H0 se numeşte simpl̆a dacă muļtimea Λ0 este compusă dintr-un

singur punct. O ipoteză se numeşte compus̆a dacă nu este simplă.
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Are loc lema lui Neyman-Pearson.

Lema lui Neyman-Pearson. Dacă H0 : λ = λ0 este o ipoteză simplă cu alternativa

simplă H1 : λ = λ1 atunci există o cea mai bun̆a regiune critic̆a D∗c de nivel α definită

prin

D∗c =

½
(X1,X2, ...,Xn)|L(X1,X2, ...,Xn;λ0)

L(X1, X2, ...,Xn;λ1
< cα

¾
,

prob((X1, X2, ..., Xn) ∈ D∗c |λ0) = α

astfel încât oricare ar fi regiunea critică Dc de nivel α

prob((X1,X2, ...,Xn) ∈ Dc) = α

are loc rela̧tia

prob((X1,X2, ...,Xn) ∈ D∗c |λ1) ≥ prob((X1,X2, ..., Xn) ∈ Dc|λ1).

Observa̧tie. Este evident că dacă raportul L(X1,X2,...,Xn;λ0)
L(X1,X2,...,Xn;λ1

dintre verosimilitatea se-

leçtiei condi̧tionată de λ = λ0 şi verosimilitatea seleçtiei condi̧tionată de λ = λ1 este

mic atunci suntem îndreptă̧ti̧ti să respingem ipoteza H0.

In adevăr fie C = D∗c ∩Dc, A = D∗c\C, B = Dc\C. Avem

prob(A|λ0) = prob(B|λ0),
prob(A|λ0) ≤ cαprob(A|λ1),
prob(B|λ0) ≥ cαprob(B|λ1).

Rezultă

prob(D∗c |λ1) = prob(A|λ1) + prob(B|λ1) ≥ 1

cα
prob(A|λ0) + prob(C|λ1) ≥

≥ 1

cα
prob(B|λ0) + prob(C|λ1) ≥ prob(B|λ1) + prob(C|λ1) =

= prob(Dc|λ1),

ceea ce trebuia demonstrat.

Exemplul 1. Fie ξ ∈ norm(0,σ2) cu ipoteza H0 : σ = σ0 contra ipoteza H1 : σ = σ1.

Cea mai bună regiune critic̀ă este definită deµ
σ1
σ0

¶n
exp

Ã
−1
2σ20

nX
i=1

X2
i +

1

2σ21

nX
i=1

X2
i

!
< cα
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sau
nX
i=1

X2
i

µ
1

2σ21
− 1

2σ20

¶
< cα− n ln σ1

σ0

sau dacă σ1 < σ0

nX
i=1

X2
i <

µ
cα− n ln σ1

σ0

¶µ
1

2σ21
− 1

2σ20

¶−1
= cα0

sau încă
1

σ20

nX
i=1

X2
i <

1

σ20
cα0.

Cum 1
σ20

Pn
i=1X

2
i ∈ chisq(n) rezultă că nivelul de semnifica̧tie este

α = pchisq

µ
1

σ20
cα0, n

¶
de unde constanta cα0 este dată de rela̧tia

1

σ20
cα0 = qchisq(α, n).

Deci regiunea de acceptare a ipotezei H0 : λ = λ0 la nivelul de semnifica̧tie α este

nX
i=1

X2
i ≥ cα0

In cazul σ1 > σ0 se schimbă sensul inegalită̧tii.

Exemplul 2. Fie ξ ∈ norm(a,σ20) cu σ0 cunoscut. Considerăm ipoteza simplă H0 :

a = a0 contra ipoteza ipoteza simplă H1 : a = a1 cu a1 > a0. Regiunea critică cea mai

bună este dată de rela̧tia

exp

Ã
−1
2σ20

Ã
nX
i=1

(Xi − a0)2 −
nX
i=1

(Xi − a1)2
!!

< cα

sau

exp

Ã
−(a1 − a0)

2σ20

Ã
2

nX
i=1

Xi − a0 − a1
!!

< cα

sau

X =
1

n

nX
i=1

Xi > cα
0.

Dar X ∈ norm(a, σ20
n
) şi

√
n(X−a)
σ0

∈ norm(0, 1) şi regiunea critică este dată de
√
n(X − a0)

σ0
>

√
n(cα0 − a0)

σ0
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de unde nivelul de semnifica̧tie este

α = 1− pnorm(
√
n(cα0 − a0)

σ0
, 0, 1)

sau √
n(cα0 − a0)

σ0
= qnorm(1− α, 0, 1)

sau

cα0 = a0 +
σ0√
n
qnorm(1− α, 0, 1)

Regiunea de acceptare a ipotezei H0 la nivelul de semnifica̧tie α este

X ≤ cα0.

Exemplul 3. Fie ξ ∈ binom(m, p). Fie ipoteza simplă H0 : p = p0 contra ipoteza

simplă H1 : p = p1 cu p1 < p0. Regiunea critică cea mai bună este dată de

exp

Ãµ
ln
p0
p1
− ln 1− p0

1− p1

¶ nX
i=1

Xi + nm ln
1− p0
1− p1

!
< cα

sau

T =
nX
i=1

Xi > cα
0

Cum T ∈ binom(nm, p) rezultă că nivelul de semnifica̧tie α este dat de

α = 1− pbinom(cα0, nm, p0)

de unde constanta cα0 este

cα0 = qbinom(1− α, nm, p0).

Regiunea de acceptare a ipotezei H0 la nivelul de semnifica̧tie α este

T =
nX
i=1

Xi ≤ cα0.

Când ipoteza H0 : λ ∈ Λ0 este compusă contra alternativei compuse H1 : λ ∈ Λ1 =

Λ\Λ0, o regiune critică D∗c de nivel cel mult α, adică prob(D∗c |λ ∈ Λ0) ≤ α, se numeşte

regiune critic̆a uniform cea mai bun̆a dacă oricare ar fi regiunea critică Dc de nivel cel

mult α are lor rela̧tia prob(D∗c |λ ∈ Λ1) ≥ prob(Dc|λ ∈ Λ1).

Testul uniform cel mai bun (cel mai puternic) nu există întotdeauna.
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Exemplul 4. Fie ξ ∈ norm(a, 1) şi ipoteza H0 : a = a0 contra ipoteza H1 : a > a0.
Regiunea de respingere va fi dată de

exp

µ
−1
2

X
(Xi − a0)2 + 1

2

X
(Xi − a)2

¶
=

= exp

µ
n(a0 − a)(X − a0 + a

2
)

¶
< cα

sau

X > cα0

Muļtimea

Dc =
©
(X1,X2, ...,Xn)|X > cα0

ª
va fi regiunea critică uniform cea mai bună dacă alegem constanta cα0 din condi̧tia

prob(Dc|a = a0) = α

adică

cα0 = a0 +
1√
n
qnorm(1− α, 0, 1).

Dacă contra ipotezei H0 luam ipoteza H1 : a 6= a0 atunci pentru a > a0 găseam

regiunea critică uniform cea mai bună

X > a0 +
1√
n
qnorm(1− α, 0, 1),

iar pentru a < a0 găseam regiunea critică uniform cea mai bună

X < a0 − 1√
n
qnorm(1− α, 0, 1),

adică nu putem găsi o regiune critică uniform cea mai bună în cazul alternativei H1 :

a 6= a0.
In situa̧tia în care nu există o regiune critică uniform cea mai bună, cum a fost mai

sus, ar trebui redefinit ce îņtelegem prin cea mai bună regiune regiune critică. Aceasta

nefiind un lucru simplu ne limităm numai a prezenta o metodă care dă un test uşor de

aplicat.

O metodă larg utilizată pentru verificarea ipotezelor statistice este testul raportului

de verosimilitate

r(X1,X2, ..., Xn) =
max
λ∈Λ0

L(X1,X2, ...,Xn;λ)

max
λ∈Λ

L(X1,X2, ...,Xn;λ)
.
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Se caută regiunea de respingere Dc ca determinată de rela̧tia

r(X1,X2, ...,Xn) < cα

unde constanta cα se determină din nivelul de semnifica̧tie

prob((X1,X2, ..., Xn) ∈ Dc|λ ∈ Λ0) = α.

Se poate arăta ca variabila −2 ln r(X1, X2, ..., Xn) tinde în reparti̧tie pentru n → ∞
către o variabilă repartizată chisq(r) unde r este difereņta între numărul de dimensiuni

al muļtimii Λ şi numărul de dimensiuni al muļtimii Λ0.

Exemplul 5. Fie ξ ∈ norm(a,σ20) şi ipoteza H0 : a = a0 contra ipoteza H1 : a 6= a0.
Presupunem σ20 cunoscut. Fie (X1, X2, ...,Xn) o seleçtie din popula̧tia variabilei ξ. Se ştie

că media de seleçtieX = 1
n

nP
i=1

Xi este estima̧tia de verosimilitate maximă a parametrului

a. Raportul de verosimilitate este

r(X1,X2, ...,Xn) =

exp

·
− 1
2σ20

nP
i=1

(Xi − a0)2
¸

exp

·
− 1
2σ20

nP
i=1

(Xi −X)2
¸ = exp ·− n

2σ20
(X − a0)2

¸

şi deci

− ln r(X1,X2, ...,Xn) = n

2σ20
(X − a0)2.

Regiunea de respingere a ipotezei H0 este

n

σ20
(X − a0)2 > −2 ln cα

unde

prob

µ
n

σ20
(X − a0)2 > −2 ln cα

¶
= α

sau

prob (chisq(1) > −2 ln cα) = 1− prob(chisq(1) < −2 ln cα) = α

sau

−2 ln cα = qchisq(1− α, 1).

Puteam scrie şi √
n

σ0
|X − a0| >

p
−2 ln cα
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prob
³
norm(0, 1) <

p
−2 ln cα

´
+ prob

³
norm(0, 1) > −

p
−2 ln cα

´
= 1− α

sau

prob(norm(0, 1) <
p
−2 ln cα)− 1 + prob(norm(0, 1) <

p
−2 ln cα) = 1− α

sau

prob(norm(0, 1) <
p
−2 ln cα) = 1− α

2

adică p
−2 ln cα = qnorm(1− α

2
, 0, 1).

Exemplul 6. Fie ξ ∈ norm(a,σ2) şi ipoteza H0 : a = a0 contra ipoteza H1 : a 6= a0.
Se presupune σ necunoscut. In acest caz avem

Λ = {(a,σ2)|a ∈ R,σ ∈ R}
Λ0 = {(a0,σ2)|σ ∈ R}

Estima̧tiile de maximă verosimilitate ale lui a şi σ2 în muļtimea Λ sunt

X =
1

n

nX
i=1

Xi,

S2 =
1

n

nX
i=1

(Xi −X)2

iar în muļtimea Λ0 sunt

a0,bS2 =
1

n

nX
n=1

(Xi − a0)2.

Raportul de verosimilitate va fi

r =

³
1bS
´n
exp

·
− 1

2bS2
nP
i=1

(Xi − a0)2
¸

¡
1
S

¢n
exp

·
− 1
2S2

nP
i=1

(Xi −X)2
¸ = µSbS

¶n
=

=


nP
i=1

(Xi −X)2
nP
i=1

(Xi − a0)2


n/2

=

1 + n(X − a0)2
nP
i=1

(Xi −X)2


−n/2

=

=

µ
1 +

T 2

n− 1
¶−n/2
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unde variabila aleatoare

T =
(n− 1)(X − a0)

S

este de tipul Student cu n− 1 grade de libertate t(n− 1). Regiunea de respingere va fi

Dc = {(X1, X2, ..., Xn)||T | > cα}

unde

pt(cα, n− 1)− 1 + pt(cα, n− 1) = 1− α

sau

cα = qt(1− α

2
, n− 1).

Dacă drept ipoteză alternativă considerăm ipoteza H1 : a < a0 atunci regiunea

critică pentru ipoteza nulă H0 este

Dc = {(X1,X2, ...,Xn)|T < cα}

unde

pt(cα, n− 1) = α

sau

cα = qt(α, n− 1).
In cazul ipotezei alternative H1 : a > a0 regiunea critică pentru ipoteza nulă H0 este

Dc = {(X1,X2, ...,Xn)|T > cα}

unde

1− pt(cα, n− 1) = α

sau

cα = qt(1− α, n− 1).

17.12 Teste de concordaņtă

Ipotezele statistice din paragraful precedent se refereau la parametrii reparti̧tiei vari-

abilei aleatoare ξ. Testele prin care se verifică aceste ipoteze se numesc teste parame-

trice. Există situa̧tii când este necesară testarea unei ipoteze referitoare chiar la funçtia

de reparti̧tie Fξ(x) = p(ξ < x), adică avem ca ipoteză nulă ipoteza H0 : Fξ(x) = F (x)

cu F (x) o funçtie dată contra alternativei H1 : Fξ(x) 6= F (x).
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17.12.1 1. Criteriul de concordaņtă hi pătrat

Pentru a estima concordaņta între reparti̧tia datelor de seleçtie cu reparti̧tia presu-

pusă se consideră o parti̧tie a intervalului [A,B] al valorilor posibile ale variabilei ξ dată

de A = t0 < t1 < t2 < ... < tr−1 < tr = B. Ob̧tinem astfel r subintervale I1, I2, ..., Ir.

Probabilitatea ca variabila aleatoare ξ să ia valori în subintervalul Ik este

pk = p(ξ ∈ Ik) = F (tk)− F (tk−1).

După realizarea seleçtiei notăm cu nk numărul elementelor seleçtiei de volum n care

cad în subintervalul Ik.
rP
k=1

nk = n. Este de aşteptat ca valoarea lui nk să fie egală cu

npk. Drept măsură a abaterii reparti̧tiei seleçtiei de la reparti̧tia ipotetică este normal

să luăm statistica

X2 =
rX
k=1

(nk − npk)2
npk

.

Pentru n→∞ statistica X2 tinde în reparti̧tie către o variabilă ζ ∈ chisq(r − 1).
In adevăr probabilitatea ca n1 elemente ale seleçtiei să cadă în I1, n2 elemente să

cadă în I2, etc, nr elemente să cadă în Ir este

P =
n!
rQ
k=1

nk!

rY
k=1

pnkk .

Dacă considerăm r variabile aleatoare independente

η1 ∈ pois(np1), η2 ∈ pois(np2), ..., ηr ∈ pois(npr)

atunci

p(η1 = n1, η2 = n2, ..., ηr = nr) =
rY
k=1

(npk)
nk

nk!
e−npk =

= e−nnn
rY
k=1

pnkk
nk!
.

Variabila η = η1 + η2 + ...+ ηr ∈ pois(np1 + np2 + ...+ npr) = pois(n) şi deci

p(η = n) =
nn

n!
e−n.

Rezultă

p(η1 = n1, η2 = n2, ..., ηr = nr|η = n) = p(η1 = n1, η2 = n2, ..., ηr = nr)

p(η = n)
=

=
n!
rQ
k=1

nk!

rY
k=1

pnkk = P
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adică situa̧tia noastră poate fi descrisă fie prin reparti̧tia polinomială fie prin r vari-

abile aleatoare repartizate Poisson cu valorile medii şi dispersiile egale cu npk. In locul

variabilelor nk considerăm redusele lor

uk =
nk − npk√

npk

care au media nulă şi dispersia egală cu unitatea. După teorema limită centrală vari-

abilele uk tind către variabile repartizate normal standard. Atunci statistica

X2 =
rX
k=1

(nk − npk)2
npk

=
rX
k=1

u2k

suma a r pătrate de variabile repartizate normal standard cu condi̧tia suplimentară
rX
k=1

√
npkuk =

rX
k=1

nk −
rX
k=1

npk = 0

va tinde către o variabilă repartizată chisq(r − 1).
Regiunea critică a ipotezei nule H0 va fi

Dc =
©
(X1,X2, ..., Xn)|X2 > cα

ª
unde

α = prob(X2 > cα) = 1− pchisq(cα, r − 1)

sau

cα = qchisq(1− α, r − 1).

Până acum am presupus că reparti̧tia este complet specificată. Dacă reparti̧tia de-

pinde de p parametri λ1,λ2, ...,λp atunci probabilită̧tile pk vor fi funçtii de aceşti para-

metri pk(λ1,λ2, ...,λp). Funçtia de verosimilitate va fi

L(λ1,λ2, ...,λp) =
n!
rQ
k=1

nk!

rY
k=1

pk(λ1,λ2, ...,λp)
nk

şi pentru determinarea estima̧tiilor parametrilor vom avea sistemul de ecua̧tii

∂l

∂λi
=

rX
k=1

nk
pk

∂pk(λ1,λ2, ...,λp)

∂λi
= 0, i = 1, 2, ..., p.

Aceste rela̧tii impun deci p condi̧tii şi deci statistica

X2 =
rX
k=1

(nk − npk(λ1,λ2, ...,λp))2
npk
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va tinde către o variabilă repartizată chisq(r − p− 1).
Din punct de vedere practic testul hi pătrat este simplu de aplicat dar trebuie să se

ţină seamă de unele recomandări:

• fiecare interval să coņtină cel pu̧tin 5 elemente ale seleçtiei;

• unii recomandă ca numărul r de intervale să fie dat de rela̧tia r ≈ 1 + 3.332lg(n),
aļtii recomandă r ≈ 4[0.75(n− 1)2]1/5, aļtii recomandă pentru valori moderate ale
lui n r ≈ £n

5

¤
.

17.12.2 2. Testul de concordaņtă al lui Kolmogorov

Testul de concordaņtă al lui Kolmogorov pentru ipoteza H0 : Fξ(x) = F (x) contra

ipoteza H1 : Fξ(x) 6= F (x), cu F (x) funçtie continuă, se bazează reparti̧tia variabilei

dn =max
x∈R

|F (x)− Fn(x)|

unde Fn(x) este funçtia de reparti̧tie de seleçtie

Fn(x) =
nx
n
=
X
i<x

ni
n
.

Se demonstrează că

prob(dn > cαn) = α

implică

cαn =
λα√
n

unde λα se află din tabele speciale din care dăm numai valorile mai folosite

α 0.5 0.1 0.05 0.01

λα 0.826 1.224 1.358 1.627

Ipoteza H0 se respinge dacă dn > λα√
n
.

17.12.3 Exerci̧tii şi probleme

1. Se fac 100 observa̧tii independente asupra variabile aleatoare ξ. Valorile ob̧tinute

sunt cuprinse între 0 şi 1 astfel încât dacă notăm cu ni numărul valorilor mai mici decât
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pi = 0.1i, i = 1, 2, ..., 10 acestea sunt

7 24 30 34 45 60 69 80 94 100.

Să se verifice cu nivelul de semnifica̧tie α = 0.05 dacă variabila ξ ∈ unif(0, 1).
R. Dacă aplicăm testul hi pătrat avem

X2 =
10X
i=1

(ni − 100pi)2
100pi

= 3.392.

Pe de altă parte qchisq(0.95, 9) = 16.919 şi deci acceptăm ipoteza că ξ ∈ unif(0, 1).
Dacă aplicăm testul lui Kolmogorov ob̧tinem pentru |F (0.1i)− ni

n
| valorile

0.03 0.04 0 0.06 0.05 0 0.01 0 0.04 0

adică d100 = 0.06. Cum λ0.05√
100

= 1.358
10

= 0.1358 resultă că şi acum ipoteza se acceptă.

Datele au fost construite cu runif(1000, 0, 1).

2. Un sondaj de volum 1000 asupra unei variabile ξ dă valori întregi cuprinse între

0 şi 8 repartizate ca mai jos

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

nk 129 271 278 179 89 40 12 1 1

Să se verifice cu nivelul de semnifica̧tie α = 0.01 dacă ξ ∈ pois(λ).
R. Estimăm parametrul λ prin

λ =

8P
k=0

knk

1000
= 2.007.

Găsim

k 0 1 2 3 4 5 6..8

dpois(k,λ) 0.134 0.27 0.271 0.181 0.091 0.036 0.017

Ca să aplicăm testul hi pătrat grupăm ultimele trei valori şi avem

X2 =
5X
k=0

(nk − 1000dpois(k,λ))2
1000dpois(k,λ)

+
(n6 + n7 + n8 − 1000 ∗ 0.017)2
n6 + n7 + n8 − 1000 ∗ 0.017 = 10.016.

Cum qchisq(0.99, 1000−2) = 13.277 > 10.016 rezultă că ipoteza ξ ∈ pois(λ) se acceptă.
Datele au fost ob̧tinute cu rpois(1000, 2).
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Pentru a aplica testul lui Kolmogorov se calculează

mi =
iX
j=0

nj, i = 0, 1, 2, ..., 8

şi

d = max
i=0,...,8

|ppois(i,λ)− mi

1000
| = 0.0054.

Cum λ0.01√
1000

= 0.051 > 0.0054 rezultă că şi pe baza acestui test ipoteza se acceptă.

3. Pentru a controla functionarea unei maşini automate se prevalează la fiecare

jumătate de oră câte 20 de piese care sunt verificate. După prelevarea a 100 de piese

datele se prezintă astfel:

xi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

ni 1 5 16 22 18 22 8 5 2 1

Să se verifice cu ajutorul testului hi pătrat concordaņta reparti̧tiei cu o reparti̧tie bino-

mială la nivelul de semnifica̧tie de 0.05.

R. Cum găsim mean(x) = 3.93 rezultă că valoarea estimată a lui p este p∗ = 3.93
20
=

0.1965. Vom grupa primele două valori şi ultimele trei valori cu probabilită̧tile

nni 6 16 22 18 22 8 8

pi 0.074 0.143 0.209 0.218 0.170 0.104 0.078

Vom calcula

X2 =
7X
i=1

(nni − 100pi)2
100pi

= 3.186

în timp ce qchisq(0.95, 5) = 11.070. Deci ipoteza se acceptă.
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conditii la limita, 159

conditiile lui Weirstrass-Erdman, 67

convergenta in probabilitate, 392

convergenta in repartitie, 393
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cuantila, 358
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derivata (materiala) totala, 170
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derivata de ordin intai, 27

diferentiala Frechet, 31

diferentiala Gateaux, 31

difuzia undelor, 267

dispersia, 373, 383
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dispersia selectiei, 409
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ec. Euler-Lagrange, 45

ec. Euler-Ostrogradski, 50
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ec. Hamilton-Iacobi, 61

ec. lui Iacobi, 71
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ecuatia lui Laplace, 202

ecuatia undelor, 158

ecuatie de continuitate, 156, 173
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ecuatie de tip eliptic, 181

ecuatie de tip hiperbolic, 181

ecuatie de tip parabolic, 181

ecuatie de tip ultrahiperbolic, 181

ecuatie normala, 178

ecuatii integrale, 251

ecuatiile lui Lame, 99

energia potentiala a unui sistem, 88

eroare de prima (a doua) speta, 420

estimatie consistenta, 409

estimatie corecta (nedeplasata), 408

estimatie de verosimilitate maxima, 411

estimatie eficienta, 409

estimatii punctuale, 407

eveniment, 349

evenimente elementare, 349

experienta aleatoare, 349

extremala, 45

extreme cu legaturi, 81

famile de unde (ne)dispersive, 257

familie de extremale, 59

faza undei, 257

fenomenul Doppler, 312

fluid barotrop, 174

fluid perfect, 168

forma canonica a ecdpo2 eliptice, 193

forma canonica a ecdpo2 hiperbolice, 192

forma canonica a ecdpo2 parabolice, 192

forma patratica caracteristica, 180

formula de reprezentare prin potentiali,

236

formula includerii si excluderii, 351

formula ipotezelor (cauzelor), 352

formula lui Bayes, 352

formula lui D’Alembert, 266

formula lui Green pentru f. armonice,

225

formula lui Kirchhoff-Poisson, 283

formula lui Poisson pentru cerc, 212

formula lui Poisson pentru ec. caldurii,

325, 329

formula lui Poisson pentru ec. membranei,

280

formula lui Poisson pentru semiplan, 218

formula lui Poisson pentru sfera, 240

formula lui Schwartz-Villat, 213

formula lui Torricelli, 176

formula probabilitatii totale, 352

formulele de salt ale derivatelor normale

ale potentialului de simplu strat,

249

formulele de salt ale potentialului de dublu

strat, 248

formulele lui Dini, 221

front anterior (posterior), 266

front de unda al discontinuitatilor, 260

functia caracteristica a variabilei aleatoare,

388

functia cumulativa a probabilitatii, 357

functia de repartitie, 357

functia de repartitie normala standard,

368
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functia de verosimilitate a selectiei, 407

functia empirica de repartitie, 406

functia generatoare a momentelor, 388

functia lui Bernoulli, 176

functia lui Green, 205

functia lui Green (de sursa), 237

functia lui Green pentru ec. caldurii, 341

functia lui Hamilton, 34

functia lui Lagrange a unui sistem, 89

functia lui Weirstrass, 74

functie armonica in domeniu, 202

functie armonica regulata la infinit, 234

functie de potential, 87

functie generatoare, 376

functie proprie, 85

functii proprii, 306

functionala bilineara, 37

functionala continua, 20

functionala exprimata prin integrala, 18

functionala patratica, 37

functionala pozitiv definita, 37

functionala stationara, 42

hipersuprafata integrala, 148

indicatorul evenimentului, 355

inegalitatea lui Cebisev, 374

inegalitatea lui Markov, 374

integrala completa, 63, 140

integrala lui Gauss, 236

integrala singulara, 141

integrala Stieltjes, 381

integrale prime, 47

intensitatea variabilei aleatoare, 384

interval de dependenta, 266

interval de incredere, 414

inversa functiei cumulative, 358

ipoteza lui Bernoulli-Euler, 99

ipoteza nula (alternativa), 419

ipoteza statistica, 419

lagrangeianul functionalei, 30

lantisor, 16

lege de repartitie, 358

legea atractiei universale, 199

legea lui Fourier, 152

legea lui Newton, 152

legea lui Poisson a evenimentelor rare,

364

legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli,

362, 368

legea numerelor mari sub forma lui Markov,

371

legile lui Kepler, 199

lema lui Neyman-Pearson, 421

lemele fundamentale ale calc. variational,

43

linii (suprafete) de curent, 170

media selectiei, 409

mediana, 386

membrana, 164

metoda diferentelor divizate, 107

metoda lui Fourier, 305, 334
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metoda lui Ritz, 108

metoda momentelor, 410

minim (maxim), 21

moda, 386

modelul lui Laplace al t. probabilitatilor,

351

momente, 373, 383

multimea functiilor admisibile, 20

nivel de semnificatie, 414, 420

obsrvatie independenta, 370

oscilatii proprii, 93, 302

oscilatii stationare, 301

paranteza lui Mayer, 140

polinoamele lui Bernstein, 375

populatia generala a unei variabile aleatoare,

406

potential de dublu strat, 230

potential de simplu strat, 229

potential de volum, 228

potential intarziat, 281

potentialul miscarii, 157, 175

potentialul unui dipol, 228

presiune, 154, 168

principiul de maxim si minim pentru f.

armonice, 207

principiul de minim-maxim pentru ec. cal-

durii, 320

principiul energiei potentiale minime, 104

principiul lui Duhamel, 270

principiul lui Hamilton, 89

principiul lui Huygens, 61

principiul raportului de verosimilitate, 414

principiul suprapunerii undelor, 273

probabilitate, 349

probabilitatea evenimentului conditionat,

352

problema brahistocronei, 13

problema Cauchy, 115

problema cu date initiale, 178

problema de tipul lui Boggio, 318

problema de tipul lui Neuman, 318

problema echilibrului firului greu, 15

problema geodezicelor, 16

problema izoperimetrica, 12

problema lui Cauchy, 177

problema lui Cauchy pentru ec. caldurii,

318

problema lui Dirichlet, 153, 318

problema lui Dirichlet pentru f. armon-

ice, 208

problema lui Gourssat, 278

problema lui Neuman, 153

problema lui Plateau, 14

problema opticii geometrice, 14

problema Sturm-Liouville, 85, 306

probleme mixte pentru ec. corzii, 284

proces ondulatoriu stationar, 301

pulsatii proprii, 302

puncte conjucate, 71

puterea de testare, 420

raze caracteristice, 117
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redusa variabilei aleatoare, 375

regiune critica pentru ipoteza nula, 420

regiune critica uniform ceamai buna, 423

repartitia Erlang, 404

repartitia hi patrat, 404

repartitia normala, 384

repartitia Student (t), 405

repartitia uniforma, 384

repartitie exponentiala, 385

schema binomiala negativa, 377

schema lui Bernoulli, 360

selectie, 406

sistem canonic, 58

sistem caracteristic, 119, 132

sistem complet de evenimente (desfacere),

352

solutia fundamentala a ec. caldurii, 324

solutia fundamentala a ec. undelor, 281

solutia fundamentala a ecuatiei corzii, 272,

274

solutia fundamentala a laplaceanului, 227

solutia generala, 115

solutie generala, 148

sondaj, 406

spatiu probabilistic, 350

speranta matematica, 371, 372, 383

statistica, 407

statistica suficienta, 407

suprafata caracteristica, 116, 184

suprafata de tipul lui Liapunov, 245

suprafata integrala, 115, 148

suprafetele de faza ale undei, 257

taietura variabilei aleatoare, 402

teorema Cauchy-Kovalevskaia, 179

teorema cercului, 215

teorema de alternativa a lui Fredholm,

251

teorema de factorizare, 408

teorema de medie a lui Gauss, 206

teorema limita a lui Poisson, 363

teorema limita centrala, 390

teorema limita integrala a lui Laplace,

367

teorema limita locala a lui Moivre-Laplace,

367

teorema lui Gauss relativa la campul elec-

tric, 243

teorema lui Iacobi, 63

teste statistice, 419

testul de concordanta al lui Kolmogorov,

430

testul de concordanta hi patrat, 428

testul raportului de verosimilitate, 424

transformarea lui Kelvin, 233

unda, 255

unda directa (inversa), 265

unde sferice, 259

unde stationare, 257

valoare medie, 371, 372, 383

valoare proprie, 85

valori proprii, 306
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variabila aleatoare, 355

variabila aleatoare discreta (simpla), 358

variabila caracteristica, 184

variabila sectionata, 402

variabile canonice, 58

variatia, 373, 383

variatia de ordinul intai a functionalei,

28

vecinatate de ordin unu (slaba), 20

vecinatate de ordin zero (tare), 19

vector aleator, 394

vectorul inductiei campului electric, 244

vectorul lui Umov, 159

vectorul vitezei de propagare a disconti-

nuitatilor, 261

viteza de faza a undei, 257

viteza sunetului, 158


