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CAPITOLUL 11

ELEMENTE DE CALCUL
VARIATIONAL

11.1 Probleme clasice de calcul variational

Din punct de vedere istoric, prima problema de calcul variational este asa numita
problema a lui Dido. Legenda mitologica spune ca Dido, sau Didona, printesa a unuia
din cetatile vechii Grecii si sora a lui Pygmalion, era maritata cu pontiful Siharbas.
Pygmalion il asasineaza pe pontif si Dido fuge cu fratele sau si cu averea sotului intr-o
flotila improvizata. Debarcand pe tarmul african, localnicii ii ofera ca loc de adapost
atdta pamant cat poate cuprinde cu o piele de taur. Dido taie pielea in fagii inguste pe
care le leaga cap la cap si inconjoara cu ele o bucata de teren pe care va construi cetatea
Cartaginei, a carei regina devine Dido.

Inca din antichitate, latura matematica a legendei a interesat pe matematicieni: cum
trebuie dispus firul alcatuit din fasiile inguste pentru ca el sa inconjoare o portiune de
arie maxima?

Problema are mai multe variante. Una dintre acestea ar fi urmatoarea: sa pre-
supunem ci axa 'Oz reprezintd tdrmul marii si cd punctele A(a,0), B(b,0) reprezinta
capetele firului, graficul functiei y = y(x), definita si derivabild pe [a, b], este firul. Aria

limitata de fir si de tarm este

S= /b y(z)dz,
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in timp ce lungimea firului este

L:/bmdx.

Atunci problema lui Dido revine la determinarea functiei y = y(z), definite si derivabile

pe [a, b], care satisface conditiile

y(a) =0, y(b) =0, L:/\/l—l—y’(x)?dx

astfel incat integrala

S = /y(m)dm

a

sa aiba valoarea maxima. Din motive evidente, o asemenea problema se numeste pro-
blema izoperimetrica. Inca din antichitate se cunostea ca forma cautata a firului este
cea a unui arc de cerc, aga cum vom arata gi noi mai incolo.

Putem rationa si altfel. Fie AB arcul graficului. In relatia

S = /y(x)d:c

AB
consideram pe z,y ca functii de abscisa curbilinie s gi integram prin parti

L

S = yz|§ — /xdy = — /m(s)\/l — 2/(s)2ds.
A5 0
Problema revine la a determina functia x = z(s) definita pe intervalul [0, L] cu propri-

etatea cd z(0) = a, (L) = b si ca integrala

S = /Lx(s)mds

are valoare minima.
O alta varianta a problemei lui Dido ar fi aceea in care presupunem ca firul ar

reprezenta o curba neteda inchisa cu ecuatiile parametrice

t € [t1,1ts],
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functiile x(t), y(t) fiind deci derivabile pe portiuni pe [t1, t3]. Atunci lungimea firului este

to

L= / VIO g R,

t1

iar aria limitata de fir este

Problema revine deci la determinarea celor doud functii x(t), y(t) definite si derivabile

pe portiuni pe intervalul [¢, 5] astfel incat si aiba loc relatia

to

L= / VIR Lyt

t1

si ca integrala
to

5= / y(t)a'(t) — x(t)y (8)] dt

t1
sa fie maxima. Si aceasta este tot o problema izoperimetrica si curba care da solutia
este un cerc.

O alta problema importanta care a dus la aparitia calculului variational este problema
brahistocronei. Ea a fost propusa in 1696 de catre Jean Bernoulli si a fost rezolvata in
diferite moduri de Jacob Bernoulli, Leibniz, I’'Hospital, Euler. Ea consta in determinarea
unei curbe care uneste punctele A(0,h) si B(b,0) pe care se migca un punct material
de masa m plecand din A cu viteza initiala nuld si ajunge in B sub influienta greutatii
dupd un timp 7" minim. Daca presupunem ci y = y(z) este ecuatia curbei cautate si
v(x) este marimea vitezei punctului in pozitia (z, y(z)), atunci conform legii conservarii

energiei avem

gm(h —y) =

de unde

Pe de alta parte
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si deci timpul in care mobilul se deplaseaza din punctul (x, y(z)) in punctul (z+dz, y(z+
dx)) este

1+y'(z)?
29(h —y)

Rezulta ca timpul in care mobilul ajunge din A in B este

b
1
T/ 1+y(@)
2ghy
0

Deci problema brahistocronei revine la determinarea functiei y = y(x), definite si deri-

dt = dzx.

vabile pe [0, b] astfel incat y(0) = h, y(b) = 0 si astfel incat integrala

T = /b L+ yrla )2 dx
g(h —y(z)
0
sa fie minima. Este evident ca si in acest caz curba poate fi cautata ca in problema
precedenta sub forma parametrica.

O problema asemanatoare este problema opticii geometrice. Intr-un mediu izotrop
neomogen lumina se propaga in fiecare punct M (z,y, z) cu o viteza v(zx,y, z) indepen-
dentd de directie. Timpul necesar ca lumina si ajunga din punctul M;(z1,y1,21) in
punctul Ms(za, Yo, 22) de-a lungul curbei de ecuatii y = y(x), z = z(x) este

_ VTR,
-/ ay@ @)

Principiul lui Fermat afirma ca lumina se propaga de-a lungul acelei curbe pentru
care T este minim. Problema opticii geometrice este deci determinarea functiilor y =
y(x),z = z(z) definite pe [r1, 2] astfel incat y(z1) = yi1, y(x2) = yo, 2(x1) = 21,
z(xg) = 29 si pentru care integrala de mai sus are valoare minima.

O alta problema clasica a calculului variational este aga numita problema a lui Plateau
(Plateau, Antoine Ferdinand Joseph, 1801-1883, belgian, profesor de fizici si anatomie
la Universitatea din Gand). Ea consta in determinarea formei de echilbru a unei pelicule
de sipun sustinute de doud inele (pentru simplitate de aceeasi raza R) perpendiculare
pe axa comuna Oz in punctele de abscise —b,b. Neglijand greutatea peliculei, din
proprietatile tensiunii superficiale rezulta ca pelicula se dispune astfel incat ea sa aiba

o suprafata minima. Din motive de simetrie evidente, pelicula are forma unei suprafete
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de rotatie de arie minima. De aceea problema lui Plateau se mai numeste si problema
suprafetei de rotalie de arie minima. Dacd notam cu y = y(x), —b < z < b ecuatia

curbei de sectiune cu planul zoy, atunci aria suprafetei de rotatie este

S = 27T/y(x)\/ 1+ ¢/ (z)3dz.

Deci, problema lui Plateau revine la determinarea functiei y = y(x) definite si derivabile

pe [—b, —b] astfel incat y(—b) = R, y(b) = R si astfel incat integrala

S = 27r/y(x)\/1 + ¢/ (x)%dx

sa fie minima.

Tot problema clasica de calcul variational este problema formei de echilibru a unus fir
greu omogen flexibil si inextensibil de lungime data | fixat la capete. Se vede usor ca la
echilibru firul se afla intr-un plan vertical. Considerand acest plan vertical drept planul
20y, unde axa Oy este dirijata dupa verticala locului, curba de echilibru corespunde
la acea curba pentru care energia potentiala a firului este minima, adica la acea curba
pentru care ordonata yg a centrului de greutate al firului este minima. Daca punctele
A(a,y,), B(b,ys) sunt capetele firului, dacd y = y(z), x € [a, b] este ecuatia explicita a
curbei de echilibru, cu y(z) functie derivabild pe [a, b], daci p este densitatea lineard a

firului, atunci ordonata centrului de greutate al firului este

[ vl TP
v =" — 7 [ v VTP
[ p/1+y (z)dx a

lungimea firului fiind
b
- / V1T g (@)

Deci, problema revine la determinarea functiei y(x) definite si derivabile pe [a, b], astfel

incat
b

y(a) = ya, y(b) = yb,/ 1+ (z)2de =1

a
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si astfel incat integrala
b

/y(x)\/ 1+ 9/ (x)%dx

a

sa fie minima. Si aici curba de echilibru poate fi cautata sub forma parametrica luand
ca parametru o abscisa curbilinie. Asa cum vom vedea, curba de echilibru a firului este
o portiune din aga-numitul lantisor, un arc de curba apropiat de un arc de parabola.
Alta problema clasica de calcul variational este problema geodezicelor pe o suprafata
S, adica problema determinarii pe o suprafata S a unei curbe care uneste doua puncte
de pe acea suprafata si are lungimea minima. Daca suprafata S este data parametric

prin ecuatia vectorial parametrica
7 =71(u,v), (u,v) € Dy,

dacs

ds* = di® = E(u,v)du® + 2F (u,v)dudv + G(u, v)dv?,

este prima sa forma fundamentald cu coeficientii

u=mu(t),v =0v(t), t € [t1,ta], u(ty) = ur,v(ts) = vy, u(ts) = uz,v(t2) = vy

sunt ecuatiile parametrice ale unei curbe care uneste punctele M (uy,v1), Ma(ug,vs),

atunci lungimea acestei curbe este

I = / VE@(), o) () + 2F (), v(8))w ) or(t) + Glu(t), v(t))vr(t)2dt.

Deci, problema determinarii geodezicelor pe S revine la determinarea functiilor deri-

vabile

u=u(t),v =2v(t), t € [t1,ta], u(t1) = us,v(t1) = v1, u(ts) = uz, v(ty) = vy
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astfel incat integrala

[ = / \/E(u(t), v(t)u' ()2 + 2F (u(t), v(t))uw' (t)v'(t) + G(u(t), v(t))v'(t)2dt

sa fie minima. In cazul in care suprafata S este planul Oy cu ecuatia parametrica
F = i+ yj, (z,y) € R? cu prima formd fundamentald ds?> = da? + dy?, problema
geodezicei care uneste punctele M;(xy1, 1), Ma(z2,y2) revine la determinarea functiilor
derivabile x = z(t),y = y(t), t € [t1,t2] cu x(t1) = x1,y(t1) = y1, x(t2) = x2, y(t2) = Yo

astfel incat integrala
to
/ NCIOEERT O
t1

sa fie minima. Daca alegem ca parametru coordonata x, problema revine la determinarea
functiei derivabile y = y(x), = € [z1, 23] cu y(z1) = y1,y(z2) = yo astfel incat integrala

T2

[ ViFvara

1

s& fie minima.

11.2 Functionale

Toate problemele enuntate mai sus erau probleme de extremum - determinarea ma-
ximului sau minimului - pentru o anumita integrala, care depinde de o anumita curba,
deci de una sau mai multe functii definite pe un anumit interval. Spre deosebire de
problemele de extremum pentru functiile de o variabila sau mai multe variable, rezolvate
cu mijloacele calculului diferential, unde aveam de-a face cu probleme cu unul sau mai
multe grade de libertate (dar in numaér finit), aici avem de-a face cu probleme cu un
numar infinit de grade de libertate. In cazul extremelor functiilor de n variabile, cele n
variabile x1, z3, ..., T, erau coordonatele unui element, unui punct = = (x1, s, ..., ,,) din
R™. In R™ avem operatiile de adunare a doua asemenea elemente si operatia de inmultire
a unui element cu un numar real, R” fiind astfel un spatiu vectorial n-dimensional, de
aceea spuneam ca avem un numar finit de grade de libertate. In plus, in R™ puteam

introduce o norma, deci o distanta, astfel incat sa putem vorbi de puncte vecine. In
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problemele calculului variational este vorba de gasirea extremului unei integrale care
depinde de una sau mai multe functii si de derivatele acestora. O asemenea integrala este
o functie definita pe o multime de functii si are valori reale. Ea se numeste functionala
exprimata printr-o integrala. Deci calculul variational studiaza extremele functionalelor
exprimate prin integrale. In continuare, vom conveni ca functionalele sa fie notate prin
litere mari latine, marcand argumentele lor, deci functiile de care depind, intre paranteze
drepte. Vom conveni sa marcam in paranteze rotunde argumentul sau argumentele
functiilor, desi acestea sunt variabile “mute”, deci pot fi notate oricum.

Astfel, functionala din problema lui Dido este

sau

sau

dupa cum folosim reprezentarea explicita sau parametrica a curbei. In celelalte probleme
enuntate functionalele sunt:

- in problema brahistocronei

/ L+y(x)?
Ty@) = / 290 —y(a) "

- in problema suprafetei de rotatie minime

Iy(x)] = 27r/y(:v)\/1 + ¢/ (z)%dx;

- in problema echilibrului firului greu

Ily(z)] = / y(2)v/T Ty (2)2de:

- in problema geodezicelor in plan

Hyw) = [ VIFy@rds
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11.3 Spatii de functii

Domeniul de definitie al unei functionale este o multime de functii reale definite pe
un interval in cazul functiilor de o variabila, sau pe un domeniu in cazul functiilor de
mai multe variabile, care satisfac anumite conditii de netezime - derivata continua sau
continua pe portiuni - in interval sau domeniu si anumite conditii la capetele interva-
lului sau pe frontiera domeniului. Multimile de functii reale definite pe un interval sau
domeniu cu anumite conditii de netezime inzestrate cu operatia de adunare a functiilor
si cu operatia de inmultire a functiilor cu numere reale formeaza spatii vectoriale cu
dimensiune infinita. Se spune ca avem de-a face cu probleme cu un numar infinit de
grade de libertate. Mai mult, aceste spatii vectoriale pot fi inzestrate cu anumite norme,
deci cu anumite distante, si putem astfel vorbi despre functii vecine si despre vecinatatea
unei functii.

Ca peste tot in acest curs, vom nota prin C|a, b] spatiul vectorial normat al functiilor
continue pe [a, b] cu norma uniforma

ly()lly = max |y(@)l;
prin C'[a, b] vom nota spatiul vectorial normat al functiilor cu derivata continud pe [a, b]

Cu norma

(@, = mas [y(a)|+ max |y/(@)]:

mai general prin C™[a, b] vom nota spatiul vectorial normat al functiilor cu derivata de

ordinul m continud pe [a, b] cu norma

ly(a Z e |y [y®(@)]-

Prin C™*a, b] vom nota spatiul vectorial normat al functiilor cu derivata de ordinul m

continud pe portiuni pe [a, b] cu aceeasi norma

ly(z ZJQ%’;} z)| .

Daca yo(z) € Cla,b] vom numi vecinatate de ordin zero sau vecinatate tare de
largime 2¢ a lui yo(x) multimea tuturor functiilor y(z) € C[a,b] cu proprietatea ca

ly(z) —yo(x)||; < € si o vom nota prin Vi.(yo(z)). Analog, vom numi vecinatate de
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ordinul intdi sau slaba de largime 2¢ a lui yo(z) € C'[a,b] multimea tuturor functiilor
y(z) € C*a,b] cu proprietatea ci ||y(z) — yo(z)||, < € si o vom nota prin Vi.(yo(z)).
La fel, vom numi vecinatate slaba de functii cu derivata discontinua de largime 2¢ a
lui yo(z) € C™|[a,b] multimea tuturor functiilor y(z) € C*[a,b] cu proprietatea ci
ly(2) — yo(2)l; <€ si 0 vom nota prin Vi.(yo(z)) -

Este clar ca o vecinatate slaba de largime 2¢ a lui yo(z) este continuta in vecinatatea,
tare de largime 2¢ a lui yo(x).

Fie I[y(z)] o functionald definita pe o multime de functii M. Multimea M se numesgte
si multimea functiilor admisibile. Cum orice functie admisibila are un grafic, multimea
M se mai numeste si multimea liniilor sau curbelor admaisibile. In cazul functionalelor
care depind de functii de mai multe variabile vom vorbi de multimea suprafetelor ad-
misibile.

Fie I[y(x)] o functionald definita pe o multime de functii M si yo(z) € M. Functionala
Ify(x)] este continud in yo(x) in sensul unei anumite norme dacd pentru orice € > 0
existd un 6(g) > 0 astfel incat pentru orice functie y(z) € M din vecinitatea de ordin
6(e) a lul yo(z), |ly(x) — yo(x)|| < 6(¢), are loc inegalitatea |I[y(x)] — I[yo(z)]| < e.
Este evident definitia obisnuita a continuitatii in spatii normate. Aceasta definitie este
echivalenta cu faptul ca oricare ar fi functia n(z) din vecindtatea lui 0 (functia nuld) are

loc relatia
iy Ton(2) + 1(2)) = lon()]
Daca functionala I[y(z)] definita pe multimea de functii M nu este continua in yo(x) €

My, se spune ci ea este discontinud in yo(z).

Exemplul 1. Functionala

Ty(z)] = / y(e) + 2/ (x))de

definitd pe C[0, 1] este continud in functia yo(z) = 2 in sensul normei din C*{0, 1] pentru

ci oricare ar fi functia y(x) € C[0,1] cu |y(x) — z| < 6, |y (z) — 1] < § avem

Iy(@)) — I2]] = / 1) + 2y (x) — x — 2da| <

< [ ) sl +2 [ W) -t

Oricare ar fi ¢ > 0 alegdnd 6 = £ avem |I[y(z)] — I[z]| <e.
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Exemplul 2.Fie functionala I[y(z)] = y/(z¢) definitd pe C'[a,b], zo fiind un punct
fixat din [a,b]. Aceastd functionald este discontinud in orice functie yo(z) € C'la,d] in
norma uniformd din Cfa, b]. Intr-adevar, fie p(z) € Clla,b] astfel incat ¢'(xg) = 1 si
lo(z)] < 6,Vx € [a,b]. Functia y(z) = yo(z) + ¢(z) € C'a,b] si are derivata y'(z¢) =
yo(x) + 1. Deci [I[y(z)] — I[yo(2)]| = 1.

Se vede usor ci aceeasi functionald este continud in orice functie yo(x) € C*[a,b] in

norma lui C*[a, b].

11.4 Clasificarea extremelor

Fie I[y(x)] o functionald definitd pe o multime de functii M . Vom spune ca functio-
nala I[y(x)] are minim (mazim) pe multimea My C M in yo(z) € M, dacd pentru orice
y(x) € My are loc relatia I[y(z)] — Iyo(x)] > 0 (<L 0) .

Daca functionala I[y(z)] are minim (maxim) pe multimea My C M in yo(z) € M,

atunci ea are minim (maxim) in yo(z) pe orice multime mai mica M; C My, yo(x) € M;

Fie I[y(z)] o functionald definita pe o multime de functii M. Vom spune ci functio-
nala I[y(x)] are un minim (maxim) tare in yo(z) € Cla,b] N M daca existd o vecindtate
tare Voe(yo(z)) astfel incat functionala are un minim (maxim) pe Vi (yo(z)) N M in
yo(z) . Analog, vom spune cd functionala I[y(x)] are un minim (mazxim) slab in yo(x) €
C'a,b] N M daci existd o vecinitate slabd Vi.(yo(z)) astfel incat functionala are un
minim (maxim) pe Vi.(yo(x)) N M in yo(z) . La fel vom defini minimul (maximul) slab
cu derivata discontinua.

Daca functionala I[y(z)] definita pe multimea de functii M are un minim ( maxim)
pe M in yo(z) € M vom spune ca ea are un minim (maxim) absolut pe M in yo(x).
Minimele (maximele) tari sau slabe se numesc gi minime (mazime) relative.

Este evident ca un extremum tare este deasemenea si un extremum slab. De aseme-
nea, un extremum absolut este si un extremum relativ.

Exemplul 3. Fie functionala

Ily(z)] = / ry(2)2(1 — o (2))dz
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definitd pe multimea M a functiilor cu derivata integrabild pe [0, 7| astfel incat y(0) =
y(m) = 0. Functia nuld pe [0, 7| realizeazd minimul slab al acestei functionale pentru
cd pentru |y(z)| + |/ (z)] < € < 1 integrandul este pozitiv gi se anuleazd numai pentru

y(x) = 0. Functionala nu isi atinge minimul tare pe y(z) = 0 pentru cé luénd functiile

Yn(z) = —=sinnz

NG

aveln
s ™

Iyn(z)] = 3R

si deci I[yn(x)] < 0 pentru n > 4. In acelasi timp ||y, (x)||, — 0, adica functiile y,(z)
sunt in vecinatatea tare a functiei nule.
Exemplul 4. Fie functionala

1

Ily(z)] = / 22y (2)*dz

1
definitd pe multimea M a functiilor cu derivata integrabild pe [—1, 1] astfel incat y(—1) =
—1, y(1) = 1. Ea este evident pozitiva pe M. Pentru functiile

arctan £
— o

ya(r) = ——, a >0,
arctan =

aveln
1 1

Ilya(z)] = / 2y (e)dr < / (2 + 02y, ()dz =

-1 -1

2a
arctan é
si deci I[ya(x)] — 0 pentru @ — 0. In C'[—1, 1] nu se poate atinge minimul pentru ci
ar trebui sa avem y/'(z) = 0 i deci y(x) = const, contradictie cu conditiile la capete. In

C[—1, 1] minimul se atinge pentru functia

-1 z€[-1,0)
Yo(x) = 0 =0
1 ze(0,1]

spre care tind functiile yo(z) pentru o — 0.
Definitiile date mai sus se extind in mod natural atat in cazul functionalelor care
depind de o functie de mai multe variabile definita pe un domeniu si de derivatele partiale

ale acesteia cat si in cazul functionalelor care depind de mai multe functii de o variabila
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definite pe un interval si de derivatele acestora. In ultimul caz, in locul functiei y(x)
putem considera c& avem de-a face cu o functie vectoriald y(z) cu n componente functii

de o singura variabila.

11.5 Exercitii

1. S& se arate ca functia y(x) = z realizeazd minimul tare (chiar absolut) pentru

functionala
1
Ty(e) = [ y(a)iz
0

definita pe multimea functiilor

M = {y(x)ly(x) € C*[0,1],4(0) = 0,y(1) = 1.}

2. S& se arate ca functia y(x) = z realizeazd minimul slab, dar nu tare, pentru

functionala
1

Ily(z)] = / o (z)da

definita pe multimea functiilor

M = {y(z)ly(z) € C'[0,1],5(0) = 0,y(1) = 1.}

si ca minimul absolut al functionalei este egal cu —ooc.

3. Sa se arate ca pentru functionala

1
Ty(a)) = [ o/(afda
0
definita pe multimea functiilor
M = {y(z)|y(z) € C*[0,1], 2y (x)? integrabila pe [0,1], y(0) = 0,y(1) = 1.}

nu exista o functie care sa realizeze minimul.

Ind. Se va observa ci I[y(x)] = 0 si ci I[z7] = £+ — 0.
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4. Sa se arate ca pentru functionala

1
/x%y )2dx
0

definita pe multimea functiilor
M = {y(@)ly(z) € C'[0, 1], 23y (2)? integrabild pe [0,1], y(0) = 0,y(1) = 1.}

minimul absolut se atinge pentru y(z) = 3.

11.6 Extremele functiilor reale de mai multe vari-
abile

Calculul variational clasic rezolva problema extremelor functionalelor prin mijloace
asemanatoare celor folosite de analiza clasica in rezolvarea problemei extremelor functi-
ilor de una sau mai multe variabile. Si in analiza clasica si in calculul variational clasic,
metoda esentiala este metoda variatiilor: studiul extremelor este facut prin atribuirea
de mici variatii argumentului. De aceea vom reaminti pe scurt rezultatele analizei clasice
in cazul functiilor reale de n variabile. Notand x = (21, zs, ..., ,), 0 asemenea functie se
poate scrie sub forma f(z). Functia f(x) definitd intr-o vecindtate a lui a are derivata

in a in directia vectorului h, notati2L, daci functia de variabild reald t, f(a + th) are

o

derivata 2 % in t = 0, adica

of d

ETT (a+th) |=o ,
sau altfel scris

0
fla+th) = f(a >+t8_£+0( t),t — 0.

Reamintim ci am notat prin o(¢) un “infinit mic” neglijabil in raport cu ¢, adica hr%
‘°|(t?‘ = 0. Derivatele partiale %L, 870% ,87} sunt derivatele in a in directia versorilor
bazei canonice e; = (1,0,...,0) , e2 = (0,1,0,...,0) , ... , e, =(0,...0,1).

Functia f(z) definita intr-o vecindtate a lui a are derivatd de ordinul doi in a in

directia vectorului h, notatdZ4L, dacs functia de variabil reald ¢, f(a+ th) are derivata

8h2 I
de ordinul doi 2 W in ¢t = 0, adica
62 f B d?

onz ~ g (@ o
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sau altfel scris

of 1.,0°f

fla+th) = f(a )+t8h + 2252W+ o(t?),t — 0.

Functia f(z) definitd intr-o vecinatate a lui a este diferentiabild in a dacd cregterea
sain a: f(a+h)— f(a) are o parte principald lineard in cregterea argumentului h, adica
exista o aplicatie lineara de la R™ la R, deci o forma lineara, derivata de primul ordin

f'(a)(h), numita si diferentiala de primul ordin notata df (a; h), astfel incat

flat+h)=f(a) = fa)(h)+o([Al), [[R] — 0

fla+h) = fla) = df(a;h) +o([[Al]), [[n]| = 0.

Daca functia f(z) este diferentiabild in a, ea are in a derivate partiale dupa orice vector

si componentele derivatei f'(a) sunt tocmai derivatele partiale in a g_zi’ g—x]; ’W ale

lui f(x). Relatia de definitie se poate scrie matricial sub forma

aof o 0

flash) = @) = (oo S o) + o),
sau

fla+h) = fla) = aihﬁraaihfr +§Z B + o(IA])

unde prin exponentul ¢ am notat operatia de transpunere. Cum pentru functiile f(z) =
x; avem df (a; h) = h; este normal s& se noteze dz; in loc de h; si dzx in loc de h i expresia

diferentialei este

of of of
ax1d$1+ a 2d 2++axndl'n

O functie definita si diferentiabila intr-o vecinatate a lui a este diferentiabila de

df (a;dz) =

ordinul doi in a dacd diferentiala sa de primul ordin f'(x)(h) este diferentiabila in a, in

raport cu z, deci exista o aplicatie lineara de la spatiul formelor lineare pe R™ la R,

adicd o forma bilineard f”(a)(h, k) de la R™ la R, astfel incat

f'la+k)(h) = f'(a)(h) = f"(a)(h, k) + o(||k]]).
Se aratd cd forma bilineard f”(a)(h, k) este simetrica si c& matricea sa in baza canon-

ica este asa numita matrice hessiana a lui f, matricea derivatelor partiale de ordinul

doi ale lui f in a, adica are loc relatia

n
i,7=1

8:61833]
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Mai mult, se arata ca definitia de mai sus este echivalenta cu existenta formulei lui

Taylor de ordinul doi
Flat h) = £(@) + @) B) + o5 7" (@) (h, ) + o), ] — 0.

De obicei f”(a)(h,h) este numita diferentiala de ordinul doi §i se noteazd prin

d? f(a; h) sau d*f(a;dz). Cu notatiile de mai sus

1 833@833]

d*f(a;dx) = dz;dx;.

1,j=
Peste tot in aceste relatii, derivatele partiale sunt calculate in a.
De asemenea are loc relatia

2

£(a)(h, h) = % Fla+th) oo

adica daca functia este diferentiabild de doua ori atunci ea are si derivata de ordinul doi
in directia oricarui vector

Pe baza celor de mai sus, se demonstreaza urmatoarele teoreme:

T1. (Conditii necesare de minim) Pentru ca punctul a sa fie punct de minim local

al functiei f(x) diferentiabild de ordinul doi in a sunt necesare conditiile:

e f'(a) =0,

b f”(CL) Z 07

ultima conditie insemnand ca forma péatratica f”(a)(h,h) > 0 pentru orice h.

T2. (Conditii suficiente de minim) Pentru ca punctul a sa fie punct de minim local

pentru functia f(z) diferentiabild de ordinul doi in a sunt suficiente conditiile:

e f'(a) =0,

e f"(a) >0,

ultima conditie insemnand ca f”(a)(h,h) > 0 pentru orice h nenul.
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11.7 Variatia de ordinul intai a functionalelor

Avand in vedere cele de mai sus, suntem condusi sa introducem urmatoarele definitii:
Definitia 1. Fie I[y(x)] o functionala definitd pe multimea M a functiilor admisibile
y(x). Vom numi derivata de ordinul intdi a functionalei I[y(z)] in punctul yo(z) € M
corespunzitoare functiei n(z), derivata de ordinul inti in ¢ = 0 a functiei I [yo(z)+tn(x)],

adica aplicatia n(x) — 61[yo(x);n(x)] definitd prin relatia

1l ()sn()] = S Tlun(a) + tn(a)] oo

daca aceasta exista pentru yo(z) + tn(z) € M, pentru ¢ intr-o vecinatate Vj a lui 0.
Din aceasta definitie, rezulta ca derivata de ordinul intai 61 [yo(x); n(z)] este o functio-

nala definita pe o submultime
Mo = {n(z)[yo(x) +tn(x) € M,t € Voj

a multimii functiilor admisibile M. Ea depinde atat de functia datd yo(x) cat si de

functia n(z). Daca adoptdm un limbaj geometric, putem spune ci multimea functiilor

{yo(x) +tn(z)[t € Vo}

alcdtuiesc directia n(x) si putem vorbi de derivata intdia a functionalei in directia n(x).
Definitia 2. O functionald Lly(z)] definitd pe un spatiu vectorial real normat de
functii M se numeste omogena daca oricare ar fi constanta reala A si oricare ar fi functia

y(x) € M are loc relatia
L{Ay(2)] = ALly(x)].

O functionald L[y(z)] definitd pe un spatiu vectorial real normat de functii M se

numeste aditivd dacd oricare ar fi functiile y;(x), y2(x) € M are loc relatia

Llyi(z) + y2(x)] = L{ys(z)] + Llya(z)].

O functionald L[y(z)] definitd pe un spatiu vectorial real normat de functii M se
numeste lineara daca este omogena si aditiva.
Se verifica usor ca o functionala definita pe un spatiu vectorial real normat de functii

M este lineara daca este continua si aditiva.
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Vom observa c& derivata de ordinul intai 61 [yo(z);n(z)] este o functionald omogena

in raport cu n(z) cum rezulta din relatiile

Silyo(e) (@) = o Ilyo(x) + Mn(@)] o =
— o)+ )] o 25 =
— g nle) + )] huco = ATl )

Derivata de ordinul intai fiind functionald omogena in raport cu directia 6I[yo(x); tn(x)] =
t61yo(x);n(x)], cum ¢n(z) reprezinta variatia efectivd a functiei yo(z) este natural si o
numim pe aceasta variatia functiei yo(x), sd o notdm cu dy(x), iar ca variatie de ordinul
intdi a functionalei s& consideram pe to1[yo(x);n(z)] = 61[yo(x); dy(z)].

Observatie. Dacd yo(z) : [a,b] — R este o functie reald, uneori functia y(z, t) : [a, b] X
(—e,e) — R cu proprietatea cd y(x,0) = yo(z) se numeste variata lui yo(z). Functia

Ay(z,t)

by(z) = <= |  tse numeste variatia lui yo(z). Se verifica usor ca (0y(z))" = 6y/'(z). Se

definegte variatia de ordinul intéi a functionalei I[y(z)] in yo(x) ca fiind 61 [yo(z), dy(z)] =

Oly(x,t)]
ot

definitii.

t. Toate relatiile de mai sus sau care vor urma raméan valabile cu aceste
t=0

Exemplul 5. Sa consideram functionala

-1

definita pe multimea functiilor admisibile

M = {y(@)y(x) € C[~1,1],y(~1) = L,y(1) = 1}

Cum functia yo(z) = 2? € M, functia yo(z) + tn(z) € M dacd si numai dacd n(z) €
C'[—-1,1] i n(—=1) = n(1) = 0. In aceste conditii avem

zmuwwmm=/W+mmﬂm+wwwx

-1

Sub integrala avand un polinom in ¢, putem deriva sub integrala si avem

8Iyo(z);n(x)] = %f [yo(z) +tn(2)] |i=0 =
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=lim [ 22+t (2)][22%n(2) + 20 ()] + 1 (2)[2® + ty(2)Pde =

t—0

-1
1

- / 4aPn(z) + 2 (2)]da.
~1
Din expresia obtinuta se vede ca derivata de ordinul intai este in acest caz chiar o

functionala lineara pe multimea

= {n(@)In(z) € C'[~1,1],n(-1) = 0,n(1) = 0} .

Exemplul 6. Fie acum functionala
1
_ / Yy@P + Y @Pda
21
definita pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)ly(z) € C'[-1,1],y(=1) = 0,y(1) = 0}.
Cum functia yo(x) = 0 € M pentru ca yo(z)+tn(z) = tn(x) € M este necesar si suficient
ca

z) € My = {n(z) C'[-1,1],n(~1) = 0,n(1) = 0} .
Cum

Tyo(z) + tn(x)] = Iftn(z)] = / £/n@P + 7 (@)de

rezulta ca derivata de ordinul intéi a acestei functionale este

61 1go(a); (x)] = / /n@ T 7 ).

Observam ca in acest caz derivata de ordinul intéi este o functionala nelineara in raport
cu n(x), dar ea este o functionald omogena in raport cu n(z). Nelinearitatea variatiei
de ordinul intéi se explicd prin faptul ca functia de sub integrala functionalei, f(y,y') =
y3+93, nu admite derivate partiale de ordinul intéi in punctul (0, 0), unde y = 0, 3/’ = 0.

Exemplul 7. Fie acum cazul mai general al functionalei

- / F(z,y(2),y (¢))dz
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definita pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)|y(x) € C'[a,b],y(a) = y1,y(b) = y2}.

In ce priveste lagrangeianul functionalei, functia de trei variabile F'(z,y,y’), vom admite
ci ea este definitd intr-un domeniu D3 C R? si ci in acest domeniu ea este o functie
cu derivate partiale de ordinul intai F, F,, F,, continue in raport cu cele trei variabile.
Fie yo(z) € M o functie admisibild. Pentru ca yo(z) + tn(zx) € M,Vt € Vj, este necesar

si suficient ca

n(z) € Mo = {n(x)In(x) € C'la,b],n(a) = 0,n(b) = 0}.

Pentru o asemenea functie avem

Iyo(x) + tn(z)] = / F(z, yo(x) + tn(x), yo(z) + tn'(x))da.

a

Cum functia F' este de clasa (', putem deriva in raport cu ¢ sub integrala conform cu

regulile de derivare in lant (derivarea functiilor compuse):

b
Ilyo +tn] = / [Fy(@,yo +tn, 90+t )n+ Fy(z,yo + tn, yo + tn')n'] dx

a

ot

si deci obtinem derivata de ordinul intai a functionalei

&1 [yof / (, y0(2), yo())n(x) + Fy (2, yo(x), yo ()1 ()] da.

Se vede ca in acest caz, derivata de ordinul intai este o functionala lineara si continua
in raport cu functia n(z).

Daca presupunem ca functia F'(x,y,y’) are derivate de ordinul doi continue si cd
functiile admisibile sunt cu derivate de ordinul doi continue, ultimului termen al derivatei
de ordinul intai i se poate aplica integrarea prin parti si putem scrie derivata de ordinul

intai sub forma

st o) = [ [Fyto i) sh(a) = 5 Fyonle) vha) | afoie
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Daca derivata de ordinul intéi 61 [yo(z); n(x)] a functionalei I[y(z)] este o functionald
lineard i continud in raport cu functia 7(x), se mai spune ca aceasta reprezintd derivata
sau diferentiala in sensul lui Gateaux in yo(x) a functionalei I[y(x)] in directia lui n(z).

Daca folosim variatiile 6y(x), 6y'(z) atunci putem scrie

61{yo<x>;6y<x>1::b/"{§§;<x,yo<x>,ys<x>>6y<x>«+—§%§<x,yo<x>,ya<x>>6y%a» dr,

a

adica, formal variatia de ordinul intéi se obtine prin “diferentiere” sub semnul integrala
si tnlocuirea simbolului de diferentiere “d” prin “ 6 ”.

Definitia 3. Daca pentru functionala I[y(x)] definitd pe multimea functiilor admi-
sibile M dintr-un spatiu vectorial normat existd o functionald Lyo(x); n(x)] lineara si

continud in raport cu functia n(x) definitd pe multimea functiilor

Mo = {n(z)[yo(x) +n(x) € M}

astfel incat

Iyo(x) + n(z)] — I[yo(x)] = Llyo(x); n(x)] + of[In(x)[}), ()] — 0,

pentru orice functie n(x) € My, atunci spunem ca functionala I[y(z)| este diferentiabila
Frechet in yo(x) si functionala lineard L{yo(x); n(x)] se numeste derivata sau diferentiala
in sensul lui Frechet a functionalei I[y(z)] in yo(z) si 0 vom nota tot prin 61 [yy(z); n(z)].

Exemplul 8. Fie acum cazul functionalei

b

nwmsz@mwyWMx

a

din Exemplul 7. definita pe multimea functiilor admisibile

M = {y(2)ly(z) € C*[a,b], y(a) = y1,y(b) = 1o}.

In ce privegte lagrangeianul functionalei, functia de trei variabile F'(x, y, y/), vom admite,
ca si acolo, ci ea este definitd intr-un domeniu marginit Ds C R® si ci in acest domeniu
ea este o functie cu derivate partiale de ordinul doi in raport cu cele trei variabile
continue. Fie yo(z) € M o functie admisibild. Pentru ca yo(x) +n(x) € M, este necesar

si suficient ca

n(x) € My = {n(z)In(x) € C*[a, ], n(a) = 0,7(b) = 0}
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si ca norma lui n(x) s& fie suficient de mica. Pentru o asemenea functie avem

Iyo(x) +n(x)] = /F(ff:, yo(x) + (), yo(x) +17'(x))dx

a

si tinAnd cont de formula lui Taylor

F(z,y0 + 1,9 + 1) = F(x,90,90) + Fy(x,90,y0)n + Fy (x,90,90)0 + o([nll,)

putem scrie

Iyo(z) +n(2)] = Ilyo()] +/[Fy(x,yo,yé)n+Fy/(x,yo,yé)n’]dw+0(H77H1),

a

adica functionala este diferentiabila in sensul lui Frechet si diferentiala sa in sensul lui
Frechet coincide cu derivata sa in sensul lui Gateaux, adica cu derivata sa de ordinul
intai. De altfel, acest lucru este general: daca functionala este diferentiabila in sensul
lui Frechet atunci ea este si diferentiabila in sensul lui Gateaux si cele doua diferentiale
coincid. In cele ce urmeaza, vom avea de-a face numai cu functionale care vor fi difer-
entiabile Frechet si datorita traditiei vom vorbi despre variatia de ordinul intai in loc de
diferentiala in sensul lui Frechet..

Mai mult, sd observam cd dacd tinem cont ca functia cregtere n(x) este variatia
functiei yo(z) si deci o notdm cu 6y(zx), () este variatia derivatei y;(x) si deci o notam
cu 6y'(x), variatia de ordinul intai a functionalei, si deci diferentiala sa Frechet, se scrie

sub forma
61 [yo(w); dy(x)] = / [Fy(,y0(x), Yo (2))0y(x) + Fy (2, y0(2), yo(2)) 0y (x)]d,

adica, si acum formal variatia de ordinul intai se obtine prin “diferentiere” sub semnul
integrala si inlocuirea simbolului de diferentiere “d” prin “ ¢ ”.

Exemplul 9. Sa consideram acum functionala

b
Iy(e).8) = [ Plo,yle). (0)ds
pe multimea functiilor

M = {y(z)|y(x) € C'[a, B],y(a) = y1,b < B}
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adica pe multimea functiilor al caror grafic are capatul din stanga fixat, iar capatul din
dreapta se poate deplasa liber in semiplanul < B. In calculul primei variatii trebuie sa
tinem cont de faptul ca extremitatea dreapta se misca liber. Vom considera ca abscisa
capdtului din dreapta devine b + t3, iar ordonata devine y(b + t3) + tn(b + t3). Vom

avea deci

b+

O(t) = Ily(x) + tn(x), b+ 0] = /F(Iyy(w)+tn($),y’(fﬂ)+tn’(m))dm

a

si deci

b+t3

P'(t) = / {F,(z,y0 + tn, yo + tn')n + Fy(x,yo + tn,yp + tn )} da +

F(b+t83,y0(b +t3) + tn(b + t6), yo(b + t3) + tn' (b + t5)) 8

b
, oF , oF N
¥0) = otlinl = [ { Gt + Gt oo | o+
P, 0(0),54(0))

integrand prin parti

(0) = 81l = / { R n, 1) = 2Pyt ) oo +
FE (. 30(B) 1D)0) + (b 30,15 (0)3

sau in scrierea cu 6y(z)

b
/ d /
ottmisn) = [ {Fue0h) = Pt ) f ovloio +

a

-, (b, 9o b), v (1)) Sy (b) +
- (F (b y0(b), 4y (b)) — () Fy (b, 30(0), 5 (b)) 6.

Am notat prin dy(b) variatia efectiva a ordonatei capdtului din b :

by (b) = n(b)t + 1 (b)8b.
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Daca si capatul din stdnga ar fi variabil ar aparea cu semnul minus expresiile corespun-
zatoare lui.
Este de retinut aceasta forma generala a variatiei de ordinul intai pe care o putem

scrie sub forma

b
d
61 [yo; 0y] = / {Fy(fﬂayo,yé) - %Fy'(%yoayé)} oy(z)da+

a

+[Fy (2, yo(2), 4o (2))8y(x) — H(w, yo(), yo (x))82],
unde am notat
H(z,y,y) =y Fy(z,y.9) — Fz,9,9)
asa numita functie a lur Hamilton.

Exemplul 10. Fie functionala

b

nmmszwwmywwwwwmm

a

definita pe multimea functiilor admisibile
M = {y(x)|y(x) € Cm[aa b]? y(2)<a’) = ylaay(l)(b) = yibai = 07 17 ey TN — 1}

si unde presupunem ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi in raport cu toate
argumentele continue intr-un domeniu din R™2. Daci yo(z) € M , yo(z) + n(x) € M

daca si numai daca
n(z) € My = {n(x)ln(x) € C™[a,b],n"(a) = 0,9 (b)) = 0,i =0,1,....m — 1}

si norma sa este suficient de mica. In aceste conditii, functionala are derivata Frechet
in yo(z) datad de relatia

MM@WMﬂszmm+@ww+m+@wwwwm

a

toate derivatele partiale fiind calculate in punctul corespunzator lui yo(x). Daci pre-
supunem ca functia F' are derivate de ordin 2m in raport cu toate argumentele continue

si ca functiile admisibile au derivate de ordinul 2m continue pe [a, b], atunci integrand
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prin parti si tinind cont de relatiile verificate in capete de variatia tn(z) = dy(x) se
poate scrie variatia de ordinul intai sub forma

b
m

61yo(x); by(x)] = /[Fy — C%Fy/ + ...+ (—1)mdci—mFy<m)](5y(m)dx.

Exemplul 11. Fie cazul unei functionale

I[yl(m),yg(m),...,yn(:c)] :/F(m,yl(x),yg(x),...,yn(m),yi(m),yé(m),...,y;(x))dx,

a

definite pe o multime de n functii de o variabild derivabile pe intervalul [a, b] :

M= {%’(@J =1,2,...,n|y(x) € Cl[aab]7yi<a) = Yia, Yi(b) = yib} )

functia F’ fiind definita intr-un domeniu si cu derivatele partiale de ordinul intéi continue
in acel domeniu.

In aceste conditii functionala are derivata Frechet in (y10(), y20(), .-, Yno(x))

=1

81 (yio(), mi(x)) = / {Z (Fy(yio (@), Yio(@))mi() + Fy, (yio(x),yéo(x))né(ﬂf))}dw.

Daca functia F' are derivate de ordinul doi continue si daca functiile admisibile au

derivate de ordin doi atunci se poate scrie

b

61(yio(z), mi(z)) = Z Fyi(yio(fﬁ)aygo(f))—iFyQ(.%O@)WQo@)) ni(z) o dz.
dz

% =1

Sau

b

S1(yn(e).bus(2) = | {Z (Fotoalo). o) £ Pl o)) (sy,.@)} d.

p i=1

Exemplul 12. Consideram acum cazul unei functionale al carui argument este o

functie de doua variabile definitd pe un domeniu D din planul xOy
et = [ [ Flava(w,).(0,0). 5, 0)dedy
D

2:(2,y), 2y(x,y) fiind derivatele partiale ale functiei z(x, y), functionald definita pe multi-

mea functiilor admisibile

M = {z(z,y)|2(x,y) € CY(D), z(z,y)|ap = dat}.
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Presupunand ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu toate
argumentele sale intr-un domeniu marginit rezulta imediat ca functionala are diferentiala

Frechet si ca aceasta este
st yhin(e o)) = [ [1Fne.g) + Funa(og) + By o.g)ldedy
D

definita pe multimea functiilor

My = {n(z,y)In(z,y) € CY(D),n(z,y)|lop = 0}.

Aici daca admitem ca functia F' are derivate partiale continue in raport cu toate ar-
gumentele si ca functiile admisibile au derivate partiale de ordinul doi continue pe D,
integrand prin parti gasim expresia variatiei de ordinul intai sub forma

stlete.)sno)] = [[1F = 5LF. — SLF Jate.y)dody

11.8 Variatia de ordinul doi a functionalelor

Definitia 4. Fie I[y(x)] o functionald definitd pe multimea M a functiilor admisibile
y(x). Vom numi derivata de ordinul doi a functionalei I[y(x)] in punctul yo(z) € M
corespunzitoare functiei n(x), derivata de ordinul doi in ¢ = 0 a functiei I[yo(x) +tn(x)],
adicd aplicatia n(z) — 62I[yo(z); n(z)] definitd prin relatia

52
6*Iyo(w); n(x)] = 551 [o(w) + tn()] =0 ,
dacd aceasta exista pentru yo(z) + tn(z) € M, pentru t intr-o vecindtate V4 a lui 0.
Si aici, rezultd cd derivata de ordinul doi 621 [yo(x); n(z)] este o functionald omogena

de ordinul doi §*I[yo(x); tn(z)] = t26%I[yo(x); n(z)] definitd pe o submultime
Mo = {n(z)[yo(x) + tn(z) € M.t € Vo}

a multimii functiilor admisibile M. Introducénd variatia éy(z) = tn(x) vom considera
variatia de ordinul doi ca fiind §2I[yo(x); Sy(z)] = 2621 [yo(z); n(z)].

Exemplul 13. Fie acum cazul functionalei

nmmszmmmyme



11.8. VARIATIA DE ORDINUL DOI A FUNCTIONALELOR 37

definita pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)|y(x) € C'[a,b],y(a) = y1,y(b) = y2}.

In ce privegte lagrangeianul functionalei, functia de trei variabile F'(x,y, '), vom admite
ci ea este definitd intr-un domeniu D3 C R3 si ci in acest domeniu ea este o functie cu
derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu cele trei variabile. Fie yo(x) € M

o functie admisibila.Cum avem

b
0
a”yo + tn] = / [Fy(z,y0 + tn, y + tn')n + Fy(z,y0 + tn, yy + tg')n] d

rezulta
0? /
sl -t = [ [Pl o+ en,5f -+ )i+

+2Fyy (2,90 + tn, yo + tn )’ + Fyy (z,y0 + tn, yo + tn')n'?] dz

si deci derivata de ordinul doi este

b
§*Iyo;n] = / {Fyy (2,90, yo)0* + 2F (2, Yo, o) + Fyry (x, 90, yo)1'> + d

sau inlocuind tn(z) cu dy(x) si tn'(x) cu 6y’ (x)

b
6 I[yo; 6y ()] = / {Fy (2, v0,Y6)8y> + 2F (2, Yo, Yo)5y8Y' + Fyoy (2, Y0, Y)8y'* } da

Si aici observam ca formal variatia de ordinul doi se obtine diferentiind formal cu
operatorul ¢ variatia de ordinul intai.

Definitia 5. O functionald Bly(x), z(z)] definitd pe M x M, M fiind un spatiu
vectorial real normat, se numeste bilineara pe M daca ea este lineara in fiecare din
cele doud argumente ale sale. Dacd Bly(x), z(x)] este o functionald bilineard pe M,
functionala Bly(z), y(z)] se numeste functionald patratica pe M. O functionald patratica
Bly(z),y(z)] de numeste pozitiv definita daca Bly(z),y(z)] > 0 oricare ar fi functia
nenuld y(z).

Vom observa ca variatia de ordinul doi a functionalei din exemplul ultim este o forma

patratica.
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Definitia 6. O functionald I[y(z)] are o derivata de ordinul doi in sensul lui Frechet

daca cresterea sa
AL = I[y(x) + by(z)] — I[y(z)]

se poate scrie sub forma

AT = Lifsy(@)] + 3 Laléy(a)] + 8 15y(@)°,

unde L;[6y(z)] este o functionald lineard, Lo[6y(z)] este o functionald patratica si § —
0 cand ||éy(x)|| — 0. Vom spune atunci ci Ly[dy(x)] este derivata de ordinul doi a
functionalei I[y(x)] i o vom nota prin d*I[6y(z)].

Exemplul 14. Fie cazul functionalei

b

nmmz/F@mmyme

a

in cazul in care functia F' are derivate partiale de ordinul trei continue intr-un domeniu
marginit. Folosind de aceasta data formula lui Taylor de ordinul doi se vede imediat
ca aceasta functionala admite diferentiala de ordinul doi in sensul lui Frechet si aceasta
coincide cu variatia de ordinul doi calculata mai sus.

Exemplul 15. Fie functionala

b

nmmszwmmymwqumm

a

definita pe multimea functiilor admisibile
M= {y(l‘)‘y(l’) € Cm[a’a b]a y(Z)(a’) = ymay(l)(b) = yibai = 07 17 ceey M = 1}

si unde presupunem ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi in raport cu toate
argumentele continue intr-un domeniu din R™2. Daci yo(z) € M , yo(z) + n(x) € M

daca si numai daca
n(z) € My = {n(x)n(x) € C™[a,0],n"(a) = 0,9 (b) = 0,i = 0,1,....m — 1}

si norma sa este suficient de mica. In aceste conditii, functionala are variatia de ordinul

doi in yo(z) datd de relatia

b
N O’F
Sl = [ 3 sramn@) ) Ode
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sau altfel scris

b
- O*F
2 ) _ (k) 0]
“Iyo(x); by(x)] = /,”Z_O ERGENG oy (z) M oy(x)\d.
Daca functia F' are are derivate partiale de ordinul trei continue, atunci functionala are
diferentiala de ordinul doi in sensul lui Frechet a carei expresie coincide cu cea de sus.

Exemplul 16. Fie cazul unei functionale

b

I[yl(:v),yg(:v),...,yn(x)] :/F(x,yl(x),yg(x),...,yn(x),yi(x),yé(:r),...,y;(x))dx,

a

definite pe o multime de n functii de o variabild derivabile pe intervalul [a, b] :

M= {yi(x)7i =1,2,...,n|y(x) € Cl[a,b],yi(a) = Yia, Yi(D) = yib} )

functia F' fiind definita intr-un domeniu si cu derivatele partiale de ordinul doi con-

tinue in acel domeniu. In aceste conditii functionala are variatia de ordinul doi in

(y10(x), Y20(), ..., yno(2z)) datd de

62[[y10a -y Yno; é‘yla ) 6yn] =

b

]

a

Z Fy, 6yi0y; + Z Ey ,cﬁy,éy] + Z léyzéy]

5,J=1 3,j=1 i,j=1
unde derivatele partiale ale functiei ' sunt calculate in (y10(x), y20(), ..., Yno(x)) . Daca
functia F' are derivate partiale de ordinul trei continue, atunci functionala are diferentiala
de ordinul doi in sensul lui Frechet a carei expresie coincide cu cea de sus.

Exemplul 17. Consideram acum cazul unei functionale al carui argument este o

functie de doua variabile definita pe un domeniu D din planul Oy
et = [ [ Pl a(@).(wm) 2 e,0)dedy
D
definita pe multimea functiilor admisibile

M = {z(z,y)|z(z,y) € C'(D), 2(z,y)lop = dat}.

Presupunéand ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu toate

argumentele sale intr-un domeniu marginit rezulta imediat ca functionala are variatia
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de ordinul doi data de relatia
81 [z(z,y); 62(z,y)] = // [F..(62)% + F..,0262; + ... + F.,., (62,)°] dzdy.
D

Daca functia F' are derivate partiale de ordinul trei continue, atunci functionala are

diferentiala de ordinul doi in sensul lui Frechet a carei expresie coincide cu cea de sus.

11.9 Conditii necesare de extremum

Cum orice extremum absolut este si un extremum tare si deci i un extremum slab,
rezultd ca orice conditie necesara de extremum slab va fi si o conditie necesara pentru
extremum tare si totodata conditie necesara pentru extremum absolut. Exact ca in
cazul extremelor functiilor de mai multe variabile avem urmatoarele teoreme:

Teorema 3. Daca functia yo(x) realizeaza extremul functionalei I[y(z)] atunci derivata
sa de ordinul intai 61 [yo(z); n(x)] este nula.

Teorema 4. Daca functia yo(x) realizeazd minimul (maximul) functionalei I[y(z)]
atunci derivata sa de ordinul doi este pozitivd (negativa).

Avem gi o teorema care da conditii suficiente de extremum.

Teorema 5. Dacd functia yo(x) este o extremald a functionalei I[y(z)] si daca exista

constanta C astfel incat
82 Iyo(x); n(z)] > Clln(x)|3
pentru orice

n(z) € My = {n(x)In(x) € C'la,b],n(a) = 0,n(b) = 0},

atunci functia yo(z) realizeazd minimul functionalei.

In adevar, cum

Ily(e) + n(@)] = Tly()] = 55 Tlyo(a): n(@)] + olln(z) )

rezulta cd fiind dat € > 0 existd §(¢) astfel incat pentru ||n(z)||; < 6(e) avem

Iy(x) +n(@)] ~ Ty(@)] = 26 To()in(@)] + bel(@)|} eu 0 [-1,1].



11.9. CONDITII NECESARE DE EXTREMUM 41

Atunci pentru e < % avem

)+ (o)) = Toa)) = @)l (5 +6¢) >0

pentru n(z) # 0.
Conditia nu poate fi inlocuitd cu conditia mai slaba 621 [yo(x); n(z)] > 0 cum se vede

in cazul functionalei

pentru care functia identic nuld exte extremald, 6*I[0;n(z)] = [an(z)*dx > 0, dar
0
functionala nu are extremum pentru ca pentru o functie

e—x pentru x<E€
ye(z) =
0 pentru x>¢

. . . 4 . . o o .
ia valori negative I[ye(r)] = —%. Din acest motiv aceasta teorema este greu de aplicat
in practica.

In particular vom avea:

Teorema 6. Daca functia yo(z) realizeazd extremul slab al functionalei

b
Iy(@) = [ Flay(a).y/(@)da
pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)|ly(z) € C'a,b],y(a) = y1,y(b) = 2}

atunci variatia intaia a functionalei este nuld 61[yo(x); n(x)] pentru orice functie

n(z) € My = {n()In(x) € C'[a, 8], n(a) = 0,n(b) = 0}.

Altfel spus, daca functia F' are derivate partiale de ordinul intai continue atunci are loc

relatia

1 fyo(x); n(x)] = /[Fy(df,yo(ﬂf),yé(ﬂf))n(w) + Fy (2, y0(x), yo ()1’ (z))dzx = 0,
pentru orice functie

n(z) € My = {n()[n(x) € C'[a, ], n(a) = 0,n(b) = 0}.
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Daca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue si daca functiile admisibile

sunt cu derivata de ordinul doi atunci are loc relatia

b
st = [ | Ryl n(o). 1) = By o n(a):vha) | te)is =0

a

pentru orice functie

n(z) € My = {n(z)|n(z) € C*[a,b],n(a) = 0,7(b) = 0}.

Aceasta conditie este numai necesara pentru realizarea extremului, nu si suficienta.
Definitia 7. Dacd pentru functia yo(x) prima derivatd a functionalei este nuld

61yo(x); n(x)] = 0 pentru orice variatie

n(z) € My = {n(z)|n(x) € C*[a,b],n(a) = 0,n(b) = 0}

se spune ca functionala este stationara de-a lungul lui yo(z).

Teorema 7. Daca functia y(z) realizeazd minimul (maximul) slab al functionalei

b
Ty(e)] = [ Pla,uo).(e)ds
pe multimea functiilor admisibile a
M = {y(z)ly(z) € C*[a,b], y(a) = y1,y(b) =y}
atunci derivata a doua a functionalei este pozitiva (negativa)
8*Iyo(x); n(w)] = 0(< 0)

pentru orice functie

n(z) € My = {n(x)In(x) € C'la,b],n(a) = 0,n(b) = 0}.
Deci daca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue, atunci

8*I[yo;m) = /ab {Fyy(x,y0,50)0° + 2Fyy (x50, 0)m" + Fyry (€, 50, yo)n'* } dz > 0(< 0)

pentru orice functie

n(z) € My = {n(x)|n(x) € C*[a,b],n(a) = 0,n(b) = 0}.

Teoreme de genul celor de mai sus au loc evident si in cazul celorlalte functionale

din exemplele de mai sus.
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11.10 Lemele fundamentale ale calculului variational

Conditiile necesare de extremum slab stabilite mai sus contin in enuntul lor functiile
arbitrare n(x) sau dy(z). Pentru a stabili conditii necesare de extremum slab care si
contind numai functiile care realizeaza extremul vom da in prealabil cateva propozitii
ajutatoare, cunoscute sub numele de lemele fundamentale ale calculului variational.

Lema 1. (lema lui Lagrange, prima lema fundamentala) Fie functia continud f(x) €
C%a,b] . Daca ff(m)n(x)dx = ( pentru orice functie n(z) € C'a,b] care verificd
conditiile n(a) :an(b) = 0, atunci f(z) = 0 pentru orice z € [a,b] .(In loc de C*{a, b]
poate fi C*[a,b] , k =0,1,2,...) .

Daca f nu ar fi identic nuld in [a, b] atunci ar exista un punct ¢ € [a,b] unde f(c) #
0. In virtutea continuitatii lui f putem presupune ca punctul ¢ este punct interior
intervalului. Dar atunci, tot in virtutea continuittii, existd un intreg interval («, )
care il contine pe c si unde functia nu se anuleaza, este de exemplu strict pozitiva. Daca

consideram functia

(x—a)*(z—P)%, =z €(af),
0, z ¢ (a,B)

ea satisface conditiile lemei si avem

n(z) =

/ f (@) (x)dz = / 0B (2)(x — )2z — B)dz > 0

si ajungem la o contradictie cu ipoteza lemei.

O lema asemanatoare avem in cazul functiilor de mai multe variabile:

Lema 2. (lema lui Lagrange pentru functii de mai multe variabile) Fie functia f(x) €
C°(D) unde D este un domeniu marginit din R" si D = DUOD este inchiderea sa. Daci
[ f(z)n(z)dz = 0 pentru orice functie n(z) € C*(D) care verifici conditia n(x)sp = 0,
gtunci functia f este nula in D.

Aici am notat prin x punctul z = (z1,22,...,x,) din R" §i dz = dzidxs...dx,.
Demonstratia este identicd celei de sus, in locul intervalului (e, 3) ludndu-se vecina-

tatea V. = {z| ||z — ¢|| < a} si in locul functiei n functia

(2] = )?, zeV.

n(z) =
0, x ¢V,
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Lema 3. (lema lui Paul Du Bois Raymond) Fie functia g(z) € C°a,b]. Daci
f g(z)n'(x)dx = 0 pentru orice functie n(x) € Ca,b] care verificd conditiile n(a) =
n(b) = 0, atunci g(z) =constant in [a, b].

Intr-adevar, functia

apartine lui C*[a, b], este nuld in a si putem determina constanta

astfel incat si 7(b) = 0. Dar atunci avem

/bg(x)ﬁ/(x)d:c = /bg(x)(g(x) _C)de =

si deci g(z) =C Vx € [a,b].
Lema 4. (a doua lema fundamentald) Fie functiile f(x), g(z) € C°a,b]. Daca

b

[15@n() + gl @)z =0

a

pentru orice functie n(z) € C'[a, b] care verifica relatiile n(a) = n(b) = 0, atunci functia

g este derivabild pe [a, b] si verifica relai;ia g (x ) = f(x) Vx € a,bl.

Intr-adevar, considerand functia F(z f f(t)dt, F'(x) = f(z), integrand prin
parti putem scrie
b b b
[ tam@ds = F@n(@) |~ [ Fayf@iz =~ [ Py @

Relatia din lem& devine [[g(z) — F(z)]n/(z)dz = 0 gi dupd lema 3. rezultd cd g(z) =
F(z)+ C. Cum membrul al doilea este o functie derivabila, rezulta cd si membrul intai

este derivabil si ¢'(x) = f(x).
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11.11 Ecuatiile lui Euler-Lagrange

Fie yo(x) functia care realizeaza extremul slab al functionalei

b
Iy(@) = [ Floy(a).y/(@)de
pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)ly(z) € C*[a,b], y(a) = y1,y(b) = 1o }.

Atunci conform teoremei 6., daca functia F' are derivate partiale de ordinul intai con-

tinue, atunci are loc relatia

b
81 [yo(); n(x)] = / (2, 90(), yo ()0 () + Fy (2, yo(2), yo())n' ()] dz = 0,
pentru orice functie

n(z) € My = {n(z)|n(x) € C*[a,b],n(a) = 0,n(b) = 0}.

Conform celei de a doua leme a calculului variational functia Fy (z,yo(z),y(x)) este
derivabild pe [a, b] si are derivata Fy(z, yo(x), yo(z)), altfel spus are loc ecuatia lui Euler-

Lagrange:

oricare ar fi x € [a,b

d

%Fy,(% yo(x), yé(l‘)) = Fy(xy yo($)7 yé(l‘)),

sau ecuatia lur Euler-Lagrange sub forma integrala

exista C astfel incat oricare ar fi x € J[a,b
x

Fy(e.n(a). @) = [ Fy(t.onlt)sh(e)dt + €

a

Definitia . Orice functie yo(x) care verifica ecuatia lui Euler-Lagrange se numeste

extremald a functionalei I[y(z)].
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Teorema 8. Daca yo(z) este functia care realizeaza extremul slab al functionalei

b
Iy(e) = [ Flay(o).(e)is
pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)|y(z) € C'[a,b],y(a) =y, y(b) = y2}

si daca functia F' are derivate partiale de ordinul intai continue atunci ea este o extremala
a functionalei care verifica la capetele intervalului conditiile date.

Vom observa ca daca functia F' are derivate partiale de ordinul doi si daca functia
yo(x) are derivatd de ordinul doi, prima din ecuatiile lui Euler-Lagrange rezultd din a
doua forma a variatiei de ordinul intai si din lema fundamentala a calculului variational
(lema lui Lagrange). In aceste conditii, prima ecuatie a lui Euler-Lagrange este o ecuatie

diferentiala de ordinul doi:

Foy (2,90, Yo) + Fyy (2, Y0, ¥0) Yo + Fyry (@, Y0, ¥6) Yo — Fy(, y0,yg) = 0.

Daca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue, folosind teorema functi-
ilor implicite se poate ardta ca in toate punctele in care Fy, (2, y0(x), y5(x)) # 0 functia
yo(z) admite derivate de ordinul doi si verificd ecuatia diferentiald de ordinul doi de mai
sus.

Teorema 9. Daca yo(x) este o extremala a functionalei

b
Iy(e) = [ Flay(o).(e))ds
pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)|y(z) € C'[a,b],y(a) =y, y(b) = y2}

si daca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue, atunci in toate punctele in
care Fyr(z,yo0(x),yo(x)) # 0 functia yo(x) are derivatd de ordinul doi si verifica ecuatia

lui Euler-Lagrange de ordinul doi:

me’(x7 Yo, yé) =+ Fyy’(x: Yo, y[l))yé) + Fy’y’ (.’E, Yo, Z/(l))yg - Fy(ﬂf, Yo, yé)) = 0.
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Vom observa ca la fel ca in cazul extremelor functiilor de mai multe variabile, ecuatiile
lui Euler-Lagrange reprezinta numai conditii necesare pentru functia care realizeaza
extremul functionalei. Cu alte cuvinte, functia care realizeaza extremul trebuie cautata
printre functiile care verifica ecuatiile lui Euler-Lagrange.

Repetam, functiile care realizeaza extremul functionalei se cauta printre extremalele
functionalei; nu orice extremala realizeaza extremul functionalei, o extremala poate fi
numai banuita ca ar putea realiza extremul.

De-a lungul unei extremale putem scrie

d

%F(w,yo(:v),yé(:v)) = Fu(z,v0,9)) + Fy(2, vo, vo)yo + Fy (2, Yo, o) Yo =

d
— Fx(%?/o, yé) + %Fy/<x7y07y(l))y(,) + Fy/(llf, y(by(l))y(l)l =

d
= Fm<x> Yo, yé) + % (Fy’(xa Yo, y(l))y(,))
adica ecuatiile lui Euler-Lagrange sunt echivalente si cu ecuatiile

oricare fi x € [a, b

% (F(x, yo(x), yo(z)) — Fy (2, y0(), 4o(2))yo(7)) = Fal, yo(2), o (x));

exista C astfel incat oricare ar fi z € a,b]

T

F(z, y0(2), 4o(w)) = Fy (2, yo(x), yo(x))yo () = /Fm(t, Yo(t), yo(t))dt + C.

a

Observam ca exista situatii cand ordinul ecuatiilor lui Euler-Lagrange se reduce cu
o unitate, adica exista integrale prime:
Teorema 10. Daca functia F' nu depinde de y, F, = 0, atunci ecuatia lui Euler-

Lagrange admite o integrala prima
exista C astfel incat oricare ar fi x € |a,b

Fy(z,90(2), yo(z)) = C.
.Teorema 11. Daca functia F' nu depinde de z, F, = 0, atunci ecuatia lui Euler-

Lagrange admite o integrala prima

exista C astfel incat oricare ar fi z € a,b
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F(z, yo(x), yo(x)) = Fy (2, y0(), 4o (2))yo () = C.

Exemplul 17. Fie functionala
= / V149 (x)2dx
1

din problema geodezicelor in plan definita pe multimea

M = {y(x) : [a.]] — Rly(x) € C*[a.b].y(a) = o, y(b) = s}

Functia de sub integrald F' = /1 + 3’2 nu depinde de y, deci vom avea integrala prima

F, = C, adica \/ﬂ? = (), sau renotand constanta, 3’ = C, de unde y = Cx + C}.
Constantele C, C; se determind din conditiile y(a) = yq4, y(b) = yp, adicd extremala este
segmentul de dreapta care uneste cele doua puncte. In acest caz, stim din geometrie ca

extremala chiar realizeaza minimul functionalei.

b
2
/ 1+y x) Aty@)?
y(x))
0

din problema brahistocronei definita pe multimea

Exemplul 18. Fie functionala

M = {y(x) : [0,b] — Rly(x) € C*[0,8],y(0) = h,y(b) = 0} .

1+y'2
2g(h—y)

F—y'F, = C, adic4, lasand la o parte factorul constant

Functia de sub integrala F' = nu depinde de = deci vom avea integrala prima

1+y/2 o y/2 _
g7 h—y \/ h—y)(14y'2) CJ
Punand ¢ = tanu, avem y = h—C cos® u. Din relatia dy = tan udx

deundey = h— 1+ — .

gisim dx = 2C cos? u = C(1 + cos 2u) si obtinem ecuatiile parametrice ale extremalei
1.
r = Clu+ ESHIQU) + Ch
C
y = h-— 5(1 + cos 2u)

Extremala este un arc de cicloida. Constantele C, ' se determina din conditiile la
capete y(0) = h, y(b) = 0.

Fie functionala

nmmszwmmywwwwwmm
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definita pe multimea functiilor admisibile
M = {y(l’)ly(ﬂ?) S 02771{6% b]? y(Z)(a) = Yia, y(l) (b) - yilhi = 07 ]-7 ey T — 1}

si unde presupunem ca functia F' are derivate partiale de ordinul 2m in raport cu toate
argumentele continue intr-un domeniu din R™"2. Functia yo(x) este extremald a acestei

functionale daca satisface ecuatia lui Fuler-Poisson

d am
F,——F,+..+(-1)"—F,m =0.
Y d:z:y+ +()dacmy() 0
Fie cazul unei functionale
b

I[yl(:v),yg(:v),...,yn(x)] :/F(x,yl(x),yg(x),...,yn(x),yll(:v),yé(x),...,y;l(:v))dx,

a

definite pe o multime de n functii de o variabild derivabile pe intervalul [a, b] :

M = {%’(@J =1,2,...,n|y(x) € Cl[aab]7yi<a) = Yia, Yi(b) = yib} )

functia F' fiind definita intr-un domeniu si cu derivatele partiale de ordinul doi continue in

acel domeniu. Functiile y10(), y20(), ..., Yno(z) constituie extremala acestei functionale

daca satisfac sistemul de ecuatii ale lui Euler

OF , d OF Lo
a_gJi(yiO(x)vyiO(m)) - %a_y;(yzo(‘r%yzo(‘r)) - 072 - 1= 27 ooy T

Daca se introduc operatorii diferentiali

s 0
Ay oYy
g . a
oy " Oy’
0
OYn Ayy,

atunci acest sistem se scrie exact ca ecuatia lui Euler pentru functionala Ify(z)] =

fF(x,y(x),y’(x))dg;;

g_i(}’o(x),yg(m)) - ia—F(yo(fc),yé(fff)) = 0.
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In cazul unei functionale al carui argument este o functie de doua variabile definita

pe un domeniu D din planul zOy
et = [ [ Py a(w,). 2(w,0) 2 0,)dedy
D

definita pe multimea functiilor admisibile
M = {2(z,y)|z(2,y) € C*(D), z(2,y)lop = dat}

presupunind ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu
toate argumentele sale intr-un domeniu marginit din expresia variatiei de ordinul intai
rezultd cd functia zo(z, y) este extremald a functionalei daca ea verificd ecuatia lui Fuler-

Ostrogradsk:i
OF 0 0F 00F 0

0z 0Oxdz, Oyoz,

11.12 Exercitii

1. Sa se determine extremalele urmatoarelor functionale cu conditiile la capete date:
2

a) I[y(z)] = 1f(y’2 — 2zy)dr;y(1) = 0,y(2) = 1.

R.oy=¢(1- z?).
3

b) Ily(x)] = [(3z — y)ydw; y(1) = 1,y(3) = 3.
1

R. nu exista extremala.
2T

) Iy(x)] = Of(y’2 — y*)da;y(0) = 1,y(27m) = 1.

R. o infinitate de extremale y = cosx + C'sin x.
0

d) ITy(z)] = _f1(12$y —y?)dz;y(=1) = 1,5(0) = 0.

R. y = —a3.

o) Tly(e)] = [y y(0) = 1,y(1) = 4

R. doud extr?emale y = (x+1)23y= (32 —1)%3.

) Iy(@)) = [ — ¥ — y)eda; y(0) = 0,y(1) = e
R.y=3 ;

e+ (1+e)xe ™ —1].
g) Ily(x)] = [ (y? — 2zy)dz;y(—1) = —1,y(1) = L.
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) Ily(a)] = [(5” + 42w y(0) = (1) = 1.

R. y = (-7,
1
i) Ily(x)] = [(3602%y — y"*)dx;y(0) = 0,y'(0) = 1,y(1) = 0,y'(1) = 2.5.
0
R.y= %xﬁ—l—%x?’—SxQ—{—x.
1
) Ily(@)] = [(y* +2y” +y")dz;y(0) = 0,y(1) = 0,y'(0) = 1,y/(1) = —sinh 1.
0
R.y=(1—x)sinhz

k) Ily(x)] = [(240y — y"?)dz;y(—1) = 1,5(0) = 0,¢'(—1) = —4.5,4(0) = 0,

) Ily(@)] = 5 Jy y"™da, y(0) = 0,4/(0) = 0,y/(1) = 1.

m) I[y(z),z(z)] = 1fg(y’2 + 22+ 2 dz;y(1) = 1,y(2) = 2,2(1) = 0,2(2) = 1.
sinb(ﬁ;l)

Ry=x2=
n) Ily(z),2(z)] = [ 7(2yz — 2y* + 4 — 2%)da; y(0) = 0,y(m) = 1,
0
2(0) =0, z(m) = —1.
R.y=Csinz — £cosz,z =Csinz + =(2sinz — zcosz),C arbitrar.
w/2
0) Ify(x), z(z)] = [ (y* + 2 — 2y2z)dz; y(0) = 0,y(7/2) = 1,

2(0) = 0, 2(r/2) — 1.

R. y =sinx,z =sinz.
1

p) Iy(x), z(z)] = bf(y’2 + 2%+ 2y)dr;y(0) = 1,y(1) = 3/2,2(0) = 1, 2(1) = 1.

R.y:%z,z:l.

e*v sin z,dxdy cu conditiile

o— ..

1
2. S se giseascd extremala functionalei I[z(z,y)] = [
0
2(z,0) =0, z(z,1) = 1.
R.z=y.

11.13 Conditii naturale, conditii de transversalitate

Fie yo(z) functia care realizeaza extremul slab al functionalei

Ily(z)] = / F(z,y(2),y (¢))dz
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pe multimea functiilor admisibile

M = {y(z)ly(z) € C*[a,b], y(a) = y1},

adica numai capatul din stdnga este fixat, capatul din dreapta putdndu-se misca pe
verticala x = b. Relativ la functia F', presupunem ca are derivate partiale de ordinul
doi continue. Functia yo(x) este evident o extremald a functionalei I[y(z)] pentru ci ea
realizeaza minimul acestei functionale pe multimea functiilor care au aceleasi capete cu

ea. Ea verifica deci ecuatia lui Euler-Lagrange

d
—F, —F,=0.
dx Y

Vom avea prima variatie

b
d
6yo;m] = /le(x,yo,yé)—%Fyf(:c,yo,y{)) ndx +

a

+Fy (2, 50(0), y6(0))n(b).
Cum yo(z) realizeazd extremul, trebuie si avem 61[yo; 7] = 0 pentru orice functie
) € My = {n(z)|n(z) € C'(a,b],n(a) = 0,n(b) arbitrar}.

Cum primul termen este nul pentru ca yo(x) este extremald, rezultd ca in capéatul mobil

in mod necesar trebuie sa aiba loc aga numita conditie naturala

OF

5 (0 30(0).35(0)) = 0.

Exemplu 18. Fie functionala care d& cea mai mica distantd intre punctul A(a,y,) si

dreapta z =1b:
b
x)} = / V 1+ y2de.

Stim cd extremala este un segment de dreaptd y = Cix + Cs. Conditia naturald in

v _ . 8_F _ y’ _ r o
capatul x = b se scrie acum W e 0, sau y' = 0,segmentul de dreapta este

perpendicular pe dreapta x = b.

Daca in locul functionalei de mai sus am fi avut functionala

/F (2))dz + By (D),
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1 fiind o functie oarecare, atunci variatia de ordinul intéi ar fi fost

d
6lyo;n) = /{Fy(x,yo,y())—@Fyf(x,yo,yé) ndx +

a

+Fy(,90(b), v (0))n(b) + 9" (4o (b)n(b)

si conditia naturala ar fi fost

Fy'(b7 yO(b)7 yé)(b)) + ¢/(y0(b)) =0.
Daca ludm 1 (yo(b)) = K (yo(b) — 12)* avem

Ey (b, yo(b), 5 (b)) + K (yo(b) — 112) = 0

si pentru K — oo obtinem conditia de capat fix yo(b) = yo. Evident, putem vorbi si de
conditii naturale in capatul din a.

Conditiile naturale sunt importante in rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale
sau cu derivate partiale considerate ca ecuatii Euler-Lagrange a unei anumite functionale.
In acest caz nu trebuie sa se tina seama in mod special de conditiile naturale pentru ca
ele se realizeaza automat daca se rezolva direct problema de extremum.

Sa consideram acum problema mai generald a extremului slab al functionalei

b
Iy(e) = [ Flay(o).yf(e))ds
pe multimea functiilor

M = {y(z)ly(z) € C*[a, B, y(a) = y1,y.(b) = y(b),b < B}

adica pe multimea functiilor al caror grafic are capatul din stanga fixat, iar capatul
din dreapta se poate deplasa pe o curbd cu ecuatia explicitd y = y.(z), a < z < B.
Daca yo(x) realizeaza acest extremum, evident ea este o extremald a functionalei, adica

verifica ecuatia Euler-Lagrange

d
—F, —F,=0.

do Y
Tinand cont cd yo(x) este extremald rezulta

511y (2); Sy(x)} — g—§<b, 1o 8), 5 ()6 (b)+
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, , o OF
(009000, 5600) = 10) 5 030000 ) 80 =0
Punctul (b,y(b)) aflandu-se pe curba y = y.(z) avem dy(b) = y.(b)6b si deci vom avea

conditia

F (b, 40(b), 50 (b)) — (40(b) — 4c(0)) g—;(b, Yo(b), %o(b)) = 0.

Daca punctul (b, y(b)) se deplaseaza pe curba cu ecuatia explicita 7(z,y) = 0 avand

in vedere relatia
oy(b) 52 (b, yo(b))

oxz(b) g—; (b, y0(b))
vom avea conditia
F(b,0(0), 40(0)) — 557 (b, 90(0), 4(®))y6(0) _ 55 (b, 5o (8), (b))
(b, yo(b) =00 y00))

Aceste conditii se numesc conditii de transversalitate. Ele trebuie verificate in capéatul

mobil. In cazul in care curba pe care se misca capatul din dreapta este x = b regasim
conditia naturala.
Exemplul 19. Fie functionala opticii geometrice in plan
b
/ W VIty@)?
b

Z.
11

V192 / 1
PV F—yFy = ———

_ Y
(% ’ Y v /1_|_y/2’

conditia de transversalitate devine
l 1 y/
v /1+y/287 /1+y/287 % g_;a

adica extremalele gi curba 7(x,y) = 0 se taie ortogonal.

Sa consideram acum functionala

2(z,y)] // (z,y, 2(z,y), p(z,y), q(x,y) d:vdy+/¢xy,

02D
functia F' avand derivate de ordinul doi continue, p(x,y) = aw q(z,y) = 8z. Functionala

este definita pe multimea functiilor admisibile

M = {z(z,y)|z(z,y) € 02(D)7Z(xvy)‘81D: o(x,y)|o,p = dat},
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01D si 0D fiind doua portiuni complementare ale frontierei 0D. Vom gasi dupa inte-

grarea prin parti si aplicarea formulei flux divergenta pentru variatia de ordinul intai

expresia
OF 0 0F 0 0F
D

+/[Fpnw+Fqny] dzds + /¢35zds.

82D 02D
Variatia 6z(z,y) fiind arbitrara, rezultd ecuatia Euler-Ostrogradski
oF _90F 00F
0z Oxdp 0Oy dq
si conditia naturala

Fong + Fgnyg +¢,(z,y,2) =0 pe 09D.

Exemplu 20. In cazul functionalei
1
I[z(z,y)] = 5// (p* + ¢%) dady — /¢(x,y)zds
D 85D

definita pe multimea
M = {Z(I‘, y)|Z((E, y) S CQ(D)a Z(I, y)|81D: SO('I’ y)|81D = dat}?
conditia naturala este
pne + qny = ¥(z,y) pe 6D,

cu alte cuvinte, dacd vom rezolva (chiar aproximativ) problema de extremum pentru
functionala de mai sus, vom avea solutia (chiar aproximativa) pentru problema mixta

pentru functii armonice

Pz 0%z
A — —_— _— O
‘ Ox? + 0y? ’
5}
8_2 = png +qn, = Y(z,y) =dat pe 0yD.

Aceasta este de fapt una din ideile de baza ale metodei elementelor finite pentru

problema mixta de mai sus: domeniul D se imparte in domenii mici numite elemente,
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se aproximeaza functia necunoscuta pe fiecare element prin functii simple, de exemplu
polinoame de grad mic in x, y, cautand sa fie verificata conditia pe portiunea de frontiera
01D, functionala de mai sus devine o functie de mai multe variabile, pentru care gasirea
extremului revine la rezolvarea unui sistem de ecuatii lineare. Aproximarea functiei pe

fiecare element se face in asa fel incAt matricea acestui sistem sa fie cat mai rara.

11.14 Exercitii

1. Si se giseascd distanta cea mai scurtd intre parabola y = 22 si dreapta z —y—5 =

b

Ind. Problema revine la a g#si minimul functionalei I[y(z)] = [+/1+ ydz cu
conditiile y(a) = a?, y(b) = b — 5. Extremalele sunt dreptele y = Cyz + C,. Conditiile la
capete dau Cia + Cy = a?,C1b + Cy, = b — 5. Conditiile de transversalitate dau

Ch
JI+C2+ (20— C))—2— = 0
V1+C?
/ C
1

Rezulta C; = —1,Cy = 3/4,a = 1/2,b = 23/8. Deci extremala este y = —z + 3/4 si
23/8

distanta este [ /14 (—1)%dz = %@.

1/2
2. S& se gseasca distanta cea mai scurtd dintre punctul A(1,0) si elipsa 422 4 9y* —

36 = 0.
R. 4//5.

3. Si se giseasca distanta cea mai scurtd de la punctul A(1,1,1) la sfera z2+y?*+2% =

R. V3 —1.

v v v . . VRN 2 2 2 .
4. 54 se gaseascd distanta cea mai scurtad intre suprafetele &z + 4= + & — 1 i

2y’ 422 =4
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11.15 Variabile canonice, sistem canonic

Consideram functionala

este o ecuatie diferentiala de ordinul doi care se poate reduce la un sistem de 2 ecuatii de
ordinul intéi in diferite moduri, cel mai simplu in y si 3. Amintindu-ne forma generala

a variatiei de ordinul intai
sttutariente) = [ { Gownat) - 45 w) |t

2

T [a—F,@% y(z),y'(2))éy(z) — H(z, yo(2), y()(x)éx}

dy o
sa notam
OF(z,y,y')
p - ay/
sl sa presupunem ca
O’F Y
(z,y.9) 40,
Oy

deci se poate explicita 3 in functie de x, y, p:

v =v(,y,p).
Functia lui Hamilton devine functie numai de z,y, p
H(z,y,p) =y (z,y,p)p — F(z,y,p).
Putem scrie

oH 9y OF 0Fdy  OF
ay Ty oy oy oy Ay’

De-a lungul extremalelor p este o functie de x pentru care putem scrie

b _dor _or __on
de  drdy Oy Oy’
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In locul ecuatiei diferentiale de ordinul doi a lui Euler am obtinut un sistem de 2 ecuatii

de ordinul intéi in variabilele y, p numite variabile canonice. Sistemul obtinut

dy  OH
de ~ op’
dp. ~ OH
dv Oy

se numeste sistemul canonic al lui Hamilton al extremalelor. Vom observa ca putem
considera ca lagrangeanul functionalei devine functie de z,y,3/,p dat de relatia F =
y'p — H(z,y,p) si cd sistemul canonic poate fi considerat ca sistem de ecuatii ale lui

Fuler pentru functionala

z2

HM@ﬁ@HZ/w%—HmeDM-

1

Pe de alta parte de-a lungul extremalelor avem F' = p%—g — H.

11.16 Exercitii

Sa se scrie sistemul canonic al extremalelor pentru functionalele:
b
a) Ily(z)] = [zyy dz.

Ind. Cum F = zyy?, F,y = 3zyy”? punand p = 3zyy”? rezultd v = +, /&

3xy

. I / o L i . . o .
siH=[-F+y Fy’]y’:i\/% = £375/ 5; ¢l se obtin doud sisteme

dy _ P
dr + 3zy
dp _ 41 /P
x :|:3 3zy3

semnele corespunzandu-se.

b) I[y(z)] = fmy\/?dx

R d oy
‘dr ~ 4p?2dx T 2p°

&) Ily(a)] = [ ayyde.

R % _» dp _ _p?

‘dr T 2xy’dr ~  4dxy?

d) Iy(x)] = f \/x2 + y2\/1 + y2dz.

R % _—__»  dp_ y

Cdr | 22 p2tde | 2 e 0
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e) Ilyi(z), ya(x)] = f (2u1y2 — 2y7 + 7 — y5)da.
Ind. F = 2y1yz—2y1 +yr =y, Fy =p1 =201, Fyy = po = =2y, H = —F +y Fy +

Yoy, = 2y% — 2y1ys + % — %. Rezulta sistemul canonic
dy _ podyp P
dx 27 dx 2’
dpl d
— = —4 2 = 2.
dx YLt 2y dx u
2
£) Ilyi(x), a(2)] = [ (i + 45 + y5')dw.
1
R,

11.17 Ecuatia lui Hamilton-Iacobi

Solutia generala a sistemului canonic va depinde de 2 constante arbitrare. Prin
fiecare punct al domeniului plan in care este definita functia F' si in care are loc teorema
de existenta si unicitate pentru sistemul canonic, putem duce un fascicul de extremale
atribuind derivatei ¢’ valori arbitrare. Un astfel de fascicul reprezinta o familie de curbe
depinzand de o constanta arbitrara, valoarea derivatei . In general, vom numi familie de
extremale o multime de solutii ale ecuatiei lui Euler care depind de o constanta arbitrara
si care umplu fara intersectii o portiune din plan in aga fel incat prin fiecare punct al
acestei portiuni sa treaca o extremala gi numai una. In prezenta unei asemenea familii
de extremale in fiecare punct de coordonate (x,y) al portiunii de plan obtinem pentru
y' si deci gi pentru p valori determinate m(z,y), respectiv p(x,y). Functia m(x,y) este
panta familiei de extremale, iar p(z, y) se numeste functia impuls a familiei de extremale.
Motivatia celei de a doua denumiri va reiesi mai tarziu. Cum functiile y(x), p(z,y(z))

trebuie sa verifice sistemul canonic vom avea

O  Op,_ _OH
Ox ny_ oy

Cum ¢y = 8_[;{ rezulta ca functia impuls a familiei de extremale p(z,y) verificad ecuatia

cu derivate partiale
op L op OpOH 8H
or Ay op oy
Invers, dacd o functie oarecare p(x,y) verificd aceastd ecuatie, atunci exista o familie de

extremale pentru care ea este functia impuls a familiei. In adevar daca p(z,y) verifica
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aceasta ecuatie, inlocuind-o in membrul drept al primei ecuatii a sistemului canonic
obtinem o ecuatie diferentiala din care scoatem pe y ca functie de x si de o constanta
y = y(x, C). Prin fiecare punct al domeniului trece una din curbe gi numai una. Inlocuind
aceasta in p obtinem functia p(z,C) = p(z,y(z,C)) depinzand si ea de constanta C.
Avem

@_8]9 @,_Gp OpOH  OH

v 0z oy’ "o ayop oy
Deci y = y(z, C') reprezintd o familie de extremale, adicd umplu fira intersectii o porti-
une a planului, p(z,y) reprezinta functia impuls a acestei familii.

Daca notam prin C' graficul unei functii y = y(z), x; < 2 < x5 vom numi I-lungime a
lui C' valoarea functionalei I(C') = TF (x,y(x),y'(z))dx. In problema de opticd geomet-
ricd I(C) reprezintd timpul in carexllumina parcurge graficul C. Sa consideram fascicolul
de extremale iegind dintr-un punct dat M;(x,y;) si sd presupunem ca acest fascicol
formeaza o familie intr-o vecinatate a lui M;. Pe fiecare extremald consideram punctul
M (z,y) astfel incat I-lungimea arcului M; M s& aiba o valoare datd p. Locul geometric
al punctelor M (z,y) va fi o curbd pe care o vom numi I-cercul de centru M (z,y) si de
raza p. In cazul problemei de optica geometrica extremalele sunt curbele dupa care se
deplaseaza lumina, deci razele in cazul mediului omogen, iar I-cercul reprezinta frontul
de unda la momentul p al sursei din punctul Mj, chiar un cerc cu centrul in M; de raza
p in cazul mediului omogen.

Functionala ramanand constanta p cand punctul M se deplaseaza pe I-cercul de raza

p vom avea

61 =0 = [-Hbéx + pbdy]; = —Hbx + pdy

ox, oy fiind deplasarile lui M pe I-cerc. Asta inseamna cd extremalele familiei taie I-
cercul transversal. In cazul problemei de optica geometrica transversalitatea este tot
una cu ortogonalitatea.

Dacd M (z,y) este un punct dintr-o vecinitate a lui M; avem o extremald care
uneste pe M; cu M. Valoarea integralei de-a lungul arcului de extremala M; M este o
functie de punctul M deci de z,y, S(x,y). I-cercul cu centrul in M; de raza p are ecuatia
S(z,y) = p. In mod traditional, se spune ci familia de extremale iegind din M; formeaza
un camp central de extremale, I-cercurile sunt curbele transversale ale acestui cAmp, iar

functia S(z,y) este functia fundamentala a campului.
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Fie acum o curba oarecare Cy in plan. In fiecare punct al acestei curbe, conditia de
transversalitate determind valori unice pentru derivata 3’ si deci pentru p. Luand aceste
valori ca initiale putem face ca din fiecare punct al lui Cj sa plece o extremala care sa
taie transversal curba Cj. Daca luam pe fiecare extremala care pleaca din punctul M,
al curbei Cy un punct M (z,y) astfel ca valoarea integralei pe arcul MyM S(x,y)sa fie
egala cu o valoare p obtinem o curba C', locul geometric al punctelor M. Se verifica ugor
ca si aceasta curba este taiata transversal de extremale. Evident curba C are ecuatia
S(z,y) = p, in timp ce curba Cy are ecuatia S(x,y) = 0. Curba C si I-cercul de raza p
al punctului My sunt tangente in punctul corespunzator M (x,y) in virtutea unicitatii
extremalei care pleaca transvesal la Cy din My. Deci curba C' este infaguratoarea I-
cercurilor de raza p ale punctelor curbei Cy. In cazul problemei opticii geometrice
acesta este principiul lui Huygens: frontul de unda la momentul p al unor surse de pe
Cp este infaguratoarea fronturilor de unda la momentul p ale surselor de pe Cj.

In fiecare punct al curbei transvesale C' coeficientii de pe langa 6z, 6y din conditia de
transversalitate sunt proportionali cu componentele normalei la curba, deci cu derivatele
partiale ale lui S(x,y). Este important cd avem nu numai o proportionalitate, ci chiar

egalitati

oS oS
_— —H _— =
e (z,v,p), 9y !

cum rezulta din expresia generala a variatiei de ordinul intéi a functionalei: la o deplasare

dx, by oarecare a punctului M (z,y) in plan
6S = —H(x,y,p)ox + pdy.

Rezulta ca functia fundamentala a cAmpului de extremale verifica ecuatia cu derivate

partiale

oS oS
% +H(x7y7a_y

)=0
numita ecuatia lui Hamilton-Iacobi.
S& ardtdm ci si orice solutie S (z,y) a ecuatiei Hamilton-Iacobi este functia fun-

damentala a unui cAmp. In adevar, definim functia

HS(0)
(0) —
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Daca derivam in raport cu y relatia

080 950
8£E + m? y7 8y

obtinem
op 0H 0Hop"»
+ ot =
or oy dp Oy

Dar atunci, asa cum am vazut, p® (z, y) este functia impuls a unei familii de extremale.

In virtutea relatiilor
0 0
05 — ﬁ() = p©
Ox T Oy

rezults ci —Hdz+p© dy este diferentiala totals a functiei S(©, adics curbele S©(z,y) =
C reprezinta o familie de curbe transversale pentru extremale gi deci familia formeaza
un camp pentru care S (z,y) este functia fundamentals.

In cele de mai sus am exprimat derivatele partiale si diferentiala functiei S prin
functia lui Hamilton H (z,y, p(z,y)) si prin functia impuls p(z, y) a campului. Le putem

exprima prin functia F(x,y, m(z,y)) si prin panta cAmpului m(z,y) :

dS = [F(z,y,m(z,y)) — m(z,y)Fy(x,y, m(z,y))| dx + Fy(x,y, m(z,y))dy.

Vom folosi mai tarziu aceasta expresie.

Exemplul 21. In cazul opticii geometrice in plan functionala este

12
/\/1+y dr

Variabila canonica p si functia lui Hamilton se determina din relatiile

/

Y
p = —F—
vy/ 1+ y?
H = y,2 — 1+y/2:— 1 = 1 —p2
vy/1+y? v vy/1+y"? v?

Ecuatiile canonice sunt
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Ecuatia Hamilton-Iacobi este

os _ 1 _98*
ox R T

sau
95 N 05* 1
ox Oy v

Cand planul este omogen, v = k, si extremalele sunt linii drepte. Ele formeaza un cAmp

daca si numai daca sunt normale la curba Cj. Celelalte curbe transversale C se obtin

ludnd de-a lungul normalelor segmente egale, adica se confirma principiul lui Huygens.

11.18 Teorema lui Iacobi

Daca integram sistemul canonic, putem construi diferite cAmpuri corespunzatoare
unei probleme variationale date si prin acestea putem gasi orice solutie a ecuatiei
Hamilton-Iacobi. Invers, daca cunoastem asa numita integrala completa a ecuatiei
Hamilton-Tacobi putem integra sistemul canonic.

Numim integrala completa a ecuatiei Hamilton-ITacobi o solutie a sa care in afara
unei constante aditive a mai contine o constanta arbitrara C : S = S(z,y,C}) + a cu
conditia ca 399G 60 # 0.

Are loc

Teorema 11. (Teorema lui Iacobi): Daca S = S(x,y, C1)+a este o integrald completa

a ecuatiei Hamilton-Tacobi, atunci prin relatiile

0S

8_CY1 - 027
95 _
ay - p’

unde C', C5 sunt constante arbitrare, obtinem solutia generala a sistemului canonic.

Cum 6222 # 0, din ecuatia == 80 = (5 putem exprima pe y ca functie de z, C,C} :
y = y(z,Cy,Cy). Inlocuind in $2 = p obtinem p = p(x, Cy, Cs). Derivand 86—051 =(Cy in

raport cu x avem
S | PS dy _
020C, | 0ydC,dr

Derivand relatia

oS oS
%_FH(xayva_y)_O
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in raport cu C avem
0?8 OH 0°S

5200, " op oy,

Prin scadere avem
95 dy oH
oyoC: ‘dx  Op’

adica prima ecuatie a sistemului canonic.Derivand % = p in raport cu z si g—i +

H(zx,y, %) = 0 in raport cu y avem

02S  9%S dp

t33Y = S5

Oyoxr — Oy? dx

0?S OH OHO*S
T

oxdy Oy  Op O0y?

Prin scadere avem

PS , OH OHPS dp

B dy  Op Oy* dx’

Cum
,  OH
=
rezulta
dp  OH
dv — dy

adica a doua ecuatie a sistemului canonic.
Vedem ca orice camp al unei probleme de extremale poate fi descris fie prin ex-
tremalele propriu-zise, fie prin curbele transversale ale cAmpului.
Exemplul 22. In cazul mediului omogen in problema opticii geometrice ecuatia
Hamilton-Iacobi este
05 N 5% 1
ox oy 2

cu v =constant. Cautam solutia cu variabile separate

S=fx)+ fy).

Obtinem
! ! 1
f(@)?+ f(y)? = 7

de unde

fl(z) = %Coscbf,(y) = %sinC’l
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si obtinem solutia completa

1 1
S = —-xcosC; + —ysin C].
v v

Pentru obtinerea extremalelor scriem

oS

= = (O,
aC, 2
05 _
ay - p’
adica
1 . 1
——ISlHCl+—yC0801 = Cg
v v
1 .
—sinCy; = p.
v

Curbele transversale si extremalele sunt doua familii de drepte ortogonale intre ele.
Pentru cazul functionalelor depinzand de n functii y;(z), y2(z), - - -, yu(z) si de deri-

vatele lor modificarile sunt evidente.

11.19 Exercitii

Folosind integrala completa a ecuatiei Hamilton-Iacobi sa se determine extremalele

functionalelor:

b
a) Iy(x)] = [ /22 + y2y/1 + ydx.
Ind. Functia lui Hamilton este H = —y/2? + y? — p?. Ecuatia lui Hamilton-Iacobi

2
@_%ﬂw_@zg
ox

este

sau
8—52+8—32 =2’ +y°
or oy 4

Prin metoda separarii variabilelor se gaseste

1 1
S = 53@\/&@—0—%111’3@—#\/%—0‘—|—§y >+ C+

C
—i—Eln‘y—l—\/yz—i-C‘—l—a
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a8
ac

y"’\/y +C
x+\/x2

sau antilogaritméand si renotdnd constanta

1—C, A2 4+ 1\?
2 2
x G Ty —y C’< 54 >

Prin teorema lui Iacobi trebuie sa scriem = (] adica dupa reduceri

= 2C

adica o familie de hiperbole.
b
b) Ily(x)] = [ zyv/ida.
R. Yy = 01333 + 02.
b
= fy\/l + y2dx.

R.z=Ciln y? — C?

+ Cs.

11.20 Extreme pentru functii netede pe portiuni

Consideram functionala
1

Ty(e) = [ 41 -y)da
51
cu conditiile la capete y(—1) = 0,y(1) = 1. Observam c& oricare ar fi functiile admisibile
I[y(z)] = 0, egalitatea atingandu-se numai pentru functia y(x) = 0 peste tot nuld; atunci

nu mai pot fi satisfacute conditiile la capete. Deci problema minimizarii functionalei in

clasa functiilor netede nu are solutie. Vom observa ca totusi pentru functia

0 pentru z € [-1,0]
y(r) =

x pentru x € [0,1]
avem [[y(z)] = 0, adicd minimul este atins pentru o functie netedd pe portiuni. In unele
situatii va trebui sa cautam extremele unei functionale pe o multime de functii netede
pe portiuni. Cum pentru orice functie netedé pe portiuni f(z) functioneaza formula lui
Leibniz-Newton f(z) f f'(t)dt si f f'(t)*dt = 0 implica f(t) = const pe [a,b),
aplicarea celei de a doua leme a calcululul varlatlonal conduce la faptul ca din anularea
primei variatii a functionalei pentru orice directie prin yo(z) netedd pe portiuni, rezulta

ca au loc ecuatiile lui Euler-Lagrange sub forma

exista C astfel incat oricare ar fi z € a,b]
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T

Fy (2, 10(2), 4h()) = / E (t, yo(t), (1)) dt + C:

a
exista C astfel incat oricare ar fi x € |a,b

T

F(z,y0(), yo(x)) — Fy (z,y0(z), yo(2))yp(z) = /Fx(t> Yo(t), yo(t))dt + C.
Cum orice functie de forma [ (t)dt cu ¢(t) continud pe portiuni este continud

rezultd ca in orice punct unghiular zy al lui yo(x) functiile
Fy(z,y0(x), yo (@), F (2, y0(2), yo (7)) — Fy (z, yo(x), v (2))yo ()
sunt continue, adica saltul lor in xq este nul:

[Fy (z, 90(2), v (@)],,, = 0

[F(2,y0(2), Yo(2)) — Fy (7, 90(2), (%)) yo(2)],, = 0

Acestea sunt conditiile necesare ale lui Weirstrass-Erdman in punctele unghiulare
ale extremalelor continue pe portiuni. Vom retine ca in membrii stangi al acestor relatii
apar aceleasi expresii din forma generala a variatiei functionalei. De altfel puteam
deduce aceste relatii despartind integrala prin punctul zy in doua integrale si scriind ca
variatia este nula. Sa mai notam ca puncte unghiulare pot fi numai punctele xy in care
Fyy (2o, yo(z0), yo(z0)) = 0 pentru ca in punctele in care F ., (zo,yo(x0), y5(x0)) # 0,
yo(z) are neaparat derivata continua.

In exemplul cu care am inceput F,,, = —2y? deci puncte unghiulare pentru ex-

tremale pot fi numai cele unde y(z) se anuleaza.

11.21 Exercitii

Sa se determine extremalele cu un punct de discontinuitate pentru prima derivata

pentru functionalele:
2

a) Iy(z)] = Of(y’4 — 6y"?)dx,y(0) = 0,y(2) = 0.
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Ind. Cum F,,, = 12y — 12 se poate anula existd extremale cu puncte de discon-
tinuitaate pentru prima derivata. Extremalele fiind de forma y = Ciz + Cy cautam

extremala cu un punct ¢ de discontinuitate sub forma

m_x+n_ pentru 0<z<c
y =
myx +ny pentru c<x < 2.

Din conditiile la capete gasim

m_x pentru 0<z<c
’y =
my(z —2) pentru ¢ <z <2

Conditia de continuitate dd m_c = m4 (¢ — 2). Conditiile Weirstrass-Erdman dau

[Fy], = 4m® —12m_ —12m3 +12m, =0

[F—y'Fy], = —3mi+6m>+3mi —6mi =0
sau
(m- —my)(m®> +m_my+m?:—3) = 0
(m2 —m)(m®> +m3 —2) = 0.

Ramand de rezolvat sistemele

m_ + my = O
2 2 _
m- +m_my+my = 3
si
m? + mi = 2
m? +m_m, + mi = 3
care au solutilem_ = \/g, my = -3 sim_ = —\/g, my = V/3. In ambele cazuri rezultd

¢ = 1. Exista deci doua extremale care au un punct de discontinuitate pentru prima

derivata
V3z pentru 0 <z <1

’y:
—V3(x—2) pentru 1<2<2
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si
—\/gx pentru 0<z <1

V3(z —2) pentru 1<z<2.
4
y(2)] = [y = 1)*(y' +1)*dz,y(0) = 0,y(4) = 2.
0

— pentru 0<zx<1 T pentru 0 <z <3
R.y= Ny =
r—2 pentru 1<x<A4 —r+6 pentru 3<x<A4

T2

o) Ily(x)] = [(y? +2zy — y?)dz, y(x1) = y1,y(x2) = ¥a.

x1
R. nu exista extremale cu prima derivata discontinua.

11.22 Conditiile necesare ale lui Legendre si Iacobi

Fie yo(z) functia care realizeaza minimul slab al functionalei
b
y(@) = [ Flo.y(a).y/(@)ds

pe multimea

M = {y(@)|y(x) € C'[a, b, y(a) = ya, y(b) = 1}

in ipoteza ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue. Oricare ar fi functia

directie

n(z) € Mo = {n(x)In(x) € C'la,¥],n(a) = 0,n(b) = 0},

functia ®(t) = I[y(x) + tn(z)] are un minim pentru ¢ = 0 gi avem conditiile necesare
¥'(0) = 8I[yo(x); n(x)] = 0, 2"(0) = §*I[yo(w); n(x) > 0.
Sa ne ocupam de a doua conditie. O putem scrie sub forma
82 Iyo(2); ()] =

/ {Fyy (@, 50, yo)1° + 2F (2, 90, yo) ' + Fyry (90, )0 } > 0,
oricare ar fi n(x) € My = {n(z)|n(x) € C'[a,b],n(a) = 0,n(b) = 0}.

Integrand al doilea termen prin parti, putem scrie
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8 Iyo(w); ()] =
b
= / { {Fyy(x,yo, Yo) — %Fyy'(xv yo,y())} 1+ Fyy (2,90, y())n’2} >0,
oricare ar fi n(z) € My = {n(z)|n(x) € C'a,b],n(a) = 0,7(b) = 0}.

sau cu notatii evidente

i) = [ Pen(e? + Q@ 20
oricare ar fi n(z) € My= {n(z)|n(z) € C*a,b],n(a) =0,n(b) = 0}.

S& presupunem c4 existd un punct xy € (a, b) astfel incat Q(zo) = —2¢ < 0. Atunci

existd o intreagd vecinatate (o, 3) a lui xy pe care Q(x) < —q. Atunci luand directia

r—o

B—a
0 pentru x ¢ (a,f3)

sin? 7 pentru  x € (a, )

n(z) =

avem cu notatii evidente

Fllm(ain(@) < M [ afsint mg—ds - qﬁ [ assint2an i —do —

1

1
- Mﬁ_o‘/sin‘*tdt—qL/sin?ztdt
0 —«
0

™
0

Ori se vede ca daca f —a — 0, ultimul termen tinde catre minus infinit, contradictie
cu ipoteza. Am demonstrat
Teorema 13. (Conditia lui Legendre) Daca yo(x) este functia care realizeazd minimul

(maximul) functionalei
b

nmmsz@mmyme

a

pe multimea
M = {y(@)|y(z) € C'[a,b], y(a) = ya, y(0) = 1}

in ipoteza ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue, atunci

oricare ar fi x € [a,b] Fyy(x,y0(z),y5(z)) > 0(<0).
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Directia n(x) pentru care variatia de ordinul doi se anuleaza cand yo(x) realizeaza
minimul functionalei I[y(z)] este extremala a variatiei de ordinul al doilea 621 [yo(z); n(x)]

considerata ca functionald de n(z). Ea verifica ecuatia Euler-Lagrange a acestei functionale:

d
dx {Fyy’ (xa Yo, ?/0)77 + Fyy (fL’, Yo, yé)??’} -

— {Fy (@, 90, 50)1 + Fyy (2,50, yo)11'} = 0
Definitia 8. Ecuatia Euler-Lagrange a variatiei de ordinul doi ca functionala de
directie se numeste ecuatia lui Iacobi pentru functionala initiala.
Vom observa ca ecuatia lui Iacobi este o ecuatie diferentiala de ordinul doi lineara
si omogena si daca o directie n(z) satisface ecuatia lui Tacobi gi dacd n(a) = n'(a) = 0,
atunci ea este identic nula pe tot intervalul.

Definitia 9. Doua puncte x; < x5 de pe o extremala a functionalei

b

nwm:/F@mwyMMx

se numesc conjugate dacd ecuatia lui Iacobi admite o solutie 7(x) astfel incat n(x;) =
n(x2) = 0, dar n(x) nu este identic nuld pe (xy, z3).
Teorema 12. (Conditia lui Iacobi) Daca yo(z) este functia care realizeazd minimul

(maximul) functionalei
b

nmm:/memyMMx

a

pe multimea
M = {y(@)ly(z) € C'a, 8], y(a) = ya, y(b) =y
in ipoteza ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue, atunci pe ea nu
exista nici o pereche de puncte conjugate.
Daca ar exista doud puncte conjugate x; < y existd o directie n(x) cu n(z;) =

n(xz2) = 0, dar n(x) nu este identic nuld pe (x, z3). Atunci directia

0 pentru x & (x1,22)
n(x) pentru x € (x1,1)

ar fi o extremald netedd pe portiuni pentru §2I[yo(x);n(z)]. Conditiile Weirstrass-

Erdman implicd n/(x;) = 0, si deci n(z) este identic nuld, contradictie cu ipoteza.
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Fie acum yo(x) o extremald a functionalei I [y(x)] si n(z) o functie astfel incat patratul
ei gi al derivatei si fie neglijabile fata de n(z), respectiv n/(x). Functia yo(x) 4+ n(z) va
fi o extremala numai daca verifica ecuatia Euler-Lagrange

< oy wnfa) + () vy (x) + /(@) = Fy e, wol) + () vh(a) + ' (2)

de unde rezulta

d
. {Fyy (.90, y0)n + Fyry (2,90, y0)0'} —

—{Fyy(x, Y0, Yo)n + Fyy (z, 90, y0)0'} = 0

adica tocmai ecuatia lui Tacobi. Rezulta ca punctul z este conjugat cu punctul z;
dacd existd o extremald y = yo(z) + n(x) infinit vecind cu extremala y = yo(z), adica
x este punctul de tangentd intre extremala y = yo(z) si infagurdtoarea unei familii de
extremale. Din aceasta interpretare geometrica rezulta teorema:

Teorema (Conditia suficientd de scufundare).Dacd y = yo(x) este o extremald a
functionalei I[y(z)] si daca de-a lungul ei Fy,(z,y0(x), yo(x)) # 0 si pe intervalul [a, b]
nu exista puncte conjugate atunci extremala y = yo(z) poate fi scufundata intr-o familie
de extremale, adicd existd o familie de extremale y = y(x,«) prin fiecare punct din
vecindtatea lui y = yo(x) trecind numai cite o asemenea extremald si existd o valoare

ap astfel ca yo(x) = y(z, ap).

11.23 Conditia lui Weirstrass de extremum tare

Fie yo(x) functia care realizeaza minimul tare al functionalei

nmmszwmmyme

pe multimea
M = {y(2)|y(z) € C'[a,b], y(a) = ya, y(b) = 1)

in ipoteza c& functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue. Stim c& yo(x) este
o extremald a functionalei I[y(z)]. Presupunem pentru simplitate c& graficul functiei

yo(z) trece prin originea O(0,0). S& ddm in vecindtatea acestui punct o variatie functiei
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in asa fel incat variatia graficului in vecinatatea originii sa fie in varf de ac, cu alte

cuvinte pentru A > 0 mic consideram functia

Yo() pentru x <0
y(x,h,m) = mz pentru 0 <z <h

yo(z) + W”%’z(h)(a@ —b) pentru h<z<b

Pentru h mic functia y(z, h, m), cu derivatd continud pe portiuni, este in vecinitatea

tare a lui yo(z) (cele doua functii difera foarte putin ca valori, dar nu si ca derivate).

Vom avea
h
@(h,m) = I[y(z, h,m)] = Iyo(z)] = /F(rc,ma:, m)dz +
0
; 0 h
+ [ Pyt o), 2
ox
h
si
dp(h,m) dy(h, h,m)
oh - F(h7 mha m) - F<h7 y(h7 h7 m)7 o ) +
b
8y(:1;, h> m) 82y($a ha m)

La limita pentru A — 0 + 0 vom avea

Op(0+0,m)

= = F(0,0,m) — F(0,0,y'(0)) +

b
l/‘P% on T oan |

unde Fy,, F}; sunt calculate in punctele (z, yo(z), yy(z)). Cum yo(x) este extremald rezulta

0p(0+40,m)

- = F(0,0,m) — F(0,0,4(0)) +

Ay(x,0,m) "

Fy/($,y0($>,y6($>> oh

Dar
Oy(z,h,m) _ (m—y'(h))(h—b) —mh+y(h) (x —b)
oh (h—b)?
Oy(x, 07 m) _ m — y/(O)
Oh —b

(z —b)
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si obtinem

0p(040,m
2O L0 _ p(0,0,m) — F(0,0,4/(0)) ~ Fy(0.0,45(0)) (m — 4/ (0)
Daca ar exista o valoare my pentru care W < 0 atunci pentru ca
dp(0+0
o(h,mo) = Wh +o(h),h >0

rezultd ci ar exista o valoare hg suficient de mica si functia y(x, ho, mg) astfel incat

o(ho, mo) = I[y(x, ho, mo)] — I[yo(z)] < 0.

Putem inlocui functia netedd pe portiuni y(z, hg, mg) cu o functie netedd peste tot
y*(x, hg, mg) astfel incat I[y*(x, ho, mg)] si difere putin de I[y(z, ho, mg)] si deci ca ine-
galitatea I[y*(z, ho, mo)] — I[yo(z)] < 0 s& se mentind. Va rezulta ca extremala yo(x) nu
realizeazd minimul tare al functionalei. Deci oricare ar fi « € [a, b], oricare ar i m € R

trebuie s avem

F(z,yo(x),m) — F(z,y0(x),y/ () = Fy (2, 30(2), yo(2)) (m = yo(x)) = 0.

Definitia 10. Functia

E(:U,y,y',m) = F(.%‘,y, m) - F(l‘,y,y,) - Fy/<x>yay/)(m - y,)

se numeste functia lui Weirstrass.
Rezulta urmatoarea teorema:
Teorema 13 (Conditia lui Weirstrass). Daca functia yo(z) realizeaza minumul tare

al functionalei

pe multimea
M = {y(z)|y(z) € C*[a,b],y(a) = ya, y(b) =y }
atunci de-a lungul ei functia lui Weirstrass este pozitiva

E(x,yg(x),ylo(x),m) =

= F(z,y0(x),m) — F(z,y0(x), y5(x)) = Fy (2, 50(x), g (x)) (m — yo(x)) = 0
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oricare ar fi m pentru care F'(x,y,m) are sens.

Din punct de vedere geometric conditia lui Weirstrass revine la faptul ca functia
F(z,y,y') de-a lungul extremalei care realizeazi minimul functionalei este convexa con-
siderata ca functie de ¥/’

Cum
wm—¢@wwﬂm@—qwi/w/¢%ﬁm

rezultd ca daca

Fyy(x,yo(z),m) > 0,Vm € R,

atunci conditia lui Weirstrass este indeplinita.

11.24 Conditii suficiente de extremum

Fie yo(x) functia care realizeazd minimul tare al functionalei

pe multimea
M = {y(2)|y(z) € C'[a,b], y(a) = ya, y(b) = 1}

in ipoteza ca functia F' are derivate partiale de ordinul doi continue. Stim c& yo(x)
este o extremald a functionalei I[y(x)]. S& presupunem ci aceastd extremald poate fi
scufundatd intr-un camp central de extremale cu varful in (a, yo(a)). Fie m(x,y) functia
de pantd a campului si fie y = y(x), z € [a, b] o functie din vecindtatea tare a extremalei
yo(z). Prin fiecare punct (z,y(x)) trece o extremald din cAmpul central cu ecuatia de
forma y = ¢(t,x), t € [a,b] astfel incat ¥(a,z) = yola), ¥(z,z) = y(x),% =

m(z,y(x)). Sa consideram functia

ow) = = [ Flwto), 2o~ [ P,y 0)ar

Vom avea
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() = - / Pt (), 22 D yar = - / Pty (8) h(0))dt = —Tlyn(t)
si deci a a b
o) = ola) = 1ly(t)] ~ Tn(t) = [ o'(a)da
Dar '

oe) = Floay(a). /@) = Flof @hmtea@) - [ |25 4 00

sau tinand cont ca (¢, x) este extremald
ot z)|*
ox

o'(x) = Fz,y(x),y (z)) = F(z,y'(x), m(z,y(z))) — Fy

a

Avem 282) — o 2elen) 4 Selen) — 41(1) de unde 2882 = o/ (x) — m(z,y(x)) si deci

o'(x) = Fz,y(z),y'(x)) — Flz,y (z), m(z,y(z))) —

—Fy (z,y(z), m(z, y(2)))(y (z) — m(z,y(z))).

A reaparut functia lui Weirstrass si putem scrie

b

Hy(®)] = Iyo(t)] = /E(w,y(iv),m(iv>y(fﬂ))>y'($))d$-

a
Puteam stabili aceasta relatie pentru cazul mai general in care extremala yo(x) poate
fi scufundata intr-un cAmp de extremale oarecare. In adevar daca luam functia funda-

mentald a campului S(z,y) avem
ds = [F($7 Y, m(m, y)) - m(m, y)Fy’<I7 Y, m(x, y))] dx + Fy(l‘, Y, m(x, y))dy
si deci integrala curbilinie

/ [F(z,y, m(z,y)) — m(z,y) Fy(z,y,m(z, y))] dz + Fy(z,y,m(x, y))dy

nu depinde decat de capetele curbei. Daca luam odata curba graficul extremalei y =

yo(x) gi altd data graficul unei functii oarecare y = y(z) cu aceleasi capete vom avea

Iyo(x)] =



11.24. CONDITII SUFICIENTE DE EXTREMUM 7

/ {[F(z,y,m(z,y(x)) — m(z,y(x)) Fy (z,y,m(z, y(x)))] + Fy (z,y,m(z, y))y' (x) } dz

a

si regasim relatia

lb@ﬂ—HWWNZ/E@w@%m@wWMM@»M-

Am obtinut teorema

Teorema . (Condilia necesara si suficienta de minim tare a lui Weirstrass) Ex-
tremala yo(z) care poate fi scufundata intr-un camp de extremale realizeazd minimul
tare al functionalei I[y(z)] daca si numai daca pentru orice functie y(z) dintr-o vecina-
tate tare a lui yo(x) are loc relatia

b

/Euw@»m@w@»yuwmzu

a

Aceasta teorema greu de aplicat in practica poate fi inlocuita evident cu urmatoarea
teorema mai practica:

Teorema . (Conditia suficientd a lui Weirstrass de minim tare) Extremala yo(x) care
poate fi scufundata intr-un camp de extremale realizeaza minimul tare al functionalei
I[y(x)] daca existd o vecindtate tare a lui yo(z) astfel incat in orice punct (z,y) al acestei
vecinatati are loc relatia

E(z,y,m(x,y),m') >0

oricare ar fi numarul m’.

Cum E(z,y, m(z,y),m’) = 2Fyy(z,y,m")(m' —m(z,y))* ca m” cuprins intre m’ si
m(z,y) putem enunta teorema gi mai simpla:

Teorema . (Conditia suficienta simplificata de minim tare a lui Weirstrass) Ex-
tremala yo(x) care poate fi scufundatd intr-un cAmp de extremale realizeaza minimul
tare al functionalei I[y(z)] daca exista o vecindtate tare a lui yo(z) astfel incat in orice

punct (z,y) al acestei vecinatati are loc relatia
Fy’y’ (.f, Y, m”) > 0

oricare ar fi numarul m”.

Pentru minimul slab are loc teorema:
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Teorema .( Conditiile suficiente de minim slab ale lui Iacobi) Functia yo(x) realizeaza

minimul slab al functionalei I[y(z)] dacd sunt satisfacute conditiile:

e yo(x) este o extremald;
e de-a lungul sdu are loc conditia lui Legendre intérita Fy . (x, yo(z), y(z)) > 0;

e de-a lungul sdu are loc conditia lui Tacobi intaritd, adicd pe intervalul [a,b] nu

exista puncte conjugate cu a.

In adevar ultimele doud conditii asigura cd extremala yo(z) poate fi scufundata intr-
un cdmp de extremale. Din conditia a doua rezulta ca exista o vecinatate slaba a lui
yo(x) astfel cd in punctele acestel vecinatati vom avea Fyy(z,y,y’) > 0. Atunci pentru

o functie y(z) din aceastd vecindtate vom avea

b

Iy(x)] = Iyo()] = /E(way(w),m(x,y(ﬂf)),y'(w))dw

m/(x) fiind cuprins intre m(x, y(z)) si ¥/ (x).
Conditiile suficiente ale lui lacobi se cer indeplinite numai de-a lungul extremalei.

In cazul maximelor se schimba semnul inegalitatilor in toate conditiile.

11.25 Exercitii

Sa se studieze extremalele functionalelor:
1

L Iy(x)] = [(y?* = 2xy)dz,y(0) = y(1) = 0.

Ind. F = y’go— vy, Fy =2y, Fy = =2z, Fyy =2, Fyy =0, F,, = 0. Ecuatia lui
Euler 2y” 4+ 22 = 0 are extremalele y = —””—63 + Cix + (5. Cea care satisface conditiile la
capete este y = —%3 + &, ea poate fi scufundata in cAmpul central cu centrul in O(0,0).
De altfel ecuatia lui Iacobi este 7" = 0 cu solutia care verificd conditiile n(0) = 0,

n'(0) = 1, n = x care nu se anuleaza pe (0,1]. Cum Fy,y, = 2 > 0 peste tot, rezultd ca
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extremala realizeaza minimul tare. De altfel functia lui Weirstrass este

E($7y7m7y/) - F(m7y7y,) _F<337?Jam) _Fy’<x7yam)(y,_m) -

= y? —2zy —m? + 22y —2m(y —m) =

= (Y -m)’ =0

2. Iy(x fe y* + 5y*)dz, y(0) = 1y(1) =
Ind. F=e (y —i—;y’z) F, =€y, F,=2e"y, Fy,y =€e*, F,y =0, F,, = 2e”. Ecuatia

~2%_jar cea care satisface

lui Euler ¢y 4+ ¢ — 2y = 0 are extremalele y = C1e* + Cse
conditiile este y = e”. Ecuatia lui Iacobi este n” + 7' — 2n = 0 cu solutia necesara
n = %e’”(l —e73%) # 0 pentru z € (0, 1]. Functia lui Weirstrass este E(z,y,m,y’) =

se”(y — )2 > 0, deci extremala realizeaza minimul tare.

3. I[y(x feyy’2dx y(0) =0,y(1) = In4.
R. Pe extremala y = 2In(z + 1) se realizeaza un minim tare.

4. Iy f 2 de,y(1) = 1,y(2) = 4.

2 se realizeazd un minim slab pentru ci se giseste functia lui

R. Pe extremala y==x
Weirstrass E(z,y,m,y’) = 255 2 (i —m)2(y + L) pozitiva numai pentru 3’ in vecindtatea
lui m.

fd,,yO) ,yla)=0b,a>0,b>0.
R. Pe extremala Y= gx se realizeaza un minim slab pentru ca functia lui Weirstrass

_ W p)
P2y

este E(x,y,m,y) pozitivd numai in vecindtatea extremalei.

1

6. I[y(z)] = bf(l +2)y?dz,y(0) = 0,y(1) = L.

In(14x)
In2

R. Pe extremala y = se realizeaza un minim tare.

/2
T Iy(x)] = [ (y* —y?)de,y(0) = 1,y(m/2) = 1.
0
R. Pe extremala y = sinz + cos x se realizeaza un maxim tare.

8. I[y(x fy (1+ 2%y )dz,y(—1) = 1,y(2) = 4.

R Nu exista extremum pe functii continue.
1
9. Iy(x)] = [ (y° +y?)dz,y(=1) = —1,y(1) = 3.
“1
R. Pe extremala y = 2x + 1 se realizeaza minim slab.
1

10. Iy(z)] = Of(y’3 —ay')dz,y(0) =0,y(1) = =2, € R.

R. Pe extremala y = —2x se realizeaza un minim slab.
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2

11. I[y(z)] = Of(ey’ +3)dz, y(0) = 0,y(2) = 1.

R. Pe extremala y = $ se realizeaza un minim tare.
1

12. I[y(z)] = [(y* + 2?)dz, y(0) = —1,y(1) = 1.
0

R. Pe extremala y = 2x — 1 se realizeaza un minim tare.
2

13. Ify(z)] = [(zy" - 2yy”)da,y(1) = 0,y(2) = 1.
1
R. Pe extremala y = x — 1 se realizeaza un minim slab.
14. Ily(z)] = [y"?dz,y(0) = 0,y(a) = b,a > 0,b > 0.
0
b

15. Ily(z)] = [y"dz,y(0) = 0,y(a) = b,a > 0,b > 0.
0

R. Pe extremala y = 2x se realizeaza un minim tare.

b

R. Pe extremala y = 2z se realizeazd un minim slab.

11.26 Extreme cu legaturi

Fie yo(x) functia care realizeaza extremul functionalei

b
Iy@) = [ Flopta).y/(@)da
pe multimea functiilor

M = {y(z)|y(z) € C*[a,b],y(a) = ya,y(b) =y, Jy(z)] = ¢},

unde J[y(z)] este functionala

ﬂwmsz@mmwam

Presupunem ca functiile F, G au derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu
argumentele lor. Fie doud functii directie n(z),{(x) nule in a,b n(a) = n(b) = 0,£(a) =
€(b) = 0. Functia de doud variabile

O(t, s) = I[yo(x) + tn(x) + s&(x)]

cu conditia

U(t,s) = Jlyo(x) +tn(x) + s§(2)] = ¢
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igi atinge extremul in punctul (¢ = 0, s = 0). Atunci existd multiplicatorul lui Lagrange

A € R astfel incat s avem

0
E((I) + )\\IJ)|t:07s:0 - O
0
a(q) + )\\IJ)|t:07s:0 - O
ceea ce implica
61fyo(z);n(z)] + A6 J[yo(x);n(z)] = 0,Vn(z),

61 [yo(@); §(2)] + A6 J[yo(x); €(x)] = 0,VE().

Am demonstrat teorema

Teorema 12. Daca functia yo(z) realizeazd extremul functionalei

b
y(@) = [ Flo.y(a).y/(@)ds
pe multimea functiilor

M = {y(z)|y(z) € C'[a,b],y(a) = ya, y(b) = m, J[y(x)] = c},

unde J[y(z)] este functionala

e / Gz y(2), ¢ (¢))d,

daca functiile F, G au derivate partiale de ordinul doi continue in raport cu argumentele
lor, atunci existd multiplicatorul lui Lagrange A € R asfel ca yo(x) este extremala
functionalei I[y(z)] + AJ[y(x)].

Exemplul 23. In problema lantigsorului, problema echilibrului unui fir greu, trebuia

gasit minimul functionalei

Ily(z)] = / y(@)v/1+ 72 (@)dz
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cunoscand lungimea firului

b
o)) = [ VTF 7P = L.
Vom céduta extremala functionalei I[y(z)] + AJ[y(x)] cu integrandul

F=yV1+y2+ M1+ 92() = (y + )V1+y2

. A . . V) o . LY y+)\ . A
Acesta ne-depinzand de x avem integrala prima f—y'f,, = C adica == = C. Punand

v 1+y

y' = sinh u avem
y+ X =CvV1+sinh?u = C coshu,y = Ccoshu — \.
Din ¢ = % = sinh u rezulta dz = Cdu si

1 x x
du = Ed:c,u: 5+C’1,y:C’cosh(5—|—Cl)—)\.

Constantele C, C1, A se determind din conditiile la capete y(a) = ya, y(b) = yp si din
conditia J]y(x)] = L.

Fie cazul unei functionale

iy (2), y2(2), -, yn(2)] =/F(yl(m),yz(m),---,yn(w),yi(ﬂ«“),yé(fﬂ%---,y;(w))dw,

a

definite pe o multime de n functii de o variabila derivabile pe intervalul [a, b] :

M- yi(z),i=1,2,...n|y;(z) € C'[a, 8], yi(a) = Yia, %i(b) = Yap, |
Gj(z, y1 (@), y2(2), s yn(@), 91 (2), 93(2), sy (2)) = €5, = 1,2, .7
functia F' fiind definita intr-un domeniu si cu derivatele partiale de ordinul intai con-
tinue in acel domeniu, functiile G,(z, y1(x), y2(2), ..., yn(x), y1 (x), ¥4 (), ..., ¥, (z)) fiind
date. In acest caz se poate arata ca exista r functii multiplicator: ai lui Lagrange

A(z), Ae(z), ..., A (z) astfel incat functiile care realizeazd extremul functionalei I an-

uleaza variatia de ordinul intéi al functionalei J = I + \Gy + ... + A\, G,

11.27 Exercitii

1. S& se giseascd minimul integralei I[y(z)] = [7y”dz cu conditiile Jy(z)] =
0

[ my*dr = 1,y(0) = 0,y(7) = 0.
0
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Ind. Pentru integrala cu integrandul H = 3?4+ \y? ecuatia lui Euler este y” —\y = 0.
Pentru a putea verifica conditiile trebuie ca A = —k?, k € N* si gisim extremalele
y = i\/g sin kz. Dintre acestea numai y = i\/% sin x satisfac conditia lui Iacobi. Pe
ele I[y(z)] ia valoarea minima 1.

1
2. Si se giiseascd extremalele functionalei I[y(z)] = [ ydz cu conditiile J[y(x)] =
0

1
Jydz =3, y(0) =1, y(1) = 6.
0

R.y=32%2+2z+1.

1
3. Si se gilseascd extremalele functionalei I[y(z)] = [ y”dz cu conditia J[y(z)] =
0

bf@ e = 1/12, y(0) = 0, y(1) = 1/4.
R.y =12z — 2?).

4. Si se giseasca extremalele functionalei I[y(z), 2(z)] = [(y? + 2/? — 422’ — 4z2)dx

o, .

cu conditiile J[y(z), z(z)] = fl(y’2 —zy — 2?)dx = 2, y(0) = 0, 2(0) = 0, y(1) = 1,
A1) = 1. '

R.y= W, z=1.

5 Sa se gaseasca cea mai scurta lungime a curbei de pe suprafata 150 —7Ty+2—22 =0
care unegte punctele A(1,—1,0), B(2,1,—1)..

Ind. Se cauta extremala functionalei
1

Iy(z), 2(z)] = / (m + M) (162 — Ty + 2 — 22))

unde A(z) este functia multiplicator.

Ry=2r—-3,2=1—z, L =16

11.28 Metode variationale pentru valori proprii

Fie E un spatiu euclidian n-dimensional ale carui elemente le notam cu litere latine
mici x,y, z, ...s1 o forma patratica p(x) pozitiv definitd pe E. De la algebra lineara se stie
cd existd un endomorfism autoadjunct A : E — E astfel incat p(x) =< A(x),x > si cd
exista o baza ortonormata e, e,, ..., e, formata din vectori proprii ai endomorfismului
A asfel incat daca

X = 1I1€1 + To€es + ... + €,



84 CAPITOLUL 11. ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

atunci

p(z) = M (21)? + Aa(22)* + ... + (),

unde A1, Ag, ..., A, sunt valorile proprii ale endomorfismului A. Suprafata de nivel con-
stant 1 a formei patratice Aj(z1)% + Xa(22)? + ... + A\u(x,)? = 1 reprezintd un elipsoid ale
carui semiaxe sunt legate de valorile proprii. De exemplu, cea mai mare semiaxa este
egald cu \/%\—1 dacd \; este cea mai mica valoare proprie. Cum \; = p(e;) =< A(ey),e; >
aceasta interpretare geometrica duce la a defini cea mai mica valoare proprie A;si vec-
torul ei propriu prin relatia
A1 = min p(x) = min < A(x),x >=min p(x) =min M
<x,x>=1 <x,x>=1 x€E <X, X > x€E <X, X>

<A(x),x

In adevar, sfera unitate < x,x >= 1 fiind compacta minimul min ~ se atinge

" <X, x>
pe un vector x;si fie valoarea sa A;. Atunci < A(x1),x; > —)\jE< X1,x3 >= 0 si
< A(x),x > —A; < x,x >> 0 pentru orice vector x din E. S§ notdm J(x) =<
A(x),x > =\ < x,x > . Atunci J(x;) = 0 si pentru orice ¢ real si orice vector v
functia ®(t) = J(xz + tv) = 2t < A(xy) — Mixy,v > +t2J(v) > 0. Atunci ®'(0) =
2 < A(x1) — Mix1,v >= 0 pentru orice vector v. Rezultd A(x;) — \ix; = 0, adicd

x; este vector propriu corespunzator valorii proprii A\;. Se observa analogia perfecta cu

problemele calculului variational: 2 < A(x;) — A;x;,v > poate fi consideratd variatia

<A(x),x>

o numitd catul lui Rayleigh, iar ecuatia Alxy) — Mxp =0

intai a functonalei
poate fi considerata ecuatia lui Euler-Lagrange pentru aceeasi functionala.

Sa consideram functionala patratica

Tly(x)] = / P(a)y () + Qa)y()?] da

definita pe multimea functiilor

M, = { y(x) |y(z) € CPla,b), y(a) = y(b) =0, / y(x)de = 1

a
cu coeficientii P(x), Q(x) functii continui pe [a, b] astfel incat P(z) > 0 pentrua < x < b.
Valorile functionalei I[y(x)] sunt marginite inferior pentru ca

Iy(z)] =

a<lz<b a<lz<b

Q(@)y(x)’de > min Q(x) / y()?dz = min Q(z).

Se— .
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S& presupunem cd am demonstrat ca exista o functie y;(x) pentru care functionala este

minim&. Atunci dupi teoria extremelor conditionate functia y;(x) satisface ecuatia

(P(z)y)(2)) — [Q(x)y1(x) — My (z)] = 0.

Problema gasirii solutie acestei ecuatii care sa verifice conditiile la limita se numeste
problema Sturm-Liouville.

Daca introducem operatorul diferential

atunci relatia precedenta se scrie sub forma

Llyi(z)] = My (z),

adica putem spune ca functia y;(z) este vector propriu, se numeste functie proprie,
pentru operatorul L corespunzatoare valorii proprii \i.
Odata gasita functia y;(z), s gdsim minimul functionalei I[y(z)] pe submultimea

lui M1
b

My =< y(z) |y(x) € My, /yl(:z:)y(:c)dx = 0.

a

Functia y,(z) care realizeazd acest minim va trebui s verifice relatia

Llya(2)] = Aaya(x) + p2y (z).

Dar se verifica imediat ca operatorul L este autoadjunct, adica are loc relatia

b b

/ Liu(a)|o(x)dz = / w(@)Ljv(@)dz, Vu(z),v(z) € M.

Inmultind relatia de mai inainte cu y;(z) si integrand de la a la b obtinem c& ps = 0,
adica functia yo(z) este valoarea proprie a operatorului L corespunzatoare valorii proprii
Az

A treia functie proprie ys(x) corespunzatoare valorii proprii A3 realizeaza minimul
functionalei I[y(z)] pe submultimea lui M;

Ms =< y(z) |y(z) € My, /yg(:z:)y(:c)dx =0.

a
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si putem continua. Obtinem in acest fel un sir de functii proprii ale operatorului difer-
ential L

(), y2(x), y3(2), ..., yn (), ...

care prin constructie sunt ortogonale doud céate doud si sunt normate (apartin lui M;).

Din constructie rezulta ca

Iy (2)] < Iya(2)] < Iys(z)] < oo < Tya(2)] < .o

Mai mult se poate arata ca acest sir de valori tinde catre infinit. Daca aplicam integrarea

prin parti primului termen al functionalei I[y(x)] obtinem

1@@ﬂ=/LM@Mwm+P@qu@M

si deci
b b

nmmzjimm%mm:/M%m%mm:M

a a

Multimea valorilor proprii A, constituie spectrul operatorului L pe multimea M.

In cazul endomorfismului autoadjunct vectorii proprii constituiau o baza a spatiului,
adica orice vector din spatiu se descompune in mod unic dupa vectorii proprii. Daca
consideram o partitie a = xg < 1 < 2 < ... < x; < ... <z, = b, x; = a+ z'b_T“, si
consideram valorile yg, y1, ..., y, ale functiei y(z) in nodurile partitiei, putem exprima
integrala din functionala I[y(x)] printr-o formuld de cuadraturd si obtinem in locul
functionalei un endomorfisn autoadjunct pe subspatiul vectorial definit de yg = y,, =
0. Orice element din acest subspatiu se va exprima in functie de vectorii proprii ai
endomorfismului. La limita pentru n — oo rezulta ca orice functie de doua ori derivabila
pe [a,b] nuld in capetele intervalului se va descompune intr-o serie uniform convergenta

dupa functiile proprii. Aceasta este proprietatea de completitudine a multimii functiilor

proprii.

11.29 Exercitii

Sa se gaseasca valorile proprii si functiile proprii normate ale functionalelor patratice:
3

L Ify(z)] = Of[(Q:v +3)%y” — y?|dx, y(0) = 0,y(3) = 0.
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3
Ind. Tinand cont de conditia de normare [ y*dx =1 ecuatia lui Euler este
0
(224 3)%y" +4(2z + 3)y' + (A + 1)y = 0.
Facand schimbarea de variabild 2z + 3 = €' aceasta se scrie

4" () + 4y’ (t) + (A + 1)y(t) = 0.

Conditiile la capete nu pot fi satisficute decat pentru valorile proprii

4n?n?
>\n = W,TL = 1,2,3,
n
pentru care se gasesc functiile proprii
nm In(224-3)

2 sin
n3__ n=1,23,..

hn(@) = E ==

1

2. Iy(2)] = [(y* +y?)dz,y(0) = y(1) = 0.
0
R.\, =1+ n27r2,yn(:z:) = +\2sinnrz,n=1,2,....

3. Iy(x fa; y?dz,y(1) = y(2) = 0.
n 22 nn _
R, = if;42 ,Yn(@) = 2 =1,2,3,....

\/ln \/_

4. Sa se arate ca pentru orice functie y(z) : [0,7] — R, y(0) = y(7) = 0 are loc
inegalitatea [7y?dz > [ my*dx
0 0

sinx

R. Se giseste ca egalitatea se atinge pentru y(z) = T

11.30 Principiul lui Hamilton, principii variationale

Consideram un sistem de n puncte materiale cu masele my, mo, ..., m,. Notam cu
xj,V;, %; coordonatele punctului j. Miscarea sistemului este descrisa de ecuatiile lui
Newton

m; Tj= Fjz,m; yj Fiy,m; zj=F;,, j=12,...n

unde cele doua puncte deasupra literei inseamna derivarea in raport cu timpul, iar

—
Fjz, Fjy, Fj, sunt componentele fortei F care actioneaza asupra punctului j. Pre-

supunem cé fortele f; admit o functie de potential U = U (1, Y1, 21, -, Tn, Yn, 2n), adicd
au loc egalitatile
ou ou ou

F,x:__7F. :——’F~Z:——’ | = 1,2,...,
J 833j Y 8yj J aZj J "
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Aceasta inseamna si ca lucru mecanic efectuat de forte asupra sistemului pentru a-1
aduce din pozitia initiald z;(t1), y;(t1), z;(t1),j = 1,2, ...,n pana in pozitia z;, y;, zj, j =

1,2,...,n este

n (5,95,25)
W= Y[ Fude Bydy o+ Frds =
]:1(J»‘j(tl),yj(tl),zj(tl))
I T ./
= — —dx; + —dy; + —dz; =
Z 8xj l'] + ayj y] + azj Z]

I= @5 (t1)95 (t1),2 (1))

- _U(mlaybzlv cooy Ty Yny Zn) +

+U (21(t1), y1(tr), z1(t1), - Tn(t1), yn(t1), 2n(t1)),

adica functia U(z1,y1, 21, .-, Tn, Yn, 2n) €ste abstractie ficand de o constanta lucrul mecanic
efectuat de forte pentru a aduce sistemul din pozitia finala z;, y;, z;, 7 = 1,2, ..., n in poz-
itia initiald z;(t1), y;(t1), z(t1), 7 = 1,2,...,n. Functia U(x1, Y1, 21, .o, Tny Ynsy 2) SE DU-
meste potentialul fortelor, iar valoarea sa intr-o pozitie a sistemului se numeste energia
potentiala a sistemulut in acea pozitie.

Functia

3

S oo m; (. 2
T = T(xlaylzb ceey xnynzn) = Z TJ (xJQ + yj + ZJZ)
j=1
se numeste energia cinetica a sistemului in pozitia de la acel moment.
Sa consideram doua functionale
t2
L), o 2 (t)] = / T, i, o o),

t1

to

Llay(®), oo 2 (t)] = /U(a:l(t),...,zn(t))dt

t1
calculate de-a lungul unei traiectorii intre momentele 1, t5, capetele fiind fixe. Sa cal-
culam variatiile acestor doua functionale.

Avem

L1 [x1(t), .y 2n(t); 621 (1), ..., 62, (F)] =
to
d oT d oT

t1
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to

= —/ [ml Ty 6x1(t) + ... + My 2y (5zn(t)} dt.
t1

OLo[x1(t), .y 2p(t); 621 (L), ..., 62, (8)] =

to

ou ou

t1
to

__ / (b (t) + .+ Fpubon(t)] dt.

t1

In virtutea ecuatiilor lui Newton avem

O(L1[z1(t)y ooy 2n(t); 021(L), ..oy 020 (8)] — La[1 (), .ovy 20 (8); 021 (1), ..., 62, (2)]) = O,

adica, vedem ca functiile x1(¢), ..., z,(t) care descriu migcarea reald a sistemului de puncte

intre momentele 1, t5 fac stationara functionala

[2)

I[z1(t), ..., 2n(t)] :/[T@l (£); ooos 2n (1)) = U(@1(£), ooy 2(t))] dlt

t1
adica problema de mecanica este de fapt o problema de calcul variational. Acest lucru
a fost observat pentru prima data in 1835 de catre Hamilton si de aceea se numegte
principiul variational al lui Hamalton.

Definitia 10. Functia
L{zy, .y 2p, @1, oy 2] = T(21, .0 20) — U(21, oy 20)

se numeste functia lur Lagrange a sistemului de puncte.

Definitia 11. Functionala

to

I[.I'l<t),,2n<t)] :/L[.Tl,...,Zn,.'rl,...,zn]dt

t1
se numeste actiunea sistemului de-a lungul traiectorie.
Daca sistemul are r grade de libertate, adica pozitia sa este descrisa de r parametri

q1, 2, ---, Gr, NUMiti coordonate generalizate,

l'] = mj(QlaQZa"wQT)’
Yy; = ?Jj(fha(h,---;%)a

zj = Zj(QlaQZa"'aQT)aj:1727"'777'



90 CAPITOLUL 11. ELEMENTE DE CALCUL VARIATIONAL

atunci

k=1
r ay]
y] — Z ~ qk
—1 gy,
- 0z;
Z; = Z a—qk 4
k=1

noooq. 2 . .
si deci energia cinetica T' = 231 % <1’§ +Y; + zj) este o forma patratica de vitezele
]:
: r : . . .o .o .
generalizate q4;: T = Y a;; 4;q, cu coeficientii functii de coordonatele generalizate.
Jk=1
Energia potentiald devine o functie de coordonatele generalizate U = U(qy, ¢2, ..., ).

Functia lui Lagrange L = T — U este acum o functie de ¢, ¢o, ..., ¢, 41, ..., 4, . Functiile

p; = g; se numesc impulsurile generalizate, iar ); = —g; se numesc fortele generalizate.
o i

to

Conditia de stationaritate a actiunii, functionala [ Ldt, ecuatiile lui Euler , cap#ta forma

t1

L L
OL _d0L 4 j_19.r
(9qj dtaqj

adica asa numitele ecuatii ale lui Lagrange de speta a doua.
to
Se poate arata ca pe intervale mici de timp, actiunea f Ldt are chiar valoare minima;
t1
de aceea principiul lui Hamilton se mai numeste si principiul minimes actiuni.

In cazul autonom, cadnd potentialul nu depinde de timp, ecuatiile lui Lagrange admit
integrala prima a energiet T'+ U = const de-a lungul traiectoriei, cum rezulta imediat

din fnsumarea ecuatiilor inmultite cu ¢;

o o U, _ 45 80T _
8Qj J 8qj J J dtaqj a

_or, ov, _df, 0T O .
og; 7 9q; 7 dt\ ' 94, 8aq;
dT _dU _dT d(T +U)

= — — — — _:_—:O

dt dt dt dt

Am tinut cont c& datoritd omogeneitétii lui 7' avem ¢, % =2T.
J
Exemplul 24. Sa consideram miscarea unui punct intr-un cdmp central in plan in
coordonate polare. S& consideram in punctul de vector de pozitie 7 de coordonate

— . . .= . N . . . . . —
polare r = | 7’| §i ¢ doi versori: e, indreptat in directia razei vectoare (si deci 7 =r
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€,) si e ortogonal pe €, si indreptat in sensul cresterii lui . Evident, vectorii €, , eg
se rotesc cu viteza unghiului ¢: e;r):gb eQ, e;g>0: — ¢ e.. Rezultd v =T =r &+ ¢ ep
si deci energia cinetica este T' = % (7'°2 +r? g'o2) , energia potentiala fiind o functie de r,

U = U(r). Functia lui Lagrange este L =T — U = (r +r? ¢ ) — U(r). Impulsurile

generalizate sunt p, = ‘Z—f =m7, pp=mr?p.Prima ecuatie a lui Lagrange p,= ‘gf
devine m = mr? ¢ —2%. Cum 2& &p = 0, a doua ecuatie a lui Lagrange este pyp= 0, adica
pp = mr? p= const, ea reprezentand legea conservarii momentului cinetic.
In cazul general in care cAmpul nu este central U = U(r, ) am fi obtinut p,= —g—g.
Cum
dU = %—gd + g—Ud ~Fd7 =-Fedr—rFeide

H
unde F' este forta, rezulta

_a_U:r?’?:r(e—;x?) 2= (v« F)e

|

o o 7 — =
Pe de alta parte, daca notam cu M =m 7" X v~ avem

A doua ecuatie a lui Lagrange se scrie
— — ="\ =
Me =(rxF|e;,

adica teorema momentului cinetic proiectata pe Oz.
Exemplul de mai sus permite urmatoare generalizare a conservarii momentului ci-
netic:

Definitia 12. O coordonata generalizata g; se numeste ciclica daca functia lui La-

6L_0

grange nu depinde de ea 9

Teorema 14. Impulsul generalizat corespunzator unei coordonate ciclice se conserva
p; = const.
Din ecuatiile de miscare obtinem conditiile de echilibru ale sistemului de puncte

materiale, {indnd cont ca la echilibru T' = 0. Aceste conditii se reduc la

oU
— =0, 57=12,...,m,
Jg;

adica la conditia de stationaritate a energiei potentiale.
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Teorema 15. In punctul de echilibru al unui sistem, energia potentiala este stationara.

Se poate arata folosind integrala energiei ca daca energia potentiala are intr-un punct
minim local, adica in vecinatatea acelui punct energia potentiala este o functie convexa,
atunci acel punct este punct de echilibru stabil (teorema lui Liouville).

Printr-o schimbare de coordonate generalizate, putem totdeuna presupune ca punctul
de echilibru stabil corespunde originii ¢; = ¢ = .. = g, = 0. Atunci pentru studiul
micilor oscilatii in jurul pozitiei de echilibru vom putea inlocui energia cinetica T =

n

aij(fh, ey qn) qjqk cu valoarea sa pentru ¢y = ¢ =.. =¢q, =0
4.k=1

T = Z aij(O, cany 0) q]qk
7,k=1

si energia potentiala cu partea ei patratica pozitiva

2
TV o,
04;0qxk

1 n
U= 5 Z bikqiqk, bjx =

jk=1

Cum forma patratica T' este pozitiv definitd rezulta ca existd o schimbare lineara de

coordonate generalizate
n
q; = E cijQji=1,2,..,n
Jj=1

asfel incat

T3¢
=1

Igm | o
=1
Numerele \;,7 = 1,...,n sunt valorile proprii ale formei patratice U in raport cu forma

patratica T', adica sunt radacinile ecuatiei
det (b” — )\CLZ']') = 0.

Ecuatiile lui Lagrange sunt atunci

Qi: _>\1Q272 = 1, oy N
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Cum solutiile acestui sistem sunt de forma
Q; = Cy coswit + Cysinwit, w; = /A

rezulta ca orice oscilatie mica este o suprapunere de asemenea oscilatii periodice, numite
oscilatic proprii. Numerele w; se numesc pulsatiile proprii. Notam ca o suprapunere de
oscilatii periodice poate sa nu fie peridica. Rezulta ca studiul micilor oscilatii in jurul
pozitiei de echilibru se reduce la studiul valorilor proprii si al vectorilor proprii ai unei
forme patratice.

Principiul lui Hamilton are caracteristica importanta ca in formularea sa nu intervine
numarul finit de grade de libertate, el formulandu-se in functie numai de energia cinetica
si energia potentiald. In mod euristic, suntem condusi sa admitem ca orice mediu
continuu este un sistem format dintr-un numaér foarte mare, dar finit, de particole, deci
sa admitem ca si pentru mediile continue, deci in cazul unui numar infinit de grade de
libertate, este valabil principiul lui Hamilton. Totul este sa stim sa calculam energia
cinetica gi energia potentialda a mediului continuu respectiv. Aceasta depinde de modelul
de mediu continuu luat in considerare.

Exemplul 25. Sa stabilim ecuatia micilor oscilatii plane transversale ale unei corzi
intinsa cu forta de tensiune Ty intre x = 0 si * = [, asupra corzii actionand si forta
transversald f(z,t). Vom considera coarda ca un mediu continuu unidimensional care
lucreaza numai la intindere, nu si la incovoiere, fiind perfect flexibila. Vom consid-
era ca fiecare punct de abscisa x al corzii se deplaseaza perpendixular pe Ox; vom
nota prin u(z,t) ordonata acestui punct. Functia u(z,t) defineste ecuatia de migcare
a corzii, iar graficul ei pentru un ¢ fixat da forma corzii la momentul ¢. Ecuatia para-
metricd a corzii la momentul ¢ este 7 = x i + u(x,t) j, i, j fiind versorii ax-

v =7 - u(zt) =7 v .
elor. Vectorul tangent la coardd r’ = ¢ + =~ j este un vesor dacd admitem
Ou(z,t) 2 -
ca <a—) este neglijabil. Forta F (x) cu care portiunea din dreapta abscisei x
xr
actioneaza asupra portiunii din stdnga este dirijata dupa tangenta si are marimea
— = | Bu(zt) : i i
T(z) : F(x) = T(x,t) < i+ % J >.Alung1rea elementului (z,z + dz) al corzii fi-
ind /1 + u2dx — dz =~ 0 rezultd din legea lui Hooke ca marimea fortei de tensiune
T(xz,t) = T(x) nu se modifica in timpul vibratiilor. Din proiectia legii de miscare a

elementului (x, x + dz) pe Oz rezultd cd T'(z) = Tp. Componenta pe axa Ou a fortelor
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care actioneaza asupra elementului (z, z + dx) este

Ou(z + dz,t) du(z,t) O?u(x,t)
% Ty ~hTam W@

Puterea necesara pentru a aduce coarda in pozitia deformata este

l

I I
B O®u(x,t) Qu(x,t) ou(z,t) u(z, ) 0
P‘/TO o2z ot d‘”__T”/ oz oot 2 a_/( >
0 0

0

unde la integrarea prin parti am tinut cont ca extremitatile corzii sunt fixe. Rezulta ca

l
energia potentiala de deformatie a corzii este %To of (%)2 dt si deci energia potentiala a

U:/Il%uf— F@ tul, t)]d.

Energia cinetica a corzii este T' = f Ly2dx, p fiind densitatea lineard a corzii. Functia

intregii corzi este

lui Lagrange este deci

L=T-U= /I[p ?— 2+f(x,t)u(x,t)} dz.

Miscarea corzii este data de acea functie u(x,t) care face stationard functionala

(e, t) //{f"2 u’2+f(xt)( )]dmdt

adica acea functie care satisface ecuatia Euler-Ostrogradski
f(@,t) = puty + Tz, = 0.

Evident vom avea in plus conditiile la capete u(o,t) = u(l,t) = 0 si conditiile initiale
u(z,0) = ug(x), uj(z,0)=vo(z),pozitia si viteza initiala.
In acelasi mod se poate arata ca ecuatia micilor oscilatii transversale ale unei mem-

brane intinse cu o forta de tensiune pe unitatea de lungime T este
@, y,1) = puy + T(ug, + ug) = 0.

Exmplul 26. Consideram acum vibratiile longitudinale ale unei bare dispuse intre

x = 0 sl x = [ in pozitia de echilibru. Fie u(z,t) deplasarea sectiunii de abscisd x
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de-a lungul axei Ox la momentul ¢. Vom presupune ca asupra barei actioneaza forta
longitudinald pe unitatea de lungime f(z,t) si ca extremitatile sunt fixate cu coeficienti
de elasticitate ayo, cy. Alungirea elementului (z, z-+dz) este u(z+dz) —u(z) = $4dz. La
aceastd alungire apare forta de elasticitate data de legea lui Hooke F(x,t) = SE %, cu
care portiunea din dreapta sectiunii de abscisa x actioneaza asupra portiunii din stanga,
S fiind sectiunea, E modulul de elasticitate. Asupra elementului (z,z + dx) actioneaza

fortele F(x + dx,t) — F(z,t) = SE %dm. Puterea necesara deformarii este
; *u d ; 0 (Oud
uOu u Ou
0 0
[ P [ 10 ()
u Ou u
0 0

!
Rezultd cd energia potentialde deformatie este [ ES % (%)Qdﬂc. Intreaga energie
0

potentiala este
! . 1 1
U= / [55Eufdm — fl(x, t)u] dx + §CY0U<O7 t)2 + §azu(l, t)z.
0

Energia cinetica este
l

1
T:/§p5u;2dx,
0

p fiind densitatea barei. Scriind principiul lui Hamilton rezulta ecuatia
pSuy, — SEuy, = f(=,1)
si conditiile la limita naturale
SEu,(0,t) — aou(0,t) =0, SEu,(l,t) + oqu(l,t) = 0.

Daca capatul = 0 este liber atunci ap = 0 si conditia devine u(0,t) = 0; daca
capatul x = 0 este fixat rigid atunci ay = 0o si conditia devine u(0,t) = 0.

Exemplul 27. Sa stabilim acum ecuatiile de migcare ale unui mediu elastic care
in pozitia initiala ocupa un domeniu D din spatiu raportat la sistemul de coordonate

Oxyz973 cu versorii axelor €7, €5, e3. In fiecare punct P(z1, x9, x3) din domeniul D este
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definit un tensor de ordinul doi simetric, tensorul tensiunii: daca consideram in punctul
P o suprafati micd da de normals 7 = nye; + nges + nges atunci mediul din partea
spre care este indreptata normala actioneaza asupra mediului din cealalta parte cu o
forta care depinde de punct si linear de versorul normalei si egala cu

—

T(n)da = (Tief +Tres +Tses)da=
= ((o11n1 + o12m2 + 013713)6—1) +
+(o11n1 + o12m2 + 013713)@_2) +

+(o11n1 + o12m2 + 013713)6_3))03(1

sau sub forma matriciala

011 012 013 ni
—
— — — —
T (n)da = (e, e, €3) 021 0322 023 ny | da.
031 032 033 ns

. o — . . o .

Componenta o;; reprezinta componenta pe axa ¢e; a fortei cu care actioneaza mediul
spre care este dirijat e; asupra mediului din cealalta parte limitat de aria unitate.

In scrierea cu indici muti cu conventia ca ori de céte ori un indice literal se repeta

A v . . H
sa intelegem sumare dupa acel indice, componenta pe e; este
T; = oy,

Reamintim ca tensorul tensiunilor este simetric o;; = 0j;,¢ = 1,2,3,7 = 1,2,3 cum
rezults din teorema momentului cinetic. Componenta medie pe €; a fortelor de tensiune

care actioneaza asupra unei sfere D, care se strange la P este
i 3 3 Uijn]da =lim 3 ao_w dv 80-2] = 0jj,j-
e—0 4me e—0 47?5 8% Oz,

. . C g . doi; . , . . .
(Am folosit notatia cu indici muti 0y ; = ac;; = %Lx’ll + %L;j + %’33, prin indicele , j am

notat derivarea partiala %).

In migcarea mediului punctul P(x1, s, z3) capata coordonatele x} = x14wuy (1, 2, T3, 1),
xh = xo+us (1, Ta, w3, t), = x3+us(x1, T2, 3,t), uy, s, us fiind componentele deplasarii.
Puterea dezvoltata in deplasare este

ou; ou; ou; ou;
/O'U’J 5 dv — /awn] 5 ——da /O'U’J 5 dv /(0ZJ oy )J dv

D oD D D
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_/U,.& _1/0..%dv_1 PPy
" 8t81’] N 2 " 8t8x] 2 ﬂ@t@mi n
D D D
- /0”8752 (amj * axi> = /“” ot v
D D

unde ne-a aparut tensorul de deformatie, evident, tot simetric

Eij = = )
J 2 \ Ox j 8513@
Acesta masoara deformatia mediului pentru ca daca consideram in punctul P(zy, zo, 3)

. . N . . L 0 7 9 ) 7t

doi vectori dx;, dy; in miscare ei vor deveni dz} = dr; + %d%, dy. = dy; +
J

0 7 ) ) 7t 3 3

%d%. Vom avea pentru produsele scalare ale celor doi vectori

J

Oou; Ou;  Ou; Ou;
dz,dy; — dx;dy; = ( oz, + Bz, + oz, &Ci) dzdz; = 2¢;5d;dx;

considerand ci 2

8;‘; sunt, suficient de mici ca produsele lor sa fie neglijate.

Intr-un mediu elastic izotrop cu mici deformatii tensorul de tensiune este legat de
tensorul deformatiilor printr-o relatie lineara biunivoca

Uz'j = )\ (Ekk) 6@‘ + 2,&6@',

Sau

intre parametrii lui Lame A, u si modulul lui Young FE si coeficientul lui Poisson existand
relatiile

- vE

E
1-20)1+v) " " 2010
1 A p A

= =
E  u(3\+2u) 200+ p)
Pentru puterea dezvoltata in deplasare putem scrie

i o / (A (er) 0ij + 2,usij] %dv — _/ [)\ (e1) Oej; Oeij

— 4+ 2
BN + 2ue

2 v =
ot ot |4

SRS
N =

I
O—_ T

[)\ (€kk)2 + 2M€ij€ij] d'l),

deci energia potentiala de deformatie este

97
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B (ere)” + 2ueies;] dv.

DO —

g

Forma patratica

[)\ (5kk>2 + 2/15ij5ij}

N —

w(ei;) =
reprezinta densitatea spatiala a energiei potentiale si este pozitiv definita ca o suma de

patrate. Vom observa ca
8w(£ij)
(%ij

si dupa teorema lui Euler pentru functii omogene

Uij =

1
w(eij) = 50i5€i5-

2

Exprimand pe ¢;; in functie o;; gasim exptesia densitatii spatiale a energiei potentiale

in functie de o;;

1+v

—%'%']
E

Exprimata in functie de deplasare, densitatea spatiala a energiei potentiale este

1[—v
w(oy) = 5 |7 (om)” +

_)\ . —3\2 aul 2 8u2 2 8U3 2
o=z () + () + (6

oup  Ou\*  (Ous  Oug\"  (Ous  Our)’
Oxy  Ox; Oxs  Oxsy Oxy Oxs '

Energia cinetica este
1 ow |? 1 dur\>  [Ous\®  [Ous\®
Tﬁ/ﬂﬁ d”ﬁ/f’[(ﬁ) +<W) +<W) -
D D

Se poate scrie deci expresia functiei lui Lagrange L = T — U. Ecuatiile Euler-

+

1

3

Lagrange sunt

2,
8uz_)\8

)
P — Nz divw +pF =0,i=1,2,3,
T

divw — pV3u; — Ky
Z;

sau scrise pe scurt vectorial

LT
P~ o

= (A + p) graddiv w + pAW + oF.
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Acestea se numesc ecuatiile lui Lame si trebuie integrate cand se cunosc deplasarile u’
si vitezele ‘96—? la momentul initial si pe o portiune a frontierei 9, D la orice moment
se cunosc vitezele u iar pe o altd portiune complementars de frontiers 0o D se cunosc
tensiunile normale o0,; = o;;n;.

Exemplul 28. Sa consideram acum micile vibratii transversale ale unei bare orizontale
dispusa dupa axa Oz, axele Oxs, Ox3 fiind axe principale de inertie a sectiunii verticale
si asupra careia actioneaza o forta transversala dirijata dupa verticald cu densitatea
f(z3,t) . In acest caz bara va lucra numai la incovoiere. Vom adopta modelul din
rezistenta materialelor. Experienta arata ca are loc ipoteza lui Bernoulli- Euler conform
careia sectiunile transversale perpendiculare pe axa barei pana la incovoiere raméan plane
si perpendiculare pe axa deformata gi nu se deformeaza in planele lor. Dupa incovoiere
punctul de pe axa cu vectorul de pozitie initial xlﬁ se deplaseaza in punctul cu vectorul
de pozitie (1 + u(x1, t)z_l) + w(x, 15)%> Versorul tangentei la axa deformatd este

(1+ (21, 8)) iy + ), (21,8) 5

\/1 + 2U;1($1,t) + U;1($1,t)2 + w;1<331,t)2‘

Derivatele sunt calculate in raport cu x;. Facem ipoteza ca deplasarile sunt asa de mici
cd lungimea axei deformate nu se modifica, adica w, (x1,t) este de un ordin de marime
e astfel incat e? este neglijabil, u/, (1,t) este de ordinul de marime €2 §i 2u}, (xq,t) +
w!, (x1,t)*> =~ 0. In acest fel versorul tangentei la axa deformata este

— — - —
t =1 +uy, (z1,t) i1 +w,, (x1,t) i3 = iy +wy, (21,1) i3,

iar versorul normalei este

N N
n =1t

. — = — =
X iy = —wh (x1,t) i1 + (14w, (21,1)) i3 = —w) (21,8) 41 + i3.

Dupa ipoteza lui Bernoulli-Euler, punctul cu vectorul de pozitie initial x; ﬁ—{—xz z'_2>+:1c;-)i_;-)>

se deplaseaza in punctul cu vectorul de pozitie
— — —
(21 4 u(zy,t) in +w(wy,t) iz + Loty + 2370,

adica deplasarea este

wo= u(ml,t)i_l)—i-w(ml,t)g—kxg(ﬁ—g}:

— —
= (u(z1,t) — wy, (21, t)23) i1 + w(z,t)is.
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(S-au lasat la o parte marimile negijabile). Singura componentd nenuld a tensorului

deformatie este e11 = —z3w, , (v1,1) si deci si singura componenta nenula a tensorului
—

tensiune este o7 = —Emgww L1 (xl, t). Rezultanta tensiunilor din sectiunea x; este T =

—EBuw! , (x1,t) [[ xgdxgdmgz_f = 0, iar momentul rezultant este

-

(&]
— —
M = —Ew, , (z1,t // ) z3 drodrs = Ew] , (21,t)I31s,

adica la incovoiere in bara apare un moment de incovoiere dat de legea lui Euler-

Bernoulli cu M = EI;C, C = v’

iz (21,1) fiind curbura barei deformate in aproximatia

facuta, Is momentul de inertie al sectiunii in raport cu axa orizontala perpendiculara
pe bara . Energia potentiala a unui element initial cuprins intre abscisele xy si x1 + dx

este

1
§EI( wlwl(ml,t)2d$1 — f(z1, t)w(wy, t)dz,.

Se gaseste pentru actiune expresia

t 1
u(zy,t //[ pSwt2dx1——EI3wgfml f(zy, t)w| dxydt.
0

Ecuatia Euler-Ostrogradski corespunzatoare este

pSwy, + ETw)” = f(x1,1).

T1T1T1T1

Conditiile la capete depind de regimul de lucru al acestora. Daca unul din capete este

fixat, atunci in el au loc conditii de forma w = 0, w/ = 0; daca capatul este liber

x
atunci au loc conditii de forma w = 0, w!,, = 0. Daca in capete se pun anumite legaturi

elastice, atunci in expresia energiei potentiale trebuie adaugati termeni de forma
1 1
3 [aow(0,1)* + Bow??(0,1)] + 3 [oqw(l,t)* + Bl (1,t)]

si atunci apar conditiile naturale de forma

ELw"(0,t) — fow.,(0,t) = 0, Elw,.  (0,t)+ aow(0,t) =0

Txrxr

ELw"(l,t) + pul(l,t) = 0, ELw) (I,t) —auw(l,t)=0.

Txrxr
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Daca in capete apar si forte exterioare si momente exterioare aceste conditii devin neo-
mogene.
Bineinteles, ca un caz limita avem cazul echilibrului barei la incovoiere, caz in care

dispar derivatele in raport cu timpul:
Elywyy,, = f(x)

cu conditiile corespunzitoare la capete. In cazul barei (—[,[) fixate rigid la capete sub
actiunea greutatii

ElpSg
wir) = ~—L2 a2 - Py

in timp ce pentru bara rezemata la capete se obtine

Bl S
w(z) = ——L29 (32 _ 2)(2? - 512).
24
Deplasarea pe orizontald u(x) se poate obtine din relatia v'(z) = —3w'(x)?.

Exemplul 29. Experienta arata ca daca asupra unei bare metalice 0 < z < [, fixata
rigid in z = 0 si astfel incat in z = [ sa nu aiba deplasari laterale, actioneaza stationar
in capatul x = [ o forta longitudinala de compresiune P, de la o anumita valoare critica
a fortei P. bara se flambeaza. Ne propunem sa determinam aceasta valoare critica.

Dupé exemplul precedent sectiunea de abscisd x capétd o deplasare u(z) in lungul
barei si o deplasare w(x) perpendiculard pe bard. In aceeasi ipoteza ca lungimea liniei
centrelor nu se modificd vom presupune ca patratul lui w'(z) este neglijabil gi ci de-

plasarea u(x) este astfel ci 2u'(z) +w(z) = 0. Atunci energia potentiald a barei va

fi
l l

1 1
§EI/ w"(z)dx + P(u(l) — u(0)) = 3 /(Elw”2(x) — Puw(z))dw.
0 0
Dupa principiul lui Hamilton problema se reduce la determinarea minimului actiunii

adica al functionalei

l\.’)|F—‘

!
/Efw”2 — Puw”(x))dx
0
cu conditiile la capete w(0) = w(l) = 0 sau notand a(z) = w'(x)

(Eld/ (x)* — Po®(z))dx

l\.’)ll—‘
O\N
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. Rezulta ecuatia lui Euler-Lagrange

P
" _
o + Ioz—()

Pozitia nedeformata a barei w(z) = 0 da extremala a(x) = 0. Problema este daca aceasta
realizeaza sau nu minimul energiei potentiale. Conditia lui Legendre este indeplinita

pentru ca F,. = EI > 0. Ecuatia lui Iacobi este

77// _I_ in — 0

EI '
Solutia acesteia cu conditiile 5(0) = 0, 7/(0) = 1 este n(z) = /2 siny/Lz. Ea se
anuleaza in punctele x = nw %,n € Z. Extremala a(z) = 0 realizeazd minimul

functionalei numai daca | < m/ %. Rezulta ca forta critica de la care poate incepe

flambajul este P. = ’;—;EI. Dacd P = P. avem extremala w(z) = \727 sin /2.
B

Puteam demonstra cele de mai sus si tinand cont ca o functie w(z) care verifica

conditiile la capete este de forma

N nmx
w(z) = ng_l @ SI0 ——
si atunci energia potentiala este
2 w2 Bl
I =— 2 — P|n?
i) = 5 Y-k [T - P o

Se vede ca daca P < P, atunci toate parantezele sunt strict pozitive si minimul lui
I[w(z)] este nul atins pentru toti a, = 0. Dacd P > P. atunci se obtine o valoare strict
negativa luand a,, = 0, n > 2 si a; oarecare, adica pozitia nedeformata nu mai asigura
minimul energiei potentiale. Observam ca netindnd cont de factorii nelineari putem

determina numai forma barei abstractie de un factor de proportionalitate.

11.31 Alte principii variationale in elasticitate

Sa reconsideram acum cazul elastostaticii aratadnd alte functionale care au extreme

. . RV A o . — o .
pe solutia problemei. Trebuie s& gasim campul de deplasari ' (z1, z,, z2) in domeniul D
ocupat de mediul elastic pentru care tensiunile corespunzétoare lor o;;(z1, z, 22), adicad

date de relatiile
ow (5 ij)
(%ij

Uij =
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w(e;;) fiind densitatea spatiald a energiei potentiale, satisfac ecuatiile de echilibru

oi; +F =0,1=1,2,3,
si conditiile la limita

w, = ud pe 0,D,

Oni = Uijnjzaﬁi pe OoD.

Vom ciuta o functionald I[u;] = I[e;;] care s& devind stationard in solutia problemei pe

multimea deplasarilor cinematic admisibile, adica acele deplasari care satisfac conditia

pe 0,D. Notand cu du;, d¢;; variatiile deplasarilor admisibile si a deformatiilor
corespunzatoare, vom cauta variatia functionalei in aga fel incat la anularea ei sa fie

satisfacute ecuatiile de mai sus

o = ky /(Uij,j + F)ouidV + kg /(Uij - 81(;(6.?))587;#‘/ +

€ij

D D

+k3 /(Um — o) udA.

0o D

Cum

Jij,jéui = (Uij(?ui)J — Jijéum = (aijéui)J — Uijégij
vom avea

/Uz-méuidV = /UijnjéuidA — /oijésijdv =

D oD D

= / O}m(susz - /Jijéﬁijdv
oD D
si deci
(5[ = / [_klaij&ij + kQUz‘jéf':i]’ — kg azgigij)(sgij - FZ(SUZ‘| dV +
]
+ / [klO'ni(S’U,i + k3ani5ui - kgO'gZ(S'LLJ dA.
doD

Daca alegem ky = ky = —1, k3 = 1 atunci

8T = / {8“)(5“)5% - Féu] dv — / ol Su;d A

asij

D doD
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sau

D doD

Deci functionala care devine stationara pe multimea deplasarilor cinematic admisibile

este

Tu] :/[w(&‘zj) — Fou;]dV — / ot udA.
D 0o D

Vom observa ca

82w(5ij)

81 =
&sijaslm

68¢j6€lmdv = 2/11)(6813)6“/ > 0,

D

adica functionala este chiar minim& pentru solutia problemei. Functionala []u;] se
numeste energia potentiala a deplasarilor cinematic admisibile. Am obtinut urma-
torul principiu variational, numit principiul variational al energiei poteniiale minime

pe multimea deplasarilor cinematic admisibile:

oricare ar fi deplasarea u; + du; cinematic admisibila.
Vom ciduta acum o functionald J[o;;| care sa devind stationard pe multimea tensiu-

nilor static admisibile, adica acele tensiuni care verifica ecuatiile de echilibru
04,5 —f-E = O,Z = 1,2,3,
si conditia la limita
Oni = 045105 = O'Z,L- pe OoD.
Variatiile acestor tensiuni static admisibile vor trebui sa satisfaca relatiile
60'1']‘7]‘ = O,
60p; = bo;inj =0 pe OoD.

Cum deplasarile corespunzatoare tensiunilor solutie trebuie sa satisfaca relatiile

e — 0w(aij)
ij 001'3' )

w = u? pe 9,D

)
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Vom cauta variatia functionalei sub forma

5J::k{/‘FU-a““mﬂléaﬁdV—%hz/fui—lgwamdA.
D

80,5
Cum
Eij(SO'ij == Ui’j(SO'ij = (uiéaij)yj — ui(éaij),j = (ui(sgij),j
avem
/5ij60ijdv = /uiéaijnjdA = / U;00,;dA
D oD 8uD
si deci

6J:—h/agfﬂ%MWAl/%m&m+bmwm—@ﬁ%MW1
ij

OuD

sau alegand k; = —ky =1

001-]-
D OuD

Functionala care este stationara in solutie pe multimea tensiunilor admisibile este

Jlo) = / w(oy)dV + / WoidA.

D OuD

Deoarece
62’[1) (Uij )

§J = —
J 8aij801m

(SO'ij(SO'lde = —2/w(6aw)dV <0
D

functionala J{o;;] numitd energia potentiald a tensiunilor static admisibile este maxima
pe solutia problemei

J[O’ij + (50’1']‘] S J[Ol]]

Acesta este principiul de mazxim a energiei potentiale a tensiunilor static admisibile.

S4a observam ca

D D

0o D OuD

= /aijsijdV—/FiuidV— / ol u;dA — /ufamdA.

D D 0o D OuD
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Dar daca avem o solutie u;, 0;; prin inmultirea ecuatiilor de echilibru cu u; i insumare

si integrare obtinem

/(Jimui + quz)dV = /{(O’ijui)’j — aijum + quz]dV =

D D
= /Jmusz - /[O-z'jgij - quz]dV = O,
oD D
adica
2/de:/FiuidV+ / ol udA + /ufam-dA.
D D 0o D OuD

Aceasta relatie, numita teorema energiei potentiale, aratd ca I[u;] = J]o;;] pentru solutie

u;, 035 , deci pentru solutie are loc relatia

max J[oj;] = Joi;] = Iug] = min Iu]
o* statica dmisibile u* cinematic admisibila
Aceste principii variationale stau la baza metodei elementelor finite de rezolvare a prob-
lemelor elasticitatii. Se vede usor ca teorema energiei potentiale arata ca solutia prob-

lemei de elasticitate este unica.

11.32 Metode directe in calcul variational

Am v#zut cd problema minimizarii unei functionale I[y(z)] este rezolvata in mod
obignuit in calculul variational prin reducerea acestei probleme la rezolvarea ecuatiei
Euler-Lagrange cu conditiile la limita impuse de problema. De multe ori aceasta poate
fi o problema destul de complicata. De aceea se recurge la aga numitele metode directe
de rezolvare a problemei minimizarii functionalelor sau a problemei la limita la care se
reduce aceasta. Metodele directe sunt metode aproximative.

Fie de minimizat functionala I[y(x)] despre care se stie cd are o margine inferioard
exactd inf I[y(z)] = m > —oo. S& presupunem c& printr-un mod oarecare reugim sa

construim un gir de functii y;(z), y2(x), ...,yn(2),... astfel incat

lim I[y,(z)] = m.

In cele mai multe situatii practice se intAmpla c& sirul minimizant {y,(z)} are o limita
y(x) astfel ca I[y(x)] = m. In acest fel oricare din functiile y,(z) constituie o aproximare

a solutiei problemei initiale.
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Din punct de vedere istoric prima metoda directa a fost propusa de catre Euler si se
poate numi metoda diferentelor divizate. In aceastd metoda pentru gasirea minimului

functionalei
b

Iy(z)] = /F(x,y(fc),y’(x))dx,y(a) = Ya, Y(b) = wb,

a

pentru a obpine un sir minimizant se imparte intervalul [a, b] in n parti egale de lungime
h = , se inlocuieste functia necunoscuta printr-o functie continua lineara pe fiecare
portiune, derivata se in locuieste prin panta functiei pe fiecare portiune, iar integrala
se inlocuiegte printr-o formula de cuadratura. In acest fel functionala devine o functie
de cele cele n — 1 valori ale functiei in nodurile interioare. Punand conditia de minim
a acestei functii rezulta un sistem de n-1 ecuatii cu n-1 necunoscute. Rezolvand acest
sistem obtinem valorile in noduri ale unei functii y,(z). Pentru diferiti n aceste functii
dau un gir minimizant a carui limita este functia cautata.

Exemplul 30. Fie de minimizat functionala
1

Ily(z)] = / (v + 2 + 2wy)dr, y(0) = y(1) = 0.

Luam n =5, h = 122 9 — 0.2. Notdm

y(0) = 0,5(0.2) = y1,9(0,4) = y2,y(0.6) = y3,5(0.8) = ya, y(1) = 0.
Ca aproximatii pentru derivate vom avea

/ y—0 Yo— Y1 Y3 — Y2
f— '2 f— .4 pu—
y'(0) 05 ,4'(0.2) 03 ,y'(0.4) 03
- 0— 1y
06) = =B r0.8) = .
y'(0.6) 03 ,y'(0.8) 00

Inlocuim integrala functionalei prin formula dreptunghiurilor stangi si obtinem in locul

functionalei functia

(4520)" + (B53)" + w0y + (4532)" +

(Y1, Y2, ¥3, Y1) = | +y3 4+ 0.8ys + (L8 ) +y3+ 1.2y, + ( ) 0.2
+y4 + 16y4
Avem
0P 2 2(yy —
9% _ o 20e—y) o g4—g

dy;  0.04  0.04
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0P 202 — 1) 2(ys —y2)

- — — 2 0.8=0
s 0.04 001 T

od 2(ys —1v2)  2(ya —y3)

- - — 2 1.2=0
e 0.04 001 BT

0 2(ys—ys)

2y,
e - %4 + 1.6 = 0.
E 0.04 004 TVt

Rezolvand sistemul gasim
y1 = —0.0286, y, = —0.0503, y3 = —0.0580, y, = —0.0442.

Solutia exacta este
e

e2—1

ale carei valori exacte cu patru zecimale sunt

y = (" —e™) -

y(0.2) = —0.0287, 1(0.04) = —0.0505, y(0.6) = —0.0583,(0.8) = —0.0444.

Se vede ca obtinem o aproximatie destul de buna.
O alta metoda directa este metoda lui Ritz propusa de acesta in 1908. In aceasta

metoda pentru gasirea minimului functionalei

b
y(@) = [ Pla o). @)z, la) = o) =
se considera girul de functii
y(n,z) = po(x) + Zci%(x)
i=1

unde functiile @o(x), p1(x), ..., pn(x), ... sunt linear independente si alese astfel ca y,(x)

sa verifice conditiile la capete, de exemplu

©o(@) = Ya, vo(b) = ys, pi(a) = ¢;(b) = 0.

Functiile ¢;(x) se numesc functiile coordonate. Valoarea functionalei pe functia y(n, x)

este
Iy(n,z)] = (1, 2, ey ).

Din conditia de minim a functiei ®(cy, ¢y, ..., ¢,) se determing valorile coeficientilor ¢;.
Functia y(n,x) cu acesti coeficienti o notdm cu y,(z). In problemele practice sirul de

functii y,(x) este un sir minimizant care tinde cétre solutia problemei de minim.
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Exemplul 31. Sa se minimizeze functionala din exemplul precedent

1

Ily(z)] = / (v + 2 + 2ey)de, y(0) = y(1) = 0.

Alegem functiile de coordonate
wo(z) = 0,01(z) = 2% — 2, ..., p05(x) = 2"t — 2 ..
Pentru n=2
y(2,7) = c1(z® — )+ cp(a® — 2?)

y(2,7) = c1(22 — 1) + c2(32% — 22)

11 11 1, 1 1

1[9(2755)] = (I)(Cla 02) = —C% + —=CiCa + =C5 — =1 — —Co.

30 30 7 6 10

Punand conditiile de minim avem

1o, 1
—C+ =2 = =
15307 6
o201
30772 T 10

si deci ¢; = %,cg = % si
_ TTx® —8z® — 69z
B 473 ‘

Comparam solutia exacta cu solutia aproximativa in tabelul

Y2()

z  y(w) 2169

0.0  0.0000 0.0000
02 —0.0287 —0.0285
04 —0.0505 —0.0506
0.5 —0.0566 —0.0568
06 —0.0583  —0.0585
0.8 —0.0444  —0.0442
1.0 0.0000  0.0000

109

Exemplul . Sa gasim o solutie aproximativa a problemei de minimizare a functionalei

e = [ (g— ' g—y . zz) ddy
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unde D este patratul —a <z < a, —a <y < asi z = 0 pe frontiera patratului.

Vom alege aproximatia
aw,y) = al@® - )y’ - )

care verifica conditia pe frontiera. Gasim

256 32
Iz(z,y)] = =—a®c} — gaﬁcl = P(cy).

Conditia de minim da ¢; = % si o valoare aproximativa este

5

@(952 - a2)(y2 - @2)'

Zl(xuy) =

Metoda lui Ritz poate fi aplicata pentru gasirea valorilor aproximative ale valorilor
proprii in problemele Sturm-Liouville.
Exemplul 32. Sa gasim valori aproximative ale primelor doua valori proprii ale

problemei Sturm-Liouville
y' 4+ Ny =0,y(-1) = y(1) = 0.

Aceasta problema Sturm-Liouville este ecuatia Euler-Lagrange pentru functionala

1

Ily(z)] = / (v — NyP)dz, y(—1) = y(1) = 0.

1
Alegem aproximatia

y(2,z) = c1(1 — 2?) + co(z® — ).

Avem
8 16 8 16 88 16
Ily(2,2)] = (= — =A%) + 2c162(— — —A2) + E(——r — ——A2) = D .
[y( 7x)] Cl<3 15 ) + CICQ<15 105 ) + 02(105 315 ) (617 62)
Conditiile de minim sunt
8 16, 8 16 .,
2a(y — M) F2alm - gh) = 0
8 16 88 16
2 (= — —N2) 4 o(2 22 )2) =
oy~ 105 25 3N

Pentru a exista solutie nebanala a acestui sistem trebuie ca determinantul coeficientilor

sa fie nul, adica

M —28X21+63=0
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de unde gasim

A} = 2.46744, \3 = 25.53256.

Prima si a doua valoare proprie exacta sunt
2 3r\?
A2 = (E) = 2.46740, \2 = (7) — 22.20661

adica prima valoare proprie este data suficient de precis, in timp ce a doua este data

mai putin precis.

11.33 Exercitii

1. Sa se gaseasca solutii aproximative pentru urmatoarele probleme de minimizare

si sa se compare cu solutia exacta:
1

a) I[y(z)] = Of(y’2 +2y)dz, y(0) = y(1) = 0.

R. Solutia exz;ctzi este y = ‘EZT’”
b) Ily(z)] = [(2zy +y* + y?)dz,y(0) = y(2) = 0.
0
: 5 sinh z
R. Solutia exacta este y = imW —x.

2. Sa se gaseasca prima valoare proprie a problemei Sturm-Liouville
y' + A1+ 2%y =0,y(=1) = y(1) = 0.

R. Alegand y(2,z) = ¢;(1 — 22) + co(1 — x*) se giseste pentru prima valoare proprie

aproximatia \; = 2.1775.
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ECUATII CU DERIVATE
PARTIALE






CAPITOLUL 12

ECUATII CU DERIVATE
PARTIALE DE ORDINUL INTAI

12.1 Problema Cauchy, suprafete caracteristice

Functia u = u(x1, za, ..., T,), (¥1, T2, ..., 22) € D C R"™ cu derivate partiale continue

este solutie a ecuatiei cu derivate partiale de ordinul intai

o = [(OF\?
F(Z’l,fﬂg, ooy Ty Uy P15, P2, 7pn) = Oapz = %7 (ap) 7& 07
— i

daca inlocuind-o in ecuatie o transforma intr-o identitate in D.

Daca u(xy, 3, ..., x,) este solutie a ecuatiei, relatia
u = u(xy, T2, ..., Tpn), (T1, o, ..., x,) € D C R",

poate fi considerats ca ecuatie a unei suprafete n-dimensionale in spatiul R*™ al vari-
abilelor 1, zo, - - -, x,, u. Aceasta suprafata se numeste suprafata integrala a ecuatiei cu
derivate partiale.

Daca exista o expresie din care se poate deduce orice solutie a ecuatiei cu derivate
partiale de ordinul intai, aceasta expresie se numeste solutia generala a ecuatier . Ecuatia
8‘9—; = 0 are solutia generald u = ¢(z2, 3, -+, x,) unde @ este o functie oarecare. In
general solutia generala a unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai depinde de o
functie arbitrara.

Prin problema Cauchy pentru o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai se

intelege determinarea unei solutii v = wu(zy, s, ...,x,) pentru care se cunosc valorile
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u = u’(zy,T9,...,7,) pe o suprafatid S n-1-dimensionald din spatiul variabilelor inde-
pendente R" cu ecuatia implicitd ¢(zq,xo, ..., 2,) = 0. Suprafata S poate fi datd si

parametric prin ecuatiile
T = 20(51, 89, 000y Sp_1),i = 1,2,...,m (12.1)

si atunci valorile lui u sunt u = u%(sy, s9, ..., 5,,_1). Valorile date ale functiei necunoscute
se numesc datele problemei Cauchy, iar suprafata S se numeste suprafata purtatoare a
datelor Cauchy.

S& presupunem ci u = u(xy, T, ..., T,) este solutia unei probleme Cauchy cu datele
Cauchy u = u°(zy, T, ..., ¥,) pe suprafata purtiatoare S de ecuatie p(z1, T, ..., T,) = 0.

In ipoteza ca a%(% # 0 pe S putem face schimbarea de variabile

Y1 = ¢<x17$27"';xn)

Y2 = T2

Variabila x; devine o functie 1 (y1, ¥, ..., Yn), solutia u devine o functie u(y1, yo, ..., Yn),

datele devin o functie u°(ya, y3, ..., yn), iar ecuatia devine

Qudp Dudp  Du  dude  Ou
"0y 0wy Oyr Oxg  Oyo” Oy Oz, Oy

F($17y27"'aynau ) =0.

Daca problema Cauchy are solutie unica din aceasta ecuatie in fiecare punct al suprafetei
integrale putem scoate in mod unic valorile derivatei partiale g—;. Acest lucru se intampla

numai daca
OF 0p  OF Op OF Oy
apl 81‘1 * apQ axQ e apn axn

Suprafata purtitoare o(x1, Ts, ..., ,) = 0 a datelor u = u°(xy, 13, ..., z,,) pentru care

OF 0p  OF 0Oy oF 0p
Opr0x1 | OpsOms T Bpnn ’

adica, pentru care problema Cauchy este nedeterminata sau imposibila, se numeste

suprafata caracteristica. Pe o suprafata purtatoare caracteristica vectorul normal de

componente <§—;’;, g—x‘z, s ;Ti) este ortogonal pe vectorul <g—£, g—]ﬁz, s 3712) , deci ultimul
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vector este in planul tangent la suprafata purtatoare. Rezulta ca daca purtatoarea este

datd parametric prin relatiile (12.1) , ea este caracteristicd atunci cand

OF oF OF
Op1 Op2 7 Opn
oy omd 02
§ = 0s1 0s1 0s1 —0.
81'(1) amg (9:2%
Osn—1 Osp—1 Y Osp—1

Ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai poate fi considerata ca o legatura intre
parametrii normalelor la suprafata in fiecare punct al suprafetei integrale. In fiecare
punct al suprafetei integrale, ecuatia defineste o familie depinzadnd de n — 1 parametrii

de posibile plane tangente la suprafata de ecuatii

Zpi(Xi —z)—(U—-u) = 0

F(xlw“axnau?pla“'?pn) = 07

unde X;, U sunt coordonatele curente ale punctelor planelor. Infagsuratoarea acestei
familii de posibile plane tangente la suprafata integrala este un con 7T cu varful in
punctul considerat. Acest con se numeste conul caracteristic al ecuatiei sau conul lui
Monge. Ca sa gasim ecuatia generatoarelor acestui con, numite raze caracteristice, luam

ca parametri independenti pe po, ..., p, si scriem ca planul tangent
i=1

se intersecteaza cu oricare din planele infinit vecine

0
(1 + a—z;dpk)(Xl — 1)+ po(Xo — o) + ... + (pr + dpp) (X — 1) + ...

+pn( Xy — ) — (U —u) =0,k =2,3,...,n.

Rezulta

0
ﬂ(Xl — .%'1) + (Xk — I‘k) = 0, k = 2,3, OIS
Opr,

Pe de alta parte derivand in raport cu pi ecuatia data avem

OF oy, OF
Op1 Opr, ~ Opy,
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Deci
X1 —x Xo — 19 Xp — Ty,

oF T T oE T T oE
8}71 8172 8pn

Din ecuatia planului tangent avem

X1 — X oF oF XQ—.'EQ oF Xn—l’n

U-u = ———p—+p———F7——+.. . +pp——) =
3—; ( 10171 201?1)(1—351 8]91 Xl—fEl)
X1—£C1 u oF
= T aF Din—
a1 i=1 Opi

Obtinem ecuatiile generatoarelor rectilinii ale conului caracteristic

X1 — 2 X9 — 29 X, —Zn U—-u
oF o oF v OoF o mo
Op1 Op2 Opn sz%

i=1 ‘

Ajungem la concluzia c& o ecuatie cu derivate partiale de ordinul intai defineste in
fiecare punct (1, s, ..., Tn, u) al spatiului R"™ un con caracteristic, conuri care joac#
acelagi rol pe care in ecuatii diferentiale il juca cdmpul tangentelor la curba integrala.

Op1’ Op2? """’ Opn

De asemenea observam ca am regasit vectorul (‘9—F OF ‘9—F> de aceasta data inde-

pendent de solutia integrald, asociat oricarui punct (xq, zs, ..., T, u) al spatiului R

12.2 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai
cvasilineare

Definitia 1. Ecuatia de forma

n
ou
Zaj(xl,xg, ...,xn,u)a— — b(x1, 22, .oy Tpyu) =0
Ly

=1
unde functiile aq, ..., a,,b sunt definite si cu derivate de ordinul intai continue pe un

n
domeniu 2 C R™ g Y a? 2 0 in €2 se numeste ecuatie cvasilineara.

7j=1
Definitia 2. O functie u : D C R"® — R de clasi C' cu proprietatea ci

(1, T2y vy Ty u(T1, Ta,y .y ) € Q V(21,204 ..., T0) € D

si

ou(,,...,)

n
Zaj(:cl,xg, U 7] ))8— = b(x1, T ey Ty ulyy ey ),
j=1 K

V(z1, 22, ..cixy) € D
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este solutie a ecuatiei cvasilineare.

Ecuatia cvasilineara semnifica faptul ca vectorul de componente
(a1(21, Ty ooy Ty W),y ooy A (T1, Ty oy Ty 1), (21, Ta,y ooy Ty, 1))

este un vector tangent la suprafata integrala, conul caracteristic se reduce la o dreapta,

raza caracteristica, cu ecuatiile

X —n CXo—x2  Xy—m U-—uw

a1 (21, Ty eovy Ty W) as ay, b

Curbele de pe suprafata integrala care sunt infaguratoare ale acestor raze caracteristice

vor satisface sistemul

dxq _dry _dxn_du_dt
a)(zy, Toy ooy Tpyu) az  a, b

Acesta este un sistem de m + 1 ecuatii cu n + 1 necunoscute gi poate fi considerat
independent de modul in care a fost stabilit. El se numeste sistemul caracteristic asociat
ecuatier cvasilineare, orice solutie a sa va fi numita curba caracteristica.

Teorema 1. Daca «y este o curba caracteristica -solutie a sistemului

dxq dx,, du
= ... = = =dt
a1(x1, T, ..y Tp,y 1) A (T1, Ty ooy Tpyu)  b(T1, T2y ey T,y 1)

0 0

care trece prin punctul P%(x?, 29, ..., 2% u°) de pe suprafata integrald

S = {(z1, 22, ..., Tp, u(w1, 9, ..oy )| (21, T2, .oy ) € D}

atunci v se afla complet pe suprafata integrala S.

In adevar dacd 7 este data prin z; = z;(t), t = 1,2,n, z = z(t) unde

dxq dz, dz

— = a1(T1, Ty ey Ty, 2, ooy - = A (21, Toy vy Ty 2), pr

dt = b(z1, X2, ..., Tn, 2)

cu conditiile z;(t°) = 9, 2(t°) = u® consideram functia
U(t) = z(t) — u(z1(t), z2(t), ..., xa(t)).

Evident U(t°) = 0. Deasemenea

dU ou d:r]
dt (9:1:] dt Z@x]
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", Ou

= b(z, u(z(t)) + U(t)) — oz,

Jj=1

a;(z, u(x(t)) + U(1)),

adica am obtinut ca U verifica ecuatia diferentiala

n
PO — b ule(t)) + U (1) - > dpula)es (o, + U0
j=

Dar U = 0 este solutie a acestei ecuatii, cum rezulta din faptul ca u este solutie
a ecuatiei cvasilineare. Din unicitatea solutiei problemei Cauchy U(t°) = 0 rezulta ci
U = 0 este unica solutie si deci curba ~ se afla pe S, c.c.t.d..

Rezulta urmatoarele consecinte

Consecinta 1. Daca doua suprafete integrale au un punct comun, atunci ele se
intersecteaza dupa curba caracteristica care trece prin acel punct

Consecinta 2. Dacad doud suprafete integrale se intersecteaza (fard a fi tangente)
dupa o curba, atunci acea curba este o curba caracteristica.

Problema Cauchy: si se determine o solutie u = u(z) a ecuatiei cvasilineare
Zaj(:v, w)Oju — b(z,u) =0
j=1

cunoscand valorile u®(z1, 9, ..., T,) ale solutiei pe suprafata S n-1-dimensionald din R"
de ecuatie p(r1,Ta, ..., 1) = 0,u(zr) = u’(x),Vr € S poate avea solutie unicd numai

daca S este necaracteristica, adica daca vectorul de componente

(ay (21, 2o, ooy T, U2 (21, oy oy ), ooy A (X1, Ty ooy Ty U0 (21, Ty ooy ) )

nu este tangent la S in (xy, zs, ..., 7, ), adica daca are loc relatia

n

0p(x1,To, ..., T
Z(Ij(ﬂ?l,xg,...,$n7uo($1;$27...;xn» SO( 17827‘ , n) 7£O7
=1 i

pentru V(xy, za, ..., z,) € S, sau dacd S este data parametric prin ecuatiile
0 .
T = ; (81,82, 0y Sn—1),0 = 1,2, ..,

are loc relatia
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ar(z,u’(x)) as(z,u’(z)) ... a,(z,u’(x))
0z 0z 9z0,
A_| T o Sy L0
Bm? 818 Bm%
Ospn—1 Osn—1 T Osp—1

Are loc urmétoarea teorema
Teorema 2. Dacid S este o suprafatd in R" de clasd C! necaracteristica, adics coefi-

cientii ecuatiei cvasilineare sunt functii de clasd C! astfel incat vectorul

(ay(z,u’(z)), ..., an(z,u’(x)))

nu este tangent la S in x, atunci problema Cauchy are solutie unica.

Consideraim suprafata n — 1-dimensionald S* = {(z,u),u = u’(z), x € S}. Dacd
u = u(z) este solutie a problemei Cauchy, atunci graficul ei este alcdtuit din curbele
caracteristice care se sprijina pe suprafata S* . Daca consideram S data parametric,

ceea ce se poate presupune totdeauna, rezolvam problema Cauchy pentru sistemul ca-

racteristic
0zi(s,t 0 t
% :a](aj7y)7] - ]‘7 "'7n7 uéi’ ) :b(aj7u>7
v5(5,0) = a9(5). = 1, m,u(s,0) = u¥(al(s).
Avem
9z Oza Ozp
ot ot ot
0s1 0s1 0s1 = A.
_Ox1  _Ozg _Ozpn
Osn—1 0spn—1 o 0spn—1

Cum A # 0 rezultd ca din relatiile z; = x;(s,t),j = 1,...,n, se pot scoate functiile
s = s(z),t = t(r) . Luand v = u(z) = u(s(z),t(x)) avem evident u = u® pe S si prin
derivarea functiilor compuse ne convingem ca w verifica si ecuatia cvasilineara. Deci
u = u(x) este ecuatia unei suprafete integrale a solutiei problemei Cauchy. Aceasta este
unica pentru ca orice alta suprafata integrala care trece prin S* este generata de curbe

caracteristice care trec prin S* gi acestea sunt unic determinate ca mai sus.
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Sa presupunem acum ca suprafata purtatoare S este o suprafata caracteristica si
cd solutia problemei Cauchy u = u(xy,z, ..., x,) existd. Atunci pe suprafata initiala

S* = {(z,u),u = u’(z), z € S} avem

ou® " Ou 9zf
—_— = ti=1,2....n—1.
88j 1 8302 88j J 1Sl

Cum A = 0 rezulta ca exista parametrii Ay, Ao, ..., A\,,_1 astfel ca

. 01"
ai(z,u’(z)) = Z)‘jg_si.’i =1,2,...,n
j

—1

<

Din ecuatie avem
n

du = Ou g, 92 n | ol
0 _ PR — — ; e i
e, (@) = )_a oz, ; Ox; ; A Js; Z & Os;

i=1 j=1

Vedem deci ca vectorul (aq, as, ..., a,,b) al razei caracteristice este situat in planul tan-
gent al suprafetei initiale S*, altfel spus suprafata initiala este alcatuita din infaguratoare
ale razelor caracteristice, adica din curbe caracteristice. Deci, daca suprafata purtatoare
este o caracteristica, atunci pentru ca problema Cauchy sa aiba solutie este necesar ca
suprafata initiala sa fie generata de curbe caracteristice.

Sa presupunem acum ca aceasta conditie este indeplinita. Construim o suprafata
n-1-dimensionala S} care sa intersecteze suprafata initiala S* dupa o suprafata n-2-
dimensionala S** gi a carei proiectie S; pe spatiul variabilelor independente sa nu fie
caracteristica. Acest luctru se poate face intr-o infinitate de moduri cum rezulta intuitiv
din cazul n = 2 cadnd S* coincide cu o curba caracteristica, S** reprezinta un punct luat
pe aceasta curba caracteristica, S} este o curba oarecare care trece prin S**. Cum S}
nu este caracteristica exista o suprafata integrala care trece prin ea, suprafata alcatuita
din curbe caracteristici care trec prin S}. Acele curbe caracteristice care trec prin S**
vor forma suprafata S*, si deci suprafata integrala va trece prin suprafata initiala S*.
Am demonstrat deci urméatoarea

Teorema 3. Daca o suprafata purtatoare de date Cauchy este suprafata caracter-
istica, pentru ca problema Cauchy sa aiba solutie este necesar ca suprafata initiala sa
fie generata de curbe caracteristice. In acest caz problema Cauchy are o infinitate de

solutii.
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Exemplul 1. Sa rezolvam problema Cauchy

8u+8u I
u—— _— =
81’1 81’2 ’
cu datele
u:g pe segmentul x1=2x9=35,0<s<1.
Avem
1 =
A=| 2|=1-2200<s<1.
11 2

Rezolvam problema Cauchy pentru sistemul caracteristic

d d d
% - % - T“ = dt, 21(0) = 5, 25(0) = s, u(0) = g
Obtinem
x1(s,t) = §+%t+s
xo(s,t) =t+s

u(s,t) =t+3

Rezolvand primele doua gasim
— 2(z1—x2)
t(r) = ==
32z

s(@) =25

si deci solutia problemei Cauchy este
s(r) 23 —4xe + 21y
pu— t pu—
Exemplul 2. Sa se rezolve problema Cauchy
x Ou +x Ou =u,ulg = u’
181’1 2ax2 — S —
suprafata purtatoare S fiind multimea
S = {(x1,22)|21 = 29,21 > 0} C R2
3 : : T1 =8, : L s
In acest caz ecuatiile parametrice ale lui S sunt siA = =0,
To=38,8>0 1 s

adica S este caracteristica si deci problema Cauchy nu are solutie decat daca curba
initiala
1T = X2

u = u(xy, o)
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este o curba caracteristica . Sistemul caracteristic avand solutia

ry = l‘loet
_ t

T9 = T0€
u = qut

rezulta ca problema Cauchy are solutie numai daca datele sunt de forma v = Czy. In
acest caz ea are o infinitate de solutii, de exemplu u = k(z; — x2) + Cx;.
Vom arita ca solutia generald a ecuaiei este u(z1,22) = z19() cu ¢ functie arbi-

trard. Pe S avem u(zy,x9) = ¢(1)z, pentru zy > 0.

12.3 Ecuatii lineare omogene

Fie ecuatia cu derivate partiale lineard omogena (e.d.p.l.o.)

ou
Zaj T1, T2y T )8m =0,
j

unde a;(z1, T, ..., Tn), A2(T1, Ty ooy Tp)y o.vy (X1, Ta, ..., Tp,) sunt functii cu derivate partiale
continue pe un domeniu 2 C R" . O suprafatd S din R" de ecuatie p(z) = 0 este

suprafata caracteristica pentru ecuatia data daca are loc relatia

0
E aj(z1, 22, ..., >3;0 0
j

adica daca vectorul ¥(zy, z, ..., £,) cu componentele

(al(xbx% ...,(En),ag(, PRRES} )7 "'aa'VZ(J ) 7))

este tangent la suprafata S. Pe de alta parte, ecuatia data semnifica faptul ca derivata
functiei u in directia vectorului v este nula % = 0 . Dupa teoria generala de mai sus

suprafetele integrale sunt generate de curbele caracteristice solutii ale sistemulul

dzy B dzo o dx,, _du gt
ar(T1, Ty ooy ) Qo(T1, Moy ey Ty)  an(T1, T, Ty) 0 '

Suntem condusi sa consideram numai proiectiile acestora pe spatiul variabilelor inde-
pendente, liniile vectoriale ale cAmpului vectorial ¢, adica curbele din spatiul variabilelor

independente care verifica sistemul
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dx B dxo L dxy, _
@1($17$2;---,$n) @2($17$2;---,$n) an(%@%---@n) '

Acest sistem se numeste sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o., iar orice solutie a sa
determina o curba caracteristica a e.d.p.l.o.
Este aproape evidenta urmatoarea teorema
Teorema 1. Functia u(z1, x, ..., x,) este solutie a e.d.p.l.o. dacd gi numai daca ea
este o integrala prima a sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o, adica este constanta
de-a lungul oricarei curbe caracteristice.
In adevéar, dacd u(z) este o solutie a e.d.p.l.o. si dacd z = x(t) este o curba carac-
teristica atunci
d " Qu(x(t)) dx;
et =y D & Z Sy (att) =0,
Jj=1 =
adica u(z) este integrald prima a sistemului caracteristic.
Invers, dacd zg este un punct din domeniul €2 de definitie al e.d.p.l.o., dacd u(x) este
o integrald prima a sistemului caracteristic si dacd x = x(t) este o solutie a sistemului
caracteristic cu x(0) = xo, atunci pentru orice ¢ in vecinatatea lui 0 avem relatia

dxj " Oou(x(t
0= Z L = > aytat)

si ludnd ¢ = 0 obtinem aj(mo)%;]o) = 0. Cum =z, este arbitrar, rezultd ca u(x) este

solutie a e.d.p.l.o., c.c.t.d.

Consecinta. Daca wuy(z), ug(z), ..., ur(x) sunt k integrale prime ale sistemului ca-
racteristic si daca F' este o functie de k variabile cu derivate partiale continue, atunci
u = F(ui(x),us(x), ..., ur(x)) este solutie a e.d.p.l.o.

In adevar,

n n 8
Za Z@ul ul —0.

j=1
Teorema 2. In orice punct z° € Q cu ¥(z°) 7£ 0 exista n — 1 integrale prime ale
sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o.
Presupunem c& a,,(x°) # 0. Pentru sistemul caracteristic, problema Cauchy x(0) =

£,6=(&,8&,...,&1,2°) apropiat de 2° are solutia x = (t; £) sau scrisd pe componente
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Ty = @l(ta 517 §25 sy 671717 x?b)

Ty = Spn(t 517 527 cey 571—17 x?z)

Interpretand aceste relatii ca un sistem in (¢,&, ..., &,—1) conditia initiald z(0) = ¢
aratd ci acest sistem are solutia (0,29,...,2%) si cd in acest punct W =
(—1)"a,(x°) # 0. Din teorema functiilor implicite, rezultd c& exista functiile v, uy, ..., up_1
de clasd C' pe o vecinitate a lui 2% astfel cd t = v(x),& = ui(2), ..., &1 = Un_1(x).
Evident acestea nu sunt constante si se vede ca avem

D(Ul, U2,y -.ey un—l)

=1
D(Il, cany mn—l)

adica functiile u,, ..., u,_; sunt functional independente in vecinitatea lui 2°. S& arfitam
ca aceste functii sunt integrale prime ale sistemului caracteristic. Din definitia aces-
tor functii rezultd cd pentru curba caracteristicd x = (t;&) definitd mai sus avem
ui(p(t;€)) = &, deci este integrald priméd pentru aceastd curbd caracteristicad. Daca
x = P(t;5) este curba caracteristica cu 1(0;¢) = ¢, sistemul fiind autonom avem
Wt + 7;6) = Y(t;(1;6)). Dar sistemul ¢ = 9(7;€) are conform teoremei functiilor

implicite o solutie unica (7(<),&1(<), ..., &n—1(s)) si deci vom avea

U(t;6) = P+ 7($);9(7(6),61(6), -+, En1(6))) = (#;€)-

Deci pentru orice solutie u;(¢(t;<)) = const .

Avem acum

Consecinta. Sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o are numai n — 1 integrale prime
functional independente.

In adevar, daca uq, us, ..., u,_1 sunt cele n — 1 integrale prime date de teorema prece-

denta si u este o alta integrala prima, avem sistemul

n n n
E ajﬁju = O, E ajajul = O, ceey E ajﬁjun,l = O,
j=1 j=1 j=1

care poate fi considerat ca un sistem omogen cu necunoscutele nu toate nule ay, ..., a,

. Determinantul acestui sistem, chiar iacobianul functiilor u,us, ..., u,_ 1 este nul deci
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existd o functie U astfel ca v = U(uq,...,u,—1) . Am aritat astfel ca ultima expresie
u=U(ug,...,un_1) , cu U functie arbitrara, este solutia generald a e.d.p.l.o.

Integralele prime wuq,us, ..., u,_1 se determina forménd combinatii integrabile prin
amplificarea rapoartelor ecuatiilor sistemului caracteristic cu functiii convenabile \;(z)
astfel incat expresia \jdz; + ... + \,dx, este diferentiala unei functii u(x), iar \a; +
o + Ana, = 0. In acest caz u(x) = const este o integrald prima.

Exemplul 1. Sa determinam solutia generala a e.d.p.l.o. care rezulta din formula lui

Euler pentru functii omogene de grad zero:

I%_’_‘Tﬂ‘i_ +xﬂ—0
Yor, 0z "0z,

Din sistemul caracteristic

dri  dxo dx,,
— =—=...=—=dt
Ty T2 Tn
se gasesc imediat urmatoarele integrale prime
I T2 _ Tp-1
U = —,U2 = — ..., Up—1 =

(in ipoteza x,, # 0 ). Rezultd ca solutia generald este

Ty T2 Tpn—1
w=U[(2, 2.,
xn xn xn

adica expresia generald a functiilor omogene de grad zero.

Exemplul 2. Pentru a determina solutia generala a ecuatiei
yOyu — x0yu = 0

observam c& sistemul caracteristic

d
dz _dy _ .
y —T

are integrala prima z? + y? = const, deci solutia generald este u = F(z® + ¢?), cu F

functie arbitrara, adica suprafata integrala este o suprafata de rotatie in jurul axei Ou.
n

Sa consideram problema lui Cauchy restransa pentru ecuatia » | a;(x)0;u = 0, adica

j=1
problema determinarii unei solutii u(x) astfel ca daca S este o multime deschisd din

0

9 s8 aibd loc u(z) = u’(x) pentruz € S. Dacd a,(z1, T2, ..., Tn_1, ) #

hiperplanul z,, = x
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0 problema lui Cauchy restransa are solutie unica pentru orice functie cu derivate con-
tinue v°(z). In adevar, fie uy, ..., u,_1 n — 1 integrale prime ale sistemului caracteristic.

Din cele n — 1 relatii

ul('rla -"7xn717'r2> = Ug, "-7un71(3717 -'-7xn717x2) = Up—1

se pot scoate functiile 1 = ¢1(t1, ..., Un—1), .o, Tn-1 = @p_1(U1, ..., Up—1) cu derivate
partiale continue. Atunci functia u = u°(©1(U1,..o; Un_1)s ey @r1(U, -, Up_1)) este
solutia problemei Cauchy restranse.

Exemplul 3. S& determindm solutia u = u(x,t) in semiplanul ¢ > 0 a ecuatiei
o+ adyu =0

care verificd relatia u(z,0) = u°(z) . Sistemul caracteristic

dt:d—x:dT
a

are integrala prima « — at = const i deci solutia generald este u = F'(z — at) , de unde
tinand cont de conditie F(z) = u°(x) si deci solutia cautatd este u = u°(z — at) .

Observam de aici ca daca interpretdm pe ¢ drept timp, pe u = u(z,t) drept abaterea
in punctul de abscisa x gi la momentul £ unei marimi de la marimea nula, abatere
provocatd de perturbatia la momentul initial u°(z) de la marimea nuld, solutia obtinuta
u = u’(z — at) aratd cd perturbatia initiald se propagd in spatiu si timp, deci avem de-a
face cu o unda. Observim ci dacd perturbatia initiald u°(x) este nenuld in vecinitatea
punctului de abscisi xg , u = u°(z — at) este nenuld in vecinitatea punctului de abscis#
xo + at, adica unda se propaga in directia pozitiva a axei Ox cu viteza a.

n

Problema lui Cauchy generald pentru ecuatia » | a;(x)
j=1
unei solutii u(z) care verificd u(z) = u’(z),Vx € S, S fiind o hipersuprafatid n — 1-

% = 0 consta in determinarea
J

dimensionald in R"™ . Daca ¢(x) = 0 este ecuatia lui .S, prin schimbarea de variabild y, =

Tl ey Yno1 = Tn_1,Yn = @(x) problema Cauchy generald se transformé in problema
—'_ o =,

restransa pentru ecuatia » arg,- = 0. Conditia a, # 0 este de fapt conditia > ajaTh. =+
k=1 j=1 J

0 , adica avem teorema:

Teorema 3. Dacd S nu este o suprafati caracteristica pentru e.d.p.l.o. si dacd u°(x)

este o functie de clasi C' in vecindtatea lui S, atunci problema Cauchy pentru S cu
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datele u®(x) are solutie unici, adicd existd intr-o vecinitate a lui S o solutie u a e.d.p.l.o.
care verifica relatia u = u° pe S.
Si acum solutia problemei Cauchy se determina imediat daca se cunosc n—1 integrale

prime ale sistemului caracteristic ug, ..., u,_1 . Din relatiile

UL(T1y ooy Ty) = ULy ooy U1 (X1, oy X)) = Up1, B(T1, .oy xp) =0
se determina functiile

I = QOl(l_Ll, cany ﬂn_l), ceeny Ly = gOn(I_Ll, ---,an—l)-

Atunci functia
= u(Q1(U1, ey Un_1)y oy P (U1, ooy Un_1))

este evident solutia problemei Cauchy.

Daca suprafata S este data parametric

21 = 20(51, 000y Sn1), T2 = 29 (51, ey Sne1)s ooy Ty = To (815 00y Sp1),
din relatiile

i (22(51, ooy Sn—1)y oy T (81, oy Sp1)) = Ugyi = 1,...,m — 1

determinam parametrii s; ca functiii de u; si apoi procedam ca mai sus.

Problema Cauchy poate fi rezolvata si fara determinarea integralelor prime. Anume
dacd suprafatd S este datd parametric prin x = z°(s) se rezolva problema Cauchy pentru
sistemul caracteristic % = a;(x),z(0) = 2°(s) gésind solutia z = ¢(t;2%(s)) . Din

aceasta se gisegte t = t(x), s = s(z) . Solutia problemei Cauchy este u = u°(2%(s(z))).

Tacobi a aratat ca ecuatiei cvasilineare
n
E aj(z,u)0ju —b(x,u) =0
Jj=1

i se poate asocia o ecuatie lineara omogena cu un numar de variabile independente cu o

unitate mai mare:

- oV oV
Zaj(:c, u)% + b(m,u)% =0.
j=1 !

Teorema urmatoare arata legatura intre cele doua ecuatii:
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Teorema 4. a) Dacd V este o solutie a e.d.p.l.o asociatd ecuatiei cvasilineare definite

de ecuatia V(x,u) — V(xg, up) = 0 este solugle a ecuatiei cvasilineare.

9 (w0, up) # 0 , atunci functia u = u(z) definita

b) Dacid u = u(x) este o solutie a ecuatiei cvasilineare, atunci existd V' solutie a

e.d.p.l.o. astfel ca V(z,u(z)) = 0.

Demonstratie

a) Cum %% (2, ug) # 0 existd o functie u : : D — Rastfel c& V(x, u(x))—V (20, uo)

si ale carei derivate partiale sunt date de relatiile

ov ov ou

i, (040D + G )5 =05 =1 om.

Inmultind cu a;(z, u(x)) si adunand avem
—~ oV
j=1

Cum V este solutie a e.d.p.l.o. avem si

Zaj z,u(x av (x u(z)) + g—‘;(x,u(a:)) b(x,u(x)) = 0.

Rezulta
8
Zaj z,u(zx (x u(z)) — b(z,u(x))| =0
9 (z,u(z)) # 0 rezultd cd u este solutie a ecuatiei cvasilineare.

b) Fie V4, Vs, ..., V,, n integrale prime ale sistemului caracteristic asociat e.d.p.l.o.

dxq dx,, du

=...= = = dt.
ai (il?, u) CLn<SU, u) b(xa u)
Fie Ui(z) = Vi(z,u(z)) . Avem

N T
x u Ox Tn U OZn

D(Uy, Uy, ..., Up) | 1

D(xy,z9, ..., xy)
WV | Va8 WV | OV D
Ox1 + ou 8xu1 Oxn + ou 8;2

Scriind ca Vi, Vs, ..., V, sunt integrale prime si ca u este solutie obtinem un sistem de

n + 1 ecuatii cu n necunoscute ap, as, ..., a,. Pentru compatibilitate trebuie sa avem

=0
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0=| v av
Mo

Cum b(x,u(x)) # 0 rezulta cd functiile Uy, ..., U,, sunt functional dependente, deci
existd @ de clasi C! astfel ci

o(Uy,...,U,) =0 . Dar atunci functia V (z,u) = ®(Vi(z,u), ..., Vo(x,u)) este solutie
a e.d.p.l.o. si V(z,u(x)) =0.

Teorema precedenta ne da o modalitate de a gasi solutia generala a ecuatiei cvasi-
lineare.

Exemplul 4. Sa gasim solutia generala a ecuatiei date de formula lui Euler pentru

functii omogene de gradul m:
101U + 290U + ... + x,0,u = M.

Sistemul caracteristic asociat e.d.p.l.o.

dny _dvy _dwn _ du

I i) T mu

are evident integralele prime

T i) Tn—1 u
— = const, — = const, ..., = const, — = const
T

Tn Tn In n

Tn—1 u
ceny _xn s _3377{1

si deci solutia generala este data implicit prin ecuatia ¢ (i—i, ) = 0 sau ex-

Tn—1

plicitand ultimul raport v = z'¢ (;—i, -y =

), adica forma generald a unei functii

omogene de gradul m.

12.4 Ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai ne-
lineare

Consideram ecuatia cu derivate partiale de ordinul intéi

M [OF\°
F(Zlfl,l'g, cory Ty Uy P1, P2, ap’n) = Oapz - %7 <8p) ;é 0
C— ()

si o suprafata integrald a sa u = u(xy, za, ..., ), (21, X2, ...,x2) € D C R™. Prin fiecare

punct al acestei suprafete integrale se poate duce conul caracteristic corespunzator. Unul
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din planele tangente la conul caracteristic va coincide cu planul tangent la suprafata
integrala in varful conului. In acest plan tangent la suprafata integrala va exista o gen-
eratoare a conului. Pe aceasta o vom numi raza caracteristica a suprafetei integrale in
punctul dat. Aceasta raza caracteristica este determinata de coordonatele 1, xa, ..., T, U
ale punctului si de marimile py, po, ..., pn, —1, parametrii normalei la planul tangent in
care se afla. Curbele de pe suprafata integrala care sunt infaguratoare ale razelor carac-

teristice vor satisface sistemul

dri  dxo dx,, du p
oF ~oF — T oE —w -
apl 6172 apn szg

i=1 ¢

t fiind un parametru real. Derivind ecuatia data in raport cu variabila x;,7 =1,2,...,n

avem
g_igi g—igij g—igi’: + g—ipi + g—i —0,i=1,2,..,n

sau tindnd cont de sistemul de mai sus si de faptul ca ngj_ = % gasim

sau

- = (8up7’+ 3361') 0 =1,2,...,n.

Deci infaguratoarele razelor caracteristice de pe suprafata integrala trebuie sa verifice

sistemul
dr;  dxo dz, du dpq dpy, J
oF ~F T oE @ o= er, or T o, or
1s) 0 Opn . ou ox out’n Oxn
p1 P2 p i;pwpi 1

cu conditia
F(ZL‘l,CEQ, ooy Ty Uy P15, P2, "'7pn) =0.

Acest sistem de 2n + 1 ecuatii cu 2n + 1 necunoscute x1, Zs, ..., T, P1, P2, .., Pn_pOate

fi considerat independent de modul in care a fost dedus. El se numeste sistemul car-

acteristic asociat ecuatiei cu derivate partiale nelineare. Daca derivatele partiale 2_57
1
1=1,2,...,n, g—i sunt functii cu derivate partiale de ordinul doi continue atunci pentru

continue. In plus daca conditiile initiale sunt functii de doua ori derivabile continuu de
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niste parametri, atunci si solutiile vor avea derivate de ordinul doi continue in raport cu
aceil parametri.

Cum
dF " OF dr; OFd "\ OF dp;
T u+z D

o w%&*@@

OF OF OF OF OF oF
N Z@mzﬁpz Zpl Z@pz(au +3_xi)_0

1=

rezulta ca functia membru stang al ecuatiei F' (:cl, X9, eey Ty, Uy P1, P2, -5 D) €StE INtegrald
prima a sistemului caracteristic.
Orice solul:ie Ty = xl(t)a T2 = x?(t)w"; Ty = mn@)? u = u(t)7 b1 = pl(t)a b2 =

pa(t), ..., pn = Dn(t) a sistemului caracteristic care verificd relatia F'(z1(t), z2(t), ..., z,(t),

u(t), p1(t), pa(t), ..., pu(t)) = 0 se numeste banda caracteristica, iar curba x; = x4 (t),
Ty = To(t), ..., T, = xu(t), u = u(t), suportul benzii caracteristice se numesgte curba
caracteristica.

Exact ca la ecuatii cvasilineare, are loc teorema

Teorema 1. Daca o banda caracteristica are un element comun cu o suprafata inte-
grald, atunci ea apartine in intregime suprafetei.

Ca o consecinta

Consecinta. Daca doua suprafete integrale sunt tangente intr-un punct, atunci ele
sunt tangente de-a lungul intregii caracteristici care trece prin acel punct.

Fie problema Cauchy cu suprafata S purtatoare a datelor
_ .0 _ .0 _ .0
1 = Z7(81, ey Sn1), T2 = T (815 eery Sne1)y eeery Ty = Ty (815 00y Sn1),

cu datele u = u°(sy, 89, ..., Sp_1). Curba initiald S* este deci

T = m?(sl,...,sn_l),
Ty = mg(sl,...,sn,l),
.
.0
Tn = T, (81, Sn—1)s
u = u’(s1,89, .. Spn_1).

Din relatiile
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F(xcl)(s)a "'7x91(5)7u0(5)7p17 cesPn) =0
definim valorile p{(s), p3(s), ..., p%(s). Consideram solutia sistemului caracteristic

x; = w;(t, 81,89,y Sn_1),i = 1,2,...n
u = u(t,S1,82, -, Sn_1)
pi = pi(taslys%"wsn—l)ai: 1,2,...,71

cu conditiile initiale

xi(O,Sl,SQ,...,Snfl) = .T?(Sl,SQ,...,Snfl),Z': 1,2,...,7’1,
u(0, 81, 89,0y Sp_1) = u’(S1, 89, .., Sp_1)
pi(07511827"'78n—1) - p?<517527~--75n—1>7i: 1,2,...,”

Pentru acest sistem functia F' va avea valori nule. Vom avea

Oz Ozy Ozp
ot ot ot
Oz1 Oza Oy
D($1,$2,...,$n) _ 0s1 0s1 Tt 0s1 —
D(t, S1yeny Sn—l)
0z Oz Oxp
Osn—1 0spn—1 o 0spn—1
OF OF OF
Op1 Op2 " Opn
feia Oza Ozp
_ 0s1 0s1 0s1 _ 6 7& O
Oz _Oxy _Oxn
Osn—1 Osn—1 Osn—1

daca suprafata purtidtoare este necaracteristica. Dupa teorema functiilor implicite se
vor putea explicita variabilele ¢, s, so, ..., s,_1 ca functii de doua ori derivabile de vari-
abilele z1, xs,...,x,. Ca urmare si u si p; vor deveni functii de doua ori derivabile de
X1, T2y ey Tt U = u(X1, Tay oy Tp), Di = pi(T1, Ta, ..., x,). Pentru a ardta cd suprafata
u = u(xy, xa, ..., T,) este suprafatd integrald este suficient s artdm ca

ou(xy, o, ..., Ty)

= pi(x1, oy oy Ty).

ox;
Cum sistemul
@ B " Ou dz; _ 0
ot — Ox; Ot
ou " Ou Oz,

8_&1]' B i1 89&1 8Sj
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1 D.’I?l,.’I?Q, 7-'171'1,

cu determinantu
D(t,51,...,5n-1)

# 0 are solutie unica g“ t = 1,2,...,n este suficient sa

aratam ca functiile

n

Vo= sz 9

ou " Ox;
U = — =Y pe—rt,j=12,..,
j 55y~ 2Pigsy n

1=
sunt identic nule pentru orice valori ale lui ¢, sq, ..., s,,_1. Din sistemul caracteristic avem

n n

oF
V= Z g il apz

=1

Mai departe

% %_8_‘/__ - 5pi8:ri_8p@-axi B
ot o 0s; ot 9s; s, Ot )

B Z oF apl " Ox; aF n oF

N op; 853 = 8 8 ox;

B Z oF 5’pZ OF Ou Z OF Ox; \

B opi 853 du Ds; ~ Qx; 0s; |
oF

ou

pentru ca F' = 0. Rezulta

t
- [2Eadt
Uj(t,Sl,...,Snfl) :Uj(O,Sl,...,Sn,1)€ 0 =0
in virtutea alegerii valorilor initiale pentru p;.
Rezultd cd v = wu(xy,o,...,x,) reprezintd o suprafatd integrald care trece prin

suprafata initiala S*. Ea este unica pentru ca orice alta suprafata integrala trecand
prin S* trebuie sa fie alcatuita din curbe caracteristice trecand prin S*. Pentru acestea
valorile lui p; se determina tot cum le-am determinat noi si deci nu pot exista doua
suprafete integrale care sa treaca prin S*.

Am demonstrat teorema

Teorema 2. Daca suprafata purtdtoare a datelor Cauchy cu derivata de ordinul
doi continua este suprafata necaracteristica atunci problema Cauchy pentru ecuatia
nelineara cu membru stang cu derivate partiale de ordinul trei continue are solutie

unica.
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Sa presupunem acum ca exista solutia problemei Cauchy in cazul in care suprafata

purtatoare S a datelor Cauchy este suprafata caracteristica. Atunci din conditia

OF OF OF

Op1 Op2 "t Opn

&t(l) 818 9zf,

T G U m | _gs—g
690(1) Bmg Bm%

0spn—1 Osp—1 o Osp—1

rezulta ca exista parametri Ai, Ag, ..., \,,_1 asfel incat

OF &2 . 09
apz - 32:; /\j 8sj )

Vom avea

n n—1 n—1
ou oz ou°
Ayt — A —
>ong T 2 Vs, ~ 225
i=1 i= 7j=1
Derivand ecuatia si tindnd cont de permutabllitatea derivatelor mixte avem

JOF OF "Cs, 920 0p?
pk@u_a_:ck N ZZ)\J&SJ{?@_

i=1 j=1

Opt Oz < op?
- Z Z@x’jasj :Z/\jﬁ_sj

Ajungem la concluzia ca pentru ca problema Cauchy sa fie posibila este necesar ca

vectorul

— OF OF OF  OF 8F OF
V= sz _pl T a.q T P T o
8]91 8pn — op;’ ou Ozl 8u ox,
sa fie combinatie lineara a celor n-1 vectori

ax‘f,.‘.,axgjau‘)’a_pgma_pg =1,2,..n—1
8sj 8sj 88]' 8Sj 88]'

—
sz

ﬁ
adica vectorul V este situat in planul tangent al suprafetei ¥ n-1-dimensionale din

spatiul 2n+1 dimensional al variabilelor x1, xa, ..., Ty, U, P1, P2,y vy Pr

i = 20(s1,82,.,8,-1),0 = 1,...,m,
u = u’(s1,89,...;80-1)

_ 0 s
pi = p;(51,82, ., Sn-1),i=1,...,n
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Sa presupunem acum ca avem o problema Cauchy cu suprafata purtatoare S carac-
teristica pentru datele initiale. Mai presupunem ca pe suprafata initiala S* este satis-
facuta conditia de mai sus. Construim o noua suprafata initiala S} care sa intersecteze
pe S* dupa o suprafata n-2 dimensionala S** si astfel incat proiectia sa S; sa nu fie car-
acteristica. Exista o suprafatd integrala care trece prin S} generata de caracteristicile
care trec prin S}. Acele caracteristici care trec prin S** vor genera in spatiul vari-
abilelor xy, ..., ,, u, p1, ..., p, 0 suprafata >*. Vectorul V este tangent atat la suprafata
>* cat gi la suprafata 2. In virtutea unicitatii solutiilor sistemului caracteristic cele doua
suprafete 3*, 3 vor coincide si proictia lor pe spatiul variabilelor x1, ..., z,, u coincide ci
suprafata initiald S*. Asta inseamna ca suprafata initiala este generata de caracteristici
si ca suprafata integrala care trece prin ST trece si prin S*. Am demonstrat deci

Teorema 3. Daca suprafata purtatoare este caracteristica pentru ca problema Cauchy
sa aiba solutie este necesar ca suprafata initiala sa fie generata de curbe caracteristice.

In aceasta situatie problema Cauchy are o infinitate de solutii.

12.5 Conditii de compatibilitate

In ideea de a cauta o solutie generala pentru ecuatia cu derivate partiale de ordinul
intai nelineara sa ne ocupam mai intai de problema unui sistem de doua ecuatii difer-
entiale de ordinul intai cu o functie necunoscuta: si se determine functia u(z,y) solutie

a sistemului de ecuatii

F(z,y,u,p,q) = 0

ou ou
G<m7y7u7p7Q) = 07]7:%7(]:8_?/

unde functiile F,G au derivate partiale de ordunul doi in raport cu toate variabilele

%((]; ’f)) # 0 atunci putem explicita p, ¢ si suntem condusi la sistemul de

continue. Daca

forma

p = Alz,y,u)

ou ou
q = B(xayau)ap_ %7(]_ a_y
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Daca acest sistem are solutia u(z, y) cu derivate partiale de ordinul doi, atunci in virtutea

intervertirii derivatelor mixte trebuie s& avem in mod necesar

0A 0A 0B 0B
a—y + %B =2 + %A

Sa presupunem aceasta conditie satisfacuta. Prima ecuatie

ou
% - A(.%‘, Y, U)

poate fi considerata ca o ecuatie diferentiala de ordinul intéi in u i z, y fiind considerat
ca parametru. Fie u = ¢(z,y,C) solutia sa generald depinzand de constanta arbitrara

C. Vom avea deci

0209.C) _ (. oy, C)) Vg, O

Ox
2
Fola,y,C) _ 0A(2,y,9(2,9,C)) | 0A(x,y, 92,4, C)) Op(z,y, C),V:E,Vy,VC’
Oyox oy ou dy
Pe(x,y,C) _ 9A(x,y, p(z,y, C)) dp(z,y, C)
0COzx ou oc

S& facem acum in sistem schimbarea de functie u = ¢(z,y,v) trecand de la functia

u(z,y) la functia v(z,y). Sistemul va deveni

dp(x,y,v) | Op(z,y,v) v
ax + aC ax —A($>y7<P($>yaU))

d¢p(z,y,v)  Op(z,y,v)0v
ay + aC ay - B(‘r7y790(x7y7 U))

sau tindnd seama de relatiile de mai inainte

ov
—_— :O
ox
@ _ B(l‘ayﬂp(l‘,y’v) — %&y,v)
oy 9p(y)
oC

Sa aratam ca membrul drept al celei de-a doua relatii nu depinde de x. Numaratorul

derivatei in raport cu x al acestui membru este

@B 0B Denbe  Tep 02
Or Oudr Ox0y 0C 0zoC Jy
dp

OB OB . 0A 0Adp 0p 0Adp -
e T "3 “duayac auacC "3, "
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dp OB OB 0A 0A
—%(%jL%A—a—y—%B)_o.

Sistemul se reduce de fapt la o singura ecuatie diferentiala de ordinul intai

dv
d_’y - R(ya U)

cu solutia generald v = v(y,a) unde a este o constanta arbitrari. Rezulta cd solutia

generala a sistemului

p = Az,y,u)
ou ou

= B = —_— = —_—
q (z,y,u),p 7 9y’

cu conditia de compatibilitate

%+%B—G_B+a_3
oy Ou  Ox Ou

este u = ¢(x,y,v(y,a)), deci gi ea depinde de o constanta arbitrara.

Revenind la sistemul

F(z,y,u,p,q) = 0

ou ou

G<m7y7u7p7Q) = 07]7:%7(]:8_?/

D(F,G)

el poate fi adus la forma de mai sus daca Dd) # 0. Cum prin derivari ale celor doua

ecuatii gasim

D(F,G) D(F\G)
@ _ _ D(uwa) @ _ _ D(up)
ou  DREG) gy DEG)

D(p,q) D(p,q)
D(F,G) D(F,G)
@ __ D(p) @ _ D9
Or  DEG’H,  DEG
o D(p.q) Y D(p,q)
gasim in final conditia de compatibilitate
OF  dF OF  dF
Op dr + 0 dy | _ 0
oG dG oG dG
op dx dq dy

unde am folosit aga numitele derivate totale

AP _OF _OF dG_ G 06
de — Ox p@u’m’dy_ﬁy Tou
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Deci sistemul de ecuatii

F(z,y,u,p,q) = 0

ou ou
G<x>y7u>p7Q> = 07p = %7(] = a_ya

este compatibil daca este satisfacuta conditia de compatibilitate

OF  dF OF dF
op dx + dq dy -0
G  dG G  dG
op dx dq dy

si solutia sa generala depinde de o constanta arbitrara. Expresia din stdnga conditiei de
compatibilitate se numeste paranteza lui Mayer si se noteaza prin [F, G]. Daca functiile
F, G nu depind de u paranteza lui Mayer se reduce la asa numita paranteza a lui Poisson

(F,G).

12.6 Integrala completa

Fiind data ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai

ou ou
F(%Z/,%paQ) = Oap = %7q = a_ya

se numeste integrald completa a sa o relatie de forma
V(z,y,u,a,b) =0

depinzand de doua constante arbitrare verificata de o familie de solutii ale ecuatiei date.

Daca consideram si relatiile obtinute derivand in raport cu z,y

o
or  Pou ~
oo
Oy Toy = 7

prin eliminarea constantelor arbitrare a, b, intre aceste aceste relatii obtinem ecuatia
F(z,y,u,p,q) = 0. In adevir, dacd am obtine si o altd relatie G(x,y,u,p,q) = 0 am
avea o famile de solutii, depinzdnd de doua constante arbitrare, comune celor doua
ecuatii. Dar am vazut ca aceasta nu se poate pentru ca solutia ar depinde numai de o

constanta. Deci obtinem o alta definitie a integralei complete: o relatie depinzand de



12.6. INTEGRALA COMPLETA 141

doua constante arbitrare astfel incat prin eliminarea constantelor intre cele trei relatii
de mai sus obtinem ecuatia data.

Lagrange a ardtat ca orice solutie u = u(x,y) a ecuatiei F(z,y,u,p,q) = 0 se poate
obtine dintr-o integrala completa a sa prin metoda variatiei constantelor a,b. In adevar

din ecuatiile

v v
Ox Oz Ou ’
v v
dy Oy ou ’

scoatem functiile a(z,y), b(z,y). Dacd le introducem in prima relatie si derivim in
raport cu x,y obtinem

OV udV  OVou 0V oy
Or OxOu Oadr 0Obox
OV 0uOV OV OV b
Jdy OyOu Oady 0b Oy

adica functiile gasite a(x,y), b(x,y) verifica relatiile

Wou ovar _
da Ox  ObOx
oVoa ovah
da Oy ObOy

Vom distinge mai multe situatii.

1) Daca functia u = u(zx,y) verifica relatiile

V(:C, Y, u(x7 y): a(x, y)? b(:l?, y)) = 0,
IV (z,y,u(z,y),a(x,y), b(z, y))

Oa
OV (z,y,u(z,y), az,9),b(z,y)) _
0b ’

atunci se zice ca integrala u = u(z,y) este o integrald singulard. Din punct de vedere
geometric, suprafata integrala singulara este infasuratoarea familiei de suprafete com-
plete depinzand de doi parametri..
2) Dacd avem a(z,y) = ag, b(z,y) = by, atunci suprafata u = u(z,y) este una din
suprafetele integralei complete.
3) Daca (25)% 4+ (%5)% # 0, a(z, y) # ao, b(z,y) # by atunci
da b
or O 0

Oa  Ob
0y 0Oy
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si deci avem b(z,y) = w(a(z,y)), cu w o functie. Cele doua relatii se reduc la o singura

relatie
ov.ov , =
% + %w (a) =0.

In acest caz suprafata integrald u = u(x,y) este infagurdtoarea familiei de suprafete

V(z,y,u,a,w(a)) = 0. Cum din relatiile

V(z,y,u,a,w(a)) = 0,
ov N v (a)
—+ —u'(a
Oa  0Ob
cu w(a) functie arbitrard, obtinem orice solutie cu exceptia solutiei singulare, se zice c
cele doua relatii definesc solutia generala a ecuatiei F(z,y,u,p,q) = 0.
In metoda lui Lagrange-Charpit pentru gasirea unei integrale complete pentru ecuatia

F(z,y,u,p,q) = 0 se cautd o functie G(zx,y,u, p, g) astfel ca sistemul

F(z,y,u,p,q) = 0,

G(z,y,u,p,q) = a

sa fie compatibil. Atunci integrala sa generald va depinde de doua constante arbitrare
a,b: V(z,y,u,a,b) = 0. Aceasta va fi o integrald completa pentru ecuatia initiala.
Desfacand paranteza lui Mayer din conditia de compatibilitate rezulta pentru functia G

ecuatia cu derivate partiale in variabilele x, y, u, p, q:

OFOG OFOG  OF  OF G _ OF OF0G _ OF  OF 0G _
apor g oy  Loap Tag'ou ‘or Pouap  ‘oy T Toudq

Altfel spus functia G(z,y,u,p,q) = a este o integrald prima a sistemului caracteristic

asociat ecuatiei nelineare

de dy du dp dq gt
BF — 9F = T BF oF —  OF oF 4t
w o Pap T9% o TPoa oy T 90

Obtinem urmatorul algoritm:
Pentru a obtine o integrald completd a ecuatiei F(z,y,u,p,q) = 0 se cautd mai
intai o integrald prima G(z,y, u,p,q) = a a sistemului caracteristic asociat astfel incat

= 0,G = 0 in raport cu p, q. Ecuatia dz = pdx + qdy,

cu p, q inlocuite, este o diferentiald totala. Integrala generald V' (z, y, u, a,b) = 0 a acestei
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ecuatii contine doua constante arbitrare a gi b introduse la integrare si deci este integrala
completa.

Exista o serie de cazuri particulare:

a) Ecuatia F'(x,y,p,q) = 0 nu contine pe z. Se poateadmite si cd G nu-1 contine pe
z si sistemul caracteristic se reduce la forma mai simpla

de. dy  dp  dq

OF — 9F — 9FE ~  QE°
op dq ox oy

b) Ecuatia F(y,p,q) = 0 nu contine pe x si z. Avem dp = 0 si deci integrala prima

p = a. Din sistemul F(y,p,q) =0, p = a deducem ¢ = f(y,a), deci avem
dz = adzx + f(y,a)dy
de unde obtinem integrala completa

z:ax+/f(y,a)dy+b

printr-o integrare.
c¢) Ecuatia F'(z,p, q) = 0 nu contine pe x,y. Sistemul caracteristic admite combinatia

integrabila

dp dq

p q
de unde integrala prima ¢ = ap. Ecuatiile F(z,p,q) = 0,¢ = ap dau p = f(z,a),
qg=af(z,a) i deci

dz = f(z,a)dz + af(z,a)dy

de unde printr-o integrare se obtine integrala completa

dz
/f(z,a) =x+ay+0b.

d) Ecuatia F(p,q) = 0 nu contine pe z,y, u. Sistemul caracteristic admite integrala

primd p = a. Din F(a,q) = 0 scoatem q = f(a) i integrala completd z = ax+ f(a)y+0.

e) Ecutia f(z,p)—g(y, q) = 0 se numeste cu variabile separate. Sistemul caracteristic

se scrie
de. dy  dp dq
of 99— _9f ~ g
Op Jq Oz Oy
si are combinatia integrabila
0 0
—fd:r + —fdp =0

ox op
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adica f(z,p) = a este o integrald prima. Din ecuatie rezulta si g(y,q) = a. Se obtine

p=p(z,a),q =1¥(y,a) de unde integrala complet

z= /(p(:c,a)dx+/1/1(y,a)dy+b.

Fie acum V(z,y,u,a,b) = 0 integrala completd a ecuatiei F'(z,y,u,p,q) = 0 si

trebuie rezolvata problema Cauchy

z = 2%Gs),
y = y'(s),
u = u’(s)

Scriem ca curba initiala se afla pe integrala generala

V(z,y,u,a,w(a)) = 0,

oV (z,y,u,a,w(a)) +8V(x,y,u,a7w(a))w/<a) - 0.
aa (%J

Prima conditie V' (2°(s), 4°(s), u%(s), a,w(a)) = 0 o putem scrie sub forma U (s, a,w(a)) =

0. A doua conditie ar fi atunci 22&e(@) | 0U(sae@)) y(q) = (). Dacd functia w(a) ar fi

cunoscutd atunci prima relatie ar da pe a ca functie de s : @ = a(s). Inlocuind in prima

si derivand avem

OU(5,a(s),wlals))) . OU(s,a(s), wlals)) , o
N + o () + R afs))a' () = 0

si tindnd cont de a doua relatie rezulta

U (s,a(s),w(a(s)))

0s =0

Din aceasta relatie si din relatia
U(s,a,w(a)) =0

putem scoate pe a si pe w ca functii de s. Prin eliminarea acestuia obtinem functia
w(a).
Exemplul 1. Ecuatia

u=pr+qy+pq
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are integrala completa

u = azx + by + ab.

Pentru a rezolva problema Cauchy

z = 0.,
y = S
u = s°

inlocuim in integrala completa
s* = a0 + w(a)s + aw(a).

Derivam aceasta relatie in raport cu s

2s = w(a).
Introducand in prima obtinem
s
a = —5
Deci w(a) = —4a. Familia de integrale este

u = ax — day — 4a®.

Derivam in raport cu a

=z — 4y — 8a.

Elimindnd pe a intre ultimele relatii gasim ecuatia suprafetei integrale care trece prin

curba data
(z — 4y)*
16 ’
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CAPITOLUL 13

ECUATII CU DERIVATE
PARTIALE DE ORDINUL 2

13.1 Definitii generale

Prin ecuatie cu derivate partiale de ordin 2 (pe scurt, ecdpo2) in n variabile indepen-
dente se intelege o ecuatie care leaga valorile celor n variabile independente de valorile
functiei necunoscute si ale unor derivate partiale ale acesteia pana la ordinul 2. Mai

. o . . . . ~1 .
precis, pentru ca avem o functie u, n derivate partiale de ordinul 1 %, % derivate

v 0%
8z;0x; ~ Oz;0x;’

Definitia 1. Fie F : U x V C R® x RY — R o functie de n + N variabile, unde

partiale de ordinul 2 avem urmatoarea definitie

N=1+n+ @ Functia F' defineste ecuatia cu deriwvate partiale de ordinul 2 in

variabilele independente 1, xs, ..., z,, cu functia necunoscutd u(zy, xa, ..., )

ou ou 0%*u 0%u

=0
"0z, Oz, O ’8m%) ’

F(x1,29, ..., Tn,u

unde presupunem ca apare cel putin una din derivatele de ordin 2.
Definitia 2. O functie v = u(z) = u(z1, 22, ....,2,) : D C U — R ( D deschisa)

se numeste solutie clasica a ecdpo2 definite de functia F' daca u este continua si toate

ou du  d%u Bzu) cvVv

derivatele care apar in F' existd si sunt continue pe D, (u, Bar? 0 Ban? 0230 B2

pentru orice x € D si ecuatia este verificata in orice punct al lui D, adica

ou ou 0%*u 0%u

"0z, Oxy 02T Oa2

F(x1, 9, ..., Tn, )=0, Y(z1,..,z,) €D.
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Dacd v = u(xy,z2),x = (x1,22) € D este o solutie a unei ecuatii cu derivate
partiale in doua variabile independente, graficul functiei u, adica multimea punctelor
{(x1, 22, u (x1,12))|(x1, 22) € D} este o suprafatd bidimensionald in R* numita suprafata
integrald a ecuatiei. La fel in cazul general, putem spune ca graficul solutiei u = u(z) =

u(zy, e, ..., xy) : D C U — R, adicd multimea punctelor

{(z1, 29, ...y T, w1, T2,) ooy T)) | (21, X2, .oy ) € D}

reprezintd o hipersuprafata in R™ | numita hipersuprafatd integrala a ecuatiei. (Sub-
liniem c& folosim termenul de hipersuprafatd pentru a marca dimensiunea ei (numéarul
n de parametri, de grade de libertate in raport cu dimensiunea n + 1 a lui R ).
Definitia 3. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul 2 se numeste ltneara daca functia
Bu ou_ 9%u 0%u
F' care o defineste este o functie linear-afina in variabilele u, B Basr Ga3 s a2 CU
n 1 n

coeficienti functii numai de variabilele independente, adica ecuatia se poate scrie sub

forma
n

> Al 8%8% ZB Clz)u = f(z).

ij=1

Definitia 4. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul 2 se numeste cvasilineara daca
functia F' care o defineste este o functie linear-afina in derivatele partiale de ordinul 2
cu coeficienti functii numai de variabilele independente, adica ecuatia se poate scrie sub

forma

z”: d%u ou ou

AZ’J(iE)aZCa.T + f(xlwx% ceey Ty U, 8_.7717 s %) =0
05 "

ij=1
Definitia 5. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul 2 se numegte aproape lineara daca
functia F' care o defineste este o functie linear-afina in derivatele partiale de ordinul 2

cu coeficienti functii numai de variabilele independente si de derivatele partiale de ordin

cel mult 1, adica ecuatia se poate scrie sub forma

- ou ou . O%u ou ou
Z z,g(mbx% y L, U, axla 7(93;”)81;181‘] + f(l'l,lljg, y Ly WU,y 83:17 783:”) 0

ij=1

Uneori pentru o ecuatie cu derivate partiale data se poate stabili o expresie din care sa
rezulte toate sau “aproape” toate solutiile acelei ecuatii. O asemenea expresie se numeste
solutie generala a ecuatiei cu derivate partiale. Multa vreme eforturile matematicienilor

au fost indreptate spre gasirea unor asemenea solutii generale. Cu timpul s-a dovedit
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ca o asemenea problema nu este bine pusa, in sensul ca ea nu are totdeauna solutie. De
altfel, asa cum vom vedea, problemele practice cer gasirea unei solutii care sa satisfaca
anumite conditii.
Exemplul 1. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul intai
ou
Il
8301
in R? are solutia generald u(z1,z2) = f(x2) unde f este o functie continud arbitrara.

Exempul 2. Ecuatia cu derivate partiale de ordinul doi
0%u
01102

in R? are solutia generald wu(wy,z2) = f(z1) + g(x2), unde f si g sunt doud functii
arbitrare cu derivate continue.

Cele doua exemple ilustreaza faptul ca aga cum solutia generala a unei ecuatii dife-
rentiale de ordinul k£ depinde in general de k constante arbitrare, solutia generala a
unei ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2, daca exista, depinde de 2 functii arbitrare.
Acest fapt este justificat aga cum vom vedea de solutia problemei Cauchy cum se justifica
si in cazul ecuatiilor diferentiale.

In paragrafele urmatoare vom arata ca o multime de fenomene fizice conduc la re-

zolvarea unor ecuatii cu derivate partiale de ordinul 2.

13.2 Ecuatia transferului de caldura

Din punct de vedere microscopic, caldura este rezultatul miscarii termice dezordonate
a particulelor materiale. La nivel macroscopic, gradul de incalzire al unui corp este
determinat de temperatura punctelor sale. Intre energia miscarii termice a unui corp
care ocupa domeniul D din spatiu raportat la un sistem de coordonate rectangular
Oxyz, sau, cum se mai spune, cantitatea de cildurd Q(D) acumulatd de acel corp si

temperatura punctelor sale T'(z,y, z,t) este o legaturad simpla data de relatia
QD) = [ [ ctav.z.p(a.p. 0T, 00,
D

unde p(z,y, 2, t) este densitatea corpului si ¢(z, y, 2, t) este capacitatea calorica a corpului

in punctul (z,y, z) la momentul ¢.
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Vom considera ca transferul de caldura de la o portiune la alta portiune a corpului
se realizeaza numai prin transferul de energie de la o particula la alta particula, negli-
jand transferul prin radiatie, prin procese chimice, etc. Daca consideram o suprafata
S in interiorul corpului, energia termica a particulelor situate de o parte si de alta a
suprafetei S se modifica in timp fie datorita ciocnirilor particulelor intre ele, fie datorita
trecerii unor particule dintr-o parte in alta. Evident, este de presupus ca prin elementul
de arie do de normala 77 se transfera in timpul dt in sensul lui 77 o cantitate de caldura
proportionald cu aria do si cu timpul dt, factorul de proportionalitate depinzand numai
de centrul (x,y, z) al elementului de arie, de normala la elementul de arie 77 si de mo-
mentul ¢ : f(x,y,z2,t,) . Atunci intreaga cantitate de caldura care se transferd prin S
in timpul d¢ in sensul lui 7 este dt [[ f(z,y, z,¢,7)do .

Sa presupunem ca in interiorulscorpului sunt distribuite continuu surse de caldura
cu intensitatea i(z,y,z,t), care in intervalul de timp (¢,t + dt) dau cildura dt [ [ idv.
Scriind conservarea caldurii, sau cum se mai spune, bilantul caldurii pentru dol;neniul

D, avem

t dt///CpTd”_/// (coT) , :_é f(x,y,z,t,ﬁ)da—l—/[)//idv,

unde 77 este normala exterioara. Evident, domeniul D poate fi orice parte a corpului.

Daca consideram un domeniu cilindric circular cu o baza centrata in punctul oarecare
(%0, Yo, 20) de raza suficient de mica r cu generatoarele paralele cu versorul 7 si cu
inaltimea h si aplicim relatia de mai sus, cu teorema de medie in integrale avem cu

notatii evidente

O(cpT)
ot

lmrh = — fanyi, 2t —@)mr? — f(ain, yim, 2t w)mr? —

—f(z*,y*, 2%, t, 1) 2mrh 4 i (2™, Y™, 2, ) rr?h

Impértind cu 72 si ficand » — 0, h — 0 astfel incat % — (0 obtinem relatia care era
de asteptat f(z,y,z2,t,—n) = —f(x,y, z,t, 7).

Dacé considerdm acum un tetraedru cu varful in punctul oarecare (zg, 4o, 20) , cu
muchiile plecadnd din acest punct paralele cu axele de coordonate si cu a patra fata cu

aria a si cu normala exterioara 7 = n,j +n,j +n.k si consideram inaltimea tetraedrului
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care pleaca din varf h suficient de mica si aplicam relatia de bilant avem, dupa aplicarea

teoremei de medie, ca mai sus gsicu h — 0,

_f(m07y07207t7 _ﬁ> - f(x(),yOyZOJt?z}nx - f(awvj)ny - f(mval;;)nz =0

sau tinand cont de proprietatea de mai inainte

f($07y0, 20, ty ﬁ) - f(llf(), Yo, 207t7 Z)nw + f(a IR 7j)ny + f(7 IR E)”z

Suntem astfel condusi sa introducem un vector

q(z,y, 2,t) = @, y, 2, 0)0 + gy (2, 4, 2, 0] + @ (x, y, 2, )k

astfel incat

f(l',y, Z>t7ﬁ) = Cf(l’,y, Z,t)ﬁ

Cantitatea de caldura care se transfera prin suprafata S in unitatea de timp in
directia normalei 7i este egald cu fluxul campului [[ ¢(z,vy, 2, t)rido. Din acest motiv,
campul ¢ se numeste cdmpul vectorial al flurului des caldura.

Campul vectorial al fluxului de caldura intr-un corp este evident legat de temperatura
punctelor sale. Caldura, arata experienta, se transfera de la partile cu temperatura mai
ridicata spre cele cu temperatura mai joasa. O masura a variatiei temperaturii intr-un
punct este gradientul temperaturii in acel punct. Intr-o prima aproximatie suficienta
pentru cele mai multe aplicatii practice se poate presupune ca campul fluxului de caldura

depinde linear de gradientul temperaturii, adica are loc o relatie de forma

or

_ or

Qy - kyw kyy kyz By
or

q- kz:p kzy kzz Bz

Consideratii de ordin termodinamic arata ca matricea tensorului termoconductibi-
litatii k este simetrica. In cazul unui mediu izotrop, matricea acestui tensor se reduce la
produsul dintre o functie k, coeficientul de termoconductibilitate al mediului si matricea

unitate si deci se poate scrie

= —kgradT.

2y
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Aceasta este asa numita lege a lui Fourier. In acest caz ecuatia de bilant se scrie sub

oo [t [

sau aplicand teorema Gauss-Ostrogradski

/// (ooT) ’u:/D//dw(k gde)dH/D//idu

Cum domeniul D este arbitrar, rezulta ca temperatura trebuie sa verifice ecuatia

forma

J(cpT)
ot

= div(k gradT) +i
In cazul unui mediu omogen si izotrop, ¢, p, k sunt constante si obtinem ecuatia
%—f = a®AT + ii,
unde am notat a? = ﬁ . Constanta a are dimensiunea LT3 Aceast ecuatie se numeste
ecuatia transferului de caldura sau simplu ecuatia caldurii.

Cum in ecuatie apare derlvata este clar ca pentru a putea determina temperatura
in orice punct si orice moment este necesar sa cunoastem temperatura la momentul
initial t =0 : T(x,y, 2,0) = To(z,y, 2).

Pe de alta parte este necesar sa tinem cont de interactiunea dintre corpul studiat si
mediul inconjurator. Conform unei legiz a luz Newton, cantitatea de caldura care trece
prin portiunea do din suprafata 0D a unui corp in unitatea de timp este proportionala cu
diferenta dintre temperatura corpului 7'(x,y, z) in centrul portiunii do gi temperatura
T.(z,y,2) a mediului exterior in acelagi punct considerat ca apartindnd exteriorului,
factorul de proportionalitate depinzand de gradul de izolare al suprafetei. Acesta poate
fi functie de punctul de pe suprafata sau poate fi constant pe intreaga suprafata. Din

bilantul de caldura pe orice portiune S a lui 0D rezulta

//k—da—// T(@,y,2) — Tu(, y, 2,1)) do.

Cum S este arbitrar, rezulta ca pe suprafata dD trebuie sa aiba loc relatia

or
—k% —CY(T—TB).
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Daca a = 0, adica prin suprafata 0D nu se transfera caldura, pe suprafata 0D vom
avea conditia g—g = 0, se spune ca avem o problema de tipul lui Neuman. Daca a = oo,
adica suprafata D nu este deloc izolata, pe suprafata 0D vom avea conditia T = T,
se spune ca avem o problema a lut Dirichlet.

Daca temperatura exterioara 7. si intensitatea ¢ a surselor interioare nu depind de
timp, este de asteptat ca dupa un anumit timp temperatura in punctele corpului nu se
mai modifica in timp, adica devine, cum se spune, stationara. In acest caz problema

transferului stationar de caldura revine la rezolvarea ecuatiei lui Poisson

1
a?pc

AT(.%‘,y,Z) = - i(l’,y, Z)

cu una din conditiile la frontiera amintite. Se subintelege ca valoarea initiald a tempe-
raturii nu mai conteaza.

Daca corpul care ocupa domeniul D este o bara cilindrica cu generatoarele paralele
cu axa Oz, dimensiunile unei sectiuni transversale fiind mici in comparatie cu lungimea
barei, dacd presupunem ca prin suprafata laterala nu are loc transfer de caldura, ca
intensitatea surselor depinde numai de abscisa = a sectiunii transversale i(x,t), ci tem-
peratura initiald depinde numai de abscisa sectiunii Ty(z) se poate presupune si cd in
toate punctele unei sectiuni transversale temperatura este aceeagi T'(x,t) . In acest caz

se obtine ecuatia unidimensionala a transferului de caldura

oT  ,0°T N 1.
— =a"= + —i.
ot 0x?  pc

Aceasta trebuie rezolvatd tinand cont de conditia initiald T'(x,0) = To(z) si de
conditiile la capete in cazul cand bara este finita 0 < x < [. Aceste conditii la capete se
deduc usor din conditiile cazului general. Cazul stationar revine la rezolvarea ecuatiei

T'(z) = —aa%c@'(x)

cu conditii la capetele barei.

13.3 Ecuatia undelor sonore

O perturbatie oarecare, cum ar fi sunetul produs de o persoana, se propaga in aer

sub forma undelor sonore. Daca intr-un capat al unui tub cu gaz se misca un piston,
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perturbatia produsa de acesta se propaga de-a lungul tubului. Ne propunem sa stabilim

ecuatiile care guverneaza un asemenea fenomen.

Presupunem c4 in starea de echilibru la momentul 0, aerul (gazul) are o densitate
po constanta in intreaga masa. Daca consideram in gaz o suprafata mica do de normala
1 particulele din partea unde este dirijata normala actioneaza asupra particulelor din
partea cealalta cu o fortd —prido , marimea p > 0 numindu-se presiune. Ea este nenula
chiar in pozitia de echilibru. Vom presupune ca valoarea acesteia la echilibru p, este

constanta in intreaga masa.

Vom raporta migcarea la un sistem de coordonate rectangular Ozyz cu versorii axelor
W7, k. O particula oarecare are la momentul 0 vectorul de pozitie R = Xi+ Y7+
Zk. La momentul ¢ aceeagi particula are vectorul de pozitie ¥ = i + yj + zE, unde
coordonatele x,y,z sunt evident functii de coordonatele initiale X,Y, 7 si timpul t.
Vectorul U = 7 — R = ui + v;' + wk este vectorul deplasare al particulei. Viteza
particulei este v = % = %—(Z. Avand in vedere ca doua particule oarecare distincte
trebuie considerate distincte tot timpul miscarii, functiile amintite mai sus sunt bijectii,
adica se pot explicita si coordonatele initiale X, Y, Z ca functii de coordonatele x,y, 2
si timpul ¢. In acest fel orice marime caracteristica a miscarii poate fi exprimata fie
ca functie de coordonatele initiale X,Y, Z si timpul ¢, fie ca functie de coordonatele
x,y, z si timpul ¢ . Coordonatele X, Y, Z si timpul ¢ se numesc coordonate materiale sau
coordonate lagrangiene; coordonatele x,y, z si timpul £ se numesc coordonate spatiale
sau coordonate euleriene. In cazul nostru deplasarile U=7—R ale particulelor sunt

mici de un ordin de mirime e astfel incat méarimile de ordinul lui €2 vor fi neglijabile.

Din acest motiv este de preferat sa folosim coordonatele materiale.

Datorita miscarii, in punctul x, y, z corespunzator pozitiei la momentul ¢ a particulei
care avea pozitia initiald X, Y, Z, densitatea va avea valoarea p(x,y, z,t) = p(X,Y, Z, 1),
in general diferita de valoarea py . Deasemenea presiunea va avea o valoare p(z,y, z,t) =
p(X,Y, Z,t), in general diferitd de py. (Am notat functiile depinzand de z,y, z,t sau
X, Y, Z,t cu aceeasi litera pentru a nu complica notatia.) Abaterile densitatii si presiunii
de la valorile de echilibru p = p — py , p = p — po vor fi tot mici de ordinul de marime

e. Intre presiune si densitate exista o relatie de forma p = p(p). Dacd am considera ca
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miscarea este izoterma, cum a considerat Newton, am avea o relatie de forma

_ Dbo
pP=—p:

Po

Experienta arata ca migcarea nu este izoterma, ci adiabatica: deplasarile sunt mici, dar
mult mai mari decit drumul liber mijlociu parcurs de moleculele de gaz in migcarea
termica, aga ca in timpul miscarii nu are loc un schimb de caldura. Vom presupune

valabila relatia
Po
b= ——p7,
Po”Y

~ fiind o constanta care pentru aer are valoarea 7 = 1.4. Rezulta ca intre abaterile

presiunii si densitatii de la valorile de echilibru vom avea relatia

Po
Po

p="—p-
(Am tinut cont c& pentru v mic avem (1 + u)y = 1+ yu. )

Particulele care la momentul initial 0 ocupa un domeniu D(0) vor avea masa m(D(0)) =

| podV . La momentul ¢ aceste particule vor ocupa un domeniu D(t) si vor avea masa
D(0)
m(D(t)) = [ p(z,y,z t)dv. Cum iacobianul

D(¢)
or P Ox 140w ou du
D oX oY 07 0X )4 07
D@y.2) |\ oy oy o4 |—| 2 14+ 2
D(X,Y,Z) 9X oY 0oz 0xX oY 2
0z 02 02 ow Qw14 Ouw
9X oY 0Z X oY 4

se poate scrie, abstractie ficand de termenii de ordinul lui €2

D(z,y,z) ou Ov Ow -
bxyz ~\Tax tay taz = tPIVO

voim avea

m(D(t)) = / ol 2, t)dv = / p(X,Y, Z,1)(1 + DIV T)dV.
D(t) D(0)

Notam cu initiale mari operatorii diferentiali in raport cu variabilele X, Y, Z.

Masa se conserva in timpul migcarii si deci vom avea pentru orice domeniu D(0)

/ podV = / p(X,Y, Z,t)(1 4+ DIV U)dV.

D(0) D(0)
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Rezulta asa numita ecuatie de continuitate in coordonate materiale pe care trebuie sa o

verifice densitatea si deplasarea:
po = p(X,Y, Z,1)(1+ DIV ),
sau in abaterea densitatii
p+ poDIVU = 0.

Particulele care la momentul 0 ocupa domeniul D(0) au la momentul ¢ cantitatea de

miscare

HOO) = [ pozn = [ pxv. 2050+ DV O,

D(t) D(0)

sau tindnd cont de ecuatia de continuitate

. oU
HDO) = [ wigrdv.
t
D(0)
Fortele care actioneaza asupra particulelor din domeniul D(0) la momentul ¢ sunt
datorate presiunii din partea particulelor exterioare (neglijam fortele exterioare cum ar

fi de exemplu greutatea gazului)

F(D(0)) = — /p(x,y,z,t)ﬁda =— / grad pdv = — / grad pdv.
D(t) D(t) D(t)

Cum avem

o 05, v wov  pow 0
0X Oz

ox) T ax Taiox -~ on

si relatiile analoage, adica GRAD p(X,Y, Z,t) = grad p(x,y, z,t), expresia fortelor este

F(D(0)) = — / GRAD p(X,Y, Z,t)(1+ DIV U)dV.

D(0)

Daca nu am neglija fortele exterioare, ar mai trebui adaugat un termen de forma

| fl (X,Y, Z,t)podV, f fiind densitatea fortelor exterioare.
D(0)
Conform teoremei variatiei cantitatii de miscare avem
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Sau

.
/ po v = - / GRAD §(X.,Y, Z,1)(1 + DIV 0))dV.

D(0) D(0)

Domeniul D(0) fiind oarecare, obtinem ecuatia de migcare

82U i . i
pOW = —GRAD p(X,Y,Z,t)(1+DIVU) = — GRAD p(X,Y, Z,t),
sau
82ﬁ Do
— = —y— GRAD .
Po 92 7/)0 P

Daca in ultima relatie aplicam operatorul DIV si tinem cont de ecuatia de continui-

tate, obtinem ecuatia verificata de abaterea densitatii

9?p
gr_Pon;
o Po

si ecuatia verificata de abaterea presiunii
PD
—— —2Ap,
ot 7,00 b

unde am notat prin A operatorul DIV GRAD. In cazul unui tub dispus dupa axa
Oz = OX acesta devine 88—); .

Daca aplicam ecuatiei de miscare

02U

Do -
— = 2 GRAD
Po 912 Vpo P

operatorul ROT si tinem cont ca ROT GRAD p = 0 rezulta ca % ROT v =0, adica
ROT ¢ = const. Presupunand ca la momemtul initial ROT ¢ = 0 rezulta ca aceasta
relatie va avea loc la orice moment si deci existd o functie ¢(X,Y, Z, t) astfel incat v =
%—’tj = GRAD ¢. Functia (X, Y, Z, t) determinata abstractie faicand de o functie de timp
se numeste potentialul miscarii. Din ecuatia de miscare rezulta GRAD(pg%—vav’;—g p) =0,
si deci putem scrie po%‘f + ’yﬁ—g p = 0. Daca ecuatiei de continuitate aplicam % obtinem

ecuatia verificata de potentialul miscarii
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820

Daca in ecuatia de miscare po %z

= —fyf;—g GRAD p inlocuim abaterea densitatii prin
valoarea data de ecuatia de continuitate, obtinem
U . . .
po 5 = Po GRAD DIV U' = 7o (AU + ROTROT U) .

Din relatia ROTv = % ROTU = 0 rezulti ci daci la momentul initial avem
ROTU = 0 vom avea aceeasi relatie la orice moment si vectorul deplasare verifica
ecuatia

8217 Po A
— — =AU =0.
ot 7Po
Am obtinut faptul cd in fenomenul studiat, abaterile densitatii si presiunii, potentialul

miscarii si componentele vectorului deplasare sau viteza satisfac o aceeasi ecuatie de

forma
2
% —a*Au =0,

unde constanta a = \/% are evident dimensiunea LT ! a unei viteze. Ea se numeste
viteza sunetului. Ecuatia de mai sus se numeste ecuatia undelor sonore. Daca nu am fi
neglijat fortele exterioare, in dreapta ecuatiei ar fi aparut un termen legat de densitatea
7. O ecuatie asemanatoare se obtine si in cazul undelor electromagnetice, din acest
motiv ecuatia este numita pur si simplu ecuatia undelor.

Pentru aer, unde v = 1.4,py = 1 atm = 1.01 x 10°N/m?, py = 1.29kg/m? gisim
pentru viteza sunetului valoarea a = 332 m/s . Newton, presupunénd migcarea izoterma
obtinuse valoarea a = 280 m/s.

Daca luam ca necunoscute abaterea presiunii p si vectorul viteza ¢ vom avea sistemul
de ecuatii cu derivate partiale de ordinul intai

% 4 ppa® DIV 7 =0
%+ LGRAD j=0
Vom semnala acum o importanta consecinta a ecuatiilor de miscare stabilite. Daca
ou

inmultim scalar cu v = 5~ ecuatia pog—f + GRAD p = 0, tinem cont de formula

DIV(pv) = pDIV ¢+ - GRAD p si de ecuatia de continuitate DIV U= —7—110015 obtinem
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8 (1 11
= (—p0172 + ——ﬁ) + DIV (%) = 0,

ot \ 2 2 Ypo
sau
oF
— +DIV(pv) =0
unde
1 11
E== —2 - - =2
2POU + 2’Yp0p

este evident densitatea energiei. Ecuatia stabilita este forma locala a conservarii energiei.

De aici obtinem forma integrala

0
—— | EdV = [ pv-nd%
at/ d /p?] naz,

D oD
adica viteza de variatie a energiei oricarui domeniu este egala cu minus fluxul prin
frontiera domeniului al vectorului pv , vector numit vectorul lui Umov.

Cum miscarea unui punct material este determinata de cunoasterea pozitiei si a

vitezei sale initiale, este de asteptat ca si aici din ecuatia ‘962—5 — %AU = 0 si din

cunoasterea valorilor initiale U (X,Y,Z,0), %—?(X Y, Z,0) s putem determina valorile

2p _

lui U (X,Y, Z,t) la orice moment. De aici rezulta ca la fel din ecuatia 7%

POAS <t
7p2Ap§1d1n

p

, (XY, Z,0) este de asteptat ca sd putem

cunoagterea valorilor initiale p(X,Y, Z,0)
determina valorile p(X,Y, Z,t) la orice moment. La fel in ce privegte abaterea presiunii
sau potentialul. Am considerat ca miscarea are loc in intreg spatiul.

In cazul unui tub de sectiune S dispus dupa axa OX = Ox toate marimile considerate
mai sus vor fi functii numai de abscisa x a unei sectiuni si de timp si vor verifica ecuatii
de ordinul doi lineare de forma

Pu 0%
o~ " a2

La aceasta ecuatie trebuie atasate conditii initiale u(x,0) = uo(z), % = vp(x).

In cazul unui tub de sectiune S dispus dupa axa OX = Oz intre x = 0siz =1 la
conditiile initiale de mai sus trebuie adaugate conditii care sa precizeze comportarea la
capete. Aceste conditii se numesc conditii la limita. Daca de exemplu, capetele tubului

sunt inchise atunci trebuie verificate conditii de forma



160 CAPITOLUL 13. ECUATII CU DERIVATE PARTIALE DE ORDINUL 2

0,t) =u(l,t) =0,v(0,t) = v(l,t) =
(0,t) = 2(1,t) = a”(0 t)=2(1,t) =0

2(0,1) = 50, 1)

Daca capetele tubului sunt deschise, atunci trebuie verificate conditii de forma

N Hlbl /\

Q>|Q> Q)
||
||

Su(0,t) = S4(1,t) = 0,22(0,t) = 4(1,t) = 0
p(0,t) = p(l,t) = 0,p(0,t) = p(l, 1) =0

p(0,1) = (l,t) = 0.

Daca la capatul x = 0 al tubului avem un piston de masa neglijabila sustinut de un

arc cu coeficientul de elasticitate y atunci vom avea conditii de forma

6“(0 t) — 32-u(0,1) = 0,92(0, 1) — 5-v(0,1) =0, 22(0,t) — 2-22(0,t) =0,
22(0,t) — -32(0,1) = 0,2¢(0,t) - F=-32(0,4) = 0.

La fel pentru capatul z = [ cu deosebirea ca semnul - se inlocuieste cu +. In relatiile

scrise, v este componenta vitezei.

13.4 Ecuatia oscilatiilor transversale ale unei corzi

Prin coarda se intelege un mediu continuu unidimensional, omogen, elastic, perfect
flexibil. Unidimensional inseamna faptul ca lungimea corzii este mult mai mare in com-
paratie cu dimensiunile sectiunii sale. Omogen inseamna faptul ca vom presupune ca
peste tot sectiunea corzii este aceeasi o si ca densitatea corzii-masa unitatii de volum-
este o constanta p. Perfect flexibil inseamna faptul ca daca luam un punct M pe coarda
actiunea partii din dreapta punctului M asupra partii din stdnga punctului M poate
fi reprezentatd numai printr-o fortd (vom ardta cd aceasta trebuie si fiedirijata dupa
tangenta la coardd in punctul M), deci coarda nu opune nici o rezistenta la incovoieri.
Flastic inseamna ca acea forta este dupa legea lui Hooke proportionala cu alungirea
relativa a corzii in punctul M. Vom presupune ca in pozitia de echilibru coarda este
dispusa dupa axa Oz si ca ea este tensionata, adica portiunea din dreapta punctului M
de abscisa x actioneaza asupra portiunii din stdnga punctului M cu o forta T007, 7
fiind versorul axei Ox, Ty o constanta. Vom studia numai oscilatiile transversale ale

corzii, adica vom presupune ca punctul M care in pozitia de echilibru avea vectorul de
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pozitie x i , la momentul ¢ in timpul oscilatiilor va avea vectorul de pozitie x i +u(x,t)

T
unde u(x,t) este un vector perpendicular pe Ox. Vectorul tangent la coarda in punctul

M la momentul ¢ este ?—i— %. Portiunea care la echilibru ocupa segmentul (x, z+dx)

—
Ou(z,t)

va avea la momentul ¢ lungimea ds = /1 + (=5 )?dz. Vom presupune ca oscilatiile

——
< o Aap s du(z,t N VIR

sunt in aga fel incAt marimea (%)2 este neglijabila. In acest caz ds =~ dz, adica in
timpul oscilatiilor alungirea relativa este nula si deci marimea fortei cu care portiunea
din dreapta punctului M actioneaza asupra portiunii din stdnga nu depinde de timp,

. C o v o =R i . .
ci cel mult de abscisa. S& notdm cu F'(z,t) forta cu care portiunea din dreapta abscisei
x actioneaza asupra portiunii din stdnga abscisei x. Conform principiului actiunii si

reactiunii, portiunea din stdnga abscisei z va actiona asupra portiunii din dreapta cu
—
Ou(z,t)

_—

forta —F(x,t). La momentul ¢ in oscilatie punctul M va avea viteza === si acceler-
. 2 v . .o . .

atia 2 gg’t). Pentru a gasi ecuatiile de miscare vom aplica teoremele fundamentale ale

mecanicii pentru o portiune oarecare de coarda cuprinsa intre abscisele x1 < x5. Con-
form teoremei variatiei cantitatii de miscare, derivata cantitatii de miscare a unui sistem

este egala cu suma fortelor care actioneaza asupra sistemului. In cazul nostru vom avea

d [ ouxt) )i
—
pr p%adw = F(xq,t) — F(x1,t) + /pf(:c,t)adx.

1 1
. TR i . i o
Am notat prin pf(x,t) densitatea fortelor exterioare care actioneazd in punctul de ab-
scisa = la momentul ¢ asupra corzii. Cum putem scrie

x2

[ Put)  [0oF(xt) —

1 1 1

si cum intervalul (z1,x2) este arbitrar rezultd ci trebuie sa avem

Q®u(x,t)  OF(x,t) —
v + pof(x,t).

Conform teoremei variatiei momentului cinetic, derivata momentului cantitatii de mig-
care a unui sistem este egala cu momentul rezultant al fortelor care actioneaza asupra

sistemului. In cazul nostru vom avea
T2

pla’ +ulz, ) x

ou(zx,t)

—
pr 5 odr = (xg i +u(xe,t)) X F(xa,t)—

z1
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—(xl? +u(xy, b)) X F(xy,t) + /,o(mT> +u(z,t)) x f(z,t)odr

1

sau
7 paled) o
- u(z, [0 =
/p(x i +u(z,t)) x Tadac = / pe (( i +u(z,t)) X F(x,t)) dx+

T2

+/m£7+mmmxf@¢pm

1

Cum intervalul (z1,z3) este arbitrar, rezulta

—  — QPu(x,t)  —  Ou(m,t), ==
po(z i +u(z,t)) x 5z = (i + pe ) X F(x,t)+

—
—  ——= OF(z,t
+(x i +u(z,t)) X 5
T

+ pa(az? +u(z,t)) X f(z,t)

Tinadnd cont de prima relatie obtinuta avem

— Ou(z,t), ——=
(i + o ) x F(x,t) =0

—_—
adica forta F'(x,t) este dirijatd dupa tangentd si daca notdam cu T'(x)o mérimea sa

independenta de timp avem

P8 = Ta)o (7 + 2420,
Ox
Introducénd in prima relatie avem
O*u(x,t ou(z,t O*u(z,t
—_—
WM =T'(z)o(i + M) i T(I‘)O’M + pof(z, t)

ot? ox 0x?

Presupunand ca forta exterioara este i ea transversalad rezulta ca T'(z) este o constanta

si ea nu poate fi decit tensiunea care era la echilibru 7. Rezulta

Q®u(x,t) 7 O?u(x,t) N f(—t;
p 8t2 — 40 axQ :0 .CC,

2 _ T : : < 9
sau notand a” = - avem ecuatia verificata de u(z,t)

Pu(x,t)  ,0%u(x,t)

_—
8t2 =a axg + f('T7 t)
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: y TR . TR
Notéand cu u(x, t) si f(z,t) componentele corespunzatoare lui u(z,t) respectiv f(z,t) pe
una din directiile transversale avem pentru fiecare din ele asa numita ecuatie a oscilatiilor
corzii

Pu(x,t)  ,0%u(x,t)

e~ e T I@

o - . o . . —27-2 .o ..
Marimea introdusa a are dimensiunea ,/% = % adica a unei viteze.

Ca s& putem cunoagte oricare componentd u(x,t) trebuie si stim valorile initiale

u(z,0) = ug(x), w = vo(x)

ale pozitiei gi vitezei initiale. Cand coarda este fixata la capete avem conditiile la capete
u(0,t) = 0,u(l,t) = 0.
Cand capetele corzii se migca dupa anumite legi avem conditii la capete de forma

u(0,t) = pa(t), u(l, t) = pa(t).

Bu(x t)\2 )

Elementul corzii cuprins in intervalul (z, z+dx) are energia Cineticz‘i dl' = 5 2podx (=),

.. y VA PP a t

deci intreaga coarda cuprinsd in (0,1) are energia cineticd T = 2p f " = de Ener-
gia potentiala a corzii este egala cu opusul lucrului mecanic necesar aduceru corzii din
pozitia de echilibru in pozitia datd. Asupra elementului (z,z + dz) actioneaza forta

Too < i+ M) — Tho (7 + aqé—f)> — Tyo u(m Fuled) gz, In timpul (¢, + dt) elemen-
8u

tul se deplaseaza cu 9u) gt Deci lucrul mecanic efectuat de fortele interioare in acest

interval de timp este

[ Pu(n.t) dulw. b o0 [ Pu(e.t) dulw. b
u(x,t) Ou(x, u Ou u(zx,t) Ou(x, -
/ Too 57 BT dxdt = Tyo o Ot |, d / Too En o dxdt =

B ou(z,t) Ou(x,t)

T T o

Loy ouz. B\’
dt — =2 T00< “(Z’ )) dxdt.
0

0

In intervalul de timp (0, ¢) lucrul mecanic al fortelor interioare va fi

(0 [ ouwd outw |
u(z,t) u(x,t) Ou(x,t
/( ) dx +T()O'/ ax at O

0

0 0

dt =
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1 ¢ oulz.t) [ ou(r.t) dulz. )|
u(z, u(z u(x
= —— dx + Tt ’ ’ dt
2 / ( ) Tt / or ot
0 0 0
Am tinut cont ci la echilibru u(z,t) = 0. Céand coarda este fixata la capete Buég L — 0,
a“éi’t) = 0 gi lucrul mecanic necesar fortelor interioare sa aduca coarda din pozitia de

echilibru in pozitia curenta este
l %
1 / (8u x,t) )
—= dx
2
0
Deci enegia potentiala a fortelor interioare este
l —>
B 1
=3l
0

si deci energia totala a coardei este

l RN 1
E:T+U:100/ —a“(x’t) /a““ dz.
2 ox
0

0

13.5 Ecuatia oscilatiilor transversale ale membranei

Prin membrana se intelege un mediu continuu bidimensional, omogen, elastic, perfect
flexibil. Prin bidimensional se intelege faptul ca membrana are de fapt forma unei
suprafete cu grosimea foarte mica. Omogen inseamna faptul ca vom presupune ca peste
tot grosimea membranei este aceeasi si ca densitatea superficialda a membranei-masa
unitatii de arie-este o constanta p. Perfect flexibil inseamna faptul ca daca luam un punct
M pe membrana si in acest punct consideram o sectiune curbilinie, actiunea partii din
dreapta punctului M asupra partii din stanga punctului M poate fi reprezentata numai
printr-o forta dirijata dupa normala la sectiune in punctul M si situata in planul tangent
la membrana in punctul M, deci membrana nu opune nici o rezistenta la incovoieri si la
compresiuni. Elastic inseamna ca acea forta este dupa legea lui Hooke proportionala cu
alungirea relativa a sectiunii in punctul M. Vom presupune ca in pozitia de echilibru
membrana este dispusa dupa planul Oxy si ca ea este tensionata uniform, adica daca
luam un punct M pe membrana si in acest punct consideram o sectiune curbilinie de

lungime ds, portiunea din dreapta punctului M actioneaza asupra portiunii din stanga
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punctului M cu o fortd de marime Tyds, Ty o constanta, dirijata dupa normala la
sectiune. Cu o precizie satisfacatoare membranele de cauciuc reprezinta modelul unor
asemenea membrane.

Vom presupune ca asupra membranei actioneaza o forta normala la planul de echili-
bru p(z,v, t)?> Vom studia numai oscilatiile transversale ale membranei, adicad vom
presupune ca punctul M care in pozitia de echilibru avea vectorul de pozitie v i + y?,
la momentul ¢ in timpul oscilatiilor va avea vectorul de pozitie x i+ y? + u(zx,y, t)?
unde u(z, vy, t)z> este un vector perpendicular pe Oxy. Sa consideram o portiune din
membrana care in pozitia de echilibru ocupa in planul Oxy domeniul D cu frontiera
0D de ecuatie parametrici 7 = x(s)? + y(s)?, s fiind abscisa curbilinie pe 0D. La
momentul ¢ aceastd portiune de membrana va ocupa suprafata D’ cu ecuatia paramet-
ek T o= x4 + y? + u(x,y,t)?, (x,y) € D. Frontiera acestei portiuni este curba
0D’ cu ecuatia parametricd T = x(s)? + y(5)7 + u(z(s),y(s), t)? Vom presupune
ca vibratiile membranei sunt in asa fel incadt se pot neglija marimile de ordinul doi in
raport cu 6“ Z In acest caz elementul de arc pe curba 0D’ coincide cu elementul de
arc de pe curba 0D, deci marimea tensiunii nu va depinde de timp, ea fiind cel mult

de forma T'(z,y). Deasemenea elementul de arie de pe D’ coincide cu dzdy. Versorul

tangentei la curba 0D’ in punctul de abscisa s este

T (s) = x'(s)? +9(s ) Jj + (gz "(s) + Z—Z '(s)) s
Versorul normalei la suprafata D’ in acelasi punct este
Ty = Ly T

ox oy
Cei doi versori fiind perpendiculari, tensiunea care actioneaza asupra elementului de
lungime ds din acest punct va fi

ou ou\ —

Tl (&) 7(6) % Phds = Tlalo)(0) |1l + (o005 + /(950 ) T | ds =

= T(z(s),y(s)) [Tw + grad ur?s)?] ds

—_—
ne(s) fiind versorul normalei exterioare la 0D in punctul de abscisd s. Scriind teorema

variatiei cantitatii de miscare, vom avea

/ [ Spdods T = [ Ta(6).906) [0 + grad e ¥ ds+ [ [ wto. oy ¥

oD
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H
unde am notat cu p(x,y,t)dxdy k forta exterioard care actioneazd asupra elementului

de arie dxdy al suprafetei 0D’. Dupa formula lui Gauss-Ostrogradski vom avea

2
p// %dmdy? = // grad T'(z, y)dzdy + // div (T'(z,y) gradu(m,y))d:ndy?qt
D D

D

—

+//p(m,y,t)da:dy k.
D

Cum domeniul D este arbitrar, rezulta ca in tot domeniul ocupat de membrana vom

avea

0%*u .
'OW = div (T(x,y) grad u(x,y)) + p(x,y, 1),

gradT(z,y) = 0.

Din a doua relatie rezultd ca T'(x,y) este peste tot constant egal evident cu marimea
initiala a tensiunii 7. Prima relatie devine
0%u

W = CLQAU +p(£ﬂ,y, t)a

unde am notat a? = %, constanta a avand dimensiunea unei viteze LT 1.
Daca renotam cu D domeniul ocupat de proiectia membranei pe planul Oxy prob-
lema determindrii vibratiilor membranei revine la determinarea functiei u(x,y,t) care

in domeniul D verifica ecuatia de mai sus. Trebuie sa ne mai dam pozitia initiala

U(ZL‘,y,O) = U()(il’},y), (I‘,y) €D

si viteza initiala
ou
ot |,_,

Daca pe frontiera domeniului D membrana este fixata, atunci vom avea si conditia la

=wvo(z,y),(x,y) € D.

limita

u(l’, Y, t)|(a:,y)€8D = 0.

13.6 Ecuatia oscilatiilor longitudinale ale unei bare

Studiem acum oscilatiile longitudinale ale unei bare elasice omogene dispusa dupa

segmentul (0,[) al axei reale. Punctele sectiunii de abscisd = vor suferi deplasari de
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marime u(x,t) de-a lungul barei. Elementul de barad din intervalul initial (z,z + dx) se
va gasi la momentul ¢ in intervalul

ou(z,t)

(x +u(z,t), x4+ de + u(x + dr,t) = (z + u(z, t), x + de + u(z, t) + e

dx).

Alungirea specifica a acestui element va fi

[z + dz + u(x,t) + %dl‘ — (x4 u(z,t))] — dx _ Ou(z,t)
dx ox

Ca atare dupa legea lui Hooke, portiunea de bara din dreapta sectiunii de abscisa x va
actiona asupra portiunii din stdnga sectiunii de abscisa = cu o forta egala cu ES %w’t)
€T
dirijata dupa Oz, E fiind modulul lui Young corespunzator materialului barei, S fiind
aria sectiunii barei. Pentru a fi in conditiile de linearitate cerute de legea lui Hooke vom
v Ou(z,t) PRI . v v . A
presupune cad —; este asa de mic incat putem neglija patratul sdu si produsele in care
apare el impreuna cu alte derivate. In aceste conditii sectiunea S este practic constanta.
Daca notam cu pg densitatea in starea neperturbata intr-o sectiune oarecare si cu p(x,t)

densitatea in sectiunea de absciisa x la momentul ¢ scriind ca masa se conserva vom

avea
t
p(z,t)(dx + Mda:)S = podzS
or
de unde

Po 8u(1}, t)

)= ———~= l1——
p(l’, ) 14+ auéz’t) Po < O )

Daca aplicam teorema cantitatii de miscare portiunii de bara cuprinsa intre sectiunile

r1 < 9 Vvom avea

d f Ou(x,t)\ Ou(z,t) , _Ou(xs,t) ou(zy,t)

1 1

z2

sau neglijand produsele despre care am amintit

K Ou(z,t) i Ou(z,t) K

T T X1
Am notat prin f(z,t) marimea fortei exterioare dirijatd dupd Ox care actioneazi asupra
unitatii de masa initiald a barei. Cum intervalul (z1, z5) este arbitrar rezulta

QPu(xz,t) Ea2u(x,t)

at2 po axg + f(x7t)7
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sau notand a? = p—b;

QPu(z,t) o2 O*u(x,t)

ot? 0x?
. o . . —27,-2 _ . U . . .
Constanta a introdusa are dimensiunea ,/% = LT, adicd dimensiunea unei

+ f(z,1).

viteze.

Daca derivam relatia de mai sus in raport cu z avem

R i)

oz T o2 Oz

si cum

8U(.T,t) _ Po — p(il?,t)
Oz Po

obtinem ca densitatea verifica o ecuatie de aceasi forma

0?p(x,t) _ a282p(x,t) _Of(=,)
ot o2 " or

Functia u(x,t) trebuie determinata cand cunoagtem valorile initiale u(z, 0) = ug(x),

6“(83;’0) = vo(z) sl anumite relatii la capete. Daca extremitatea stangd = = 0 este fixata
atunci u(0,t) = 0. Dacd extremitatea stangad se miscd dupad o anumitd lege atunci

u(0,t) = p1(t). Daca extremitatea dreaptd = [ este liberd si nu existd nici o forta
exterioara atunci tensiunea in aceasta sectiune este nula si deci avem —FES % =0,
dacé asupra capatului = [ actioneaza o fortd F'(¢) atunci —FES % = F(t). Daca
extremitatea dreapta x = [ este legata elastic la un sistem mobil atunci —FES % =

—k(u(l,t) — 0(t)), k fiind coeficientul de elasticitate, iar 6(¢) dand miscarea sistemului.

13.7 Ecuatiile de miscare ale unui fluid perfect

Prin fluid perfect se intelege un mediu continuu in care au loc deformatii mari si in
care dacd consideram intr-un punct M (x,y, z) un element de suprafatd do de versor al
normalei 7’ atunci actiunea fluidului din partea in care este dirijatd normala asupra
fluidului din cealalt parte se reduce la o fortd egald cu —p(z,vy, 2,t) 7 do. p(z,y, z,t)
se numeste presiune si este nenuld chiar in starea de echilibru a fluidului. Altfel spus in
fluidele perfecte nu exista vascozitate.

VI . = -

O particula fluida care la momentul initial are vectorul de pozitie R = X i +Y 7 +

Z k va avea la momentul ¢ vectorul de pozitie " =x ¢ +y j + 2z k unde x,y, z sunt
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functii de X,Y, Z,t

x = z(X,Y,Zt)
y = y(X,Y, Z,1)

z = 2(X,Y, Z,t)

Avand in vedere ca doud particule oarecare distincte trebuie considerate distincte tot
timpul miscarii, functiile amintite mai sus sunt bijectii, adica se pot explicita si coordo-

natele initiale X,Y, Z ca functii de coordonatele z,y, z si timpul ¢

X = X(z,y,2,t)
= Y(x,y,z1t)

Z = Z(z,y,z,t).

In acest fel orice marime caracteristica a miscarii poate fi exprimata fie ca functie de
coordonatele initiale X,Y, Z si timpul ¢, fie ca functie de coordonatele x,y, z si timpul
t . Coordonatele X,Y, Z si timpul ¢ se numesc coordonate materiale sau coordonate
lagrangiene; coordonatele x, y, z si timpul £ se numesc coordonate spatiale sau coordonate
euleriene.

Determinantul functional
j_ Dy 2)
- D(X,Y,2)
va pastra semn constant si cum la momentul ¢ = 0 el este egal cu 1, rezulta ca va fi
totdeuna strict pozitiv.
Dat fiind ca in fluide deformatiile sunt mari sunt de preferat coordonatele euleriene.

Viteza unei particole fluide care la momentul initial ocupa pozitia (X,Y,Z) va fi in

coordonale lagrangiene

— or  0x(X,Y,Z,t)— Oy X,)Y,Z,t)— dz(X,Y,Z,t)—
X.Y.Z.4) = — k.
VXY, 2,t) = = ot vt ot It ot

Inlocuind X,Y, 7 ca functii de z,y, 2z obtinem pentru viteza expresia in coordonate

euleriene

V(@,y,2,t) = u(@,y,2,8) © +0(2,9,2,) ] +w@,y,26)F .
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Daca cunoastem componentele euleriene ale vitezei atunci cunoastem miscarea parti-
colelor fluide pentru ci traiectoria particolei care la momentul initial se gisea in (XY, Z)

este solutia sistemului de ecuatii diferentiale de ordinul intai

dx dy dz
= = =dt
u(z,y, 2,t)  w(@,y, 2t u(@,y,2t)

care verifica conditia initiald 2(0) = X, y(o) =Y, 2(0) = Z.
Prin linii de curent, respectiv suprafete de curent se inteleg liniile respectiv suprafetele
care la un moment dat sunt tangente la vectorul viteza. Evident suprafetele de curent

sunt generate de linii de curent. O linie de curent este solutie a sistemului

dx dy dz

u(m’y7 Z? t) u(xﬂ y’ z’ t) u(l'? y? Z? t)

in care t este un parametru.

Coordonatele euleriene permit sa definim miscarile stationare sau permanente. Anume,
miscare stationara sau permanenta este acea migcare in care viteza in orice punct legat
rigid de sistemul de referinta nu depinde de timp, altfel spus conponentele vitezei depind
numai de x,y, z si nu de timp. In cazul migcarilor stationare liniile de curent coincid cu
traiectoriile.

In cazul coordonatelor lagrangeiene derivata unei marimi in raport cu timpul pentru
o particola fixata este pur si simplu o derivata partiala in raport cu timpul. Derivata
unei marimi in raport cu timpul pentru o particola fixatda se numeste derivata totala
sau derivata materiald. Dacad o marime scalara f(z,y, z,t) este exprimatd in coordonate

euleriene derivata sa materiald este

df of of of of
7t = It + axu(xaya Z,t)+ ayv(m,:%z,t)—}_ azw($7ya th)
sau
df 0 -
@ = TV EmdS

In cazul marimilor vectoriale trebuie aplicata aceasta relatie pentru fiecare componenta.

In particular, pentru acceleratia unei particole, derivata materiala a vitezei particolei,
obtinem

— —

— _av. oV

+(VWV
== tVV)
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—
unde am introdus operatorul de derivare in directia lui V'

—= - = — =0 —0 —0 0 0 0
VV=wi+vjy —i—wk:)(z%—l—ja—y—i- ka)_u%—ﬂ)&_y—i_w%'

Cum
—— — 1 9 B —
(VV)V = §(grad VH+rotV x V
rezulta pentru acceleratie

N dV oV 1
9 — —
a = _dt = _815 +—2(grad V )+rot V x V.

Daca consideram o suprafatd variabild (t) de ecuatie
G(z,y,2,t) =0

o < Vs — = . o
ale carei puncte se deplaseaza cu o viteza W = W', n" fiind normala la suprafata
scriind ca la momentul ¢ + dt punctul se afla pe suprafata vom avea neglijand termenii

de ordin superior lui dt

Gz + Wydt,y + W,dt, z + W,dt, t + dt) =

0G oG 0G oG
si deci
%—(5 +W gradG =0
adica marimea vitezei de deplasare este
G
___ ot
lgrad G|

Pentru particolele care se afla tot timpul pe suprafata vom avea
dG  0G
prir T + 7gradG = (V)— VT/)gradG =0

adica avem conditia

In cazul unei suprafete fixe vom avea conditia

Vi =o.
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De asemenea vom avea formule speciale pentru calculul derivatei in raport cu timpul

pentru integralele pe domenii materiale sau pe suprafete materiale. Pentru integrala

I(t) = /gp($,y,z,t)dv

vom avea Intr-o deducere euristica

dt t—t ¢/ —t

/ (g, 2, )do — / (@, y, 2, t)dv

D) (1)
Domeniile D(t'), D(t) vor avea o portinune comund D; = D(t') N D(t) si doud portiuni
D = D(t')\ D(t), Dyrr = D(t) \ D(t'). Neglijand termeni de ordinul doi in ¢’ — ¢ se
vede cd elementul de volum al lui Dj; este W?da(t’ — t), iar elementul de volum al
lui Dy este —Wv)da(t’ —t), unde do este elementul de arie pe frontiera 0D(t). Avem

deci

dl(t) _ / 8¢(xay7zat)dv+ / cp(x,y,z,t)ﬁvda:

dt ot
D) aD(t)
/ 9¢ + div( vV ) | dv
ot v '
D(t)

O demonstratie riguroasa a acestei relatii pleaca de la formula de schimbare de

variabile in integrala. Vom avea nevoie de derivata determinantului functional

D(z,y,z)

/= D(X,Y,Z)

Conform regulii de derivare a unui determinant avem

g _ D<u>yaz) D(.CI?,U,Z) D(:E,y,w)
dt D(X,Y,Z) D(X,Y.Z) D(X.Y,Z)

si deci

1dJ D(uwy,z) D(zwvz) D@yw) Ou 0Ov ow . =
Jdt  D(z,y,2) N D(x,y,z) * D(x,y,2) Ox i oy i 0z =divl

Acum vom putea scrie

dI(t) d d(Jy 1d(Jy)
alt) _ @ AXdYdZ = —dXdeZ R Gwdydz
dt dt / T / / 7 dt

D) D) D)

= /(Cfif+g0dlv7>dv /< d1vg0V))d

D(t) D(t)
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Observam ca in expresia derivatei apare un termen datorat variatiei in timp a functiei
si un termen datorat variatiei domeniului. Acest ultim termen se numeste termenul
convectiv.

O aplicatie imediata a formulei stabilite este stabilirea aga numitei ecuatii de continu-
itate prin care exprimam faptul cd masa unui domeniu material se conserva in miscare.
In adevér putem scrie pentru orice domeniu material D(t), p(z,y, z,t) fiind densitatea

fAuidului

d op .. =
p plx,y, z,t)dv = / (E +div(pV )> dv = 0.
D(t) D(t)

Cum domeniul D(t) este arbitrar rezulta ecuatia de continuitate

dp T
E—Fdlv(pV) =0

Sau

dp —
$+pdlvv =0.

In cazul unui fluid incompresibil p = pg rezulta ecuatia de continuitate pentru fluide
incompresibile
. T
divV =0
Folosind ecuatia de continuitate rezulta formula de derivare a integralelor care contin

densitatea p

d

_ df(x’y7 27 t)
dt

do.
di v

bl 5 0f (@, 500 = [ pliz.)
D(t) D(t)
Ca sa gasim ecuatiile de migcare vom scrie pentru un domeniu material oarecare

D(t) teoremele variatiei cantittii de migcare gi a momentului cantitatii de migcare

4 Vido=— / pﬁda—i—/p?dv

dt
D(t) aD(t) D(t)
d
£/p7xV>dv:— / p7x7d0+/7><p7>dv.
D() oD(t) D(t)

—
Am notat prin f densitatea masica a fortelor exterioare- forta exterioara care actioneaza
asupra unitatii de masa a fluidului. Dupa formulele de derivare de mai sus rezulta

H
/ p%dv =— /(gradp + p?)dv

D(t) D(t)
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-
/ T X pd—vdv =— / T X (gradp+p7)dv.
D(t) D(t)

Am tinut cont ca

aD(1) D(t)
/ pT X ndo=— /rot(pr)dv
oD (1) D)
si ca
rot(p7T’) =prot 7 — T x gradp = —T7 X gradp

Cum domeniul D(t) este arbitrar rezultd ci in fiecare punct al domeniului miscarii are

loc ecuatia lui Euler

d?_ d —
T e pt+pf
sau
87 1 — - = 1 —
W+§(grad V3 4otV x V :—;gradan f.

Am obtinut astfel un sistem de patru ecuatii cu derivate partiale - ecuatia de continuitate
si cele trei proiectii ale ecuatier lui Fuler- cu cinci necunoscute- presiunea, densitatea
si cele trei componente ale vitezei. Daca fluidul este incompresibil atunci avem patru
ecuatii cu patru necunoscute. In cazul fluidului compresibil mai trebuie adaugata o
ecuatie. Fluidul se cheama barotrop daca exista o relatie intre presiune si densitate. O

asemenea relatie este de forma

Do
b=—p7,
Po”Y

~ fiind o constanta care pentru aer are valoarea v = 1.4.
Daca consideram ca suntem in cazul unui fluid barotrop asupra caruia actioneaza o
—
forta exterioara potentiala f = — grad F' si aplicam rotorul ecuatiei de miscare a lui

%
Euler si notdm @ = rot V' obtinem

Cum



13.7. ECUATIILE DE MISCARE ALE UNUI FLUID PERFECT 175

. . %
si divrot V' = 0 rezulta

= 1
L LT o
. p
sau pe componente cu folosirea indicilor muti
= 1 9V
—_— = —W .
dt p ’Ox;
Facéand o schimbare de variabile
P ('9XJ
rezulta
de;j O, oV; dz; 0V, oV;
— Cimo = Choom =g
adica %g—g = 0 si deci ¢; =constant. Rezulta

wi _ @ O
p  p°OX;

adica, daca la momentul 0 migcarea este irotationala ea va fi tot timpul irotationala.
Suntem astfel condusgi sa studiem miscarile irotationale in care va exista o functie
o(x,y, z,t) astfel incat
H
V =grad p(z,vy, 2,t).

O asemenea migcare se mai numeste si potentiala si functia o(z,y, z,t) se numeste
potentialul miscarii.In cazul miscarii potentiale ale unui fluid incompresibil ecuatia de

continuitate conduce la ecuatia lui Laplace
ANp(z,y, z,t) = 0.

Aceasta trebuie rezolvata tindnd cont de conditiile pe suprafetele obstacol si de alte
conditii care definesc miscarea (conditii la mari distante, diferite singularitati ale miscarii,
etc).

Daca ne situam in cazul miscarii fluidului barotrop sau incompresibil in prezenta

—
unor forte exterioare potentiale si inmultim scalar cu V' ecuatia lui Euler

—

1 1

88_‘; + §(grad 72) YotV x Vo= —= grad p — grad F
P
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obtinem

—)
1 d
7—8‘/ —I—V)grad —72+/—p+F =0
ot 2 P

Daca notam

1
B:—72+/@+F
2 P

in cazul misgcarii stationare obtinem
dB
— =0
dt
adica avem prima teorema a lui Bernoulli
In cazul migcarii stationare a unui fluid perfect asupra caruia actioneaza forte ex-
terioare potentiale, functia lui Bernoulli B = %72 + [ d—f + F' raméane constanta de-a
lungul traiectoriilor.
De exemplu, daca aplicam aceasta teorema in cazul unui fluid care se scurge dintr-
un vas cu suprafata libera printr-un orificiu situat sub suprafata libera la distanta h,
presiunea la suprafata libera si la iesirea prin orificiu fiind pg, daca orificiul este mic in
comparatie cu suprafata libera putem presupune ca la suprafata libera viteza este nula.
daca notam cu V viteza la iegirea din orificiu vom avea pentru functia lui Bernoulli
valorile: la suprafata libera B, = %0, la iesirea din orificiu By = %0 + VTZ — gh. Din
egalare rezultd formula lui Torricelli V = \/2gh.
Din relatia

— — —
div(pBV' ) = Bdiv(pV )+ pV grad B
si din ecuatia de continuitate avem

oL2 opL:
div(pBV) = — @+ 2]:_,)2 —(/@+F)@.

ot ot ot P ot

Integrand pe un domeniu oarecare D(t) din fluid de suprafatd 0D(t) avem

V- [ |27 [r)%
/pB(Vn)da— /[ 5 —|—< p—l—F Y

aD(t) D(t)

dv.

Daca miscarea este stationara atunci membrul drept este nul si deci fluxul functiei lui
Bernoulli prin orice suprafata inchisa este nul. Acesta este enuntul formei integrale a

teoremei lui Bernoulli.
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Daca miscarea este irotationala atunci

8?_8gradgp_ radﬁ—gp
or ot o

si ecuatia de miscare a lui Euler in cazul fluidului barotrop sau incompresibil in prezenta

fortelor exterioare potentiale devine
0 V2 d
% D
d| =+ —+ | Z4+F| =0
gra ( It 2 / 0 > )

oo V2 [d
i §/§+F:C®

de unde

in intreg domeniul migcarii. In cazul migcarii stationare
vz oord
——+/£+F=a
2 p

Aceasta este a doua teoremd a lui Bernoulli.

13.8 Problema lui Cauchy, clasificarea ecuatiilor

Prin problema lui Cauchy pentru ecuatia cu derivate partiale de ordinul 2

ou ou 0*u 0%u )
or1 " w022 022

=0

F(‘rly L2y eeny Ty U,

se intelege problema determinarii unei solutii u = u(xy, 3, ..., T,) pentru care se cunosc
valorile sale u si ale derivatei normale g—z pe o hipersuprafata S din spatiul variabilelor

independente de ecuatie p(x1,x2, ..., 2,) =0

U($1,$2a---7$n)|5 - 900(1'131'27"'31:71)3
ou

—| = iz, 29, .., 2y)
an S I ) I

Din punct de vedere geometric problema lui Cauchy revine la determinarea unei hiper-
suprafete integrale u = u(zy, x9, ..., z,) care sd treacd prin suprafata n—1-dimensionala
din R

u = po(x1, X2, ..., Tp)

90(37173727 wrn) =0
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si pentru care se cunosc planele tangente.

O ecuatie cu derivate partiale de ordinul doi se numeste normala in raport cu variabila
- o v . o RV . 2
independenta x1 daca ecuatia este de forma explicita in raport cu derivata %
1
0%u ou ou  O%u 0?u

— =P(x1,29,..., 75, U .
or? (1,22, - T, "0z, Oz, 01107y’ ’ax%)

De exemplu, ecuatia corzii vibrante

o%u o%u
o~ % om = 1)

poate fi adusa la forma normala atat in raport cu variabila ¢ cat si cu variabila x; ecuatia

caldurii
ot 0x?

poate fi adusa la forma normala in raport cu variabila x, dar nu poate fi adusa la forma

= f<x>t)

normala in raport cu variabila ¢; ecuatia

Pu
oxdy

f(z,y)

nu poate fi adusa la forma normala nici in raport cu variabila x, nici in raport cu variabila
Y.

Prin problema a lui Cauchy pentru o ecuatie cu derivate partiale normala in raport
cu variabila z; se intelege problema determinarii solutiei u = u(xy, s, ..., ,) pentru

care se cunosc valorile sale si ale derivatei normale pe hiperplanul z; = 29 :

u(zy, o, ..., xn)]m:x? = (T, ..., Tp),

ou(xy, gy ..., Tp)

8$1

= @1(1’2, ceey l‘n).
0

=27
O problema a lui Cauchy pentru o ecuatie cu derivate partiale normala in raport cu o
variabila se mai numeste si problema cu date initiale.

Observam ca daca intr-o problema a lui Cauchy pentru o ecuatie cu derivate partiale

normald in raport cu variabila x; functiile ®, ¢, ©1 sunt analitice in vecinatatea punc-

tului (29,29, ..., 2%) atunci in acest punct putem calcula:

. . o . o e o . . to+ig3+...+1

e din prima conditie initiald toate derivatele partiale £ -""u.
Oz 2 a3 ..a

Oltint . ting

e din a doua conditie initiala toate derivatele i)
> > 8:10169022 .0z
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e din ecuatie si din primele doua tipuri de calcule toate derivatele.

Bazandu-ne pe aceste calcule se poate demonstra
Teorema lui Cauchy-Kovalevskaia: Daca functiile @, ¢y, ¢; sunt analitice in vecina-
tatea punctului (22,29, ...,2%) atunci problema lui Cauchy pentru ecdpo2 normald in
raport cu variabila x; admite intr-o vecinatate a acestui punct o solutie analitica unica.
Sa consideram acum ecdpo?2 cvasilineara
n
3 Ay(a) Ou F@n, a9, s, 2P0 0, A (@) = Ag(e).

— + Uy =, ...
~— 8:6183:] ’ 8371, ’ amn
2,j=1

Sa facem o schimbare de variabile trecaAnd de la vechile variabile independente x4, x5, ..., z,

la noile variabile independente &1, &, ..., &, prin relatiile

&= &1, m202,)
62 = &2(1:171‘27‘"7:1:11)
gn = gn(l'l?x%“'axn)

respectiv

1 = 21(§1, 82, 6n)
To = .’172(61,52,...,571)

Tn = mn(é-la 62? sy §n>

cu functii cu derivate partiale de ordinul doi continue si cu iacobianul nenul in vecina-
tatea punctului (£9,£9,...,£°) corespunzitor lui (z9,9,...,2%). S& ne punem mai intai
problema in ce se transforma ecuatia data prin aceasta schimbare de variabile. Vom
nota cu u(§) = u(x(§)) noua functie.

Cum avem

Ju "\ Ou ¢,
= — i =1,2,...,n,
8xi 1 8{,, 890@

n
o%u

_ Z”:Z u 0, ¢, +Z":@ 0%,
(%czﬁxj =1 g1 8§p8§q 8901 8x]~ =1 (%p 8@8%
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ecuatia data devine

n 2
Z 0°u ou 8u):07

A;q(é-)afpagq + f*(€17€27 '-'7§n7u7 8_6-17 L) a_é-n

p,g=1

unde

‘ - 9y €
A€ = 2 Aij 83;:5_33?

ij=1

Suntem condusi sa introducem forma patratica

n
_ 2 : 0,0 0
A(ll,lg,...,ln) = Aiij(xl,x%...,xn)lilj
t,j=1
numitd forma patratica caracteristica a ecuatiei cvasilineare in punctul (22,29, ..., 29).
Sa presupunem ca trecem de la variabilele [y, [y, ..., 1, la noile variabile (3,13, ..., [} prin

relatiile

n

_ *

l’i - E Siplp7
p=1
n

_ § : A

lj = qulq.
q=1

Forma patratica devine

A0 ) =D Aig Y spln > sile = Y AL I
p=1 q=1

3,j=1 p,q=1
unde
n
Ap,q = E :Az,yszpsyq
3,j=1

Observam ca dacs luam

o9&,

Sip = or;
(2

(29,29,...,29)

atunci formulele de schimbare a coeficientilor formei patratice si formulele de schimbare a
coeficientilor eccdpo?2 coincid. Stim de la algebra lineara ca pentru orice forma patratica
exista cel putin o schimbare de variabile astfel ca forma patratica se reduce la suma de

patrate. Alegand o asemenea schimbare de variabile -coeficientii s; ,- forma patratica va

deveni

A1 1) = el
p=1
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unde numerele €, au una din valorile -1,0,1. Conform teoremei de inertie oricum am face
reducerea la suma de patrate numarul coeficientilor e, pozitivi ramane constant, numarul
coeficientilor €, negativi ramane constant si numarul coeficientilor e, nuli ramane con-

stant. Alegand derivatele partiale ale schimbarii de variabila astfel incat

% _
P
il (20.09,..a9)
in punctul (£9,£9, ...,£%) ecdpo2 va avea forma
- ou
ZEP +f 51?527' 76’27 5 T)ZO

Invarianta celor trei numere de mai sus permite o clasificare ecdpo2 aproape lineare.
Daca toti coeficientii €, sunt strict pozitivi sau strict negativi ecuatia se numeste de
tip eliptic in punctul (29,29, ...,22). Dacd nu existd coeficienti £, nuli gi numai unul
este de semn contrar celorlalti ecuatia se numeste de tip hiperbolic. Daca nu exista
coeficienti €, nuli dar exista mai multi de semn contrar celorlalti ecuatia se numeste de
tip ultrahiperbolic. Daca exista coeficienti €, nuli ecuatia se numeste de tip parabolic.
Daca in toate punctele unui domeniu D ecdpo2 are acelasi tip se spune ca ecdpo2 are

acel tip in domeniul D.

In cazul ecdpo2 aproape lineare cu coeficienti constanti prin schimbarea de variabile

n

gi - Z SipTp

p=1

ecdpo2 devine

ou ou
Zap 52 (1,62, 6ny ,a—&,...,a—gn):o

adica are tip constant in toate punctele.
Exemplul 1. Fie ecdpo2 lineara cu coeficienti constanti
0?u 0u 0%u 0?u Pu  Ou  Ou

2 2 4 5 =0.
Oz? * 02102 + o3 * 0x20x3 * Ox? + 0x; + Oxs

Forma patratica asociata este
A =12+ 211y + 212 4 4lyl3 + 5I2.
Prin procedeul lui Gauss de reducere la forma canonica gasim

A =12+ 15+ 13
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unde

o= L+l
o= l+2

*
sau invers

L= -0 +20

b = I3—2I

Daca vom face schimbarea de variabile

51 = I
& = —11+ 22
& = 221 —2w0+ a3

ecuatia devine

82u+82u+82u+%_0
06 = 0&  0¢ 06

adica este peste tot de tip eliptic.

Ecuatia lui Poisson

0*u  0%u 0%u

a—.r% + a—.r% + + 6_,1'% — f($13m2a---7xn)

este de tip eliptic in tot R". Ecuatiile undelor sonore, vibratiilor membranei sau corzii
sunt de tip hiperbolic in R*, R3, R? respectiv. Ecuatia caldurii este de tip parabolic in
R* R3, R? dupad cum suntem in spatiul tridimensional, in plan sau pe axa reals.

Pentru ecdpo?2 cvasilineara in doua variabile z, y

0*u 0*u 0*u ou Ou
A — — -— —, )=
11(x7y)8x2 + 21412(17, y) axay + A22(m7y) ayg + f(x,y,u, 8.1177 8:(/) 0

forma patratica caracteristica este

A(la m) = All(ajv y)l2 + 2A12<£C, y)lm + A22(x7 y)m2
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Discriminantul acestei forme patratice este

6(‘777 y) = Al?(x7 y)2 - All(ma y)A2 (.’L‘, y)

In domeniul in care 6(z,y) > 0 forma patratica este o diferenta de patrate si deci ecdpo2
este de tip hiperbolic; in domeniul in care 6(x,y) = 0 forma patratica se reduce la un
singur patrat si deci ecdpo2 este de tip parabolic; in domeniul in care 6(x,y) < 0 forma
patratica se reduce la o suma de patrate si deci ecdpo2 este de tip eliptic.
Reluam ecdpo?2 cvasilineara generala
Z A; () Ou f(x1,xa, ..., Ty, Ou ﬁ) =0.

— + Uy =, ...
“~ 83518:6] ’ 6.11717 ’ amn
3,j=1

si facem o schimbare de variabile trecand de la vechile variabile independente x1, xs, ..., z,,

la noile variabile independente &1, &, ..., &, prin relatiile

&1 = 51(5517$2,---,$n)
& o= &lo, 20,0, 20)
&n = &nl(T1, 29, 2p)

respectiv

1 = 21(§1, 62, 6n)
To = .’172(61,52,...,571)

Tn = mn(é-la 62? sy §n>

cu functii cu derivate partiale de ordinul doi continue si cu iacobianul nenul in vecina-
tatea punctului (€9, &9, ..., £%) corespunzitor lui (29,29, ..., 2%). S& ne punem acum prob-
lema cum trebuie aleasa schimbarea de variabile astfel incat noua ecuatie sa fie normala
in raport cu variabila £; in vecindtatea punctului (£9,£9,...,£2). Conform relatiilor sta-

bilite mai sus este necesar ca functia & (x1, 22, ..., ) s verifice in vecindtatea punctului

(29,29, ..., 29) relatia

N - 96 08
Ay = Z Alj(w)@mtﬁ_xi 0.

2,j=1
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Suntem condusi sa introducem urmatoarele definitii
O functie ¢(x1, T, ..., x,) se numeste variabila caracteristica pentru ecdpo2 cvasili-
neara daca satisface ecuatia variabilelor caracteristice
n
A, Op Oy _
> A gg
ij=1 Li O
?]_

cu conditia

n 2
I
E P # 0.
x.
i=1 ¢
Daca functia ¢(zq,xs, ..., z,) este o variabild caracteristicd, hipersuprafata din R™ de
ecuatie p(x1, T, ..., T,) = & (&) o constantd) se numeste suprafatd caracteristicia. De
aceea ecuatia variabilelor caracteristice este numita si ecuatia suprafetelor caracteristice.

Daca in ecuatia caracteristicilor punem [; = % obtinem aceeasi forma patratica de mai
K3

Sus

A(ll,lg,...,ln) = Z A@j((ﬂ(l),l‘g,...,‘fg)lilj,

,j=1

Hiperplanul de ecuatie

3

=1

All,lg,..., n) - 0,
ZA? # 0
i=1

este hiperplanul tangent suprafetei caracteristice in punctul dat, l1,1ls, ..., [, fiind para-
metrii directori ai normalei la suprafata caracteristica.
Notiunea de suprafata caracteristica este evident legata de problema Cauchy. Intr-

adevir, dacd suprafata o(x1, Ta, ..., T,) = £ este o suprafatd necaracteristici continand
punctul (29,29, ..., 22) atunci in vecindtatea acestui punct vom avea Z A, () gf gf #
3
,j=1
0 si alegand o schimbare de variabile in care £, = ¢(x1, 22, ..., T,,) ecdpo2 devine o ecdpo2

normala in raport cu variabila & si in conditiile teoremei lui Cauhy-Kovalevskaia prob-

lema lui Cauchy va avea o solutie unicd analitica in vecinitatea punctului (22, 9, ..., 20).

Daca suprafata o(x1, Ta, ..., T,) = &9 este o suprafatd caracteristica printr-o schimbare de
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variabile in care & = (21, Ta, ..., T,) ecdpo2 devine in vecinitatea & = £? a punctului

(5[1)7 gga ceey 52) de forma

3 0*u * ou ou
ZAZJa&@f +Z 1]65 a&- f (5??5%- 7§na 785 ,a_fn):()

1,J=2

sau, tinind cont de condl‘gule initiale

U|§1:£? = 900(527 X §n>

ou
0_&6125(1) — 901(627"'a§n>

n n

% 82(100 8 6(100
ZAZ]M"i_ZAIJ aé- f (617527"'a€n7w079017"'78_§n):O

,j=2
Observam ca datele initiale nu mai pot fi arbitrare. Daca ele verifica relatia de mai sus

solutia problemei lui Cauchy poate sa nu fie unica, daca datele initiale nu verifica relata
de mai sus problema lui Cauchy este imposibila.

Daca functia u este cunoscuta de-a lungul suprafetei caracteristice u| =0 = %0 (&, &n)
atunci ecuatia cu derivate partiale initiala devine o ecuatie cu derivate partiale de ordinul

intai relativ la functia necunoscuta —“

L= ©1(&2, ..., & ). Aceasta este o proprietate
foarte importanta a suprafetelor caracteristice.
Exemplul 2. Sa lamurim situatia in cazul problemei lui Cauchy pentru ecdpo2

9%u ou
20y~ 0, u(z,y)|,—o = vo(y), e

= ©1(y).

Ecuatia caracteristicilor este
Opdy _
Oz 8y

deci caracteristicile sunt dreptele x = xg sau y = yy. Problema lui Cauchy data este o

problema a lui Cauchy pe o caracteristica x = 0. Observam ca pe caracteristica avem

9%u
Ozxdy =0

din data initiald 8—;‘} o = P1(y) si deci

= ¢} (y). Pe de altda parte ecuatia

. . U 82u
implica Dby

= 0, adica ecuatia data se reduce la ecuatia ¢} (y) = 0. Deci problema
lui Cauchy est(; posibild numai daci ¢1(y) = k=constant. Dar solutia generala a ecuatei
date este u(z,y) = a(x) + B(y) cu «, functii arbitrare. Din datele initiale avem
u(0,) = (0) +B(y) = po(y) si deci B(y) = wo(y) —a(0). Dar avem si §%| _ = o/(0) =
¢1(y). Regasim conditia p;1(y) = k = constant. Dacé aceasta conditie este indeplinitd

atunci solutia este

u(z,y) = a(z) + go(y) — a(0)
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unde a(z) este functie supusa la conditia o/(0) = k. Dacd nu avem ¢, (y) = k = constant
problema lui Cauchy este imposibila.

In concluzie, putem spune ca suprafetele caracteristice sunt acele suprafete pentru
care problema lui Cauchy este sau imposibild sau nedeterminata.

Pentru ecuatia lui Poisson tridimensionala

82u+82u+82u_f( )
ox2 Oy 022 nYz

suprafetele caracteristice ar trebui sa fie date de relatiile
0o\ [(9p\? (09
a0\, (92N, (%) _
Ox Jy 0z
Op 2 Op 2 Op 2
(5) (%) (%) #o

adica suprafete caracteristice reale nu exista.

Pentru ecuatia caldurii in spatiu

[ 82u+02u+82u A 0
ot o2 "oy 92)  T\HYAH

caracteristicile sunt date de relatiile

ap\>  (9p\®  [0p\®
_90 + _SO + _90 — 0,
Ox oy 0z
Op 2 Op 2 Op 2 Op 2
(%)*(@*5*@ 40
adica suprfetele caracteristice sunt tangente planelor ¢ — ¢ty = 0, aceste plane fiind si ele

suprafete caracteristice.

Pentru ecuatia undelor in spatiu

Pu 82u+82u+82u _ 9
12 a2 "oy 9.2)  T\HYE

caracteristicile sunt date de relatiile
o0\* L[ (02N, (92\"  (9¢\") _
(at) —¢ <<3x ay) Tlaz) ) = ¢
o\ ? o\ ? o\ ? o\ ?
&) ~G) (3 - EF) 2o
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adica suprafetele caracteristice sunt tangente hiperplanelor ale caror normale fac cu axa

Ot unghiuri egale cu arccos m, deci suprafete caracteristice sunt aceste hiperplane si

hiperconurile de rotatie in jurul paralelelor la axa Ot infaguratoare ale hiperplanelor cu

unghiul din varf egal cu 2arccos \/117

Pentru ecuatia vibratiilor membranei

2 2 2
P (2 ) o
suprafetele caracteristice vor fi planele din spatiul xyt ale caror normale fac cu axa Ot
unghiuri egale cu arccos \/% si conurile de rotatie in jurul paralelelor la axa Ot cu
unghiul din varf egal cu 2arccos == \/H—Q
Pentru ecdpo?2 in doua variabile

0%u 9%u 9%u 8u ou

57 —|—2A12($y)a ay—i-AQz(xy)ay + f(z,y 8 8) 0

An(z,y)==

vom avea in planul xOy curbe caracteristice de ecuatie p(z,y) = C functia o(z,y)

verificand relatiile

o\’ 8o Do 90\ 2
An(z,y) (8_5) +2A12(xay)a—a—+z422( )(3_;0) = 0,

9p\?  [0p\?

Z) +(Z) #o

ox dy
De-alungul unei asemenea curbe caracteristice vom avea

8¢d-+8¢d —0

ox oy

si deci vom avea
Ay (z,y)dy* = 2A15(z, y)dody + Ap(z,y)da® = 0.

Rezulta ca orice curba caracteristica este linia de nivel constant a unei integrale prime
a ecuatiei diferengiale de mai sus. Aceasta se numeste si ea ecuatia caracteristicilor.

Notand 3 = 2% ecuatia caracteristicilor se scrie
An(z,y)y? — 2A1(2,y)y + As(z,y) = 0

ecuatie ale carei radacini sunt reale distncte, reale egale sau imaginar conjugate dupa

cum realizantul §(z,y) = Aia(x,y)? — Ay1(z,y)Ase(z,y) este pozitiv, nul sau negativ.
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Rezulta ca ecdpo2 aproape lineara in doua variabile admite doua familii de caracteristice
reale in domeniul de hiperbolicitate, o singura familie de caracteristici reale in domeniul
de parabolicitate sau doua familii de caracteristici imaginar conjugate in domeniul de
elipticitate.
Pentru ecuatia vibratiilor corzii
2 2
Y

ecuatia caracteristicilor este

dz? — d?dt’> = 0

sau

(dx — adt)(dx + adt) =0

si deci avem doua familii de caracteristici date de familiile de drepte
x+at="C.

Observatie. Puteam gasi ecuatia caracteristicilor pentru ecdpo2 aproape lineara in
doua variabile rationand astfel:

Fie curba pland C' de ecuatii parametrice z = z(s), y = y(s), s filnd o abscisa
curbilinie. Atunci versorul tangentei la curba are componentele z'(s), 3/(s), iar versorul

normalei are componentele —y/(s), 2(s). Datele problemei lui Cauchy sunt

u(z(s),y(s)) = o(s)
du

Tl = uler ) Fuler9) =il

Cum din prima relatie rezulta
Uglca'(s) + uylcy/'(s) = ¢o(s)

rezulta ca din datele problemei lui Cauchy putem determina in mod unic valorile pe
curba C ale derivatelor de primul ordin wu,|c, u,|c. Derivand aceste valori de-alungul

curbei C avem

d
Uge| 0T (8) + Uny|cy'(5) = Eudc
d

o' (5) + oy (5) = Tl
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In plus de-alungul curbei C' ecuatia se scrie

A11(2(8),y(5))tzz|o + 2A19(2(5), y(8))tay| 0 + Asa(2(s), y(s))uyylc + fle = 0.

Ultimele trei relatii constituie un sistem in necunoscutele ., |c, Uzy|c, Uyy|c. Dacd prob-

lema lui Cauchy are solutie unica determinantul coeficientilor acestui sistem

An(xz(s),y(s)) 2A12(z(s),y(s)) Azn(x(s) y(s))
2'(s) y'(s) 0
0 z'(s) y'(s)
este nenul, cand curba C' este o curba caracteristica determinantul este nul. Regasim

ecuatia curbelor caracteristice

Avi (2, 9)dy? — 2A15(, y)dady + Ay (2, y)da® = 0.

13.9 Exercitii

Sa se reduca la forma canonica ecuatiile lineare cu coeficienti constanti:

92y 9%u
L Era 48x8y + 28:1782’ + 48y2 + 8z = 0.

a_g_ﬁ_a_@_og_x+2y 3777:—%%422

2. Uy + Uge + Uyy + Uzy — 2Usg + Uy + Uy — 2Uy, = 0.
R. Uy — Uglg! — Uyry — Ugtz! :O t = lt‘l—lZE—ly—%Z
| 1 1 1 r_

r=s5t+3x+3y+32 9 2\/-154—2\/—:1;—1—2\/—3/ \/—,

_ 1
2 = — 2\/—t+2\/— my+mz

13.10 Ecdpo2 cvasilineare in doua variabile.

Am vazut ca o ecdpo2 cvasilineara in n variabile cu coeficienti constanti poate fi
redusa la forma canonica. In cazul coeficientilor variabili pentru a reduce la forma
canonica, functiile &(x), i = 1,2,...,n care dau schimbarea de variabile ar trebui sa

verifice

o 2D conditii A%, =0,p % ¢,p,q=1,2,....,n

e n— 1 conditii A, =¢,A7;,p=1,2,...,n— 1.
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Problema va fi posibila numai daca numarul total de conditii este mai mic decét

2l 4 —1 < nadicd n < 2. Vom arita ci in cazul

numarul de functii necunoscute
ecdpo?2 cvasilineare cu doua variabile x,y putem stabili anumite forme canonice. Fie o
asemenea ecuatie

d%u 0%u 0%u ou Ou

a 2 +2A12(ZE y)a a —|—A22<I' y)ayg +f($7y7u7%78_y> =0.

An(z,y)5=

Ecuatia curbelor caracteristice ca linii de nivel constant este

Au(z,y) (%) +2A12(:v,y)%a—y+A22($,y) ) = 0,
8@ 2 890 2
(&) +(5) #°

A (z,y)dy? — 2A1(2, y)dady + As(z, y)da® = 0.

iar in diferentiale este

Discriminantul care da tipul ecuatiei este

6(x,y) = Ara(z,y)* — Aui(z, y)As(z,y).

Daca ambii coeficienti Ajq(z,y), Asz(z,y) sunt nuli in domeniu atunci ecdpo2 este in

domeniu de tip hiperbolic si dupa impatire cu 2A4;5 se scrie

0?u . au ou
uay T w v ) =
sau cu schimbarea de variabile ¢ =z +y,n=2 —y
0%u . ou Ou
agan_’_f (5’777”’8_6’8_77)_

In cazul general putem presupune A;;(z,y) nenul in domeniu.

Prin schimbarea de variabile

£ = &(x,y),

n = nxy)

unde £(z,y), n(x,y) sunt functii oarecare cu derivate partiale de ordinul 2 continue si cu
iacobianul nenul ecuatia devine

0%u 0%u 0%u ou Ou

Ail(é-?n)agg (5 77)853 A;?(&;n)a_ng +f*(§7£7u7a_§7a_n) :07
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unde ) )
9 9% 0 )
At = Ap(z,y) (0i> + 2A15(x, y)ag az + Ags(z,y) (85)
. € o€ o 0€ on o€ on
A2 = An@v)5, 5, +Aeln.y) <8x dy "y ax> A=) p By

on\> on d on\ >
Ay = Aq1(x,y) (8—Z> + 2A55(x,y) 877 aZ + Ags(z,y) (82) )

Intre discriminanti are loc relatia

6" (&,m) = 6(z,y) (ggzg)

In ipoteza Aj1(z,y) # 0 ecuatia caracteristicilor se scrie

! A12<x7y) + 5($7y)
All(xay)

Daci suntem intr-un domeniu de hiperbolicitate 6(z,y) > 0 acestea reprezintd doud

ecuatii diferentiale gi daca coeficientii sunt continui cele doua ecuatii admit doua inte-
grale prime £(z,y) = C, n(x,y) = C date prin functii cu derivate de ordinul doi continue.

Ele satisfac ecuatia caracteristicilor si ecuatiile

% o _A12($7y)+\/6(x7y)%

ox A (x,y) dy
@ _ A12 (z,y) \/ (z,9) 877
ox Ay (z,y) 83/

de unde rezulta

D(&n) _ 9€on onog _ ,vé(x,y) 6(z,y) 9§ On

D(z,y) 0xdy O0xdy  Au(z,y)dyoy’

Cum derivatele partiale ale ale fiecdrei functii {(z,y),n(z,y) nu se pot anula simul-
tan rezulta ca iacobianul este nenul si putem considera schimbarea de variabile & =

§(z,y),n = n(z,y). Atunci avem A7, (,1) = 0, A3,(&,7) = 0 si A75(§, 1) # 0 pentru ca
8*(&,m) = A%, (&,m)? # 0. Dupa impartire cu A%, (¢, n) ecuatia devine

0%*u ou Ou
e + £ m,u “ 5E a)

Daca facem schimbarea de variabile £’ = £ 4+ 1,1’ = £ — 1 ecuatia capata forma

Pu  0%u ou Ou

_ *k !/ / —
85/2 an/2+-f (5’7]’ ’agl’a /) 0.
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Oricare din aceste forme se numeste forma canonica a ecdepo?2 cvasilineare in doud
variabile de tip hiperbolic.
Daca ecdpo2 este de tip parabolic §(x,y) = 0 atunci avem o singura familie de

caracteristici

yl _ A12(m7y> _ A22(‘r7y)
An(z,y)  Ap(z,y)

Cand coeficientii sunt continui avem o integrald prima &(zx, y)

= (' data printr-o functie

de doua ori derivabila care verifica relatiile

% _ A12(5Ca y) _5
or All(x, y) Oy
08 Asp(z,y) 9
ox Alg(x, y) Oy

Alegand schimbarea de variabile £ = £(z,y),n = n(x,y) unde functia n(x, y) este supusa

numai conditiei g( # 0, totdeauna posibila, coeficientii noi ecuatii vor fi astfel incat

A’{l(f,n) = 0. Rezulta si AlQ(fﬂ?) =0 sl A22(§a77) # 0. Dupa impartire cu A22(§a77)

ecdpo2 devine
0*u
on?

ou Ou
+ * Uy 57 7-) — 07
fr(&m o€ 8?7)
forma numita forma canonica a ecdpo?2 cvasilineare in doud variabile de tip parabolic.
In cazul ecdpo2 de tip eliptic 6(x,y) < 0 ecuatia caracteristicilor se descompune in

doua ecuatii complex conjugate

P Alz(%y) =) —5(5579)
All(m7y>

De aceea vom ciuta integralele prime tot sub forma complexa conjugata ¢(z,y) =

&(z,y) £in(z,y). Inlocuind in relatia

8_90 . _A12(x7y) +iv _6(x7y)8_90

or Ay (z,y) o

si separand partile reala si imaginara obtinem

0 _ Ands  V=Bn

% Ay Oy Ay Oy
@ Alg 87] V —5 %
Ox An 8y Ay Oy
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Se poate arata, ca la teorema lui Cauchy-Kovalesckaia, ca daca coeficientii ecdpo2 sunt
functii analitice atunci acest sistem are solutie data de functii analitice, ceea ce indrep-

tateste ipoteza cu privire la integrala priméa ¢(z,y). Observam ca

D(&n) _ 0600 om0 _ V=8 (067 on*\ _ VB |dpf
D(z,y) a dx dy axay_ A \ 0y Oy - An dy

Deci se poate face schimbarea de variabile £ = £(x,y),n = n(z, y). Daca separam partile

£0

reald gi imaginard in ecuatia verificata de ¢(x,y) = £(z,y) + in(z,y) obtinem relatiile
AT1(£7 77) - A§2<€7 7]) 7é 07 AT2(£7 77) =0. Impé’r@nd cu ATI(& 7]) ecua‘gia devine

0*u  0%u Oou Ou
—+7 f (& n,u, P D ) 0,

forma numita forma canonica a ecdpo? cvasilineare in doud variabile de tip eliptic.

Exemplul 1. Sa reducem la forma canonica ecdpo?2

0%u 0?u , 0%u Ou
— 4+ 2cosxr—— — sin x——smx—:().

ox? 0xdy 0y? dy
Avem in intreg planul 2Oy 6(z,y) = 1, adicad in intreg planul ecuatia este de tip

hiperbolic.Din ecuatia caracteristicilor in diferentiale
dy* — 2cosxy’ —sin*x = 0
avem Yy’ = cosz £+ 1 de unde obtinem cele doud familii de caracteristici
y—sinz—x = C,
y—sinzc+z = C.

E usor de observat ca prin fiecare punct al planului trece o cédte o curba din fiecare

familie. Facand schimbarea de variabile
¢ = y—sinzr —ux,
n = y—sinz+zx

vom putea scrie

0 gz ‘32‘(— cosx — 1)+ g—’;(— cosx + 1)
—sinz 8_y__+a_n
2 u ] "
] gx 852(1 + cos z)? 25958”( sin z) + ‘g 4(1 — cosx)?+

+gz sinx + —Slnx

2cosw % = g—gg(—cosx— 1)+ %( 2cosz) + giné‘(—cosmﬁL 1)

in2 %u _ %u ?u | 0%u
—sin"r Fu = G +28§8n + o7
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Introducand in ecuatie (de asta am scris in stanga coeficientii cu care intra in ecuatie
fiecare derivatd) vom avea forma canonica

2
o0“u _0
0&0n

De aici gisim solutia generald a ecdpo2 u(&,n) = a(§) + 8(n), cu «, 8 functii arbitrare

de doua ori derivabile. Revenind la vechile variabile avem
u(z,y) = aly —sinx — ) + B(y — sinz + x).

Sa presupunem ca pentru ecdpo2 data trebuie sa rezolvam problema lui Cauchy: sa

se determine acea solutie a ecdpo2 pentru care cunoastem

Wz, Y)lyesine = ¥o(z)
g—z Jsine = ¢i(z)

unde (), p1(z) sunt functii date. Aceasta este o problemé a lui Cauchy pentru ca
din cunosterea functiei u si a derivatei sale g—;‘ de-alungul curbei y = sinx rezulta si
cunoagterea derivatei normale de-alungul curbei. Curba y = sinx nefiind curba car-
acteristica, aceasta problema are solutie unica. In adevar din prima conditie folosind
solutia generala obtinem

a(—z) + B(z) = wo(z).
Din a doua conditie avem

o (—z) + B'(x) = pu(x)

pe care integrand-o devine

xT

—a(—2)+ B(x) = / on(t)dt+ C.

0

Rezulta
af(—r) = % @0(I)—/w1(t)dt+0 ,a(x):% 900(—90)+/901(t)dt+c ;
Blz) = % <Po($)+/g01(t)dt—0
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si deci gasim singura solutie

y—sinz+x

1
(po(—y +sinz + ) + po(y — sinx + x)) +3 / 1 (t)dt.

—y+sinz+x

u(z,y) =

N —

Exemplul 2. Sa reducem la forma canonica ecdpo?2

0%u 0%u 9%u

2 2
— 42 =0.
T a2 + xy(‘?x@y ty Oy?

Discriminantul este 6(z,y) = 22y? —z2y? = 0, deci ecuatia este de tip parabolic in intreg

planul xoy. Ecuatia caracteristicilor
x2y/2 _ mey/ + y2 =0

se mai scrie

xdy — ydr =0

adica avem singura familie de curbe caracteristice
Y
Z_0C
x

definite in semiplanele x > 0 sau x < 0. Facem schimbarea de variabile

8 8

Prin fiecare punct al fiecaruia din semiplanele de mai sus trece cate o dreapta din fiecare

familie £ =constant, 17 = constant. Vom avea

Ou _ du (Y du
0 ’ Bm_af(x2)+8n
ou _ oul
0 | Oy ~ Ow
2 Pu _ Puy® gy Pu | 9u 4 Ouy
X | 0x2 = O€2 x4 212 OE0n + on? O¢ x3
Pu _ Pu (), Pul | du(_ 1
Qxy ’ Oz0y {2( x3)+8§8nz+ 8{( x2)
2 Pu _ Pu 1
Yy y2 2 22

Introducand in ecuatie obtinem forma canonica

o%u
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Putem obtine solutia generala

u(&,n) = a(§) +nB(E)

sau in vechile variabile

u(z,y) =« (g) +ap (y) :
x x
a, ( fiind functii arbitrare de doua ori derivabile.
Daca notdm cu 0(z,y), r(z,y) coordonatele polare ale punctului (z,y), observam ca

0(z,y) = constant sunt caracteristici ale ecuatiei de mai sus. Daca facem schimbarea de
variabile
0 = 6(z,y),
ro= ry)
vom obtine forma canonica
0?u

o2 =0

din care obtinem solutia generala

u(z,y) = a(f(z,y)) +r(z,y)B(0(z,y))

tot cu «, B functii arbitrare.

Exemplul 3. Fie ecdpo2

0?u 0%u
2 2
r'— +y'=— =0.
azz Y 0y?
Discriminantul §(z,y) = —x?y? este strict negativ in fiecare cadran al planului, deci aici

ecuatia este de tip eliptic. Ecuatia caracteristicilor
22?442 =0
se poate scrie
xdy = wydx

cu integrala prima complexa

Injy| —iln|z| =C.
Facem schimbarea de variabile

£ = Inlyl,

n = lInlz|
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Avem

du _ dul
0 ‘ ox = Onz

ou _ dul
0 | oy §y
2> | SPu_ Pwl o (_1
xr | 612_871212_’_877( 12)
2 Pu _ Pul | du_ 1
v oy? £2y2+ 6( yz)

Inlocuind in ecuatie obtinem forma canonica

13.11 Exercitii

1. S&a se reduca la forma canonica urmatoarele ecuatii si sa se gaseasca solutia lor
generala:

a. T2 Uypy — y2uyy =0.

R. ugy — un =0, £ = 2y, n =% u= p(xy) + /TYP(L).

b. 22Uz + 22Ytsy + YUy, = 0.

C. Ugy — 28N TUyy — cOS% TUy, — cos zu, = 0.

R.ug =0, =2+y—cosx,n=x—y+cosz;

u=p(r+y—cosx)+(x—y+cos).

2. Sa se gaseasca solutia ecuatiei
1
(@ — x)Ugy — Uz ~ Uy = 0,0 <z <a,

cu conditiile u(z,0) = f(x), uy(x,0) = g(z).
R.u={H@ 11,5 g—éz_)zdz, unde a =z — va—z — 117,
1
f=z+Va—z— 3y
3. S& se arate ci solutia u(z,t) a ecuatiei uy — a*ugz, = 0 cu conditiile u(vt,t) = 0,

uz(vt, t) = f(t) este

t+
1

RI8

T8
u(z,t) = a(%@) f(2)dz, unde g = %.

o~

1—

@
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4. Sa se reduca la forma canonica ecuatiile:

A Ugy — 2COS Ty — (3 + sin? z)uy,, — yu, = 0.

R. u&,—l—”g—_f(uf—un) =0,{=2x+sinz+y,n=2x—sinz —y.
b. Upy — 22Uz + T2y, — 2u, = 0.

R. um—uﬁzO,Sz’r—;—l—y,n:x.

c. (14 2)ugy + (14 y*)uyy + 2u, + yu, = 0.

R. uge + Uy, =0, E =In(z + V1 +22), y =In(y + /1 + ?).



CAPITOLUL 14

FUNCTII ARMONICE

14.1 Scurt istoric

Vom incerca in acest paragraf sa prezentam pe scurt cum au aparut functiile ar-
monice in istoria stiintei. Facem acest lucru pentru ca ideile lui Laplace s-au dovedit
deosebit de folositoare, ele pundnd bazele aparitiei ecuatiilor lui Maxwell ale cAmpului
electromagnetic si mai tarziu ale ecuatiilor cAmpurilor legate de particulele elementare.

Cred ca nu gresim daca afirmam cd marea aventura a stiintei a inceput odata cu
formularea de catre Kepler intre anii 1609 si 1618, pe baza observatiilor lui Ticho Brache,

a legilor care ii poarta numele:

e planetele asimilate cu puncte materiale descriu in jurul soarelui traiectorii plane

si anume elipse, soarele fiind plasat in focarul elipsei;

e miscarea se face dupa legea ariilor, adica raza vectoare a planetei in raport cu

soarele matura arii egale in intervale de timp egale;

e raportul dintre cubul axei mari a elipsei si patratul timpului de revolutie este

acelagi pentru toate planetele.

Din aceste legi frumoase, dar complicate, Newton a dedus o lege mult mai simpla, dar
si surprinzatoare, legea numita a atractiei universale: intre orice doua corpuri actioneaza
forte de atractie direct proportionale cu masele lor si invers proportionale cu patratul

distantei dintre ele. Cunoscand azi legile lui Newton ale mecanicii putem stabili ugor
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legea atractiei universale plecand de la legile lui Kepler. Sa presupunem ca planeta
descrie o elipsa cu semiaxa mare a, cu distanta de la focar la centru c si axa mica
b = va? — 2. Raportand planul elipsei la un sistem de coordonate rectangular cu
originea in focarul F si cu axa F'x dupa dreapta care uneste centrul elipsei cu focarul,

coordonatele planetei M(x,y), functii de timp, vor verifica ecuatia

b2
(%) r+§xz;, r=+x?+y

(Am scris cd elipsa este locul punctelor pentru care raportul dintre distanta la focar
si distanta la directoarea focarului, dreapta perpendiculara pe axa focarelor de ecuatie
x = %, este constant egal cu excentricitatea e = £).

. % (v} (v} .
In timpul dt raza vectoare F'M matura aria

0 0 1

1
dA = T y 1|=3 (xdy — ydz)

N —

r+dr y+dy 1

si deci dupa a doua lege a lui Kepler vom avea

dA 1 1
— = - (zy —yz) = =C.
(Prin # am notat derivata lui x in raport cu t, etc).

T
Cum aria totald a elopsei este A = [ %dt = %C’T = mab rezulta C' = Z’TT“I’ si deci pe
0
traiectorie vom avea relatia

(x%) zy —yi = 27rab.
T

Daca notam cu F' = X1 + Y forta care actioneaza asupra planetei, vom avea dupa

a doua lege a mecanicii a lui Newton

r=—Yy=
m

Y

X .Y
m

m fiind masa planetei. Derivand in raport cu timpul relatia (xx) avem zjj — y& = 0 si
deci avem X = z®,Y = y® , adici forta este centrald (trece prin origine). Derivand de
doud ori relatia (x) obtinem

47r2a2b21+®(+c> 0
T2 3 m a
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sau
42a®®* 1 D b2
——t+——=0
™ r» ma
de unde ¢ = —47r2%—?;m%3. Tinand cont si de legea a treia a lui Kepler rezulta ca forta cu

care actioneaza soarele de masa M asupra planetei de masa m are marimea F' = K mr%,
K fiind o constanta care depinde numai de soare. Dupa legea actiunii-reactiunii a lui
Newton, planeta actioneaza asupra soarelui cu o forta egala in marime, dar si egala cu
kM riz, k depinzéand numai de planeta, si deci K'm = kM. Rezulta % = % Cum planeta
poate fi oricare, rezulta ca raportul f = % este o constanta universala si deci marimea
fortei cu care un corp de masa M actioneaza asupra unui corp de masa m situat la
distanta r este

1

adica legea lui Newton a atractiei universale.

In legea lui Newton a atractiei universale este surprinzatoare actiunea instantanee la
distanta intre cele doua corpuri. Acest lucru l-a surprins si pe Laplace. Pentru a explica
acest lucru, Laplace ajunge la concluzia cd prezenta in punctul (zo,yo, 20) a oricirui
corp de masa M implica aparitia in intreg spatiu a ceva substantial, material, ceva pe
care astazi il numim cdmp si caruia ii asociem ca si Laplace un potential, adica o functie

1
\/(x —20)" + (y —0)* + (2 — 20)°

al carui gradient este forta de atractie cu care corpul actioneaza asupra unui corp de

u(z,y,2) = fM

masa unitate plasat in (z,y, z) . Ideea geniald a lui Laplace a fost aceea de a considera
nu numai potentialul u si gradientul sau ci si ecuatia cu derivate partiale pe care o

verifica potentialul.

Ori dacd notam r = \/(1; —20)” + (y — 0)* + (2 — 2)” se vede imediat ci

or x—x
or r

si deci
? — M=
x r

Mai derivand odata
0%u
oz~

r3 rd

_i+3M] _
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Adunand formulele analoage ultimei gasim

0%*u N 0%*u N Pu 0
ox2  Oy2 022

adica ceea ce astazi numim ecuatia lui Laplace.

Ideea 1ui Laplace de a inlocui formula explicita care da actiunea la mare distanta
prin cAmp si prin ecuatia cu derivate partiale verificata de potentialul cAmpului, adica
prin actiunea la mica distanta dintre domeniile vecine ale cAmpului, a fost deosebit de

fructuoasa.

14.2 Functii armonice, definitii

Vom incepe prin a generaliza definitia data functiilor armonice in capitolul de teoria
functiilor de variabila complexa.

Definitia 1. Fie D un domeniu in spatiul n-dimensional R". O functie reald u(M) =
u(zry, xo, ..., x,) definitd in punctele M (z1,zs, ..., x,) ale domeniului D se numeste ar-
monica in acest domeniu daca ea este continua in D, admite derivate partiale continue

in D péana la ordinul doi inclusiv si satisface in D ecuatia cu derivate partiale a lui

Laplace
" 9%u  0%*u  O%u 0%u
Au = = e + == =0.
v ;axz 2ttt =0

Definitia 2. Fie D inchiderea unui domeniu D in spatiul n-dimensional R* . O
functie reald u(M) = u(xy, 2o, ..., 7,) definitd in punctele M (x1, 2o, ..., z,) ale lui D se
numeste armonicd in D daca ea este continud in D si este armonic in D.

Definitia 3. O functie reald u(M) = u(xq, xa, ..., T,) definita in punctele unui domeniu
D se numeste armonica in punctul My € D daca ea este armonica intr-o vecinatate a

lui M, (deci si intr-o sfer & cu centrul in Mp).

14.3 Functii armonice de o variabila .

Daca n = 1, domeniul D este un interval (a, b) si deci o functie armonica in D este o

functie reald u(z) definitd in punctele M (z) ale intervalului, continud in acest interval,
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cu derivata de ordinul doi continua gi nuld uv”(x) = 0 in acest interval. Functia u(z)
poate fi interpretata ca temperatura stationara, independenta de timp, in sectiunea de
abscisd x a unei bare dispuse dupd intervalul [a, b], in bard neexistand surse de caldura.
O asemenea functie este o functie lineara u(z) = ax + 3. Vom observa acum ca aceste
functii lineare - functiile armonice de o variabila - au o serie de proprietati caracteristice.

Daca u(z) este o functie lineara pe un interval, atunci valoarea sa in mijlocul oricarui
subinterval [c,d] este media valorilor functiei pe acest interval si totodatd media arit-

metica a valorilor functiei in capetele intervalului:

u(c—gd) :dicju(x)dac:—u(c);u(d).

Daci se ia ca directie a normalei exterioare 7 la frontiera segmentului [c, d] pe axa

Oz in d directia acestui segment si in ¢ - directia opusa, atunci suma valorilor derivatelor
dupd directia lui 77 in capetele segmentului [c, d] ( w/(d) —uw/(c) = 0 ) ale oricarei functii
lineare este nula.

Vom observa ca aceste proprietati sunt caracteristice functiilor lineare de o variabila:
orice functie continua pe un interval cu una din aceste proprietati este functie lineara.

S& mai observam ci daca o functie este lineara pe intervalul [a,b], atunci ea nu-si
poate atinge valoarea minima sau maxima in interiorul intervalului, exceptand cazul
cand este constanta in acest interval.

Daca o functie este lineara pe [a, b] atunci valorile sale pe acest interval sunt perfect
determinate de valorile in capetele intervalului (frontiera intervalului):

b—=x T—a

b—a+u(b)b—a

Relatia de mai sus poate fi interpretata ca dand temperatura stationara in bara cand
se cunosc valorile sale la capete, in bara neexistand surse de caldura. Daca am considera
cd in bard existd si surse de intensitate datd f(x) am avea de determinat functia u(x)
solutie a ecuatiei u”(z) = f(x) care in capete are valorile u(a),u(b). Dupa formula lui
Taylor cu rest integral avem

xT

u(z) = u(a) + ' (a)(z — a) + / (z — g (y)dy.

a
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Punand = = b determindm necunoscuta u'(a) si dupa inlocuire obtinem

ule) = wwb‘m+wmm‘“+/“”ﬂ”“‘yﬁwwy+

b—a b—a b—a
a
[(a—2)(b—y)
a—x)(b—y
d
sau notand
(b—z)(a—y)
——= pentru <ux,
Glay) = <fﬁw29 '
e pentru Y >,
vom avea
b—x r—a

u(z) = u(a)

i+ ulbiy— + [ Gla,) o)y,

Pentru a vedea semnificatia formulei stabilite sa procedam altfel. Anume, plecand

de la relatiile evidente

B B

/ u" (y)v(y)dy + / ' (y)o' (y)dy = w(y)'(y) |5
B B
/ o' (y)u(y)dy + / ' (y)v' (y)dy = v(y)u'(y) |2,

prin scadere obtinem relatia de reciprocitate
B

/ (" (y)o(y) — v" (y)uly)) dy = (u(y)v'(y) — v(y)u'(y))
Aplicand aceastd relatie functiilor u(y),v(x,y) pe intervalele [a,z — €|, [x + €,b] si
facand € — 0 se vede ca dacd si numai daca functia v(z,y) satisface conditiile
0%
a—yQ(x,y) =0,y € (a,z) U (z,b), Yz € (a,b),
v(z,a) =0, v(z,b) =0,

v(z,z —0) =v(x,z +0),

ov m,x—kO)—@(a@,m—O):l,

atunci
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Dar se vede ugor ca singura functie v(z,y) care satisface conditiile de mai sus este
functia G(z,y) definitd mai sus si ca cele doud relatii care dau pe u(z) coincid. Conditiile
verificate de G(z,y) arata cd aceasta ca functie de y este temperatura in sectiunea y
datorata unei surse unitare plasate in x, capetele fiind mentinute la temperatura nula.

Distributia generata de G(z,y) verifica evident ecuatia
AyG(z,y) = 6(y — ),

care atestd incd odata cele spuse mai sus. Functia G(x,y) se numeste functia de sursa
sau functia Green pentru cazul unidimensional.
Vom arata ca proprietati asemanatoare celor de mai sus sunt caracteristice functiilor

armonice de oricite variabile.

14.4 Functii armonice de doua variabile

Daca n = 2, o functie armonica in domeniul D este o functie reald u(z, y) definita in
punctele M(x,y) ale domeniului D, continua in D, cu derivate partiale pana la ordinul
doi inclusiv continue in D si satisfacand in D ecuatia lui Laplace in doua variabile

’u  O%u B

AUZ@—Fa—yQ—

0.

Am vazut ca exista o foarte stransa legatura intre functiile armonice in domeniul
D si functiile olomorfe sau mai general functiile analitice in domeniul D: daca u(x,y)
este o functie armonicd in domeniul simplu conex D atunci existd o functie w(z) =
u(z,y) + iv(z,y) olomorfd in D, determinata abstractie facand de o constanta aditiva
imaginara si a carei parte reald este functia armonica u(x,y); daca u(zx,y) este o functie
armonica in domeniul multiplu conex D atunci existd o functie w(z) = u(x,y) + v (x,y)
analitica in D, in general multiform, a carei parte reald este functia armonicad u(x,y).
Pe baza acestui fapt putem demonstra usor ca functiile armonice de doua variabile au
proprietati de genul celor de la functiile lineare de o variabila.

Fie u(z,y) o functie armonica intr-un domeniu D si fie zy = xo + iy un punct din D.
Daca cercul |z — 29| < 7 este complet continut in D, atunci existd conjugata armonica

v(z,y) astfel incat functia w(z) = u(z,y) +iv(x, y) este olomorfa in acest cerc. Conform
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formulei lui Cauchy avem

w(zo) = L / w(z) dz,

zZ— 20
|z—z0="|

sau notand

z— 2 =1e% 0< <2, ds = rdp,

2w
1 , 1
w(z) = By /w (20 + 7€) dp = Cw—- / w(z)ds.
0 |z—20|=r

Luand partea reala obtinem

“(900790):L / u(z,y)ds,

27r
|z—z0|=r

adica am demonstrat prima proprietate intalnita la functiile lineare:

T1. (Teorema de medie a lui Gauss) Daca o functie u(x,y) este armonica intr-un
domeniu D, atunci ea are proprietatea de medie, adica valoarea sa in orice punct este
media valorilor sale pe orice cerc cu centrul in acest punct si complet continut in D.

Fie acum u(z,y) o functie armonica intr-un domeniu gi un subdomeniu marginit
simplu conex D cu frontierd 0D netedd pe portiuni. Atunci exista o functie v(z,y)
- conjugata armonica a functiei u(z,y) in D. Functia v(z,y) este uniforma si functia
w(z) = u(z,y) +iv(x,y) este olomorfa in D . In virtutea relatiilor lui Cauchy-Riemann
vom putea scrie

%ds =— %d& = —\é%rv(x,y) = 0.

oD oD
Daca acum D este un domeniu marginit multiplu conex cu frontiera 0D neteda pe

portiuni, aplicand rezultatul de mai sus domeniului simplu conex D , obtinut din D prin
practicarea de taieturi, si tindnd cont ca sensurile pe cele doua borduri ale taieturilor
sunt opuse, rezulta urmatoarea proprietate asemanatoare celei de a doua proprietati a
functiilor lineare:

T2. Daca u(z,y) este o functie armonica intr-un domeniu, atunci oricare ar fi sub-
domeniul marginit D cu frontiera 0D neteda pe portiuni, integrala pe frontiera 0D a
derivatei normale a lui u(z,y) este nulid: [ 4ds =0 .

oD

Componentele frontierei 0D sunt aici parcurse in aga fel incat domeniul D sa ramana

la stanga.



14.4. FUNCTII ARMONICE DE DOUA VARIABILE 207

Din teorema de medie a lui Gauss rezulta o alta proprietate importanta a functiilor
armonice:

T3. (Principiul de mazxim gi minim pentru functii armonice) Daca functia u(x,y)
este armonica in domeniul D ea nu-si poate atinge nicaieri in interiorul domeniului cea
mai mica si cea mai mare valoare cu exceptia cazului cand este constanta.

Presupunem prin absurd ca exista un punct My interior domeniului D astfel incat
oricare ar fi M € D sd avem u(M) < u(My). Existd un cerc cu centrul in M, de
raza €. Aratdm ca in toate punctele acestui cerc valoarea functiei coincide cu u(Mj).
Daca ar exista pe cerc un punct M* astfel cd u(M*) < u(My) atunci ar exista o intreaga
vecinatate a sa in care sa aiba loc inegalitatea stricta; atunci pe cerc exista doua multimi
de puncte: una s; in care are loc inegalitatea stricta, alta s, in care are loc inegalitatea

nestricta. Dupa proprietatea de medie

w(Mp) = ﬁ w(m)dsy < QLM(MMO)J(SI) +u(Mo)l(s5)) = u(Mo).

Am ajuns la o contradictie. Deci pe tot cercul functia are valoarea u(My). Rezultd ca
de fapt in interiorul cercului functia are aceeasi valoare. Daca M este un alt punct al
domeniului D, il unim pe My cu M printr-o curba C' continuta in domeniu. Fie € un
numar mai mic decat distanta dela C' la 0D. In interiorul cercului cu centrul in M, de
razd € functia are valoare constanta u(My). Daca punctul M se afld in acest cerc atunci
U(M) = u(Mp). Daca nu, ludm un cerc cu centrul intr-un punct M; din primul cerc de
razd €. In acest cerc functia ia valoarea u(Mj). Daca M se afld in acest al doilea cerc,
u(M) = u(My), dacd nu, continudm rationamentul. Cum curba C' are o lungime finita,
ea este acoperita cu un numar finit de cercuri de raza € si la sfarsgit ajungem la concluzia
cd u(M) = u(Mjy). Deci in tot domeniul functia este o constanta.

Din principiul de maxim si minim rezulta

T4. (Teorema mazximului i minimului functiilor armonice). Dacd functia u(x,y)
este armonica in domeniul marginit D, continua pana la frontiera si neconstanta in D,
atunci maximul si minimul siu se ating numai pe frontiera.

De aici rezulta ca daca functia u(z,y) este armonica in domeniul marginit D, con-
tinua pana la frontiera si daca m, M sunt marginea inferioara, respectiv superioara a lui

u pe frontiera D , atunci peste tot in domeniul D au loc inegalitatile m < u(z,y) < M,
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pentru ca in caz contrar, maximul gi minimul lui v s-ar atinge in interiorul lui D. In
particular, dacd m = M = 0 atunci u(z,y) = 0 in D. Deci

T5. Doua functii armonice in domeniul marginit D, continue pana la frontiera coincid
in D daca au aceleasi valori pe frontiera lui D.

In cazul unui domeniu nemérginit inegalitatea m < u(x,y) < M nu are totdeauna
loc. De exemplu functia u(z,y) = x armonica in semiplanul > 0 fiind nemarginita in
acest semiplan ia valori nule pe frontiera. Are totusi loc urmatoarea teorema:

T6. Daca functia u(x,y) este armonica in domeniul neméarginit D si este continui si
marginitd in inchiderea domeniului D atunci are loc relatia

m= inf wu(z,y) <u(z,y) < sup wu(z,y)= M.
(z,y)€0D (z,y)€dD

Pentru demonstratie fie Py € D si P* ¢ D. Fie D,z domeniul marginit de cercurile
cu centrul in P* de raze ¢ < dist(M*,0D) respectiv R > dist(P*, Fy). Pentru punctele
P de pe frontiera intersectiei D N D.g are loc relatia

In “E2E

u(P) — M <2 sup u(P) R
PeD n—-

= v(P).

Am notat prin rp:p distanta de la P* la P. Cum v(P) este o functie armonicd din

principiul de maxim rezulta

n Tp* p
u(Py) — M < 2 sup u(P) =— = (),
PeD 1 =

inegalitate valabild oricare ar fi R > dist(P*, Fy). Facand R — oo rezulta u(Fy) < M.
Considerand functia —u(P) avem u(Fy) > m, cctd.

Avem evident teorema

T7. Doua functii armonice in domeniul nemarginit D, continue si marginite in

inchiderea domeniului, coincid in D daca au aceleagi valori pe frontiera lui D.

14.5 Problema lui Dirichlet

Problema determinarii unei functii armonice intr-un domeniu D cand se cunosc va-
lorile sale pe frontiera se numeste problema lui Dirichlet pentru functii armonice.

Teoremele precedente se pot enunta si sub forma
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T8. Solutia problemei lui Dirichlet pentru domenii marginite si date continue pe

frontiers este unica.

T9. Solutia marginita a problemei lui Dirichlet pentru domenii nemarginite si date

continue pe frontiera este unica.

Daca nu se impune conditia de marginire in cazul domeniilor nemarginite solutia
poate sd nu fie unica. De exemplu functia u(z,y) = y este armonicd in semiplanul
y > 0, este continua pana la frontiera si este nula pe frontiera; in acelasi timp functia
nula peste tot satisface aceleasi conditii. La fel in cazul domeniilor marginite daca nu se
impune conditia de marginire chiar in cazul unui singur punct de discontinuitate solutia
poate sa nu fie unicd; de exemplu, functia u(zx,y) = (i__?);{f;
in cercul unitate, continud pana la frontierd cu exceptia punctului (1,0), este nuld in

= Re (ﬁ) este armonics
11—z

toate punctele cercului cu exceptia punctului (1, 0); functia peste tot nuld este armonica

in cercul unitate si e nula pe frontiera.

14.6 Analiticitatea functiilor armonice de doua vari-

abile

Dat fiind ca o functie armonica intr-un domeniu plan este in vecinatatea oricarui
punct din domeniu partea reald a unei functii olomorfe in acel punct, rezulta o propri-
etate a functiilor armonice care nu se putea pune in evidenta in cazul functiilor lineare

din cauza banalitatii sale: analiticitatea sa. Anume, are loc urmatoarea teorema:

T10. Dacd o functie u(x,y) este armonica intr-un domeniu, atunci in vecindtatea
oricdrui punct (xg, y) din domeniu ea se scrie ca o serie absolut gi uniform convergenta

de puteri ale diferentelor x — z, y — yo:

[e.9]

u(x, y) - Z Cm,'n (I - x())m (y - yO)n

m=0,n=0
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14.7 Invarianta functiilor armonice prin reprezentare

conforma

Vom arata acum ca prin reprezentare conforma o functie armonica se transforma tot
intr-o functie armonica; mai precis:

T11. Fie u(x,y) o functie armonica in domeniul D, din planul complex z = z + iy
si fie functia z = 2z (¢) = z(&,n) + iy(&,n) olomorfa in domeniul D¢ din planul complex
¢ = £ + in si care reprezinta conform domeniul D¢ pe domeniul D,. Atunci functia
compusa u(&,n) = u (z(&,n),y(§,n)) este armonicd in domeniul Dg .

Intr-adevir, oricare ar fi subdomeniul simplu conex D, al lui D, el este transformat
prin functia z = z(<) in subdomeniul simplu conex D, al lui D, . Daci w(z) este functia
olomorfa in D, a cdrei parte reald este u(x,y), atunci functia compusd w (z(s)) este
olomorfa in Dg si deci partea sa reald @(&,n) este armonica in Dg . Cum subdomeniul
D, este arbitrar rezulti c& (&, ) este armonic in domeniul D..

Aceasta proprietate de invarianta a functiilor armonice prin reprezentarea conforma
permite sa rezolvam problemele pentru functii armonice intr-un domeniu daca stim sa
rezolvam aceleasi probleme pentru functii armonice intr-un domeniu “canonic®, cercul
unitate sau semiplanul superior sau un alt domeniu simplu, si daca stim functia de
reprezentare conforma a domeniului dat pe domeniul canonic.

Exemplul 1. Sa consideram urmatoarea problema a lui Dirichlet: sa se determine
functia u(z,y) = u(z) armonicd in domeniul D = {z| Sm(z) <0} N {z| |z +l| > r}
stiind c& wu(z) }gm(z)zg =0, u(z) ‘||Z+,~l|:r = T =constant . Aceasta este problema
stationard pland a disiparii cdldurii in sol - semiplanul Sm(z) < 0 - dintr-un canal
termic circular - |z +il| < r - cAnd se presupune cd temperatura la suprafatd solului
este nula, - este luata ca temperatura de referinta-, si temperatura la suprafata canalului

este T; u(z) este temperatura in punctul z din sol.

Functia
z +1o

gzg(z):z—ia

cu a = /1?2 — r? reprezinta conform domeniul D pe coroana circulara

r—I|—a«

T =
! r+l+«

<[¢] <1,
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axa reald Im(z) = 0 trecand in cercul |¢| = 1, cercul |z 4 il| = r trecand in cercul
|s| = r1. (Punctele z = +ia sunt simetrice atéat fata de dreapta Sm(z) = 0 cat si fata
de cercul |z 4 il] = r). Problema noastra revine la determinarea functiei armonice in
coroand (<) = u(z(s)), z = (<) fiind inversa functiei ¢ = ¢(2), stiind ca (<) [j¢=1 =0
si cd a(s) ‘\c\:m =T . Daci trecem la coordonatele polare ¢ = £ +in = pe', £ = pcos¥,
n = psinf, ecuatia lui Laplace se scrie gi,g + %g—ﬁ + p%% = 0. Din cauza simetriei,
functia cautata nu va depinde de 6, si deci ca functie numai de p, va verifica ecuatia

al(p) + %ﬂ/(p) = 0. Solutia generald a acestei ecuatii este u(p) = A+ Blnp. Cum

(1) = 0,a(r;) = T rezulta u(s) = 1n7;1 Inp = 1nTrl In|s|. Revenind la vechile variabile
gasim
T
woy) = (o) = p—Mnlle(z)) =
T | \/(x2 + 4% — a?)” + 4a?a?
= n
Inr 22+ (y—a)?

Din aceasta expresie se poate calcula cantitatea de caldura care se disipa in sol din
canal.

Intre problema lui Dirichlet pentru un domeniu simplu conex D si problema reprezen-
tarii conforme a acestui domeniu pe cercul unitate exista o stransa legatura. Daca
w = w(z) este functia care reprezintd conform domeniul D pe cercul unitate |w| < 1
astfel incat punctul zg € D sd corespundd centrului cercului w = 0, atunci w(z) =
(2 — 20) W (2), unde 0(2) este o functie olomorfs si nenuld in D. Deci w(z) = (z — o) "3,
w*(z) fiind olomorfa in D. Pe frontiera lui D avem Re (w*(z)) = —1In (]z — 20|), adica

determinarea functiei de reprezentare conforma revine la rezolvarea unei probleme a lui

Dirichlet.

14.8 Solutia problemei lui Dirichlet pentru cercul

unitate

Ne propunem acum sa rezolvam problema lui Dirichlet pentru cercul unitate, adica
sa determindm o functie armonica u(x, y) = u(z) in cercul unitate |z| < 1, stiind valorile

sale pe frontiera u (¢*). Din teorema de medie, cunoastem valoarea functiei in centrul
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27
cercului: u(0) = 5= [ u (") dep.
0

Pentru a gési valoarea functiei « intr-un punct oarecare zy = 7€, 0 < ry < 1 din

interiorul cercului unitate, vom reprezenta conform cercul |z| < 1 pe cercul |¢| < 1 astfel

1

et simetricul lui z = 2z

incat punctul z = 2y sa treaca in punctul ¢ = 0. Punctul z =
fatd de cercul |z| = 1, se va duce in punctul ¢ = oo, simetricul lui ¢ = 0 fata de cercul

|| = 1. Vom avea deci functia de reprezentare conforma

Z— 20
¢=cq2) = —.
(2) 1— 2%
Inversa acesteia este
2= 2(q) = S+ 2o
1+¢z

Functia u(z) armonica in |z| < 1 devine functia @(s) = u(z(s)) armonica in |¢| < 1.

Aplicand teorema de medie acesteia, vom avea

w(zo) =@ (0) = /u () di.

2

Dar legitura intre ¢ = e si z = % este
v L=
1 —e¥z
Atunci @ (™) = u (< (¢?)) = u (¢*#). Diferentiind relatia de mai sus, avem
1— |z 1—r2

dp = — - dp = de.
4 (€' — z) (€7 — Zp) 7 1 —2rgcos(pg — ) + 13 7

Inlocuind, obtinem

2

u(z0) = u (roe"°) = % /u ()

0

2

1 — 2rgcos (o — ) + 1}

de.

Aceasta se numeste formula lui Poisson pentru cercul unitate. Se poate arata ca intr-
adevar formula lui Poisson rezolva efectiv problema lui Dirichlet. Mai mult, aceasta are
loc si in cazul solutiei marginite in cercul unitate a problemei lui Dirichlet cu date
continue pe portiuni. Deci are loc:

T12. Solutia armonica marginita a problemei lui Dirichlet pentru cercul unitate cu

date continue pe portiuni este data de formula lui Poisson:

2

u(z) = u (roe"?) = % /u (€)

0

2

1 —2rgcos (pg — ) + 12

de.
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Prelucrand nucleul formulei lui Poisson

1—7‘8 . 1—’ZO|2 _éRe<€i<’0+Zo)

1 — 2rgcos (po — ) + ré N ]eiw_zo|2 N e — zp

se poate scrie formula lui Poisson sub forma

2
1 . ew + 20
— i ip
u(z0) = Re 27T/u(e )ew_zodgo :
0

S

sau punand e = ¢ (fira nici o legdturd cu ¢ de mai inainte), de unde dp = Cz.l—g, si zin

loc de 7y :

1 S+z2ds
u(z) = Re 2—m/u(§)§_z?

ls[=1
De aici rezulta
T13. Daca functia w(z) este olomorfd in cercul unitate |z| < 1 gi partea sa reald
u(z) = Re (w (2)) este continud pe portiuni pe frontiera |z| = 1, atunci are loc formula

lui Schwartz- Villat:

1 St+zds .

S & 1.

w(z) 57 /u(§)g . iSm (w(0)),|z] <
ls[=1

Se putea stabili formula lui Schwartz-Villat si pornind de la formula integrala a lui
Cauchy:
_ 4 w(@) .. 1 2u(Q) +w(C) .
w(z) = 27?i/§—zd<—2 / z dc =

T
s|=1 s[=1

w (4
:%/gd“r% (c)

s[=1 s|=1

Dar daci functia w(z) este olomorfs in cercul unitate

w(z) =co+crz+ 2?4+ ..., ¢ =w(0),

f

functia

AN =

_ 1 1
=Ccy+ci—+ 62—2 + ceey
S <
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SN

este olomorfa in exteriorul cercului unitate si deci ultima integrala este egala cu

rez | — z) = —¢p = —u(0) +iSm (w(0)) =

1 ds

= Tom U(g)?
ls|=1

+iSm (w (0)) .

Inlocuindu-i valoarea si facand calculele, regasim formula lui Schwartz-Villat.

Formulele lui Poisson gi Schwartz-Villat permit rezolvarea problemei lui Dirichlet
pentru cerc. Ele sunt efective mai ales in cazul datelor rationale pe frontiera, cand
integralele se pot ugor calcula cu ajutorul teoremei reziduurilor.

Notam ca datele pe frontiera cercului unitate pot fi date fie ca valori ale unor functii
de z,y pe cercul unitate, fie ca functii de cos(p),sin(y) , fie ca functii de variabila
complexs ¢ = €% .

Exemplul 2. Sa se rezolve problema lui Dirichlet:

Y

Au=0,2>+y* <1; u(z,y) |ls2y2m1 = e E

Punand pe cerc ¢ = ¢ avem

si deci valoarea functiei u pe cerc este

-1
2i (262 + 56+ 2)°

u(s) =

Pentru a rezolva problema prin aplicarea formulei lui Schwartz-Villat trebuie sa calculam

integrala
_ b (E-Dl+z)
2mi ) 2i(262+5¢+2)(s—2)s
ls|=1

Cum functia de sub integrald F' () are in interiorul cercului unitate poli de ordinul intai

in punctele ¢ = 0,¢ = z,¢ = —% rezulta ca

I =rez F(<)+ rez F(<)+ rez F(q).
c= s=z2

S=—3

Gasim in modul obignuit:
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Flo) = &, renF(e) = —2 1
rez = — rez ft
2o\ 4 = T 22 521 2)
22 —1 z
FlQ) = ——2—7°2 - _ % _
gie_z% (<) 4i(2z + 1)’ 2i(z+2)

Rezulta ca solutia cautata a problemei lui Dirichlet este

U(I,y)zé)%e( i >:( y _ rsin g

2i (z + 2) x+2)2+y2_r2+4rcosg0+4'

14.9 Teorema cercului si aplicatiile sale

In cazul datelor rationale o solutie rapida a problemei lui Dirichlet este data de
urmatoarele teoreme:
T14. (Teorema cercului) Daca R(z) este o functie rationald reald pe cercul unitate

|z| =1 fara poli pe frontiera si dacd M(z) este suma partilor sale principale relative la

polii din interiorul cercului atunci R(z) = M(z) + M (1) + k, k fiind o constanta reald.

Intr-adevar, dacd M (z) este suma partilor sale principale relative la poli din interiorul

cercului atunci M (%) este o functie olomorfa in interiorul cercului unitate. Functia
R(z)— M(z) — M—(—;) este o functie olomorfi in cercul unitate, cu parte imaginard nuld
pe frontiera, deci ea este o constanta reala k, ceea ce trebuia demonstrat.

Exemplu 3. Valorile pe frontiera cercului unitate ale functiei armonice din Exemplul

2
o 21 o . . o . . .
1. sunt R(s) = T TETD) Aceasta functie rationala are un singur pol in interiorul
1

1 1_1_
2

cu partea principald M(s) = —= Dupa teorema, cercului

cercului unitate ¢ = — Bictl

trebuie sa avem

+ ! 1+k:— 11+12§+k
8ic+3  8it+i  8ic+j 8i2+¢

sau facand calculele

L1 1 < 4y
4i2¢+1  4ig+2 '

R(s) =

Punand ¢ = 1 gasim k = 0. Relatia se verifica imediat.
T15. Daca R(s) este o functie rationald reald pe frontiera cercului unitate |¢| =1 si

este valoarea pe frontiera a partii reale a unei functii w(z) olomorfe in interiorul cercului
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unitate, atunci w(z) = 2M (£) + k +ik/, k € R, k/ € R, M () fiind suma partilor
principale ale lui R(s) relative la polii din interiorul cercului unitate.

Cum dupd teorema cercului R(¢) = M(s) + M (%) + k , putem scrie

Re <W(§>—M(§)—@—k+ﬂ/[(§>—@> =0.

Am adunat pe M (¢) pentru a avea sub parantezd o functie olomorfa, am scazut
M—(—é) pentru a nu modifica partea reala. Rezulta ca paranteza este o functie olomorfa
in interiorul cercului unitate, cu parte reald nula pe frontiera deci o constanta pur
imaginara ik/ .

Exemplu 4. Daca reluam problema lui Dirichlet de la Exemplul 1., tinidnd cont
de Exemplul 2. avem imediat w(z) = sy T ik, k€ R sl regasim rezultatul din

Exemplul 1.

14.10 Solutia problemei lui Dirichlet pentru semi-

plan

Fie cu ajutorul reprezentérii conforme a semiplanului superior 3m (z) > 0 pe cercul
unitate astfel incat punctul zy = xg + 1Yo, yo > 0 sa se duca in centrul cercului si apoi
aplicind teorema de medie, fie cu ajutorul formulei integrale a lui Cauchy, se poate
rezolva problema lui Dirihlet pentru semiplanul superior:

Sa se determine functia u(z, y) armonica in semiplanul superior 3m (z) > 0, marginita
la infinit, cunoscand valorile sale @(x) = u(z,0) pe frontiers.

Adoptand a doud cale, fie cazul cand u(zx,y) este nuld la infinit gi fie w(z) functia
olomorfd in semiplanul superior, nuld la infinit, a cérei parte reald este u(zx,y). Daca
z este un punct oarecare din semiplanul superior, considerand R suficient de mare ca
z si fie interior semicercului cu diametrul|— R, R], dupa formula integrald a lui Cauchy

putem scrie

R
L1 [w(Qd 1 [w(Qde
we) = o [T e [ T
—-R Cgr
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R

:%/uc(cz Qm/C—z 2m g—z'

Cum w(z) este olomorfs in semiplanul superior, functia w(z) este olomorfd in semi-

planul inferior si vom putea scrie
L faod 1 e Q¢
u w
w<z)_7r_i/C—z_2_/ -z 27TZ/<—Z+
7R R Cl

2m/ C—z 27rz C

unde am notat cu C% semicercul inferior de diametru [—R, R] parcurs in sens invers
trigonometric. Suma integralelor a doua si a treia este nulda conform teoremei integrale

a lui Cauchy aplicata functiei w( Z) olomorfe in semiplanul inferior. Radméne deci
1 i d 1 d 1 g)d
u\s)as w(sS)as w(<S)as
ug) S—2z  2m S—2z 2mi S—2z
—R Cr Cir

Trecand la limita, R — oo, ultimele integrale tind catre infinit, integranzii lor

comprtandu-se ca £o(1). Avem deci

—00
integrala fiind inteleasa in sens principal, adica limitele de integrare tind simetric spre

infinit. Daca functia 4(x) = u(x,0) se comportd la infinit astfel incat |a(x) — @(o0)| <
c

e @ > 0, atunci aplicand cele de mai sus functiei u(z,y) — u(oo) avem

1 u(s) — u(oo -

w(z) = = / deu(oo),
m c— =z

cu aceeagi precizare asupra integralei. Avem deci:

T16. Solutia marginita in semiplanul superior 3m (z) > 0 a problemei lui Dirichlet

pentru acest semiplan este data de formula

u(z) = e | L / ) = 0) 4\ 4 (o0,

S —Z
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sau, de aga numita formula a lui Poisson pentru semiplan

u(z) _ l / y(ﬁ(g) — ﬂ(oo)) ds + 17,(00)

7T (¢ =)+

unde z =z + 1y, y > 0.
Cand u(x) = u(z,0) este rationald , integrala din formule se calculeza cu ajutorul
teoremei reziduurilor.

Exemplu 5. Sa se rezolve problema lui Dirichlet pentru semiplanul superior:

1
Au =0,y > 0;u(x,0) = 2
Aplicand formula de mai sus avem
() = % 1/ de Re (2 ez F(s) + 2 rez F(c)
u(z) = Re | — = Re | 2 rez rez =
m (1 + §2) (t — Z) =1 ° s=z o
= Re <—2 rez. F(g)) :
c=—1i
unde am notat F' (¢) = (ch—;(gfz) . Se giseste imediat

) y+1
2i(z+1i)) 22+ (y+1)F

u(z) = —2Re (

Si in cazul problemei lui Dirichlet pentru semiplan in cazul datelor rationale are loc
o teorema care da solutia imediat:

T17. Dacd R (s) este o functie rationald, reprezentand valorile la limitd pe axa
reald ale partii reale a unei functii w(z) olomorfe in semiplanul superior, atunci w(z) =
OM(zZ)+k+ik,k € R, k/ € R, M(z) fiind suma prtilor principale ale lui R(z) relative
la polii din semiplanul superior.

Exemplul 5. In exemplul precedent, functia rationald R(z) = Z% are partea prin-

11
cipald relativa la singurul pol z = i din semiplanul superior M(z) = %ﬁ Deci avem
w(z) =25 = ji + k + iks. Luand punctul frontiera z = o se gaseste k = 0 gi avem

rezultatul precedent.
Problema lui Dirichlet pentru functii armonice pentru un domeniu oarecare se poate
rezolva folosind reprezentarea conforma a domeniului pe unul din domeniile canonice:

cercul unitate sau semiplanul superior.
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Exemplul 7. Sa se rezolve problema lui Dirichlet pentru banda 0 < y < 7 cu datele

pe frontiera

1, pentru x>0
u(z,0) = ,u(z,m) = 0.
0, pentru x <0

Functia ¢ = e*,¢ = £ + in, reprezinta conform banda 0 < y < m pe semiplanul

superior 7 > 0 . Conditiile la limita devin

_ 1, pentru & > 1
u(£> O) =
0, pentru & < 1.

Rezolvand aceasta problema Dirichlet gasim

U w11 —¢
=2 e ()

Inlocuind & = e® cos (y) ,n = e*sin (y) obtinem solutia problemei initiale:

) = Loty (0,

14.11 Problema lui Neumann

Prin problema lur Neumann pentru functii armonice se intelege problema deter-
mindrii unei functii u(z,y) = u(z), armonica intr-un domeniu D, continuu diferentia-
bila pana la frontiera lui D, cand se cunosc valorile derivatei sale normale pe frontiera
% l.cop = f(z) . In cazul domeniilor nemarginite se presupune ca functia si derivatele
sale partiale de primul ordin sunt marginite in domeniul D.

Din teorema T2. rezulta ca pentru ca problema lui Neumann sa aiba solutie, este
necesar ca datele pentru derivata normala sa verifice conditia f u Frds = f f(z)ds, =0
. Se poate arata ca daca aceasta conditie este indeplinita, atufl(n problerna lui Neuman
are solutie unica, abstractie facdnd de o constanta aditiva.

Rezolvarea problemei lui Neuman poate fi redusa in mai multe moduri la rezolvarea
problemei lui Dirichlet.

Exemplul 8. Sa rezolvam problema lui Neuman pentru semiplanul superior y > 0,

adica sa determindm functia u(x,y) armonica in semiplanul superior cunoscénd valorile
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derivatei sale normale pe frontierd f(z), functie continua pe R, astfel incat f(z) =
O(|z|™" " pentru |z| — co,e > 0 . Presupunem c& [ f(x)dz=0.
Cum 2% ly=0 = “ | 0 sl cum derlvata a unei functii armonice este tot armon-
8n y=
ica, problema Neuman revine la o problema a lul Dirichlet. Aplicand formula stabilita
pentru problema lui Dirichlet pentru semiplan, putem scrie
ou 1 / yf(t)
— == | ———=——dt,
oy s (t —x)?+y?

—00

si deci
u(z,y) = —% / f)In[(t — 2)* + y?] dt + C(x).

Conditia verificatd la oo de f(x) asigura existentd integralei si deci aceasta integrald va

fi o functie armonica. Rezulta ca C”(z) = 0 adica C(z) = Cy + Caz. Putem scrie

m%wzji/f@mw—@Mwﬂﬁ+

+In(z? + %) 27T/f (t)dt + Cy + Cox =
17 (t — )% +
/f ;: (k) et G RON

Ultima integrala in modul este mai mica ca - f |£(t)|In (|t| + 1)* dt, integrald con-

vergenta, deci marginita. Rezulta ca Cy = 0 si putem scrie formula finala

o0

uey) = ue) = 5= [ SO (¢ +7]de+Cy =

::—%/fmmu—4m+q,

adica functia cautata este partea reala a functiei olomorfe

m@:—%/f@m@—@ﬁ+q.
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Formulele stabilite se numesc formulele lui Dini de rezolvare a problemei lui Neuman
pentru semiplan.

Daca functia ¢ = ¢(z),¢ = £ + in reprezintd conform domeniul simplu conex D
pe semiplanul n > 0 si z = z(¢) este inversa sa, atunci problema lui Neuman pentru
domeniu D se reduce la o problema a lui Neuman pentru semiplanul superior pentru
functia u(s) = u(z(s)) . Cum prin reprezentare conforma directia normalei n¢ trece in
directia normalei n, si coeficientul de conformitate este |2/(£)| vom putea scrie

ot = g et 121(€)] = F((€) 1€ = F) |216)

si deci vom avea

ﬁ(g):—%/f(t)|z/(t)|ln|t—g|dt+0.

Revenind la vechea variabild, punand ¢ = ¢(z),t = ¢(7) si tinand cont c& ¢/(7) =

gasim formula de rezolvare a problemei lui Neuman pentru domeniul D

=2 [omin) <)l - S0
oD

G

Exemplul 9. S& rezolvam problema lui Neuman pentru cercul unitate |z| <1 .

In acest caz punand z = re*? | valoarea derivatei normale este
)

ou ou .
ip — z=elr — ¥ )
S ecets = 5t emts = F()

2m
cu conditia [ f(e*?)dp =0 . Functia
0

¢ —1
s+

z=2(5) =

reprezintd conform semiplanul Im(s) > 0 pe cercul |z| < 1 i are inversa

1 —l—z
< =s(2) = 1— z '
Cum
21
§Iz) =
(=) (1-— 2)2
vom putea scrie expresia solutiei
1—1—7’ 142z |i]l—7)
= —— )In 7 5dr + C,
/ /r 1—7 1-—2z (1-— 7')

T|1
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sau punand 7 = € gi ficand calculele

27

1 . .

u(z) = —;/f(ew)ln‘ew —z}d9+f1 + I+ C,
0
unde
1 2 2
— _ i0 —
]1 - 7T1n|1—Z|/f<e )dg 07
0

2w
1 . .
I, = —/f(e“g)ln ‘1 — 6’9‘ df = constant
T
0
Putem scrie formula lur Dini de rezolvare a problemei lui Neuman pentru cercul

unitate

2

u(z) = ——/f(ew)ln }eie —z|df +C,

0

care aratd ci u(z) este partea reald a functiei olomorfe

w(z) = —% / f(e®)In (e’ — 2) do + C,
0

sau
w(z) :—% f(g)ln(§—z)%+0.
ls[=1

Notam ca aceasta integrala, ca si cea de la semiplan, se poate calcula cu teorema
reziduurilor numai dupa aplicarea integrarii prin parti.
Evident puteam stabili aceasté formuld observand cd zw/(2) |.zeie = % =1 + 52 [,—1

si deci avem dupa formula lui Schwartz-Villat

1 SH+zds .
ZU}/(Z) = % f(§)g — Z? —|—ZC

s|=1

si asa mai departe.
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14.12 O idee simpla foarte productiva

Prezentam acum o idee foarte simpla, dar foarte productiva in multe domenii ale
matematicii si ale aplicatiilor acesteia.

Fie A o matrice patratica de ordinul n si X, Y coloanele componentelor a doi vectori
dintr-un spatiu vectorial n-dimensional. Cum produsul matricilor Y*AX reprezintd un

numadr, prin transpunere obtinem acelagi numar, deci are loc relatia
YIAX = X'AYY.

Daca interpretam coloanele X,Y , ca fiind coloanele componentelor unor deplasari
in spatiul a n coordonate generalizate, AX ca fiind coloana componentelor unei forte
generalizate care apare datoritd deplasarii X prin matricea A si A'Y ca fiind coloana
componentelor unei forte care apare datoritd deplasirii Y prin matricea transpusa A?,
atunci relatia de mai sus poate fi interpretata ca o relatie de reciprocitate: lucrul mecanic
efectuat de forta AX pe deplasarea Y este egal cu lucrul mecanic al fortei A'Y pe
deplasarea X .

Sa presupunem acum ca avem de rezolvat ecuatia AX = F | adica vrem sa gasim
deplasarea X = (z1, s, ..., i, ..., T,)" care genereaza forta F' prin matricea A. S& notam
cu D@ coloana componentelor deplasirii care genereazi prin matricea A! o fortd E®) =
(0,0, ...,1,0,...0)* cu singura component# nenuls egals cu unitatea pe locul i : A*D®) =
E® . Scriind relatia de reciprocitate pentru X, D® avem DW'AX = XtA*D® sau
DW'EF = X'E® = g, sau z; = F'D®. Rezulti ci daci cunoastem toate solutiile
D ale ecuatiilor A'D® = E® 4§ =1,2 ..., n, solutii numite solutiile fundamentale ale

<

matricer A® obtinem o reprezentare “integrald” a solutiei cautate X,

Xt = (5[31

)

iy p) = F (DY, .., DO D)
sau
X =(DW,..,D®, . DM)' F=A"F

Obtinem astfel semnificatia liniilor matricei inverse: transpusele liniilor matricei in-
verse A~! sunt solutiile fundamentale ale matricei A%. Evident, daci pe o cale oarecare

este mai usor de determinat solutiile fundamentale sau daca avem nevoie numai de



224 CAPITOLUL 14. FUNCTII ARMONICE

o componentd z; si putem determina solutia fundamentali D® aceasts cale este de
preferat fatd de gisirea inversei A=!. Mai notdm ci in multe aplicatii, datoritd prin-
cipiului actiunii si reactiunii, matricea A este simetrica si deci va fi vorba de solutiile
fundamentale ale matricei A. Asa se intampla, de exemplu in rezistenta materialelor,
cand matricea A va fi matricea de rigiditate, iar relatia de reciprocitate se va numi
principiul de reciprocitate al lui Betti.

Sa mai observam ca daca X este solutie a ecuatiei AX = F gi daca Y este o solutie
a ecuatiei A'Y = 0, atunci in mod necesar Y'F = 0. Deci dacd ecuatia A'Y = 0, are
solutii nebanale, atunci ecuatia AX = F are solutii numai daca F' este ortogonal pe
orice solutie nebanald a ecuatiei A'Y = 0.

Ideea expusa este folosita in multe probleme cu foarte mult profit. Evident, in locul
matricei A apare un operator diferential, in locul sumelor vor apare integrale. Asa va fi

folosita in paragraful urmator.

14.13 Formulele lui Green pentru laplacean

In cazul functiilor armonice de doua variabile, pentru a studia proprietatile lor, am
folosit din plin legatura dintre acestea si functiile analitice. Pentru functii de mai multe
variabile va trebui sa folosim o alta idee si anume sa folosim o proprietate de reciprocitate
a operatorului lui Laplace.

Pentru simplitatea scrierii vom nota punctele din spatiu prin vectorii lor de pozitie
in raport cu un sistem de coordonate rectangular. Astfel vom nota prin x punctul al
carui vector de pozitie este x cu compnentele x, zo, x3. Deci vectorii vor fi notati prin
caractere bold.

Dacd U(x) gi V(x) sunt doud functii cu derivate partiale de ordinul doi intr-un

domeniu D, atunci putem scrie relatia
gradU grad V = div (Ugrad V) — UAV,

obtinuta imediat tindnd cont de formula de derivare a produsului. Schimbéand intre ele

pe U si V, avem si relatia

gradU gradV =div (V gradU) — VAU.
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Scazand cele doua relatii obtinem identitatea lui Green-Lagrange pentru operatorul lu:

Laplace:
div(UgradV — VgradU) = U AV — V AU.

Daca acum aplicam formula flux-divergenta

/// divvdy = // vn.do,
D oD

valabila pentru orice functie vectoriala V' continua pana la frontiera lui D, derivabila in

D, n, fiind normala exterioara la frontiera, obtinem formula

/// (UAV -V AU) dv-//( - gfje)da,

numita formula de reciprocitate a lut Green pentru functii armonice. Este evident ca

formulele de mai sus ramén valabile cu modificarile de rigoare pentru orice numar de
variabile.

Daca functia V este o functie armonica in domeniul D, atunci obtinem relatia

[ o ] (v -v) e

In particular, pentru V' = 1, obtinem

[ 2= [ e

Aceasta relatie ne da o definitie intrinseca a laplaceanului functiei U

ff 6Uda

Vol(d) ’

AU(x) = lim 2

limita fiind luata cdnd domeniul d contindnd in interior punctul x se strange la x.

Daca functia U este si ea armonica atunci

adica, regasim gi pentru functii de mai multe variabile proprietatea referitoare la derivata

normala pe frontiera intalnita la functii armonice de o variabila si la functii armonice
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de doua variabile. Mai mult, acum rezulta usor ca daca U este o functie cu derivate
partiale de ordinul doi continue in D si daca pentru orice subdomeniu D al lui D are
U

loc relatia [ 8—%da = 0, atunci functia U este armonica in D. Deci proprietatea este
8D

caracteristica functiilor armonice.

Din proprietatea stabilita rezulta ca problema lui Neumann pentru functii armonice,
adica problema determinarii unei functii armonice intr-un domeniu marginit D cand se
cunosc valorile derivatei sale normale pe frontiera, nu este posibila decat daca integrala
derivatei normalei date pe frontiera domeniului este nula.

Din formula grad U grad V' = div (V grad U) — VAU in cazul U = V prin integrare

rezulta relatia

/gradUgradUdv—l—/UAUdv:/Ug—gda.

D D oD
Din aceasta, aplicata diferentei a doua solutii, rezulta ca problema lui Dirichlet pen-
tru domeniul marginit D are solutie unica gi ca problema lui Neumann pentru domeniul

marginit D are solutie unica abstractie facand de o constanta aditiva.

14.14 Proprietatile functiilor armonice

Sa determinam acum functiile armonice cu simetrie sferica, deci functiile armonice
care depind numai de distanta |x| = /2?2 + 22 + 22 de la punct la originea sistemului

de axe: U = U(]x]). Cum

ou ©n 0°U z? , 1 x?
8m1 _U(|X|)|X|> 8mf =U (|X|)|I‘|2 +U<|X|) |X| |X|3
rezulta
2
AU =U"([x]) + U'(!X\)g =0.
Deci U'(|x]) = |S—12 de unde U = —|C—x1| + Cy , C1, 0, fiind constante reale oarecare. O

asemenea functie este definita si armonica in intreg spatiul fara origine. Cum grad U =

O x x

L= fiind versorul directiei care uneste originea O cu punctul curent x, rezulta ca
x| x> [x| 3 ’

o asemenea functie armonica cu simetrie sferica este potentialul unui cAmp vectorial a
carui marime este invers proportionala cu patratul distantei de la punct pana la origine

si este dirijat dupa directia vectorului de pozitie al lui x daca €} > 0. Functia U fiind
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armonica in orice domeniu care nu contine originea, fluxul prin frontiera unui asemenea

domeniu va fi nul. Fluxul acestui cAmp prin suprafata unei sfere S cu centrul in origine

) x x
// R 7~ T

Daca vom considera un domeniu D care contine in interiorul sau originea 0 gi vom aplica

de raza R este

proprietatea relativa la derivata normala a functiilor armonice domeniului limitate de o

sfera Sp cu centrul in O si raza p si suprafata D vom avea

0
/ anex |X| // |X|2 | nede'x = 0147'('.
oD
// 8Tlex47r|x’ =1

Rezulta ca Aﬁﬁ este o functie nula peste tot exceptand originea gi cu proprietatea ca

Mai putem scrie

integrala sa pe orice domeniu care contine in interior originea este —1. Ori o asemenea

functie in sensul obignuit nu exista, ea exista in sensul teoriei distributiilor fiind ” functia”

1

pr verifica ecuatia in distributii

lui Dirac —6(x). Putem spune ca functia U(x) =
AU(x) = —6(x). Se poate spune ci functia armonica (x,0) = ﬁl_}cl este potentialul
unei surse unitate plasate in origine. Analogul in plan este functia armonica Q(x,0) =
1 —In <‘ ‘> Se poate regasi acest lucru procedand ca mai sus, folosind coordonatele
polare.

Functia armonica in intreg spatiul fara punctul &,

1 1
Qx,6) = ——
unde am notat cu |x — &| distanta de la punctul £ la punctul x, este potentialul in x al
unei surse unitate plasate in punctul &.

Atat in plan cat gi in spatiu, putem spune cid functia Q(x, &) reprezinta solutia

fundamentala a operatorului lui Laplace —A, adica
— 0 (x,8) = 6(x — &).

Observatie. Uneori prin potentialul unui camp vectorial V(x) se intelege o functie

©(x), astfel incat lucrul mecanic necesar pentru a duce din punctul x; in punctul x
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e

unitatea de ”sarcind” a campului este independent de drum si este egal cu diferenta
o(x1) — @(x32). In acest caz V(x) = — grad p(x). Intr-o asemenea interpretare functia
Q(x,&) poate fi interpretatd, de exemplu, ca potentialul cAmpului electric creat de o
sarcind unitate plasatd in punctul £ intr-un mediu cu constanta dielectrica unitate,

unitatile fiind luate in agsa numitul sistem rational.

n
. 1 e U oA A . .
Functia U(x) = 1;1 %Ix—ﬁk\ este armonica in intreg spatiul cu exceptia punctelor
&,k = 1,2,...,n; ea poate fi interpretata ca potentialul cAmpului creat de sursele de
marime )i plasate in punctele £,k =1,2,...,n.

In particular, functia

V&) = lim 200€) ~Qx _ 29,6

Jim ¢ = et = e.grade§)(x, §)

este armonica in tot spatiul, exceptand & si poate fi interptretata ca potentialul unui
dipol cu intensitate unitate plasat in € si avand axa e , directia dupi care & — &, sau

pe scurt cu momentul (vector) e. Mai general se spune ci

V(x,€) =p-grade(x,€) = —p - grad (%, §)

reprezintd potentialul unui dipol cu momentul (vector) p plasat in & . Un camp E(x)de
aceeagi natura actioneaza asupra unui dipol cu momentul p cu un cuplu de marime
M =p x E(§) si cu o fortd F = (pgrade) E(§). Din acest motiv, prin acesti dipoli se
poate modela starea de polarizare electrica a unor dielectrici intr-un caAmp electric sau
starea de polarizare magnetica a unor materiale intr-un cAmp magnetic.

Daca vom considera cd in domeniul D avem dispusa o sarcina continua astfel ca
in elementul de volum dvg centrat in £ avem sarcina p(€)dve, p(§) fiind densitatea
volumici a acestei sarcini, sarcina totald fiind [ p(€)dve, potentialul intr-un punct x al
acestel sarcini va fi ’

Ux) = [ p(&)0e. .

D

O asemenea functie exista ca integrala improprie si in punctele domeniului D si se nu-
meste potential de volum cu densitatea volumica p(€). Ea este evident o functie armonica
in punctele x care nu apartin domeniului D. Din acest punct de vedere al densitatii volu-

mice putem spune cd o sarcing ¢ in punctul £ este data de o densitate volumica ¢é(z—¢).
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Consideram ca o sarcina continua este suprapunerea unor sarcini punctiforme pentru ca
f p(€)0(¢ — &)due.

Fie acum o suprafata > neteda. Consideram domeniul De constituit din punctele
situate la distanta cel mult £ de suprafata > de o parte i de alta a sa. Consideram ca in
punctele ¢ ale domeniului De avem o sarcind cu densitatea volumica pe(¢) = & ('5 unde
& este cel mai apropiat punct de pe ¥ de . Vom putea scrie ca in punctele din exteriorul
lui De densitatea volumica este nula. Daca consideram portiunea din cilindrul care se
sprijina pe elementul de arie dog centrat in & continuta in De in aceasta portiune avem
sarcina p(&)dog. Pentru e — 0 putem evident spune c& aceastd sarcind este concentrata

in elementul de arie dog. Dacd vom considera o functie oarecare ¢({) definita in intreg

spatiu vom putea scrie pentru integrala luata pe intreg spatiul

e—0

iy [ @(C)pe(Cdue —ting [ G(QpelQhiue = [ p(Eu(€)doe.

In particular pentru ¢(¢) = 1 vom gési limita intregii sarcini | p(€)dog, adicd regésim
ca functia p(€) poate fi considerata ca densitatea superﬁcialzixa sarcinii limita. Limita
densitatii pe(¢) in sensul obignuit nu existd, dar o putem considera in sensul distributiilor
ca fiind o distributie delta pe suprafata 3, 1(&€)dx caracterizatd prin relatia de filtrare

valabila pentru orice functie

/ P(Q)(C)bsdu = / P(&)u(€)dor,

b
integrala din stanga fiind luata pe tot spatiul. Daca vom considera un sistem de co-
ordonate local cu originea in punctul & de pe ¥ cu axa &3 dupa normala la ¥ atunci
distributia p(&)ds va avea expresia (€)6(€3). Potentialul sarcinii limitd de mai sus in

punctele x neapartinand lui X va fi
U6 = [ ue)x. g
)

O asemenea functie se numeste potential de simplu strat cu densitatea superficialda p(€)
si este o functie armonica in toate punctele x neapartinand lui X.
Fie din nou o suprafata ¥ neteda. Consideram domeniul De constituit din punctele

situate la distanta cel mult € de suprafata > de o parte si de alta a sa. Consideram
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cd in punctele ¢ ale domeniului De avem sarcind cu densitatea volumicd pe({) = £ g)
unde £ este cel mai apropiat punct de pe ¥ de ¢ daca ¢ este de acea parte in spre care
este dirijatd normala gi cu densitatea volumica pe(¢) = —% daca ¢ este de cealalta
parte. Vom putea scrie ca in punctele din exteriorul lui De densitatea volumica este
nula. Putem considera ca in portiunea din cilindrul care se sprijina pe elementul de arie
doe centrat in € continutd in De avem un dipol cu momentul p(€)nédoe. Dacd vom lua

o functie ¢(¢) definita in intreg spatiu vom putea scrie pentru integrala luata pe intreg

spatiul

e—0

lim | (¢)pe(¢)dve =lim / ©(¢)pe(C)dve =
De

s / —u(§) I 1(§) A B
=lim / = (go(§)+ta—n§+o(t))dt+/a > (<p(£)+ta—rr€+o(t))dt dog =

b 0

=/ (E)aangdas

by

Limita densitatii pe(¢) in sensul obignuit nu existd, dar o putem considera in sensul
distributiilor ca fiind o distributie delta pe suprafata 3, —% 1(€)ds, caracterizata prin

relatia de filtrare valabila pentru orice functie

Daca vom considera un sistem de coordonate local cu originea in punctul &€ de pe ¥ cu axa
&3 dupa normala la ¥ atunci distributia —% 1(¢€) s va avea expresia (£)6'(€3). Potentialul

sarcinii limita de mai sus in punctele x neapartindnd lui ¥ va fi

v = [ e 5o

%

O asemenea functie se numeste potential de dublu strat cu densitatea superficiala p(€)
si este o functie armonica in toate punctele x neapartinand lui X.

Fie U(x) o functie armonica in domeniul D si fie Q(x, &) = f—‘ potentialul unei
surse unitate plasate in punctul £ din domeniul D. Ultima functie este armonica in

domeniul D, exceptand punctul £ . Aplicim formula lui Green functiilor U(x), 2(x, §)

in coroana sferica Dp, g, cu centrul in § cu razele R;, Rs, continuta in D:
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] (000 800

B 1 1 0U(x)

N // (U(X) 47TR2 - 47TR2 8nxe ) dax_
1 0U(x) B

// ( 47TR1 47TR1 anxe ) do-z n 0,

sau tindnd cont de proprietatea derivatei normale aplicata functiei U:

47TR2 / / z)dos = 47rR2 / / ©)do.

Facand R; — 0, avem

T IR / / x)dos,

Sk fiind o sfera cu centrul in &, continuta in D. Relatia fiind valabila pentru » < R

4 o

\5 x|=r

e

[€—x|<R

putem scrie

si integrand intre 0 si R avem

Am obtinut deci proprietatea de medie a lui Gauss pentru functii armonice de trei
variabile: valoarea unei functii armonice intr-un punct este media valorilor pe orice sfera
sau in orice sfera cu centrul in punct continuta in domeniul de armonicitate.

Din proprietatea de medie se deduce proprietatea de maxim si minim: Daca functia
U(x) este armonica in domeniul D ea nu-si poate atinge nicdieri in interiorul domeniului
cea mai mica si cea mai mare valoare cu exceptia cazului cdnd este constanta. Intr-
adevar, sa presupunem ca o functie armonica in D gi-ar atinge valoarea maxima intr-un
punct & interior lui D: oricare ar fi x in D, U(x) < U(€). £ fiind interior lui D exista

o sfera Sk cu cemtrul in & de raza R continuta in D. Daca pe aceasta sfera ar exista
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un punct x* astfel ci U(x*) < U(€) atunci ar exista o intreags portiune S pe sferd cu

aceasta proprietate. Aplicand proprietatea de medie avem

6= | [ v

/

!

< 473}22 (U€)aria(Sy) + U(€) arialSk — Sg)) = U(€)

Rezulta ca pe intreaga sfera Sg, si in interiorul sau, functia U este constanta. Pro-
ceddnd ca la demonstratia principiului pentru functii armonice in plan deducem ca
functia U este constanta in D.

Principiul de maxim si minim este echivalent cu afirmatia ca daca m si M sunt
valorea minima, respectiv maxima a lui U pe frontiera domeniului marginit D, atunci
pentru orice punct x din D are loc inegalitatea m < U(x) < M . Aceastd afirmatie
rezulta usor si altfel: daca ar exista un punct interior £ unde functia ar avea un maxim
M* > M , luand pe & ca origine, posibil totdeauna, vom considera functia

2—d2 (m? —i—m% +x§)

unde am notat cu d diametrul domeniului D. In & avem U*(§) = M*, in timp ce pe

frontiera lui D avem U*(x) < M + 3 (M* — M) < M*, deci existd un punct de maxim

local al lui U* in interiorul lui D. In acest punct vom avea

* * * 27 T 27 T 27 7%
8U:8U:8U :0’8U2§0’8U2§078U2§0
Ory  Oxe  Oxs Oxy Oxs Oxs

2(M —M) .

contradictie cu faptul ca in acel punct AU* =
In cazul domeniilor D nemarginite proprietatea de mai sus are loc dacd functia u(x)
este armonica in D, este continua in inchiderea lui D si are loc proprietatea xhrglo u(x) =
=
0.
In adevar, daca & este un punct oarecare din domeniul D nemarginit consideram
sfera Dg cu centrul in € de raza R. Considerand functia u(x) in intersectia DN Dy vom

putea scrie

m —e(R) <u(§) < M +e(R)
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unde e(R) este maximul modulului functiei u(x) pe acea portiune a frontierei lui Dpg
care se gaseste in D. Facadnd R — oo rezulta proprietatea.

Din ultima proprietate, rezulta ca daca doua functii armonice continue in inchiderea
lui D coincid pe frontiera lui D, atunci cele doua functii coincid in D. Altfel spus, daca
problema lui Dirichlet are solutie pentru date continue pe frontiera, atunci solutia este
unica. In cazul domeniilor nemarginite mai trebuie impusa conditia ca la infinit functia

sa tinda catre zero.

14.15 Transformarea lui Kelvin

In cazul functiilor armonice de doua variabile ne-am putut folosi de teoria functiilor
olomorfe, in particular am vazut ca printr-o transformare conforma o functie armonica
se transforma tot intr-o functie armonica. O functie armonica intr-un domeniu plan
care contine originea planului z = x + iy se transforma prin transformarea conforma
¢ = i intr-o functie armonica intr-un domeniu care contine punctul de la infinit din
planul ¢ = £ + i care va fi marginita la infinit. Am mai intalnit aceasta conditie. De
aici rezulta ca o functie armonica de doua variabile marginita la infinit are derivatele in
orice directie tinzadnd catre zero cel putin ca #

In cazul functiilor armonice de trei variabile nu mai avem aparatul functiilor olomorfe,
dar avem o transformare punctuala numita transformarea lui Kelvin care are aceeasi
proprietate: daci U(x) este o functie armonica intr-un domeniu D atunci functia

1 o 2y @3,
= WMW’ ﬁ, ﬁ),’l‘l

! 2 2 2
V(x) =T] + 7Ty +T3,

va fi armonicé in domeniul D’care se obtine din D prin transformarea

1 ) T3
I r_ I 2 _ .2 2 2
I’l—ﬁ,l@—ﬁ,x?’—ﬁ,r —.I'l+l'2+l'3.

Notam ca rr’ = 1, adica transformarea este de fapt inversiunea fatd de sfera unitate.
) 3

Daca in coordonate sferice functia U este U(r, 0, ), functia v este

, 11
V(T’ 79790) = ;U(F,e,(ﬂ)

Cum

9 290 1 o2 1 8< 8)

e = a5t~ — | sinf—
Be 87“2+r8r+r251n208<,02+rsin989 Y
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—_— =7 —_— —_
or? ' or or?2  ror

v 200 (82u 2@)

rezultsd

Do gV = 7”5&7«’9#,(]

ceea ce confirma afirmatia de mai sus. Evident rezultatul nu se modifica daca se con-
sidera in locul sferei unitate o sfera oarecare.

Daca U(x) este o functie armonica in vecindtatea originii O a spatiului, prin transfor-
marea lui Kelvin obtinem functia V' (x’) armonica in vecindtatea punctului de la infinit.

12 gv,, r/2g—v,, r'? g‘f raman marginite pentru ' — oo. Invers
T1 To T3

In plus produsele 'V (x), r
dacd avem o functie U(x) armonica in vecindtatea punctului de la infinit gi astfel cd pro-
dusul rU(x) si ramanad marginit pentru r — oo, prin transformarea lui Kelvin obtinem

functia V(x') = LU(x) care va fi armonicd in vecindtatea originii. Din rationamentul

20v
ox?

20v
oy’

r?S¢ riman mérginite pentru r — oo.
z

de mai inainte rezulta ca produsele r r
Ne convingem usor ca chiar daca impunem numai ca functia armonica in vecinatatea
lui infinit sa aiba numai limita nuld la infinit ea va avea neaparat proprietatile de mai
sus. O functie care este armonica in vecinatatea punctului de la infinit cu limita nula la
infinit se numeste regulata la infinit. In plan o functie armonica in vecinatatea punctului
de la infinit se numeste requlata la infinit daca ea are la infinit o limita finita.
In problemele lui Dirichlet gsi Neuman pentru domenii nemarginite se cauta solutii

regulate la infinit.

In plan in problema lui Neuman

Au(P) = 0,Pe D,

u(P)lpeop = ¢(P)

pentru D~ exteriorul unui domeniu D este necesard conditia | f(p)dsp = 0 care
oD
rezulta din aplicarea proprietatii derivatei normale a functiilor armonice pentru dome-

niul marginit de 0D si un cerc cu centrul in origine de raza foarte mare R gi facAnd

R — oo. Integrala pe cerc tinde la zero pentru ci 2% se comportd ca = iar lungimea
on R

cercului este 2rR. Odata indeplinita aceasta conditie problema lui Neuman pentru ex-

teriorul domeniului plan are solutie unica abstractie facdnd de o constanta.
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In cazul problemei lui Neuman pentru exteriorul unui domeniu spatial nu mai este
necesara conditia verificata de date pe frontiera pentru ca nu mai putem aplica procedeul

’LL

de mai sus: derivata a unei functii armonice regulate la infinit se comporta ca %

iar aria sferei este 47TR2. Dar daca se cere solutia problemei lui Neuman exterioare

intelegdnd prin aceasta solutia regulata la infinit, aceasta este unica pentru ca in acest

/// grad u) do—//u—da

14.16 Formula de reprezentare prin potentiali

caz este valabila formula

Fie acum U (€) o functie cu derivate partiale de ordinul doi continue in D. S& aplicim
formula lui Green functiei U(€) si functiei V(&) = Q(x,£), x un punct arbitrar in D,

luand ca domeniu D — Se domeniul D din care scoatem o sferd Se cu centrul in x de

/// EAQ(x, &) — Q(x, £)AU) dv¢ =
- [ (0252 -0t 510 e

oSS e T E) o

Tinand cont ci pe 0S¢ Q (x, &) = L, 228 —z sicidin D—Se AQ(x,€) =0,

4dme?  Onge

/// X &)Adve = / / ( manff) Q (x,€) agfj)dw
$)dot - dme / / ane{

—///Q(X, §)AUdve =

razd € . Avem

rezulta

Trecand la limitd € — 0
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- ] (16 - ) v

Deci

- ] (T e 2 i
f[femasaicn

Aceasta egalitate, numita identitatea sau formula lui Poisson de reprezentare prin
potentiali, arata ca orice functie cu derivate de ordinul doi continue in D+ dD este suma

valorilor a trei functii:

a) functia U(x f [ Q(x £) an dag, un potential de simplu strat cu densitatea
superficiala - 6U(6)
b) functia U2 = — f RUC3 ’5) ===0do&, un potential de dublu strat cu densitatea

superficiala —U (E)
¢) functia Us(x) = — f [ AU&)S2(x, &) dve, un  potential de volum cu densitatea

volumica —AgU(E)
Vom observa ca formula lui Poisson are loc si daca consideram punctul x pe frontiera
domeniului D cu conditia ca in loc de U(x) si considerim 1U(x) si sd considerdm
integralele pe frontierad in valoare principald. (Nu avem decat sd inconjurdm punctul cu

o "semisfera” cand suprafata 0D este neteda).

14.17 Integrala lui Gauss

Daca ludm in formula de reprezentare U(x) = 1 avem valoarea aga numitei integrale
a lui Gauss

—1 pentru x € D

dog = —% pentru x € 0D

/ o0 (x, E)
8ne£
op 0 pentru x ¢ DUOD.
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14.18 Functiile Green

Consideram din nou formula lui Poisson de reprezentare prin potentiali a unei functii

U(x) de doua ori derivabild in domeniul D

G L I L
/// (x,&) AeU(&)dve.

Fie g(x,&) o functie armonica in & pentru orice x. Din formula de reciprocitate a lui

Green aplicatd functiilor U (&) si g(x, &) avem

- [ (O oo i
[ encen

Adunand cele doua relatii si notand

G(x,€) = Qx,€) +9(x,€)

aveln

A e b K
//GxﬁAg £)duve.

Dacé functia armonica g(x, §) este astfel incat G(x,&)|¢cop = 0 atunci avem

e

adica putem gasi solutia problemei lui Dirichlet pentru ecuatia lui Poisson

AUE) = f(€),§€D,
U(§)ecop = ¢(&)]

Functia G(x, &) se numeste functia de sursa sau functia lui Green pentru problema lui

Dirichlet pentru domeniul D. Se poate arata ca ea este simetrica in cele doua puncte
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x, &. Ea poate fi interpretata ca potentialul unei surse electrice unitate plasate in punctul
x din interiorul unui dielectic limitat de frontiera conductoare 9D legata la pamaéant.

Pentru a rezolva problema lui Neumann pentru ecuatia lui Poisson ar trebui sa alegem

functia armonicd g(x,&) astfel incat %’f) ceon 0, dar asta este imposibil pentru
ca oricum avem a)fo %’r)dq = 1. Vom alege functia armonica g(x,§&) astfel incat
%’;ﬁ) ccon = k = const. Aceasta inseamna si rezolvim o problema a lui Neumann
pentru functia armonicd g(x, &) cu datele k — Q(x,£). Cum trebuie si avem [[(k —
%’f}das = kX — 1 = 0 trebuie si alegem k = ¢ unde ¥ este aria frontierei Sg. Cu

aceasta alegere putem scrie

wm=4ZGm@iﬂf@yigyem@A¢mm%—%4/wawg

adica putem rezolva problema lui Neumann pentru ecuatia lui Poisson

AEU(E) = [f(§),6€D,

oUu
8n(:> ’568D = 90(5)‘

aceastd solutie fiind determinata abstractie facind de o constantd. Functia G(x, &)
astfel determinata se numeste functia lui Green pentru problema lui Neumann pentru
domeniul D.

Pentru unele domenii simple functiile lui Green pot fi gasite prin asa numita metoda
a imaginilor. Consideram cazul in care domeniul D este o sfera de raza R cu centrul in
originea 0 a sistemului de coordonate. Daca x este un punct oarecare in spatiu vom nota
prin x* inversul sau in raport cu sfera, adica acel punct situat pe aceeasi raza vectoare
cu x astfel incat |x| - |x*| = R2. Este evident c& (x*)* = x, adicd inversul inversului unui
punct initial coincide cu punctul initial. Fie prin calcul direct, fie pe cale geometrica se
verifica relatia valabila pentru doua puncte oarecare x, &

1l 1
e R

In particular luand £* in loc de € vom avea

L g 1
x|’ J&x
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Daci & € 0D atunci £ = £ si deci
1

€ — x|

X1
€edD R € —x|

£€oD

Rezulta ca daca punem

1 1 R 1
Gl l) = 4 (\s—x\ _|_><H€—x*|)

atunci aceasta va fi o functie armonica in £ in sfera D, functie care pe frontiera se

anuleaza. Deci pentru a obtine o functie care se anuleaza pe frontiera este suficient ca

=R

™ in inversul x* al lui

sursei unitate din punctul x sa-i adaugam o sursa de intensitate
X.

Daca notam cu ¢(x, £) unghiul dintre razele vectoare z, ¢ atunci avem

x—g = \/IxP+ ¢ — 2/x][€] cos p(x, €)

x x| 2 |X|2|€|2
=gl = TR g~ 2lEl cosplx.8)
si deci
1 1
G(Xa ) - E 2 2 -
x|+ |&]" — 2|x||&| cos p(x, &)
- 1
\/RQ_F%_Q‘)(HE‘COSSO(P7Q)
Rezulta
Gixe|  _ MGxE|
Oeg  |ecop Ol lecon
1 R — x|*

TR (B2 4 |x? — 2Rx] cos p(x, £))"

Rezulta ca solutia problemei lui Dirichlet pentru functii armonice pentru sfera D

AU = 0,6€D,
U(E)|geap = CI)(E)

trebuie sa fie de forma

1 R x?
vio = 1 [ do.
(x) IR 6/[)/ (€) (R2+ x> — 2R|x] cos p(x, E))3/2 b
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Se poate arata ca in adevar aceasta formuld numita formula lui Poisson de rezolvare a
problemei lui Dirichlet pentru sfera rezolva efectiv problema.

Este clar ca procedeul de mai sus se poate aplica si in cazul functiilor de doua
variabile. Pentru cercul D cu centrul in origine de raza R vom fi condusi sa luam

functia lui Green pentru problema lui Dirichlet sub forma

_ 1 1 1 X[\ _ 1 €= a"x]
G(x,€) = (ln|x_£| ln|€_x*|+lnR)—27rln xR

Daca trecem la afixele punctelor vom avea

1=l 1 R* —%(
G0 = =7 = = =)
Daci ¢ = pe'?, z = re’? atunci
2 =
aG(Z7C) — 8G(z,§) — i%e {eieiln R ZC } _
Onec | ceop 9p  leeop 27 d¢  R(C—=2)
1 0 1 z B
mﬁe{e (C—z - R2—EC)}
RZ _ 7”2

2nR(R? + 12 — 2Rrcos(p — 0))

Deci solutia problemei lui Dirichlet pentru functii armonice pentru cerc ar trebui sa fie

2

R2 _ 7‘2
R2 +r2 —2Rrcos(p — 0)

1

Ulz) = 2T R
0

d(Re") do,

adica abstractie facadnd de notatii am regasit formula lui Poisson de rezolvare a problemei

lui Dirichlet pentru functii armonice pentru cerc.

14.19 Proprietati ale potentialului de volum

Proprietatea 1. S& presupunem ci functia U(€) este o functie definitd in intreg
spatiul cu derivate de ordinul doi continue in intreg spatiul si astfel incat pe orice sfera
cu centrul in origine de raza R sa aiba loc relatii de forma

M M
|gmdU| < W,‘U’ < m

unde A este un numar pozitiv. Scriind formula de reprezentare a lui Poisson pentru

domeniul Dy marginit de o asemenea sfera vom avea
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- e e e

ODg
- [[[ oo au@n
Dpg
si cum evident pentru x fixat lim ‘x]_%ﬂ = 1 vom avea
/ / doe| < R*M
ané ¢ RR'N’
oD
/ / 6(2 N(x, ) - R*M
do, :
Cone ¢ R2RA
oD

Rezulta ca

. U (&) A P
}%ggo/ 8n5 Q(X U _}%EEO // 8n5 “one 0 5_0

8DR 8DR

si deci formula de reprezentare devine

:_1%51010/// (x,€) AU (&)dve = /// (x,8) AgU(&)dve

ultima integrala fiind extinsa la tot spatiul.

Proprietatea 2. Fie acum p(€) o functie definitd pe un domeniu mérginit sau
nemarginit D astfel incat si existe potentialul de volum U(x f p(&)Qz, &)dug.
Acesta este evident o functie armonica in exteriorul lui D.

Proprietatea 3. Fie acum p(§) o functie definitd si cu derivate de primul ordin
continue pe un domeniu mérginit D. Fie potentialul de volum U (x f p(€)Q(x, &)dve.
Pentru x chiar in interiorul lui D putem deriva in raport cu variabilele lul x sub integrala

obtinand

1

gradyU(x) = E!p(ﬁ)gmdxm

! dvg = i (S)E_x

dUg
€ — x|’

pentru ca ultima integrala este convergenta, sub integrala fiind un infinit de ordin mai

mic ca trei. Nu mai putem deriva mai departe pentru ca se obtin integrale divergente.
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Ca sa calculdm laplaceanul functiei U(x) intr-un punct x interior lui D vom considera

un domeniu d care contine pe x in interior si care este complet continut in . Vom

Fnskin = [ [ oo aveinc = [ i) [ T3S

od 0D oD od

putea scrie

Integrala interioara este egala cu —1 pentru £ in interiorul lui d si cu 0 in exteriorul lui

d. Deci

ag—rff)dac = —/P(é)dve-

ad d
Trecand la limita astfel ca domeniul d sa se stranga la x avem

S Tnetdo
lim &=——— = —
dl—r};lc vol(d) pix)

adica obtinem teorema:

Teorema 1. Un potential de volum U(&) cu o densitate p(€) continud pe un domeniu
marginit D este o functie armonica in exteriorul domeniului D si satisface ecuatia lui
Poisson AxU(x) = —p(x) in interiorul domeniului D .

Acum putem gési solutia ecuatiei lui Poisson A U(P) = —p(x) in intreg spatiu dacd
functia p(x) are derivate partiale de ordinul intai continue in intreg spatiul si pe orice
sferd de raza R cu centrul in origine are loc relatia |R2+’\p(x)‘ < Mcu0< X<1. Dupa

proprietatea 1., solutia nu poate s fie decat potentialul de volum cu densitatea p(€)

U6x) = [ ()0 )

R3
Aceasta este solutie pentru ca daca luam un punct x fixat si notam cu D; o vecinatate

a lui x i cu D5 restul spatiului putem scrie

Ux) = Uslx) + Ualo) = [ pl€)92x,€)due + [ pl€)2x. €

Dy D2

si evident AU (x) = —p(x) dupd proprietatea 3. si AxUs(x) = 0 dupa proprietatea 2.
Am obtinut teorema

Teorema 2. Solutia ecuatiei lui Poisson A U(x) = —p(x) in intreg spatiu, unde

functia p(x) este continud in intreg spatiul si pe orice sferd de razid R cu centrul in
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origine are loc relatia |R2+>‘ (x)‘ < M cu 0 < XA < 1, este potentialul de volum cu
densitatea p(x) , = — f p(€)QUx, &)dvé.
Campul electric al unor sarcml electrice q1, ¢2, - - -, g, situate in punctele &;,&,, -, &,

in vid are, conform legii lui Coulomb, potentialul

u(x) = i (2%, &) + @02, &) + - 0.2(x,E,,))

€0
g fiind o constanta dielectrica a mediului, care depinde de sistemul de unitati. Campul

electric al unei distributii continue de sarcini cu densitatea p(€) in vid are potentialul

1
ux) == [ pl€)2x, €)doe
R3
si dupa cele demonstrate avem
1
Avu(P) = ——p(x).
€o

Aceasta este aga numita teorema a lui Gauss relativa la cdmpul electric. In ce priveste

intensitatea cAmpului avem
rotyE(x) = 0, divyE(x) = —p(x),
€0

adica cAmpul electric stationar este irotational si are surse.

Campul unei distributii continue de dipoli cu momentele P (&) va avea potentialul

u(x) = — / P(€)gradeQ(x, €)dve =

€0
D

=~ [ dineP(©)0x,E)dve + — [ dive (P(E)Ux. ) dve =

€0
D

1 .
_ _g_O/dwgp(g) x, &)dve + —/ Q(x, §)negdog

D
ultima integrald disparand dacd P(£) |¢cop = 0 in cazul domeniului mérginit sau daca
P(&) tinde suficient de repede cétre zero la mari distante in cazul domeniului nemarginit.

Deci putem spune cd daca existd atat surse electrice cu densitatea p(€) cat si dipoli
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electrici cu momentul sau, cum se mai zice, cu polarizarea P (&), cum se poate presupune

in cazul dielectricilor, potentialul cAmpului este dat de

1 .
uw) == [ (p(&) ~ diveP () . )
°%
si deci pentru intensitatea campului E(x) = —gradyu(x) vom avea

divy B(x) = —Au(x) = 6—10 (p(x) — divyP(x))

si avem deci

Vectorul D(x) = E(x) + %P(x) se numeste vectorul inductiei campului electric in
dielectrici.

Se constata ca putini dielectrici au o polarizare permanenta si ca pentru majoritatea
polarizarea apare in prezenta campului electric, adica in cazul dielectricilor omogeni si

izotropi vom putea scrie in aproximatia lineara
P(x) = eoxE(x),

x fiind susceptivitatea dielectricului. Daca punem €, = 1 + y vom putea scrie D = ¢, E

si vom obtine legile fundamentale ale electrostaticii:
) 1
divD = —p,rot D =0,D = ¢,E.
€0

g, este permitivitatea electrica relativa a mediului.

Prin conductori in electrostatica se inteleg acele materiale in care cAmpul electric
este nul, adica cele in care permitivitatea electrica relativa este infinita.

Consideratii analoage se pot face in ce priveste cAmpul magnetostatic, cu deosebirea
cd nu exista sarcini magnetice, ca poate exista polarizare magnetica permanenta, ca
polarizarea magnetica depinde mult mai complicat de intensitatea caAmpului magnetic.

In aproximatia lineara legile fundamentale ale magnetostaticii vor fi
divB=0,rot H=0,B = yH

unde B este inductia magnetica, H intensitatea cAmpului magnetic, ;1 permeabilitatea

magnetica a mediului.
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14.20 Proprietatile potentialilor de simplu si dublu
strat

O suprafata S se numeste suprafata de tipul lui Liapunov daca satisface urmatoarele
trei conditii:

1. In orice punct ¢ al suprafetei exista planul tangent.

2. Exista un numar d > 0 astfel incat, daca ¢ este un punct pe suprafata orice
sfera cu centrul in ¢ si raza mai mica decat d, sfera lui Liapunov a punctului ¢, imparte
suprafata in doua portiuni, una in interiorul sferei si alta in afara ei; dreptele paralele
cu normala cu normala la S in ¢ taie portiunea din interiorul sferei in cel mult un singur
punct. Numarul d se numeste raza sferei lui Liapunov.

3. In orice punct ¢ se poate alege un sistem rectangular de coordonate local (&1£5¢3,
astfel ca versorul lui (&3 este versorul normalei n(, iar planul {&1&5 este planul tangent
la suprafata in . Portiunea de suprafata cuprinsa in interiorul sferei lui Liapunov are o
ecuatie de forma & = ¢(&, &) unde functia p(&, &) are derivatele dupa orice directie t

din planul tangent functii holderiene, adica exista constantele a > 0, o < 1 astfel incat

’ama,g;) GRS

= L < a (g - &)+ (& - )7

pentru orice doua puncte din interiorul sferei lui Liapunov a lui €.
Daca £ este un alt punct pe suprafata in interiorul sferei lui Liapunov a punctului ¢
sd notam r = |€ — €| si p = |€' —¢| unde &' este proiectia lui £ pe planul tangent in (.

Evident p < r. Avem

<apa < aro

‘ dp(§)
ot

oricare ar fi directia ¢ in planul tangent. Deasemenea

3g0 a a a o N
|()0(€/)|: /pa—pdp Sa—_’_lp +1§ a+1r 1L _ by +17
0

a
a+l"

r = /p2—|—§§§ \/p2+62p2a+2§\/1+b2d2apch

unde ¢ = /1 + b2d?*. Deci p < r < cp. Avem

Cum

unde am pus b =

§s

cos(n¢, € —¢) = E—¢
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si deci
| cos(n¢, & — €)| < bl — Cla

Schimbéand rolul punctelor ¢, & avem

| cos(ng, ¢ — )] < bl€ — ¢a

Mai avem

1 1 1
cos(ng, n > > =e
( ¢ C) \/1+ |g7’ad§/ ( \/1+CL2 20 \/]."’CLQdQO‘

|56, |
n L < k=1,2.
|COS( ) ka)‘ \/1 T \g?“adg (f’)P <apa < ara,

O definitie analoaga si proprietati analoage avem in plan pentru curbele lui Liapunov.

Daca S este o suprafata a lui Liapunov, un potential de simplu strat cu densitatea

(&) continud si marginita pe suprafata S

_ // p(E)0x, E)doe = - // |5M<—5 Zcida

are sens si pentru punctele x = ¢ de pe suprafata S ca integrala improprie. In adevar,

daca luam o sfera s cu centrul in ¢ cu raza mai mica decat raza sferei lui Liapunov vom

ﬁ// i |5 // e ng| < e [/d&pd&’

s’ fiind proiectia lui s pe planul tangent. Ultima integrala poate fi ficuta oricat de mica.

avea

Se vede ugor ca potentialul de simplu strat este functie continua de ¢ pe S.
Daca ¢ este un punct pe S putem considera derivata potentialului de simplu strat

intr-un punct x neapartindnd lui S dupa directia normalei in (¢ :

oV (x 00(x, 1
axrgg) _ /M@ ainf) o - //ﬁ@_xmcdag.

Aceasta integrala are sens si pentru x = { ca integrala improprie, ea devenind

V) [ 0ACE) )
9enC _S/ MO Dene // = cFCOS Be,& o




14.20. PROPRIET. AI ILE POTENTIALILOR DE SIMPLU SI DUBLU STRAT 247

In baza inegalitatilor de mai sus aceasta exista ca integrala improprie. Aceasta valoare
se numeste valoarea directa a deriwater dupa normala a potentialului de simplu strat in
punctul . Ea nu este valoarea derivatei dupa normala in sensul obigsnuit. Ne putem
astepta ca potentialul de simplu strat si derivatele sale normale sa prezinte salturi la
traversarea suprafetei S.

Daca D este un domeniu care contine in interior suprafata S si v este un camp
vectorial cu derivate de ordinul intai in D cu exceptia lui S unde prezintd saltul [v|n
atunci teorema flux divergenta se scrie

/ vndo = / divvdv + / [v|ndo.

oD D S

Pentru functii cu salt se va modifica si formula de reciprocitate pentru laplacean. Scriem
aceasta formula pentru un domeniu D care contine in interior suprafata S pentru o

functie oarecare U(x) de doud ori derivabild in D gi pentru potentialul de simplu strat

V(x):
// Qx, &§)doe AU (z)dv, =

= [ [ mer xedQ;Z—UIy/magﬁﬂgwgda—

Ox Ny
oD S S

(ot v 22

sau permutand integralele

[t /ﬂﬁfﬁﬂ@m%—/(angi—Ukﬁ%%?>wxd%=

S D oD

- [ (veorge - v | 52| ) a

Cum £ este in interiorul lui D rezultd ca prima paranteza este —U (&) si deci avem

Jvie) (wer+ | ] ) doe - [1viengeoe o

8115

Functia U(€) fiind arbitrara rezulta relatiile de salt
vVl = 0
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adica potentialul de simplu strat este continuu la traversarea suprafetei, in timp ce
derivata sa normala sufera un salt egal cu minus densitatea.
In aceleasi conditii de mai sus potentialul de dublu strat

00(x, §)

d
Oeng o

W) = [ n(e)

exista chiar si pentru punctele x = ¢ de pe suprafata S. Ca mai sus se stabilesc relatiile

de salt pe suprafata S

W) = u),
oW (<)
[ one } -

adica potentialul de dublu strat sufera la traversarea suprafetei un salt egal cu densitatea
in timp ce derivatele sale normale sunt continue.
Daca suprafata S este frontiera 0D a unui domeniu putem chiar preciza legatura

intre valorile limita si valorile directe. Anume daca vom scrie potentialul de dublu strat

sub forma
09(x.€)
W(x) = S o =
) [/) e =5 oo
_ 29(x.¢) 09(x &)
= [ l) = Q)= e+ i) [ 5 2R
oD oD

¢ fiind un punct pe frontiera 0D, prima integrala reprezintd o functie I(x) continud la
traversarea lui 0D prin ¢. Notand prin W¢(¢), W(¢) valorile limitd ale potentialului
de dublu strat venind din exterior, respectiv interior si prin W (¢) valoarea directa vom

avea

l\D ‘
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Pentru valorile derivatelor dupa normala ale potentialului de simplu strat nu mai putem
proceda ca mai sus, dar vom observa ca functia

oV (x)
axnc

+ W(x)

este continua la traversarea lui 0D prin ¢. Atunci cu notatii evidente vom putea scrie

_9V(Q) _oV'(Q)
n 8xn¢ n 8xn¢

ave(C) .
7&(”4 + We(x)

+ W(C) + Wh(x)

de unde rezulta formulele de salt ale derivatelor normale ale potentialului de simplu

strat

V(<) V(¢) _ p(<)

Y

8,(71( 8Xn< 2
V') _ V), ple)
8XTLC N 8,(714 2 '

Daca vom plasa originea sistemului de coordonate in interiorul domeniului D si vom

nota prin L diametrul domeniului D, cea mai mare distanta dintre punctele sale, vom
x =& = x| - [§] = [x| - L

presupunand |z| > 2L vom avea

x|
J— > —_—
x—€> 2

si obtinem pentru potentialul de simplu strat evaluarea la mari distante
Vel < 1 [ In(©)la
X — O¢.
= x| S0
oD
Pentru potentialul de dublu strat putem scrie

2
W)l < 1= [ 1)l g costné. €~ )ldoe < T [ (@)l
oD oD

Daca un potential de simplu strat pe frontiera unui domeniu D este constant pe
frontiera atunci el reprezinta o functie armonica in intreg spatiu, constanta in interiorul
domeniului D si poate fi interpretat ca potentialul unei distributii de sarcini electrice
pe suprafata conductorului D. Din acest motiv in acest caz densitatea u(€) se numeste

in acest caz densitate electrostatica.
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In plan se definesc potentiali de simplu strat si dublu strat pe o curba C prin in-

locuirea functiei fundamentale din spatiu cu functia fundamentald din plan (x, &) =

1
Ix—¢[”

la infinit potentialul de simplu strat se comporta ca In |x| iar potentialul de dublu strat

1 . . e . . .
5-In Se mentin proprietatile de mai sus relative la salt. In ce priveste comportarea

este marginit.

14.21 Rezolvarea problemelor la limita prin ecuatii
integrale

Proprietatile potentialilor de simplu strat gsi dublu strat conduc la rezolvarea prob-
lemelor lui Dirichlet si Neumann cu ajutorul lor. Anume pentru rezolvarea problemelor

lui Dirichlet vom folosi potentialul de dublu strat

Wi = [ n(© =

877/5
oD

iar pentru problemele lui Neumann vom folosi potentialul de simplu strat

V(x) = /V(&)Q(X,&)dag.

Scriind ca acestea satisfac conditiile problemelor respective obtinem ca densitatile tre-
buie sa satisfaca ecuatiile integrale:

pentru problema lui Dirichlet interioara

_ 00UCE) oy .
(<) 284 € =5 - dog = ~2U(¢).C € oD,

pentru problema lui Dirichlet exterioara

09(¢, .
u¢) +2 [ ) =5 o — 205(¢).¢ € oD,
33
oD
pentru problema lui Neumann interioara
00(¢.8) . ,0U(S) .
V(C)+2/V(E) Jene dog =2 Ine ,¢ € 0D;
oD
pentru problema lui Neumann exterioara
o0(¢.€) , _ OUs(C)
u(¢) =2 / 6) T o = 2551 & ¢ c oD,

oD
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In membrii drepti sunt valorile cunoscute pe frontiera ale functiei sau derivatei normale.

Daca notam

- 00¢,€)
atunci vom avea
(I

Aceste functii se numesc nucleele cu singularitate polara ale ecuatiilor integrale. Se zice
ca aceste nuclee sunt asociate in sensul ca schimband rolul celor doua variabile unul
trece in celalalt. Daca ne imaginam ca pentru integrale folosim o formula de cuadratura
si scriem ca ecuatia este verificata in nodurile formulei de cuadratura atunci in locul
ecuatiilor integrale obtinem sisteme de ecuatii lineare cu acelagi numar de ecuatii si
necunoscute, matricea corespunzitoare nucleului K (&, ) ar fi transpusa matricei core-
spunzitoare nucleului K (¢, ). Pentru ecuatiile integrale are loc aga numita teorema de
alternativa a lur Fredholm care generalizeaza lucrurile care se petrec la sisteme lineare
cu acelagi numar de ecuatii si necunoscute. Ea afirma ca sau ecuatia integrala omogena
admite o solutie unica si atunci si ecuatia omogena asociata admite tot numai solutie
unica si ecuatiile neomogene admit solutie unica oricare ar fi termenii liberi sau cele doua
ecuatii omogene asociate admit admit acelagi numar de solutii nebanale linear indepen-
dente si o ecuatie neomogena are solutie numai daca termenul sau liber este ortogonal
pe toate solutiile nebanale linear independente ale ecuatiei omogene asociate.

Observam ca in sensul de mai sus ecuatiile problemelor lui Dirichlet interioare si
Neumann exterioare sunt asociate si de asemenea ecuatiile problemelor lui Dirichlet
exterioare si Neumann interioare sunt asociate.

S& consideram ca vy(€) este solutie a ecuatiei omogene a problemei lui Neumann

exterioare

vo(¢) — 2/%(5)%@ —0

Ocny
oD

si fie potentialul de simplu strat corespunzator

Vo(x) = / 0o (€)Q2x, €)dor.

Ecuatia integrala omogena arata ca are loc relatia

ovg(C)
“ong "
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si in virtutea unicitatii solutiei problemei lui Neumann exterioare rezulta
Vo(x) =0,x ¢ DUJID.
Potentialul de simplu strat fiind continuu la traversarea frontierei rezulta ca avem si
VWo(x)=0,xeD
si deci si

Vg (€)
8n¢

=0.

Atunci in virtutea relatiei de salt rezulta v () pentru ¢ €0D, adica ecuatia omogena are
numai solutia banala. Dupa teorema de alternativa a lui Fredholm rezulta ca ecuatiile
integrale neomogene admit solutii unice oricare ar fi termenii liberi continui. Avem
urmatoarele concluzii:

Daca 0D este suprafata a lui Liapunov atunci problema lui Dirichlet interioara are
solutie unica pentru orice date continue pe frontiera si aceasta solutie poate fi reprezen-
tata printr-un potential de dublu strat.

Daca 9D este suprafata a lui Liapunov atunci problema lui Neumann exterioara are
solutie unica pentru orice date continue pe frontiera si aceasta solutie poate fi reprezen-
tata printr-un potential de simplu strat.

In ce priveste ecuatiile corespunzatoare problemelor lui Dirichlet exterioara si Neu-
mann interioara observam ca ecuatia omogena a problemei lui Dirichlet exterioara
admite in baza proprietatii integralei lui Gauss solutia po(¢) = 1. Atunci si ecuatia

omogena a problemei lui Neumann interioard admite cel putin o solutie nebanald v4(¢).

MO _ g

Potentialul de simplu strat V5(x) = f (€)%, &)doe va verifica relatia Pnc

si ca urmare a unicitatii solutiei problemel lui Neumann interioare rezultd Vy(x) = co
pentru x €D. ¢y nu poate si fie nul pentru cd atunci Vy(x) ar fi nul i in exteriorul lui
D si dupa relatia de salt ar rezulta vo(¢) =0, contradictie cu ipoteza. Daca v4({) ar fi o
altd solutie nebanald atunci si potentialul corespunzitor ei V;(x) = [ v1()Q(x, &)doe
ar fi egal cu o constantd c¢; in D si atunci solutia v5(¢) :clyo(C)a—Dcol/l(C) ar da un
potential Va(x) = ¢1Vp(x)—coVi(x) nul in D gi ca mai inainte ar rezulta v5(¢) = 0 adica
1(€) =2v9(C), adica ecuatiile omogene ale problemelor lui Dirichlet exterioare si Neu-

mann interioare nu admit decét céte o singura solutie nebanala v4(¢) = 1 repectiv v4(¢).
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Deci ecuatia neomogena a problemei lui Neumann interioare admite solutie numai daca

termenul liber este ortogonal pe 14(¢), adica are loc relatia

oUs(C)
5’n4

dOC = 0,
oD

conditie pe care am mai intalnit-o. Prima concluzie este:

Problema lui Neumann interioara are solutie daca si numai daca datele pe frontiera
verifica relatia de mai sus si atunci solutia poate fi reprezentata printr-un potential de
simplu strat.

In ce privegte problema lui Dirichlet exterioara ecuatia sa neomogena admite solutie

numai daca avem
/ w(Q)UE(C)doC = 0.

oD
Vom nota ca aceasta este conditia ca problema lui Dirichlet exterioara sa admita o

solutie care sa poata fi reprezentata printr-un potential de dublu strat care la infinit
se comporta ca #, adica avem pentru problema lui Dirichlet exterioara o conditie
suplimentara.

Pentru a rezolva problema lui Dirichlet exterioara obignuita presupunem ca originea
este in interiorul lui D si putem cauta solutia sub forma

W) = [ ue) = / £)doe

oD

Atunci scriind conditia la limita vom avea ecuatia integrala

@) +2 [ e (a”a("f’ \4|) do€ = 2U5(¢), ¢ € OD.

oD

Daca po(¢) este o solutie a ecuatiei omogene

10(0) +2 f (@) (TG 1) ot -

oD

W) = [ ol gL + ”‘i'a [ meya

oD
este armonica in exteriorul lui D si este nula pe frontiera. Din unicitatea solutiei prob-

functia

lemei lui Dirichlet exterioare rezulta

Walz) = [ uo<s>%’;’9dag + 15 [ mol€)in = 0.0 ¢ D.
oD

oD
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Inmultind aceasta relatie cu |x| si facand |x| — oo, din proprietatea potentialului de
dublu strat rezulta

/Mo(s)daﬁ = 07
oD

adica de fapt orice solutie a ecuatiei omogene verifica si ecuatia

p(€)+2 [ i) S .

oD
Dar am vazut cd aceasta are numai solutiile po(¢) = C' = const. Din cealalt relatie
rezulta C' = 0, adica ecuatia integrala omogena are numai solutia banala. Deci ecuatia
nomogena admite solutie unica oricare ar termenul liber.
In concluzie, problema lui Dirichlet exterioara are totdeauna solutie pentru date
continue gi aceasta solutie poate fi reprezentata prin suma intre un potential de dublu

strat cu densitatea po(€) si o functie de forma |—i‘ [ po(€)do.
oD



CAPITOLUL 15

ECUATII DE TIP HIPERBOLIC

15.1 Unde, caracteristici, fronturi de unda

Prin fenomen ondulatoriu se intelege un fenomen in care o perturbatie se propaga
in timp si spatiu. Prin unda se intelege un fenomen ondulatoriu in care o perturbatie
se propaga in spatiu si timp de-alungul unei familii de suprafete variabile in timp. In
general un fenomen ondulatoriu este o suprapunere de unde.

O famile de suprafete variabile in timp poate fi data printr-o ecuatie de forma
Qz,y,2,t) =C

unde C' este o constantd de care depinde familia de suprafete. Un punct (z,y, z) al
familiei de suprafete la momentul ¢ se deplaseazi in timp cu viteza v (z,v,2,t) in
directia normalei la suprafata, la momentul ¢ +dt devenind (z+dx, y+dy, z+dz). Cum

putem scrie

Qz,y,2,t) = C,

Uz +de,y+dy,z+dz,t +dt) = C

sau

a0 a0 o0 0
Qz,y, 2 t) + 5—de + a—ydy + oozt —dt = C,

rezultd

grad Q. v (x,y, 2, t) + % =0
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si deci
0} grad ()

(3, y, 2,t) = ——

ot |grad Q>

Daca %—? = —( atunci

Qz,y, 2,t) = w(x,y,2) — Ot

si ecuatia familiei de suprafete este
w(z,y,2) = pt+C

unde w(z, y, ) este o functie care definegte forma suprafetelor variabile, 3 este un numar
real, C' este constanta de care depinde familia de suprafete. In acest caz toate suprafetele

familiei au aceeasi forma. Viteza de deplasare a punctelor suprafetelor familiei este acum

gradw(x,y, 2)

N _
v (LU,% Z) - ﬁ|gradW('T,yaz)|2.

Daca 3 = 0 avem o familie de suprafete stationare.

Dacd w(z,y, z) = lx +my + nz, I> + m? + n? = 1, avem o familie de plane variabile
in timp normale la versorul de componente [, m,n. Dacd w(z,y,2) = 2 + y? + 22 avem
o familie de suprafete sferice cu centrul in origine variabile in timp. Daca w(z,y, z) =
2% + 9% si suntem in spatiu avem o familie de cilindri circulari drepti cu axa Oz, daca
suntem in plan avem o familie de cercuri cu centru in origine cu raza variabila in timp.
Pe axa reald o familie de puncte variabile in timp se obtine pentru w = +=.

Fie u marimea caracteristica unei unde care se propaga de-a lungul familiei de
suprafete variabile (z,y,2,t) = C. La momentul ¢ = 0 valoarea marimii pe curba
din familie corespunzatoare valorii C' va fi o functie de constanta curbei F(C). Prin
propagare de-alungul familiei la momentul ¢ pe suprafata deplasata vom regasi valoarea
F(C) inmultita eventual cu un factor care depinde de timpul ¢ si de pozitia punctului
(x,y,2) adicd g(z,y,z,t). Acest factor se numeste factor de amortizare sau factor de

atenuare. Rezulta cd intr-un punct oarecare (z,y, z) la momentul ¢ marimea undei este

u(z,y,2,t) = g(z,y,2,t) F(Qx,y, 2, 1).

In cazul undelor care se propagé de-a lungul familiei de suprafete variabile w(z, y, z) =
Gt + C' se poate ca factorul de amortizare, daca exista, sa fie produsul intre un even-

tual factor care depinde de timpul ¢, T'(¢) si eventual un factor care depinde de pozitia
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suprafetei adicd de 5t + C, X(ft + C). O asemnea unda se numeste unda cu factor de
amortizare separat. Rezultd cd intr-un punct oarecare (z,y, z) din spatiu la momentul

t marimea unei unde cu factor de amortizare separat are valoarea

U(il), Y, =, t) = F(w('r7 Y, Z) - ﬁt)T(t)X(w(:r, Y, Z))

O functie u(z,y, z,t) de una din formele de mai sus reprezinta deci o unda. Functia
F se numeste functia de formad a undei, functia Q(x, y, z,t) sau w(z, y, z) — ft se numeste
faza undei. Suprafetele de-alungul carora are loc propagarea se numesc suprafetele de
faza ale undei. Suprafetele de faza definesc aspectul undei. In acest mod se vorbeste
despre unde plane, sferice, cilindrice,etc. Viteza cu care se deplaseaza suprafetele de
faza se numeste viteza de faza a undes. Daca 7§ 0 respectiv 3 # 0 viteza de faza este
nenula si undele se numesc progresive. Daca %SZ = 0 respectiv 0 = 0 viteza de faza este
nula, deci de fapt nu are loc o propagare si undele se numesc stafionare. Se folosesc

undele stationare pentru ca o unda stationara armonica in timp si spatiu este suma sau

diferenta a doua unde progresive cum rezulta din identitatea trigonometrica
1
cos \x cos wt = 3 (cos(Ax + wt) + cos(Ax — wt)).

Vom arata ca in general solutiile ecuatiilor de tip hiperbolic sunt suprapuneri de
unde.

Daca intr-un fenomen avem de-a face cu o familie de unde ale caror viteze de faza
nu depind de forma undelor se zice ca avem de-a face cu o familie de unde nedispersive.
Daca avem de-a face cu o familie de unde unde a caror viteza de faza depinde de forma
undei se zice ca avem de-a face cu o familie de unde dispersive. Importanta acestei
clasificari apare mai ales in problemele de transmisie a semnalelor. Daca semnale cu
diferite forme se transmit sub forma de unde dispersive, deci a caror viteza depinde de
forma lor, la destinatie vor ajunge in momente diferite si deci semnalele receptionate
vor fi distorsionate.

Ne punem problema cum trebuie sa fie ecuatia lineara omogena

Pu o 0%u ou
Liu = - > ay +b—+Zb -+ cu=0
ot? 02,01 z;0%;

'7.7_

pentru a admite ca solutii o familie unde nedispersive de forma

'LL(Q?l, T2, T3, t) = g('rla T2, T3, t)F(Q(xla T2, T3, t))
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Am notat prin g(z1, xe, z3,t) factorul de atenuare. Cum avem

ou 09 dg ., *u 002 0) dg 0?g
o = al el e et el
ou o)  0Og 0%u 00 0102 9%Q)
— Fl —J FI/ Fl
ox; g 0x; + Ox;  Ox;0x; —9 ox; 8:1: t9 Ox;0r; *

, [ 0g 000 Og 0N d%g
F i —Z

obtinem

0N? o0 09
Liu] = F" _N g, )
[ ] g(@t Za”@:&;@ag)
, dg 092 002 dg GQ OQ
—F" |2
{ <Za”a:c oz, ot 615) <Za”a +2 b )%

+FL[g] =0

Pentru ca L[u] = 0 oricare ar fi functia F' trebuie indeplinite conditiile:

« suprafetele de faza Q(x,y, z,t) = C trebuie sa fie caracteristice

892_2 o082 0N

ot ij 3@ 8% =0

x coeficientul de atenuare trebuie sa verifice ecuatiile

dg 02 00 0g
. (Z e Oz; axj a EE) *
9%Q o 00N
—i—g(ZaUa 8:E]JFZ:Z) +b§>:0

Sa luam cateva ecuatii cu coeficienti constant;i.

1. Ecuatia telegrafistilor

0*u 0*u
L{u] :W—ffﬁ—l—cu:()

admite caracteristicile

r—at=C,—z—at=C

adicd w = +x. Mai avem pentru coeficientul de atenuare g(¢,x) conditiile

g ,0%
o2 Vgt =0
0 0
:I:az—g—l—a—g = 0.
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Din a doua conditie rezulty g = Ae**~%) cu A gi p constante. Prima ecuatie este
verificatd numai daca ¢ = 0. Deci pentru ¢ # 0 ecuatia telegrafistilor nu admite ca
solutii unde nedispersive. Pentru ¢ = 0 ecuatia telegrafigtilor devine ecuatia corzii si

admite unde nedispersive si fara atenuare (g = 1)
u=F(x—at),u=F(—x — at)

cu F' functie arbitrara.

2. Ecuatia undelor
92w
W — CL2AU =0

are drept caracteristici familia de plane
lr4+my+nz—at = C,

P+m?>+n? = 1.

Luand w = lx + my + nz, g = 1 conditiile sunt verificate, adica ecuatia undelor admite

unde nedispersive gi fara atenuare de forma
= F(lx +my + nz — at)

cu F functie arbitrara. Acestea se numesc unde plane.

Ecuatia undelor are si caracteristici de forma

r—at=C,—r—at=C

unde r = /(z — €2+ (y — n)2 + (z — ¢)? (&, n,¢) fiind un punct arbitrar. Punnd w =

+r, g= le conditiile sunt indeplinite, adica ecuatia undelor admite unde nedispersive

cu atenuare de forma
F(r — at) F(—r —at)

u = u =
Arr

A7y

Acestea se numesc unde sferice. Prima este unda sferica divergentd care pleaca din
punctul (£,7,(), a doua este unda sfericid convergentd care vine spre punctul (£,, ().
Ambele se deplaseaza cu viteza a.

Se verifica ugor ca ecuatia membranei nu admite unde nedispersive.

S& presupunem acum ca solutia u(zy, xa, ..., T,, t) a ecuatiei

2u ou
Llu] at2 Zama o +bE+Zb -+ ou=f

7.7_
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este astfel incat la trecerea prin suprafata S de ecuatie
t—w(zy,x9, .., Ty) =0

functia si toate derivatele sale de primul ordin sunt continuie si derivatele de ordinul doi
pot prezenta salturi. Aceasta se poate intampla de exemplu cand in procesul ondulatoriu
descris de ecuatia de mai sus la un moment ¢ punctele dintr-o parte a suprafetei sunt in

repaus iar cele din partea cealaltd sunt in migcare. Sa facem o schimbare de variabile

T = t—w(T, T2, ..., Tp)
S = m
é-n = In

Functia u devine functie de noile variabile pe care o notdm tot cu u(&;, &, ..., &y, 7). Vom

avea

ou ou 0*u  0%*u Ou ou  Oudw

% " 90 0E 07 om 08 9706
0%u 0%u 0%u Ow 0’y Ow O0*uldw dw Ou 0w

Jrdr, | 060§ OrOG 0%, OrOE 06 | O 06 0¢,  0r 0605,

Derivatele in raport cu variabilele ¢; fiind derivate tangentiale la S rezulta ca avem

pentru salturile derivatelor de ordinul doi relatiile

Pu ] [0%u] Ow Ow
axiaxj N (97'2 8&85]

Luand salturile ecuatiei de-a lungul suprafetei S, 7 = 0, obtinem

si deci

adica suprafata S trebuie sa fie o suprafata caracteristica. O asemenea suprafata consid-
erata in spatiul variabilelor x, o, ..., x,, se numeste front de unda al discontinuitatilor

de ordinul doi sau front de unda al dicontinuitatilor slabe. Prin derivarea succesiva a
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ecuatiei se vede ca suprafetele de discontinuitate ale derivatelor de ordin superior lui doi
sunt tot suprafete caracteristice.

Se poate construi o solutie a ecuatiei ale caror derivate de ordinul intai sa prez-
inte salturi de-a lungul unei suprafete oarecare. Dar daca aceasta solutie este limita
de solutii care tind uniform impreuna cu derivatele de primul si al doilea ordin intr-un
domeniu exceptand acea suprafata, atunci acea suprafata trebuie sa fie tot caracteris-
ticd. O asemenea suprafata considerata in spatiul variabilelor spatiale se numeste front
de unda al discontinuitatilor de ordinul intdi. La fel se defineste frontul de unda al
discontinuitatilor de ordin zero.

Suprafetele caracteristice t — w(zy,x9,...,x,) = 0 fiind solutii ale unei ecuatii cu

derivate partiale de ordinul intai sunt generate de caracteristicile acestei ecuatii

dxq B dr,  dw —dp, —dp, dt

2;&1]'173' o Zampj 2 szpj ?9?1] 7 szp] g(:i

Am notat p; = %, > pip; = 1. Aceste curbe caracteristice ale caracteristicilor se numesc
t g
bicaracteristici, iar proiectiile lor pe planul ¢ = 0 se numesc raze. De-a lungul razelor

aveln

d i
o Zaij,@—l 2,.

Avand in vedere ecuatia caracteristicii rezulta

daz
Z Zampzp] =1

adica razele nu sunt tangente la frontul de unda al discontinuitatilor. In cazul ecuatiei
membranei sau undelor a;; = a?6;;, 6;; simbolul lui Kronicker, frontul de undé este un
cerc respectiv sfera, iar razele sunt chiar ortogonale la acestea fiind efectiv raze.
Vectorul v, cu comonentele d"’l = Z a; jpj,t = 1,2,...,n se numeste vectorul vitezei
de propagare a discontinuitatilor pentru ca el reprezinta viteza de propagare a disconti-

nuitatilor in directia razelor. Marimea sa este

. - . .. N
in cazul ecuatiei membranei sau undelor marimea este |v, | = a.
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In vecinatatea suprafetei de discontinuitate, cu schimbarile de variabile de mai sus

ecuatia cu derivate partiale se scrie

0%*u ou
u] = —QZai,jij — AE 4+ .. = f
i,j v

unde
A= Za“ 8&8@ t2 e 7~

iar prin puncte puncte am notat termenii care nu contin derivate dupa 7. Se poate scrie

0%u 0%*u dx;
_2%;“"’% orog, Za 9¢, Z i.dPi = _222,:070@- it

B _22 E; (&) @~ Caor

Ecuatia se poate deci scrie in vecinatatea suprafetei de discontinuitate

L= 2200 g0,
Derivam aceasta relatie in raport cu 7 odatd intr-un punct P* situat pe raza in acea
parte a suprafetei spre care se propaga discontinuitatile si alta data intr-un punct P~
situat pe aceeasi raza dar in cealalta parte a suprafetei. Scadem cele doua relatii si
facem ca ambele puncte sa tinda catre acelagi punct al suprafetei. Notand p = [%]
saltul derivatei de ordinul doi, avem

oy
291 1 4y
o M

In aceste relatii marimea A este cunoscuta de-a lungul suprafetei deci si de-a lungul
curbelor caracteristice care o genereaza deci de-a lungul razelor. Atunci relatia de mai

sus este o ecuatie diferentiala de-a lungul razei a carei solutie este

l\?l»—t

[ Ade
M= Moe 0
1o fiind valoarea saltului la momentul ¢ = 0. Rezulta ca daca saltul este nenul la mo-
mentul ¢ = 0 el va fi nenul la orice alt moment ¢. Daca la momentul ¢ = 0 saltul este
nenul numai pe o portiune a suprafetei, saltul va fi nenul de-a lungul razelor care pleaca
din acea portiune a suprafetei. Aceasta este o explicatie a aparitiei frontierei petei de

umbra lasatd de lumina.
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Apare evident problema determinarii pozitiei frontului de unda cand se cunoaste
pozitia sa la momentul ¢ = 0. Aceasta este de fapt o problema a lui Cauchy pentru

ecuatia caracteristicilor. Ilustram aceasta in cazul ecuatiei membranei

Fu _ o (Pu  Puy
oz \ar2 T2 ) T

Presupunénd ca frontul de unda la momentul ¢ = 0 este curba Sy de ecuatii parametrice
x = x0(7T), y = yo(7) trebuie rezolvata problema lui Cauchy pentru ecuatia caracteristi-

cilor

Oow Oow

QQ(P? —i—pg) —1=0,p1 = %aPQ = 0_3/

cu conditia initiala
W(ZL‘, y) |x:x0(7)»y:y0(7') =0.

Vom avea de rezolvat sistemul caracteristic

de.  dy dw —dpy —dps ds
2a2p;  2alp, 20 0 2
cu conditiile initiale

2 2
ply(T) + pdyp(r) = 0,a’(p] +pY)—1=0.
Rezulta
0 0
p1 = pj = const,py = p, = const,
z = a’pls+xo(7),y = a’pys + yo(7)

Cum din ultimele conditi avem

0_ Yo(7) 0_ —o(7)

p - ;p -
! :ta\/x62(7)+y62(7') 2 :ta\/x62(7)+y62(7')

gasim ecuatia frontului de unda sub forma parametrica

~—

r = ayo(r w ~+ zo(7),

/¢ (1) + g (7)
y = amO(T w ~+ yo(T).

/23 (1) + Y3 (7)
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Daca de exemplu frontul initial este cercul o = rqcosT,yg = rosinT atunci ecuatiile

parametrice al frontului vor fi
T = FawcosT +rgcosT,y = tawsinT + rosin 7.

Daca ne intereseaza frontul de unda care se deplaseaza in exteriorul cercului initial,

punand w = t obtinem ecuatiile parametrice sub forma
z = (at + o) cos T,y = (at + ro) sinr

sau
1

t=— (x/m2+y2—r0> :
a

Observam ca fundamentam astfel modul in care la fizica frontul de unda se obtine
ca infaguratoare a cercurilor cu centrele pe frontul de unda initial cu raze egale cu viteza

de propagare a undelor inmultita cu timpul.

15.2 Solutia lui D’Alembert

Prin problema lui Cauchy pentru ecuatia omogena a corzii se intelege determinarea

unei functii u(z,t) definitd in domeniul x € R,t > 0 in care s& verifice ecuatia omogena

a corzii
02 02
gu_ a2_u =0
ot? Ox?
si sa verifice conditiile initiale
U’<x7t)|t:0 - U@((E),
ou
E o = ’ZJ()(SC).

Din punct de vedere fizic aceasta inseamna determinarea vibratiilor unei corzi care se
presupune infinit de lunga, adica practic este suficient de lunga ca sa putem neglija
efectele capetelor.

Am vazut ca ecuatia corzii este de tip hiperbolic si admite familiile de caracteristici

r4+at = C,

z—at = C.
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Facand schimbarea de variabile

& = x+at,
n = x—at
ecuatia devine
82
u 0.
3%

din care gasim solutia generala
u=a(§) + 6(n)

cu «, (# functii oarecare cu derivate continue. In vechile variabile solutia este
u(z,t) = a(z +at) + f(z — at).

Observam ca daca r = xy + at, adica daca punctul z se deplaseaza spre stinga cu
viteza a atunci f(z — at) = ((zy), adicd ne putem imagina suprafata u = ((z — at)
daci consideram graficul lui u = 3(x) ca deplasandu-se in timp de-alungul lui Oz spre
dreapta cu viteza a. Se zice ca avem o unda directa care se deplaseaza spre dreapta cu
viteza a. La fel u = a(x + at) reprezinta o unda inversa care se deplaseaza spre stanga
cu viteza a. Deci oscilatia corzii este data de compunerea celor doua unde directa si
inversa.

Vom determina functiile «, § folosindu-ne de conditiile initiale

u(z,0) = ax)+ fB(x) = up(x),

ou / /
= = ad/(z) —af(x) = vo(z).

t=0

Cum a doua relatie se scrie

rezulta
o) = L [+ 5,
0
o) = -~ gt~ $
0
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si deci solutia trebuie sa fie

ul( ) = uo(x+at)—2kuo(x — at) N 7(1:)0(5)(16

Aceasta formula se numeste formula lui D’Alembert.

Se verificd imediat c& dacd ug(z) este o functie de doud ori derivabild pe axa reald si
dacd vo(z) este o functie derivabild pe axa reald atunci expresia de mai sus furnizeaza
o solutie a ecuatiei omogene a corzii. Daca aceste conditii nu sunt satisfacute atunci
formula de mai sus furnizeaza o functie care trebuie sa aiba o legatura cu problema
noastra. O vom numi solutie generalizata a problemei considerand-o ca limita a solutiilor
corespunzatoare unor date care verifica conditiile de mai sus si care tind catre acele
functii ug(x), vo(x).

Din formula lui D’Alembert se vede ca problema lui Cauchy pentru ecuatia omogena
a corzii este corect pusa, adica nu numai ca are solutie unica, dar solutia depinde continuu
de datele initiale in sensul ca daca datele initiale uy(z), vo(z) diferd in modul prin cel
mult € solutia diferd in modul prin cel mult (1 + t)e.

Formula lui D’Alembert araté ca valoarea lui u(z, t) depinde numai de valorile initiale
up(€),vo(§) In intervalul x — at < £ < = + at. Acest interval se numeste intervalul de
dependenta de datele initiale pentru u in punctul (x,t). Capetele acestui interval sunt
intersectiile caracteristicilor care trec prin punctul (z,t) cu axa Oz. Invers valorile
up(§), vo(€) In punctul ¢ influienteaza valorile lui uw la momentul ¢ pentru acele valori
pentru care |z — £| < at. Acest domeniu se numeste domeniul de influienta al datelor
initiale din punctul (£, 0); el este limitat de caracteristicile care trec prin punctul (¢, 0).

Daca datele initiale uy(§), vo(€) sunt nenule numai intr-un interval I al axei Ox atunci
functia v la momentul ¢ va fi nenula in doua intervale J;, Js cu proprietatea ca distantele
punctelor lor la punctele lui I nu depasesc at. Adica putem spune ca perturbatia data
de datele initiale se propaga spre stdnga si spre dreapta cu viteza a.

Sa considerdm ca functia ug(§) este nenuld numai in intervalul (—¢,¢), iar functia
vo(§) este peste tot nuld, altfel spus coarda a fost scoasd din pozitia initiald numai pe
intervalul (—¢,¢) gi a fost 1dsata liberd. In acest caz la momentul ¢ functia u(z,t) va fi
nenuld pe intervalele AA’, BB’ unde punctele au coordonatele A(—¢ — at), A'(—at +¢),

B'(—¢ + at), B(at + ). Punctele A, B alcatuiesc frontul anterior de undd in sensul ca
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la ele ajunge prima data perturbatia, iar punctele A’, B’ alcatuiesc frontul posterior de

unda in sensul ca dupa ele dispare perturbatia.

S& consideram acum ca functia ug(£) este nuld peste tot, in schimb functia vy(§)
este nenuld numai pe intervalul (—¢,¢), de exemplu portiunea (—¢,¢) a corzii a fost
lovitd cu un ciocénel. In aceastd situatie la momentul ¢ functia u(zx,t) va fi nenuld pe
intervalul A, B unde punctele au coordonatele A(—e — at), B(at + €). Acum punctele
A, B alcatuiesc frontul anterior de unda frontul posterior lipsind. In aceasta situatie se
zice ca are loc difuzia undelor. Evident in cazul general al perurbatiilor are loc fenomenul

difuziei undelor corzii.

Vom observa ca deoarece ecuatia corzii nu se modifica la inlocuirea lui t cu t — ¢,

vom avea pentru orice t > t

z+a(t—to)
) = A a2 b [ g,
z—a(t—to)

unde

ui(z) = wu(x,ty),

v1(x) (x,t0)

ot

15.3 Exercitii

1. O coarda infinita capata prin ciupire in origine pozitia initiala data de functia

0 pentru x < —I
) A1+ 7)) pentru —l<z<0
tofe) = h(1—3%) pentru 0<z<I
0 pentru x >1

Sa se scrie forma corzii in diferite momente dacs este lasata libera sa oscileze.

R. Scriem numai pentru valorile z > 0, coarda fiind simetrica
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a) 0<t< %
)
h(1 — “Tt) pentru 0 <z < at
) r(A=39) pentru at <z <l—at
u(z,t) =
B(1—2z=9t) pentru l—at <z <l+at
\ 0 pentru x> |+ at;
b) £ <t<i
)
h(l—“Tt) pentru 0 <z <l —at
h z—at _
w(o.t) = 5(14+5%) pentru | —at <z <at
B1—2=2) pentru at <z <l+at
| 0 pentru x> |+ at;
c)t>1
)
0 pentru 0 <z <at—1
h z—at —
w(o.t) = 5(1+5%) pentru at —1 <z <at
B1—2=%) pentru at <z <l+at

| 0 pentru x> [+ at.
2. O coarda infinita este lovita in origine cu un ciocanel de latime 2/ comunicind
acestei portiuni o viteza v. Sa se scrie ecuatia vibratiilor corzii.

R. u(z,t) = ®(z + at) — ®(z — at) unde

-0 pentru x < —I

O(z) = % pentru —l <z <l

%l pentru x> 1.

3. O coarda infinita este lovita in origine cu un ciocanel ascutit comunicdnd un
impuls /. Sa se gaseasca oscilatiile corzii .

Ind. Se poate folosi problema precedenta considerand la inceput impulsul distribuit
uniform pe (—I,[) deci impriménd acestui interval viteza v = Tlp~ Cand [ — 0 functia

®(x) are limita pe %ph(x), h fiind functia treapta. Rezulta

(1) = QL[h(x +at) — hiz — at)].

ap
~ s 0% Py _ 1gss _ ou _ T
4. Sa se rezolve ecuatia 55 — 455 = 0 cu conditiile u(xz,0) = z, 5¢(z,0) = €.

R. u(z,t) = z + 1e®sinh 2¢.
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15.4 Problema lui Cauchy pentru ecuatia neomogena

a corzii

Consideram problema lui Cauchy pentru ecuatia neomogena a corzii: sa se determine

solutia u(x,t) in domeniul z € R,t > 0 a ecuatiei corzii neomogene

Pu  ,0%u

o~ “ o — 100
care verifica conditiile initiale
u(x7t)|t:0 = U()(:C),
ou
s L vo(x).

Cum diferenta a doua solutii ale acestei probleme este solutie a problemei lui Cauchy
functie nula rezulta ca problema lui Cauchy pentru ecuatia neomogena a corzii admite
solutie unica.

In virtutea linearitatii, diferenta w(x,t) dintre solutia problemei lui Cauchy pentru
ecuatia neomogena si solutia problemei lui Cauchy pentru problema omogena cu aceleasi
date initiale este solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia neomogena cu date nule.

Este deci suficient sa rezolvam problema lui Cauchy

cu datele initiale nule

w(:c, t)’t:O = 07

ow
ot |,_o
Vom incerca si stabilim in mod euristic forma solutiei w(x,t). Ne amintim ca in
deducerea ecuatiei corzii, po f(x,t)dx reprezenta marimea fortei exterioare verticale care
actiona asupra portiunii corzii de sectiune o cuprinse intre sectiunile de abscise x, x+dz.
S& presupunem ca asupra corzii actioneaza intre momentele 7 gi 7+d7 forta po f(x, 7)dx.

Ea comunica elementului (z,z + dx) al corzii impulsul po f(z, 7)dzdr si deci imprima
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acestui element viteza f(z,7)dr. Dar atunci dupa formula lui D’Alembert acesteia 1i va
corespunde deplasarea elementara

z+a(t—T)

ar | e

t7)dr =
v(x, t,7)dr e

z—a(t—T)
Rezulta ca actiunea termenului liber f(x,t) trebuie sa fie echivalentd cu suprapunerea

deplasarilor de mai sus

t t J z+a(t—r)
wat) = [oa b= [ [ e
a
0 0 z—a(t—T)

Vom observa ca functia v(zx, t, 7) este de fapt solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia

omogena cu conditiile initiale

v(z,t, )], = 0,

ov
Et:T - f(x77-)a

adica prezenta termenului liber a trecut in a doua conditie initiala pentru timpul ¢t = 7.

Acest fapt este cunoscut sub numele de principiul lui Duhamel. S& aratam ca in adevar

functia w(z,t) este solutie a problemei noastre. Avem evident w(t,0) = 0. Mai departe

t

5 =

ow o(z.t.1) + / ov(x,t, 1)

0

ot

t

ot

ir :/av(x,t,T)dT

0

si deci %—Lé’ ‘ —o = 0. Mai departe
w _dufatt) | [ Pu(r.t7) [ 0%o(a.t.7)
w v(z,t,t vz, t, T vz, t, T
— bR R — t ) d
12 o / 12 flz,t)+ / oz
0 0
Pw [ 0(,t,7)
w vz, t, T
Ox? _/ ox? ar
0
si deci

ot2 Ox2

ceea ce trebuia demonstrat.

t
2 2 2 2
O*w a281§:f(x,t)+/<8 v(;;gt,T) _a28 U(x’t’T))dT:f(:r,t)
0

0x?
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Daca in expresia lui w(z,t) facem schimbarea de variabild a(t — 7) = r si scriem ca

pana la momentul ¢ = 0 nu avem miscare se poate scrie
h( ) at T+r
t T
w(x,t) = —= [ dr t——)d
(wt) = 5y [ [ f6e= Ty
0 T—r

expresia din dreapta numindu-se potential intarziat. Prin h(¢) am notat functia lui
Heaviside.
Sa presupunem ca functia f(z,t,¢) este nenuld numai pe intervalul z € (—¢,¢) in

asa fel incat

e—0

lim / @, t,e)dz = F(£)h(t)

Presupunem conditiile initiale nule. Asta ar insemna ca pana in momentul initial coarda
se gasea in repaus si din momentul initial asupra corzii in origine actioneaza o forta
concentratd variabild in timp §(z)F(t). Vom avea printr-un calcul imediat

¢ Lzl

a

w(e,t) =lim w(x,t,g):% / F)dA

Daca F(t)h(t) = coswth(t) atunci vom avea

vt = 2 (o (1-2))

adica o unda divergenta, care se indeparteaza de origine.
Daca presupunem acum ca in timp forta F(f,0) este nenuld numai pe un interval

mic (0, 0) astfel incat

obtinem
: h(t) 2]
(x,t) ,lim w(zx,t,e,0) 5 h(t - )
Putem spune ca functia
h(t) 2, _ 1
Q = J— — —_
(2,) = S2h(t = £ = —h(at — [z])

reprezinta perturbatia care corespunde unei impuls unitar de forma pd(x)6(t). Aceasta

este concentrata la momentul ¢ > 0 in intervalul —at < x < at, adica avem doua fronturi
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de unda anterioare care se propaga cu viteza a la dreapta respectiv la stdnga. Functia
Q(x,t) se numeste solutia fundamentala a ecuatiei corzii. Formal putem spune ci ea

este solutia ecuatiei
Pu 0%
—_—— a/ —
ot? 0z
Evident unui impuls pé(z — £)6(t — 7) in punctul £ la momentul 7 ii corespunde unda

Qx—&t—1).

= §(2)8(t).

Se vede usor ca solutia problemei Cauchy cu date initiale nule pentru ecuatia neo-

mogena
9w 0w
e “am =@

se poate scrie sub forma
wat) = [ dr [ & DM0 - ¢t - g
adica ea este suprapunerea undelor date de impulsurile elementare

pf(&,T)h(T)6(x — &)6(t — 7)d€dT, € € (—00,00), T € (—00,00)

care ar corespunde scrierii
flatm(t) = [ dr [ sermriats - ot - rc

Vom mai observa ca putem scrie solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia omogena

cu datele initiale

u(m, t)|t:0 - 07

% . = wl(x),x € (—00,00)
sub forma .
) = [ (0o~ 0

adica solutia este suprapunerea undelor date de suma perturbatiilor elementare

povo(§)8(x — £)dEs(t)

ceea ce inseamna ca impunerea unei viteze initiale vo(§) in punctul £ este echivalenta cu

un impuls elementar povy(§)6(x — £)dE6(t), lucru acceptabil intuitiv.
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Vom mai observa ci solutia u(x,t) a problemei lui Cauchy pentru ecuatia omogena

cu datele initiale

u(:v, t)‘t:O = u0<x)>
ou

— = 0,z € (—o0,
| x € (—00,00)

este derivata in raport cu timpul a solutiei w(x, t) a problemei lui Cauchy pentru ecuatia

omogena cu datele

w(z,t)],_g = 0,

ow
|, up(z), 2 € (—00, 00)
adica putem scrie
o 0 Q -
ur.) =5 [ w0t —gnie= [ uZ i

adica solutia u(x,t) este suprapunerea undelor date de impulsuri elementare de forma

poug(€)6(x — €)' (t)dE
elementar poug(€)6(xz — €)' (t) adicd trebuie sa aplicim un impuls

prun(€)s(z — 5(8),

T

£

si dupa un timp mic 7 aplicim impulsul de semn contrar

_ poug(€)8(z — )8(t - o)

T

de.

Aceasta este in concordanta cu intuitia.
In concluzie putem spune ca solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia neomogena

a corzii cu date initiale este suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

po f(€,8)5(t — €)8(t — T)dEdr + poug(€)5(x — E)8(8)dE + poug(€)d(z — )8 (£)dE.

Acesta este sensul matematic al aga numitului principiu al suprapunerii undelor.
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15.5 Exercitii

Sa se rezolve ecuatiile cu conditiile atasate:

1. % — % = 16, 'U/(.'L',O) = {,U27 %(Q?,O) = 6x.
R. u(z,y) = (x + 3t)°.

2. % — 4% = J;‘Qt, U(ZL‘,O) — Sil’l.ﬁl’,’, %(ZL‘,O) = 7.
R.

u(z,t) = % + % + xt + sint cos 2t.

15.6 Solutia fundamentala a ecuatiei corzii

Vom incerca acum s& deducem pe cale euristicd expresia solutiei fundamentale Q(x, t)
a ecuatiei corzii. Aceasta trebuie si reprezinte unda care ia nagtere in coarda in urma
unui impuls datorat unei forte unitare pod(z)d(t) aplicata in originea x = 0 la momentul
t = 0. Evident aceasta trebuie sa fie o unda divergenta, adica se deplaseaza din origine in
spre capete in mod simetric, deci trebuie sa depinda de |z| = r. Din teorema impulsului

rezulta ca impulsul se va conserva tot timpul, deci va trebui sa avem

[e%e) o] t
po / %dl‘ = po / 6(x)dx/5<7‘)d7‘ = pO',t > 0.
— 00 —00 0

Pe de alta parte sa observiam ca daca o functie u(z,t) este solutie a ecuatiei corzii

Pu 0%
—_—— a —
ot? Ox?

atunci functia v(z,t) = u(kx, At) verifica ecuatia

Pv N 0%

—_— 0 —— =
ot? k? Ox?

si deci functia u(kz, kt) verificd aceeasi ecuatie. In cazul nostru odatd cu solutia fun-

damentald Q(x,t) vom avea si solutia v(x,t) = Q(kz, kt) pentru orice numar k real.

Impulsul acestei solutii va fi

[ov(et), [ OQkzkt), [0 kt),,
a/ o dx—pak/ o dm—pa/ o dx’ = po

adica functia Q(kz, kt) da acelasi impuls ca si functia Q(z,¢). Cum ne asteptam la

unicitate trebuie sa avem Q(kz, kt) = Q(x,t) pentru orice k real. In particular pentru
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k=2 avem Q(z,t) = Q(1,%) = g(%) unde g este o functie ce trebuie determinata.

Scriind ca
Po(2) ()
ot? or?

rezulta
9O =1 +2¢¢ () =0,( = —

Integrand aceasta ecuatie obtinem

careia 1i corespunde solutia

¢ at—r C
u(z,t) = 3 In T E(ln(at —r) —In(at + 1))

care nu convine pentru ca are o unda convergenta. Suntem obligati sa cautam pentru
ecuatia diferentiala de mai sus o solutie in distributii. O asemenea solutie este evident

g'(¢) = C6(¢ — 1) adicd g(¢) = Ch(¢ — 1) care ne d4 solutia
Q) = Ch(a?t —1) = Ch(at —r) = Ch(at — |z|)

h fiind functia lui Heaviside. Acestei solutii ii corespunde impulsul

o0 at

0 0 0
paCa / Qz, t)dx = paCa / dx = paCQZat =2poCa = po

—00 —at

si deci C' = % si obtinem expresia solutiei fundamentale
Ov,1) = 5-hlat — Ja]
x,t) = —h(at — |x]).
’ 2a
In general impulsului poé(z — £)6(t — 7) ii va corespunde solutia

h(t

Qe —-&t—1) = —;ﬂh(a(t—T) — |z —¢£]).

Evident aceasta este o deducere euristica. Putem scrie expresia solutiei ecuatiei corzii

infinite
0%u 0u
o~ C g = 1)
cu conditiile initiale
w(x, )],y = uo(z),r € (—00,00)
ou
E = U()(ili'),fl,‘ € (-O0,00)

t=0
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ca fiind suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

pof(&,7)6(t = &§)o(t — 7)dEdT + povo(§)d(x — §)6(t)dE + pouo(§)(x — )8 (t)dE

adica
t z+a(t—T) z+at z+at
(5,t) = = [ d fende+— [ wo(©)de+ =2 [ ug(é)de
Wt =5, 1 97 7 2a vo 2a Ot Ho ’
0 z—a(t—r) x—at z—at

wltimul termen fiind evident

1
% (uo(x — at) + uo(x + at))

Prin faptul ca am regasit solutia de mai inainte ajungem la concluzia ca au fost indrep-

tatite consideratiile euristice.

15.7 Obtinerea solutiei ecuatiei corzii pe baza for-

muleil lui Green

Daca u(z,t),v(x,t) sunt doud functii oarecare cu derivate partiale de ordinul doi

continue intr-un domeniu D putem scrie

Pu_ 200N 8 ( Ou 0 ( u) 0dvdu  ,0v0u
v Yor) Y ax\"ax) " otor ¢ orox

o “or2) T ot
Po_ 200 9 (O _ 50 [ Ov\ Ovdu  ,0v0u
“\og %02 "ot \"ar) Y ar\"oz) otor T zox

Prin scadere obtinem formula lui Green
ot? Ox? ot? 0x2) ot \ ot ot Or \ Ox or )"

Integrand pe domeniul D obtinem formula integrala a lui Green pentru ecuatia corzii
Pu 0% v 0%
/{ <W‘“ %) ‘“(ﬁ‘“ a_)} dwdt =
D

o (B 20 (Lo 2]
= v 8tnt aaxnx U at”t aawnx s

oD
unde am notat prin n,,n; componentele versorului normalei 7’(n,,n;) exterioare la 9D.
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Daca ludm cazul a = 1, la care ne putem reduce prin schimbarea de variabile t = at’,
JR G T
ot 0x? ot 0x? B
D
o (- 2 (2= 220,
= v 5 ny Oxnx u 5 ng Oxnx s.
oD

—
Daca acum vom nota cu N versorul cu componentele (n;, —n, ) adica simetricul normalei

vom avea

interioare la dD fata de o paralela la axa x-ilor vom putea scrie formula lui Green sub

o forma asemanatoare celei de la operatorul lui Laplace

ou ov
/ [vOu — udv] dxdt = / lva—N - ua—N] ds,

D oD
unde am introdus operatorul numit dalambertian

0>
o 0x%

Versorul N se numeste versorul conormalei interioare la frontiera 0D .

Sa consideram un domeniu D din planul Ot a carui frontiera sa fie alcatuita din
curbe caracteristice si dintr-o curba C' astfel incat oricare din cele doua caracteristici care
pleaca dintr-un punct al domeniului taie curba C' intr-un singur punct. Un asemenea
domeniu este de exemplu semiplanul ¢ > 0, sau domeniul limitat de doua verticale
x =0, x = [ si de axa x-lor, sau domeniul limitat de doua caracteristici care alcatuiesc
conul viitor al unui punct. Fie Q(z¢,%) un punct din domeniul D. S& notam prin
D¢ domeniul limitat de caracteristicile punctului @ si de curba C. Sa mai notam prin
Cq portiunea din curba C' care este frontiera a domeniului Dg si prin @, Q)2 capetele
curbei Cg parcursa in sensul care lasa domeniul Dg la stanga. Consideram ca functie
v functia egald cu unitatea proportionald cu Q(z,t;xg,ty) si scriem formula lui Green
pentru domeniul Dg

ou ou ou ou
Dg 0Dg Cq Q2Q Q@1

—)
Dar pe portiunea (Q2()Q N coincide cu directia lui Q2@ si deci

Seds = u(@Q) — u(Qa)

Q2Q
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pe portiunea Q@) N coincide cu directia lui Q) si deci

ou
s = u(@) —u(@).
Q1
Rezultd ca daca u(z,t) este solutie ecuatiei Cu = f(x,t) atunci
w(Q) = wQ1) ‘; wQa) —d + = /f x, t)dzdt.

In cazul in care domeniul D este semiplanul ¢ > 0 atunci Cg este alcatuit din

segmentul axei x-lor cuprins intre punctele () de abscisa x¢ — tg si Q2 de abscisa xq 4+ to,

N este opusul versorului axei t-urilor, adics 2 N = % si avem
0 0 wo+toa 0 ] to zo+(to—t)
— 1 t
u(zo, ty) = u(o = 10,0) + ul@o + o, 0) + / Mdac%— = /dt / f(z,t)dz
2 ot 2
xo—to 0 :L‘o—(to—t)

adica formula obtinuta mai inainte.
In cazul in care domeniul este limitat de doua caracteristici care pleaca din punctul

A in sus vom avea cu notatiile de mai sus

uw(Q) = u(@Q1) +u(Q2) —u(A) + % / f(z,t)dxdt

adica avem solutia problemei lui Gourssat in care se cunosc valorile valorile functiei u

de-a lungul celor doua caracteristici care pleaca din A.

15.8 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia
membranei

Sa incercam sa gdsim pe cale euristica solutia fundamentald Q(z,y,t) a ecuatiei
membranei. Ea trebuie sa descrie unda divergenta care ia nastere in membrana sub
actiunea impulsului pé(x)d(y)d(t) al unei forte unitare aplicatd in origine z =y = 0 la
momentul ¢ = 0. In virtutea simetriei aceasta trebuie sa depinda numai de distanta de

la punct la origine r = /22 + y2. Cum impulsul se conserva in timp va trebui sa avem

t

p/—m(z;y’“d:cdy = p/é(x,y)dxdy/é(T)dT =pt>0,
0
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integralele fiind extinse la tot planul. Si aici se verifica usor ca odata cu solutia Q(z, y, t)
avem si solutia v(z,y,t) = Q(kz, ky, kt). Impulsul acesteia va fi

ov(x,y,t) B 00 kx, ky, kt) p [0y Rt) . p

Deci functiile Q(z,y,t) si kQ(kz, ky, kt) au acelagi impuls oricare ar fi k real. Cum ne
asteptam la unicitate rezultd cd trebuie s& aiba loc relatia Q(z,y,t) = kQ(kz, ky, kt)
oricare ar fi k real, mai exact trebuie sa aiba loc relatia Q(r,t) = kQ(kr, kt). In particular
pentru k = £ obtinem Q(r,t) = 2Q(a, %) = 2g(%) unde g este o functie care trebuie
determinata din conditia de a verifica ecuatia membranei

20 L [0*°Q 109

o [m*za] =0
Vom observa ci putem scrie Q(r, t) = %G (%), unde vom cere ca numai functia omogena

G (“Tt) sa verifice ecuatia membranei. Notand ( = %t gasim ca trebuie verificata ecuatia

G"(QO)(¢* =1+ G ()¢ =0

de unde deducem
1

G0 =Com=

Acesteia ii corespunde solutia

a 1 h(at — 1)
1) =C-—= = Ca———=
u(r?) TR a\/a2t2—r2

r2

care reprezinta in adevar o unda divergenta. Impulsul acesteia este

2w at
0 0 rdr 0
P /u(r, t)rdrdf = pC’aa/dQ/W = 27rp0aaat = 2mpCa® = p
0 0
1

si rezulta C' = 5= astfel ca solutia fundamentald este

1 h(at —r)h(t —
Uz, y,1) = 2ma \(/a2t2 _) r(z)’r = Vaityt

Deci impulsului pé(z)6(y)é(t) ii corespunde perturbatia Q(z,y,t) concentratd la mo-

mentul ¢ > 0 in cercul inchis de raza at cu centrul in (0, 0). Existd deci un front anterior
al undei care se propaga in plan cu viteza a fara sa existe un front posterior. Se zice ca

in acest caz are loc difuzia undelor.
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Unui impuls pé(z — £)6(y —n)é(t — 7) 1i va corespunde unda
1 h(a(t—7)—r)h(t —7)
2ma /a2t —71)% — 12

Qz—-&y—nt—71)= ,r:\/(x—§)2—l—(y—77)2.

Ca si in cazul corzii solutia u(x,y,t) a ecuatiei omogene a membranei
82

W—CLszU—O

cu conditiile initiale

U(SE, y7t)|t:0 = U()(flf,y),
ol = ey
0t _ - o\, Y

trebuie sa fie suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare
vo(&,mé(z = §)o(y — m)o(t)dédn + uo(§, m)d(x — §)6(y — )¢’ (t)ddn
adica
wont) = [ (€m0 &y —nt)dsdn +
+g [ ualen9e — gy~ n s

Aceasta se poate scrie sub forma

_ Uo 5 77)
U<I,y, B 27ra(9t/ \/a2t2 (7] y)

(5 n)
2m/ Vet — (€ —2)? = (n—y)’

dédn +

dgdn

unde C,; este cercul cu centrul in (z,y) de raza at : (£ —xz)?+ (n—1y)? < a*t*. Se verifica
prin calcule c& dacd datele initiale ug(x,y), vo(x,y) sunt functii de trei ori derivabila
respectiv de doua ori derivabila formula de mai sus numita formula lui Poisson furnizeaza
in adevar solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia omogena a membranei.

Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia membranei neomogene

0w
W - azAmyw = f(‘r7 Y, t)
w<x7 y? t)|t:0 = 0

ow

_— =0
7 P
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va fi va fi suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

f&m,m)o(x —&)o(y —n)é(t — 7)dédndr

adica

w(z (& mt) dédndr
vt = QW/ / Var(t—7) — (€~ )—(n—y)an'

0 Ca(t T)
Se observa ca functioneaza principiul lui Duhamel. Facand schimbarea de variabila
a(t — 7) = r se poate scrie

at

B F(&n,t = £)dedy
w(z,y,t) = 2ma? O/dr / V2= (E—2)2— (n—y)?
(§—z)2—(n—y)2<r

forma numita potential intdrziat (retardat).

Solutia u(z,y,t) a ecuatiei membranei

cu conditiile initiale

u(‘rayvtﬂt:o - U()(I,y),
= 1}0<Zlf,y)

va fi suprapunerea undelor datorate impulsurilor elementare

f(&n,m)0(x — &)o(y —n)o(t — 7)dEdndt +vo(&,n)6(x — £)6(y — n)o(t)dEdn +
+uo(§,m)6(x — §)6(y —n)d'(t)dEdn

adica
u(z, .t / F(Em U e — €,y — myt — T)dédndr + / wlE,mQa — €,y — 1, t)dédn +
= / o€, 1)z — &,y — 1, )dédn,

15.9 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia
undelor

Vom incerca mai intai sa deducem pe cale euristica solutia fundamentald Q(x,y, z, t)

a ecuatiei undelor in spatiu. Aceasta va reprezenta unda sonord care va rezulta in aer
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in urma unui impuls unitar pé(x)é(y)6(2)6(t) in origine la momentul ¢ = 0. In virtutea
simetriei aceasta va trebui sd depindd numai de r = /22 + 2 + 22. Cum impulsul se

conserva in timp vom avea

) / dedydz _

integrala fiind extinsa la intreg spatiul. Si aici odatd cu solutia (z,y, z,t) vom avea

solutia v(z,vy, z,t) = Q(kz, ky, kz, kt). Impulsul acesteia este

O (kx, ky, kz, kt) B oy, 2, kt)
Pk / ot dedydz = ﬁ ot

p
ﬁ.

dx'dy'dz =

Rezultd ci solutia k?Q(kx, ky, kz, kt) are acelasi impuls ca si solutia Q(z,y, z,t). Cum
ne agteptam la unicitate rezultd ca vom avea k*Q(kx, ky, kz, kt) = Q(x,y, 2,t) pentru
orice k real. Exprimat in functie de 7 vom avea k*Q(kr, kt) = Q(r,t) pentru orice k
real. In particular pentu k& = ¢ vom avea Q(r,t) = ‘;—;Q(a, a) = 7429( ). Mai mult vom
2.G(2) unde G(2) verifici ecuatia undelor. Scriind
aceasta rezultd G”(¢)(¢? — 1) = 0, {( = £. Rezultd ca G(¢) = C(¢ + C;. Pentru a avea

o unda divergenta neaparat Cy = —C. Gasim astfel G(¢) = C(¢ — 1)h(¢ — 1) pentru ca

observa cd putem lua Q(r,t) =

ecuatia sa fie verificata si in distributii. Rezulta ca

2 2
Qr, ) = C%é(a—t 1) = C%s(at — 7).

r

Impulsul acesteia va fi

93
/Grtr sinpdrdfdy = pCin 8—/@75—7“ Yrdr =

Poes
= dnpCa® = p
de unde C = ﬁ de unde

Qz,y,2,t) = ——-—=

Deci perturbatia Q(z, y, z,t) datorita impulsului pé(z)6(y)6(2)d6(t) este localizata la mo-
mentul ¢ > 0 pe suprafata sferica de raza at cu centrul in (0,0, 0), adicd perturbatia se
propaga sub forma de unda sferica cu viteza a. Intr-un punct oarecare (x,y, z) pertur-

batia este nenuld doar la momentul ¢ =~
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Impulsului pé(x — £)6(y —n)d(z — ¢)6(t — 7) ii va corespunde unda
h(t)6(a(t — 1) —1)

4ra T

Q<x_§7y_naz_g7t_7-):

unde acum 7 = /(£ —2)2 + (n — y)2 + (( — 2)%

Solutia ecuatiei undelor
0u

W — azAmyZu = O

cu conditiile initiale

u(xv Y, z, t>|t:0 = U()(:C, Y, z);

ou ( )
—_— = Vo\T,Y,2),
ot|,_, 0% Y

va fi suprapunerea undelor corespunzatoare impulsurilor elementare
vo(&: 1, ¢)0(x — §)é(y — m)é(z — ¢)6(t)dEdnd¢ +

+uo(§,m)é(z — )6y —n)é(z — €)' (t)d€dnd(

adica

uopat) = [ol6n O — &y —nz - ¢ OddndC +
b [ unlén I — £y = .2 - G O)dednd.

Cum dédnd({ = drdo, unde do, este elementul de arie pe sfera 95, cu centrul in (z,y, z)
sl raza r putem scrie
1 1
u(:r,y,z,t) 0 / uﬂ(fanaé_) daat + / 00(677]7() daat-

= Ana? ot t 4ma? t
8Sat asat

Se verifica prin calcule ci daca datele initiale uy(z,y, 2), vo(x,y, z) sunt functii de
trei ori derivabila respectiv de doua ori derivabilda atunci formula de mai sus numita
formula lui Kirchhoff-Poisson furnizeaza efectiv o solutie a ecuatiei omogene a undelor.

Formula lui Kirchhoff-Poisson aratd ca perturbatia u(z,y, z,t) este complet deter-
minata de valorile datelor initiale pe sfera 9S,; cu centrul in (z,y,z) si raza at. Sa
presupunem ca acestea sunt nenule numai pe o multime compacta C. Intr-un punct

care nu apartine multimii C' perturbatia ajunge la momentul ¢, = %, este nenula in

d D

a’ a

intervalul de timp [ ] , unde d, D sunt distanta minima respectiv distanta maxima
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de la punct la multimea C. Pentru timpul ¢ > t; = % perturbatia este din nou nula.
Prin punctul ales la momentul ¢, trece frontul anterior al undei iar la momentul ¢; trece
frontul posterior al undei. La momentul ¢ frontul anterior de unda este infaguratoarea
externa a tuturor sferelor de raza at cu centrul in multimea C' iar frontul posterior de
unda este infaguratoarea interna a acelorasi sfere. La un moment dat perturbatia va fi
nenula numai intre frontul anterior si cel posterior. Cele spuse aici constituie principiul
lui Huygens.
Solutia ecuatiei undelor

0%u

W - aPAxyz“ = f(xvya Zat)

cu conditiile initiale

U,(ZI’I, Y, z, t)|t:0 = U()(ZL‘, Y, Z)a
ou

Etzo - U0<337?J73>;

va fi suprapunerea undelor corespunzatoare impulsurilor elementare

f(&n,m)0(x = &)6(y —n)o(t — T)dEdndt + vo(&,n)6(x — £)6(y — n)6(t)dEdn +
+uo(&,m)o(x — )o(y —n)d'(t)dédn

adica

u(z,y,t) = /f(&n,f)ﬁ(x—f,y—n,t—T)dendTvL/vo(S,n)Q(x—€,y—n,t)dédn+
0

+g [ wl&mRe— gy =, tdgan

15.10 Problemele mixte pentru ecuatia corzii

Pentru coarda finita suntem condusi la probleme in care pe langa conditiile initiale
avem si anumite conditii la capete. Asemenea probleme se numesc probleme mixte. Intr-
o problemd mixta trebuie determinatd in domeniul z € [0,1], t > 0 solutia v = u(z,t)

care verifica ecuatia
Pu 0%

W_a or2
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cu conditiile initiale

u(@,t)|,—y = uo(x),z € [0.0],
ou
E o - UO(ZZ"%m € [07”7

si una din urmatoarele conditii la limita:

Daca avem conditiile

u(o,t) = o(t),t >0,

u(l,t) = ¢t),t >0

problema se numeste de primul tip sau cu conditii de tip Dirichlet.

Daca avem conditiile

ou

—_— g >
o . (,Oo(t),t = O,
ou

problema se numeste de al doilea tip sau cu conditii de tip Neuman.

Daca avem conditiile

(% - au) = o(t),t >0,
ou -~

——ﬁu) = ¢(t),t >0
(al’ =l

problema se numeste de tipul trei sau cu conditii la limita mizte.

Printr-o problema de interpolare totdeauna putem determina o functie ug(z,t) care
sa satisfacd conditiile la capete. Prin schimbarea de functie u(x,t) = ug(x,t) + w(z,t)
obtinem pentru functia w(x,t) o problema de acelasi tip cu conditii la limita omogene.

Pentru a demonstra unicitatea solutiei unei probleme mixte folosim identitatea

Ou (0Pu 0%\ 10 @2+23_“2+3 Ou du
ot \o2 " “o2) 20t |\ Bt “\ oz 9z \ oz ot

pe care integrand-o intr-un domeniu D de existenta a solutiei obtinem relatia

o\’  , (0u\? Ou Ou

oD
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Diferenta a doua solutii ale unei probleme mixte este solutie a aceleasi probleme mixte
pentru ecuatia omogena cu conditii la limitda omogene. Pentru o asemenea diferenta
aplicim identitatea de mai sus in dreptunghiul cu varfurile O(0,0), A(l,0), A/(l,t),
0r1(0,t). Vom obtine

! 9 9 t

Jl(2y e ()] -
ot ox Or ot |,_,
0 t=0 ¢
l
_/ )’
ot
0

dt—

t
ou\? Oou Ou
2 —_ _— =
‘ (m«)]t owor|, =0

In virtutea conditiilor initiale prima integrala este nula. In problemele la limita de

tipul unu sau doi integralele doi si patru sunt nule. Rezulta ca si integrala a treia
este nula, dar atunci la momentul ¢ oricare ar fi x avem % = 0, ‘Z}t‘ = 0. Rezulta
u(z,t) =constant si cum la momentul ¢ = 0 este nuld rezulta ca peste tot u(z,t) = 0.
Deci am aratat unicitatea solutiei problemelor mixte de tipul unu sau doi. In cazul
problemei de tipul trei a doua integrald devine 3 f uSt| _ dt = 8 f 2 2‘ = Bu(l,t)2.
La fel si a patra integrala este §u(0, t)2. Rezulta ca daca a > 0, 5 < 0 atunci neaparat
u(0,t) = 0,u(l,t) = 0 si a treia integrala trebuie s& fie nuld gi deci u(x,t) = 0 peste tot,
adica gi problema de tipul trei are solutie unica.

Daca consideram problema initiald si integram relatia

ou (Pu 0%\ 10 |[fou\® ,[ou\’| L0 [Oudu
— | = — = — =) |+a°— (==
ot or Ozr \ Oz Ot

ot \or2 " 922) " 20t
pe dreptunghiul cu varfurile O(0,0), A(l,0), A/(l,t), O/(0,t) obtinem

t t 1
Oudu 9 Ou Ou B ou
0 0 0 0

unde am notat l
1| /ou\?  , [ou\?
w0 = 5[(&) (%) ]
0

marimile de sub integrald fiind calculate la momentul ¢. Marimea pE(t) este tocmai

energia corzii la momentul ¢. Relatia de mai sus scrisa sub forma

Oou Ou Oou du
// :era:dT—a /(%E) x:ldT—Fa /(5’m8t)
0 0

dr
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arata ca variatia energiei corzii este egala cu lucrul mecanic al fortei exterioare plus lucrul
mecanic al legaturilor. In cazul problemelor de tipul lui Dirichlet sau Neuman lucrul

mecanic al legaturilor este nul. In cazul problemei mixte lucrul mecanic al legaturilor

este
" F( ou
9 ou 2 - —
a /(6uat> mZZdT—l—a /(au8t> dr
0 0
a’ 2 2 a’ 2 2
= _7ﬂ [u(l,t) —u(l,0) } + Tk [u(O,t) —u(0,0) }
Rezulta

l
2

t
a? 5 ou a? a 5
E(t) + 5ﬁu(l,t) — —au (0,1)? Ef x, T)dxdr + Bu(l 0)? — ?au((),())

0

si deci daca 3 > 0, < 0 avem

t o1
E(t) < E(0)+ //%f(x,T)dxdT + %257,L(l,0)2 - gau(o, 0)?
00

Folosind inegalitatea lui Schwartz-Cauchy rezulta

t o1 t o1
ou? 5 a? , a? N
E(t) < E(0) + E dxdr + f(z, 7)°dxdr + ?6u(l, 0)° — ?au((),())
00 00

sau inca
t

B(t) <2 / B(r)dr + F(t)

0

unde am notat

2 2

¢
— //f x,T) dxdT—f- ﬁu(l 0)% — %au(0,0)2+E(0)
0
functie crescatoare de t. Daca notam
¢
O(t) = /E(T)dT
0

putem scrie

T'(t) < 20(t) + F(t).
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2

Inmultind cu e=# rezulta

P'(t)e 2 —20(t)e * < F(t)e

sau

((t)e )" < F(t)e ™

de unde integrand intre 0 si ¢ rezulta

t

B(t)e 2 < / F(r)edr < F(£)(1 — e2)

adica
si deci

Rezultd ca daca ug(x), uy(x), vo(x), f(x,t) sunt mici de ordinul lui € atunci F(t)
este tot de ordinul lui € gi deci i energia E(t) este tot de ordinul lui .

In cazul problemei lui Dirichlet avem folosind inegalitatea lui Cauchy-Schwartz

T l 9
lu(z, t)| < /]%]dw <Vi /% dz < Vla\/2E(t)
0 0

adica u(z,t) este micd odatd cu energia.

In cazul problemelor lui Neuman gi mixta avem

u(z,t) — u(0,t)| < Via/2E(t).

Mai departe avem

Din inegalitatea

Ede < Vla\/2E(t)

gl
O\N
=
9%3
N
QL
8
I
O\N
|Q.>
x| S
QL
8
IN

O\N
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aveln

/lu(:c,t)d:r < /lu(x,O)d:c + /ta\/z\/ﬁ(ﬂdr

0
in definitiv

u(z,t)| < Via/2E(t) + = \/a 2B(t / x)dz| + /a\/Z\/QE(T)dT.

In toate cele trei probleme daca ug(x), uj(x), vo(z), f(z,t) sunt mici atunci si u(z, )

este mic, adica solutia depinde continuu de datele initiale ale problemei.

15.11 Rezolvarea unor probleme mixte pentru ecuatia
corzii

1. Sa rezolvam mai intai o problema mixta pentru ecuatia corzii semiinfinite: sa se

determine functia u(z,t) definitd in domeniul = > 0, ¢t > 0 solutie a ecuatiei corzii
Pu 0%

o~ o2

cu conditiile initiale u(z,0) = 0, 2

=0

;5% |t o =0,z > 0si conditia la capit u|,_, = ¢(t),

t > 0. Trebuie sa avem conditia de compatibilitate ¢(0) = 0.
Daca notdm prin h(t) functia lui Heaviside si prelungind functia u(x,t) pentru ¢t < 0

cu valori nule, putem scrie u|,_, = ¢(t)h(t), t € R. Cum solutia trebuie sd fie de forma
u(z,t) = alat +z) + f(at — x)
conditiile initiale dau
a(z)+p0(—z) = 0
d(z)+af(—z) = 0,2>0
din care deducem ca pentru z > 0 avem a(x) = 0, f(—xz) = 0. Conditia la capat d&
alat) + p(at) = p(t)h(t),t € R

din care deducem

=

&
I

5
|

x x
~)h(=),z € R
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Deci solutia problemei este

ula, ) = plt = )t — =),

adica o unda care se deplaseaza spre capatul liber al corzii cu viteza a. Problema

corespunde exemplului clasic dat in cursurile de fizica. Mai observam ca
x

adica un semnal aplicat in capatul z = 0 se regaseste in punctul x la momentul ¢ + Z,
ceea ce corespunde transmiterii de semnale.
2. Sa determinam acum functia u(x,t) definitd in domeniul x > 0, ¢ > 0 solutie a

ecuatiei corzii
Pu 0%

oz Yz 0

cu conditiile initiale u(z, 0) = ug(z), %L:O = vg(x),z > 0 i conditia la capat u|,_, = 0,
t > 0. Trebuie sa avem conditia de compatibilitate uy(0) = 0.
Ca mai sus conditia la capat o putem scrie u|,_, = 0, t € R. Cum solutia trebuie sa

fie de forma

u(z,t) = alat + z) + f(at — x)

conditiile la capat dau a(at) + ((at) = 0 si deci
u(z,t) = alat + ) — a(at — x).
Conditiile initiale dau

a(z) —a(—x) = wup(z)

ad/(x) —ad/(—x) = wvo(x),z >0
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A doua relatie se mai scrie sub forma primeia

a(=a) = gui(=o) + 5 [ vile)dg. = 0
0

numai daca punem

uy(—x) = —up(z),z>0
[ = [uw(@azazo
0 0

din a doua rezultdnd prin derivare
—vg(—x) = vo(z),z > 0.

Deci dacd prelungim functiile ug(x),vo(x) prin imparitate fatd de origine la functiile

ug(z), v () atunci avem

(o) = 5uile) + 3¢ [ vi(Edg.a € R
0
. . x+at
(o t) Y= a) —2% uje +at) | 2_1a / Vi (€)dE.

ca la formula lui D’Alembert. Exprimat numai prin functiile initiale ug(x), vo(z),0 <

T < 00 avem

x+at
_ up(x —at) +up(r +at) 1 T
U(il?,t) - 92 + % 'U()(é-)dé—,t S Ev
x—at
(at —2) +uwpwtat) 1 [
—uglat — x) + ug(x + at 1 T
t) = — dé. t > —
u, 1) . oo [ w©dt=2
at—x

Obsrvam cad pentru ¢ < £ misgcarea se compune din doud unde de aceeasi forma

care se deplaseaza spre stdnga si spre dreapta cu viteza a. Domeniul de dependenta al
unui punct (z,t), ¢ < £ este segmentul de pe axa x-lor (z — at,z + at). Pentru ¢t > £
apare influienta capatului fix, migcarea fiind compunerea a undei inverse ug(z + at) si
a undei directe —ugp(at — x) de forma opusd primeia. Apare deci reflectarea cu semn

schimbat a undei in capatul fixat. Domeniul de dependenta al unui punct (z,t), t > £
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este segmentul (at — x,x + at) capatul din stanga fiind simetricul fatd de origine al
punctului x — at.

3. Solutia problemei
Pu 0%

R i — > >
5 a8x2 0,z >0,t>0
cu conditiile initiale u(z,0) = ug(x), %’t:(} = vo(x),z > 0 si conditia la capat u|,_, =

o(t), t > 0, up(0) = ¢(0) se compune evident din suma solutiilor celor douad probleme de
mai inainte: se considera functiile ug(z), vo(z) prelungite prin imparitate fatd de origine

in functiile ug(z), vi(x)si

z+at
* _ * 1
ulent) = ple = Dyne - 2y 4 HEZEBEED L L [ gepae

4. Solutia problemei
Pu 0%
ﬁ—a@:O,xEO,tZO

cu conditiile initiale u(z,0) = 0, &

T ‘t:() = 0,z > 0 si conditia la capat %‘xzo = o(t),

t > 0 o vom cauta sub forma
u(z,t) = alat + x) + B(at — ).

Conditiile initiale conduc la relatiile a(x) = 0, f(—x) = 0 pentru = > 0. Vom scrie

conditia la capat sub forma
o' (at) — B'(at) = p(t)h(t),t € R.

Rezulta

si deci

Solutia este
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5. Solutia problemei
Pu 0%
— —a
ot? 02

cu conditiile initiale u(x,0) = uo(x), 5 ‘t o = Vo(r),z > 0 si conditia la capat Su o =

=0,x>0,t>0

0, t > 0 o vom cauta sub forma
u(z,t) = alat + x) + B(at — x).

Conditia la capat implica

o'(at) — B'(at) =0,t € R

de unde deducem f(z) = a(z) + C si deci
u(z,t) = alat + x) + afat — x).
Am inglobat constanta in «. Conditiile initiale dau

alz) +a(—z) = wup(z),z >0,

Rezulta

cu conditia ca

A doua implica
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Cele doud relatii sunt echivalente cu prelungirea prin paritate a functiilor ug(z), vo(x)

fata de origine in functiile si u§(x), v§(x)

r+at
ug(x — at) + us(z + at 1 .
) = BRI L L e
r—at

In acest caz migcarea se compune din doua unde, una spre dreapta, alta spre stanga
care se reflecta in origine fara schimbare de semn.

6. Solutia problemei
Pu 0%
W—Q@ZO,QZ’ZO,tZO

cu conditiile initiale u(z,0) = ug(z), %}tzo = wvo(z), z > 0 si conditia la capat %‘x:ﬂ =

©(t), t > 0 este suma celor doud solutii de la ultimele probleme: se considera prelungite

functiile ug(z), vo(x) prin paritate fatd de origine in functiile ug(z), vj(z) si

t_% z+at
ant) = —ne-2) [ oee+ ML L [ ggae
0 r—at

7. S8 determinam solutia u(z,t) a ecuatiei

Pu 0%

w—a @:0,0SI‘SZ,tZO,
cu conditiile initiale
u(z,t)|,y, = 0,0<z <],
@ = 0,0<x<[,t>0,
ot |,_o

si conditiile la capete

u@, )—g = ¢),t =0,

u(x,t)|,, = 0.
Trebuie sa avem conditia de compatibilitate ¢(0) = 0. Solutia fiind de forma
u(z,t) = alat +z) + Blat — x)
conditiile initiale dau a(z) = 0, f(—=z) = 0 pentru 0 < z < [. Conditiile la capete vor da

alat) + Blat) = p(t)h(t),t € R,
alat +1)+ plat —1) = 0,t € R.
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Acestea conduc la relatiile

alz) = a(:c—2l)—<p<x_2l>h(x_2l),mGR,

a a
Bz) = Blz—2)+¢ (g) h (g) z€R.
Observand ci avem
olw) = 0,~l<z<l,
Ba) = o (2)n(3).—i<a<t,

rezultd ca avem definite prin recursivitate pe intreaga axa reald cele doud functii a(z), 5(x).

Daca consideram c& = € [(2n — 1), (2n + 1)] vom putea scrie girul de egalitati

o) =oto =2 = (550 (57)

a($—2l):a(x—4l)—90(x_4l)h($—41)

a a

oz — (20— 2)l) = a(z — 2nl) — ‘2"5) h (f’f— 2nl>

a

Prin adunare rezulta

suma, continand un numar finit de termeni. La fel se gaseste

B(a) = i@ (:z: —a2nl) " (x —a2nz) '

Rezulta ca putem scrie

T z > at —x — 2nl at —x — 2nl
wet) = %O(t—a)h(’f—ﬁ—an(fﬁ(f%
> t+x —2nl t+x —2nl
+Z¢<a xa n)h<a xa n)}

n=1

adica migcarea este suprapunerea undelor care pleaca din x = 0 se reflecta cu schimbare

de semn atat in x =1 cat si in x = 0.
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8. S& determindm solutia u(x,t) a ecuatiei

Pu 0%

w—a @:0,0SI’SZJ‘JEO,
cu conditiile initiale
uw(x,t)|,y = uo(z),0<z<I,
0
T = @), 0<a<1,t>0,
ot|,_,

si conditiile la capete

u(x,t)|,_, = 0,t>0,

u(z,t)] = 0,t>0.

=l
Trebuie si avem conditia de compatibilitate u((0) = 0.
Solutia fiind de forma
u(z,t) = alat +z) + Blat — x)
conditiile la capete ne dau

alat) + pat) = 0,t € R,

alat+1)+ Bat —1) = 0,t € R.
Rezulta

alx+2]) = ofz),r €R,
Blx+2l) = p(z),x € R,

adica functiile a(z), f(x) sunt periodice cu perioada 2I. Putem scrie
u(z,t) = a(z + at) — a(at — ).

Conditiile initiale dau
X

alr) = %uo(x) + 1 /vo(f)df,() <z <l

0
T

al—x) = —=up(z) + Qi /Uo(f)df,o <z <l

0
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A doua relatie se poate scrie sub forma primeia

—x

1 * 1 *
(=) = jui(=2) + 5o [ (OO < <1
daca punem

ug(—x) = —up(—z),0 <z <,

vo(—z) = —vo(—x),0 <z <,

adica functiile ug(x), vo(z) trebuie prelungite prin imparitate fata de origine in functiile

ug(z), vi(x). Functia a(x) fiind periodica cu perioada 2! vom avea

z+21 T
ol +20) = e +2) + 5 / () = Sup(a) + - / 0 (€)de = alx)
0 0

numai daca

upr+20) = upla),

volx +20) = vj(z)

adica functiile uy(z), vo(z) trebuie prelungite prin periodicitate cu perioada 2 in functiile

ugy(z), v5(z). Atunci vom putea scrie

u(z,t) =

uy(r — at) + u t 1

ol ) + ug(z + at) LI
2 2a

ca la formula lui D’Alembert. Vom observa ca migcarea este periodica in timp cu pe-

rioada %l Pentru ca formula de mai sus sa dea o veritabila solutie este necesar si suficient

ca prelungirile u(x), v§(z) sa fie efectiv de doud ori derivabile ceea ce se realizeaza cand

functiile ug(z), vo(x) sunt de doud ori derivabile pe [0,]] si satisfac conditiile

uo(0) = up(0) = ug(0) = uo(l) = up(l) = uo(l) =0,
v(0) = vp(0) = vg(0) = wo(l) = vh(l) = v”o(l) =0,

Daca aceste conditii nu sunt satisfacute formula de mai sus da o anumita functie care
trebuie sa aiba o legatura cu problema noastra. In acest caz vom spune ca avem o solutie

generalizata a problemet noastre.
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Daca prin punctele (0,0), (I,0) ducem caracteristicile x —at = 0, z+at = [ acestea se

taie in punctul (£, ) si taie dreptele z = 0, z = [ in punctele (0, L) respectiv (, ). Prin

aceste puncte ducem din nou caracteristicile si asa mai departe. Domeniul fazelor se
imparte in acest fel in mai multe subdomenii. Consideram un punct (z1,t;) in domeniul
limitat de punctele (0,0), (L,0), (4, ). Putem scrie

r1+taty

a1y = et Pl L) e

xr1—aty

adica in acest triunghi migcarea este suprapunerea celor doua unde directa si inversa
fara a se face simtita prezenta capetelor. Domeniul de dependenta al acestui punct este
segmentul (z; — aty, x; + at1) determinat pe axa x-lor de caracteristicile care trec prin
acel punct.

Dacd considerdm un punct (z, t2) in domeniul limitat de punctele (Z,0), (1, 1), (£, £)

putem scrie

2l—xo—ato
U0<.T2 — (ltz) — 'LL()(ZZ — T9 — atg) 1

U(.ﬁl?g,tg) = + — / Uo(f)df

2 2a

xo—ate

adicd migcarea este compusa din unda directd o(zy — atz) ¢i din unda inversd —a(2l —
x9 — aty) care provine din unda directd reflectatd cu semn schimbat in capatul =z =
[. Domeniul de dependentd al acestui punct este intervalul (zo — aty, 2l — x9 — ats),
determinat de caracteristicile care trec prin acest punct, una reflectata de dreapta z = [,

capatul 2] — xo — ats fiind simetricul fata de x = [ a punctului x5 + ats.

Dacé lusm un punct (z3,¢3) din domeniul limitat de punctele (0,0), (0,4), (£, %)

putem scrie

(s, ts) = uo(z3 + ats) ; ug(ats — x3) + 2_1a / vo(€)de

ats—xs3

adicd migcarea se compune din unda inversa «(z3+ats) si din unda directd —a(ats — x3)
care provine din unda inversa reflectata cu schimbare de semn de capatul x = 0. Dome-
niul de dependenta al acestui punct este segmentul (at3 — x3, x5 + at3) determinat de
caracteristicile duse prin acest punct una reflectata de dreapta x = 0, capatul ats — x3
fiind simetricul fata de x = 0 al punctului 3 — at3. In acest mod putem determina mig-
carea in oricare din domeniile descrise mai sus. Se vede astfel ca fiecare unda ajungand

in unul din capete se reflecta cu schimbare de semn.



15.11. REZOLVAREA UNOR PROBLEME MIXTE PENTRU ECUATIA CORZII299

Prelungirile functiilor ug(z), vo(z) prin imparitate fata de origine si periodicitate cu

perioada 2! sunt date de dezvoltarile in serie Fourier de sinusi

l
(o @]
% - . NTx 2 . NTT
ug(z) = Zu[)nsmT,uOn— 7/u0(x) sde:I:,
n=1 0
nTT nwx
vy(x) = Vop, SIN ——, Vg, = — [ vo(x) sin ——dx
@) = Y tnsin T o, = 7 [ wa)sin”]
n=1 0
Obtinem atunci
> nwx nmwat Vol nmat
. Oon .
u(x,t) = sin —— | ugy, COS — sin
(1) ; l ( on l nma l )

adica obtinem solutia ca o suprapunere de unde stationare

. nnx nmwat vl . mmwat
Up(z,t) = sin —— { wugy, cos - in :
l l nmwa l

Vom regasi aceasta solutie prin metoda lui Fourier gi acolo vom analiza semnificatia sa

9. Pentru a gasi solutia ecuatiei
Pu 0%
— — — = :L"t70<l'<l,t>0,
ot? Ox? f@,),0sesitz
cu conditiile initiale

(m7t)|t:0 - u0<x)70 <z < l:

@ = wvl(x),0<x<I,t>0,
ot |,
si conditiile la capete
uw(z,t)|,_g = 0,t>0,
u(z,t)],_;, = 0,t>0.

este suficient acum sa gasim solutia ecuatiei
0w 0w
W —a2ﬁ == f(a:,t),() S T S l,t 2 0,
T

cu conditiile initiale nule

w(xat)|t=0 - - =
)
2 00<z<lit>0
ot |,_,
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si conditiile la capete

w(z,t)|,_, = 0,t>0,

w(z,t)|,_, = 0,t>0.

Si acum este valabil principiul lui Duhamel, daca v(z,t, 7) este solutia

cu conditiile initiale

si conditiile la capete

atunci vom avea

w(z, ) = / o(z, bt — 7)dr.

0

Daca notdm cu f*(z,t) prelungirea prin imparitate fatd de 0 gi apoi prin periodicitate

cu perioada 2[ a functiei f(z,t) vom avea

z+a(t—T)
1 *

vatr) =g [ Flen

z—a(t—T)

si deci
t zta(t at z+r
1 a . r
mt—2—a/ / f dede— //f(f,t—a)dfdr.

0 z—a(t—7) T—r

Prelungirea f*(x,t) se poate scrie

l
D=3 futysin T ) = 7 [ ) sin o
n=1 0
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15.12 Oscilatii stationare si problema fara conditii
initiale
Un proces oscilatoriu se numeste stationar daca el este periodic in timp. Sa pre-
supunem ca asupra unei corzi finite sau infinite actioneaza o forta periodica
f(z,t) = fi(x) coswt — fo(z) sin nwt.

Vom avea deci ecuatia

Pu 0%

52 e = f1(x) coswt — fo(w) sinnwt.

Daca coarda este finita vom presupune ca la capetele ei avem conditii la limitda neomo-
gene in care membrii drepti sunt tot de forma a coswt — Gsinwt. Este de asteptat ca
dupa o indelunga actiune a fortelor si legaturilor periodice influienta conditiilor initiale
sa nu mai aiba importanta si migcarea corzii sa devina un proces stationar cu aceeasi

perioada in timp, adica sa avem solutii de forma
u(z,t) = vi(x) coswt — vy () sin wt.

Acestea, daca vor exista, se numesc oscilatiile stationare ale corzii.

Sa observam ca introducénd in ecuatie avem
—(wvy + a®v)) coswt + (Wvg + a*vh) sinwt = f1(x) coswt — fo(x) sinnwt

si cum functiile coswt, sinwt sunt linear independente rezulta

Wi +a*v] = —fi(z),
Wiy +a*vy = —fo(x)
sau notand % =k
Ui’—l—k%)l _ _fl(;l;)7
a
vy + k*vy = —&3).
a

Rezulta cd daca vom pune F'(z) = fi(z) +if2(z), v = vy + ive atunci vom avea

Flz)

v+ Ko = ——5
a
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Invers dacd v = v; + v, este solutie a acestei ecuatii atunci prin inmultire cu ™! vom

avea
0? 0? .
QUezwt _ CL2 QUezwt — F(x)ezwt‘
ot Ox
Deci Re(ve™!) = v;coswt — vpsinwt va satisface ecuatia corzii cu termenul drept

Re(Fe™t) = ficoswt — fysinwt. Vom conveni sd numim functia v = vy + vy am-
plitudinea complezd a oscilatiei, iar functia F(z) = fi(z) + if2(x) o vom numi forta
complexa.

Sa ne ocupam mai intai de cazul corzii finite fixate la capete. In acest caz ampli-
tudinea complexa trebuie sa verifice ecuatia

Fl)

v+ ko= — 5
a

si conditiile de fixare

Vom obsrva cid daca forta complexa este nuld avem solutii de forma v(x) = A cos kx +

Bsinkx. Vom avea o solutie nenula care sa verifice conditiile de fixare daca k = =F

adica w = “7¢. Rezulta ca pulsatiilor w,, = #7#, n = 1,2, ... le corespund amplitudinile

complexe

vn(z) = Bsin %x

si oscilatiile stationare

nma t t
un(x,t) = Re ((Bm + 1By, sin ?mezT > = sin nl—ﬁx(Bln cos @ — By, sin n7;a )

care pot apare in coarda fara forta exterioara. Din acest motiv ele se numesc oscilatii
proprii, pulsatiile corespunzatoare w, = “7* se numesc pulsatiile proprii. Vom nota
ca frecventele acestor oscilatii proprii depind numai de lungimea corzii si coeficientul
a, adica de densitatea lineara p si tensiunea corzii Ty. Mai observam ca din expresia
solutiei ecuatiei corzii finite cu conditii initiale rezulta ca acea solutie este o suprapunere
de oscilatii proprii.

Revenind la cazul general solutia generala a ecuatiei

F(z)

v+ Ko = ——5
a
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este
v = Acoskz + Bsinks — — / wF({)d{.
cu A, B constante. Punand conditiile la capete obtinem
A pu—
/ k
sin
b = a? sin kl / F(g)de

0
valabild numai pentru k # =F. Rezulta ca daca pulsatia fortei perturbatoare este diferita
de pulsatiile proprii atunci exista o solutie unica. Daca k = #F atunci conditia la capatul
x = [ se scrie

Bo— 21 [6n ™0 &) P(e)de =0

a?n {

sau

BO— (—1)n/sin”—”5F(g)dg —0

nmwa?

si deci daca este verificata conditia

l

/ 1n—F &)dé =0

0

atunci B este arbitrar si avem o solutie

x
. T 1 .onm
v = Bsin—— — — [ sin—(z — )F(§)d{
[ a l
0

cu B arbitrar. Daca conditia nu este indeplinita atunci are loc fenomenul de rezonanta
si nu exista oscilatii stationare.

Pentru coarda infinita, ne amintim ca daca asupra ei din pozitia initiala de pe axa

si cu viteza initiala nula actiona forta concentrata in punctul x = ¢ armonica in timp

8(x — &)a® coswth(t) atunci migcarea sa era o undi divergentd data de relatia

u(z, t;€) = a;LS) sin (w <t e ; 5')) = Re (h(t)ei‘“t#;a) k= %

Este de asteptat ca fortei stationare §(z —&)a? coswt si-i corespunda oscilatia stationara

cu amplitudinea complexa
e_ik|$_£|

2k

V(.’L‘,f) =
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Aceasta amplitudine este o functie simetrica in z si £, este continua ca functie de x sau
¢ pe intreaga axa reala, are derivate in raport cu x sau & continue peste tot cu exceptia
punctului x = £ unde prezinta un salt

V(x E+0) V(E-0)
Ox B Ox -

peste tot in afara de x = £ verifica ecuatia

PV (x, €
—ag ) 4 RV (6 = 0.

Formal putem spune ca ea verifica ecuatia

2
% + BV (2,£) = =8(z = €).

In plus functia V(z, &) satisface la mari distante aga numitele conditii de radiatie

V(z,§) = O(1),z — oo,
oV (z,¢)

B +ikV(z,&) = o(l),z — £oo.

Are loc relatia de reciprocitate

0%V (x,§)

V(z,§) (U”(:c) + kzv(:c)) —v(x) (T + kQV(x,§)> —

- 52 (V0o - o0 )

oricare ar fi functia v(x). Aplicand aceastd relatie pentru functia v(x) solutie a ecuatiei

v+ kP = —
si integrand intre —[ gi [ cu [ suficient de mare obtinem
S

s / V(z, &)F (x)ds.

0© = (Vi 00'e) - v 2D

T

-1
Presupunand ca functia v(z) satisface conditiile de radiatie i ca functia F'(x) este nenuld
numai pe un interval (o, 3) vom avea facand | — oo

B 1
o 2a2ki

v(€) /aﬁF(w)engdx.
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Se verifica ugor ca functia data de aceasta relatie satisface ecuatia ceruta si conditiile de
radiatie. Deci faptul ca forta complexa este nenuld pe un interval marginit si ca cerem
satisfacerea conditiilor de radiatie asigura existenta unei solutii unice pentru problema
oscilatiilor stationare a corzii infinite. Deci daca asupra corzii actioneaza forta stationara
f1(z) cos wt— fo(x) sin wt nenuld numai pe intervalul (a, 3) coarda are oscilatii stationare

date de relatia

u(,t) /aﬁ [fo(z) cos (wt — k|z — &]) + fi(x)sin (wt — k|z — &|)] dz.

~ 2a2k

Problemele oscilatiilor stationare se pun in acelasi mod pentru ecuatia membranei sau
ecuatia undelor. Rezolvarile sunt asemanatoare. Pentru cazurile domeniilor marginite
rezolvarea se face prin reducere la o ecuatie integrala, pe care am cautat s-o evitam mai

sus. In cazurile nemarginte apar conditii de radiatie.

15.13 Metoda lui Fourier

Metoda lui Fourier sau metoda separarii variabilelor este una din cele mai raspandite
metode de rezolvare a problemelor legate de ecuatiile cu derivate partiale. Vom ilustra
metoda incepand cu problema micilor oscilatii ale corzii finite fixate la capete. Aceasta
revine la gasirea solutiei ecuatiei

Pu  ,0%u

AT

cu conditiile la limita
u(0,t) = 0,u(l,t) =0,t >0,
si conditiile initiale

Ou(x,0)

u(z,0) = ug(x), ey

=wvp(x),0 <z <.
In metoda lui Fourier se cauta solutii nebanale ale ecuatiei de forma produsului
u(z,t) = X(x)T(t)

care sa satisfaca conditiile la limita.
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Introducénd in ecuatie avem
") X (z) — a®*T () X" (x) =0

T”(t) B X"(:U)

a?T(t)  X(x)

Ultima egalitate in care membrul stdng depinde numai de ¢, iar membrul drept numai

de z, este posibila numai daca ambii termeni sunt egali cu o constanta pe care o notam

cu —\. Obtinem atunci doua ecuatii diferentiale
T'(t) + \a*T(t) = 0,
X"(z)+ XX (z) = 0.
Suntem condusi la problema gasirii unor solutii nebanale pentru ecuatia
X"(z) + AX(z) =0

care sa satisfaca conditiile la limita

O asemenea problema se numegte problema a lui Sturm-Liouville. Valorile parametrului
A pentru care problema lui Sturm-Liouville are solutie se numesc valor: proprii, iar
solutiile se numesc functit proprii.

Pentru a gasii valorile si functiile proprii ale problemei lui Sturm-Liouville la care
am ajuns trebuie sa consideram cele trei cazuri posibile A < 0, A =0, A > 0.

Daca A < 0 solutia generald a ecuatie in X (x) este
X(z) = CLeV=" 4 Che VA2,
Scriind ca aceasta satisface conditiile la limita avem

Ci+Cy; = 0,
Cle‘/j‘l—i—Cge*‘/*_M = 0.

Cum determinantul acestui sistem este nenul avem C; = Cy = 0 i deci X (x) = 0, ceea

ce nu convine.
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Dacid A = 0 solutia generald a ecuatie in X (x) este
X(x) =C1+ Cox
si impunand verificarea conditiilor la limita avem
C;=0,C1+C3l =0

din care rezulta C; = Cy = 0 si deci X () = 0, ceea ce nu convine.
Daca A > 0 atunci

X (z) = Cy cos VAz + Cysin V.

Scriind ca sunt verificate conditiile la limita avem
Cy =0, Cysin VAL = 0.

Trebuie s& considerim Cy # 0 pentru ci altfel X(z) = 0. Rezultd sinv/Al = 0 adici
VA= #% unde n este orice numar natural nenul.
Prin urmare avem solutii nebanale ale problemei lui Sturm-Liouville numai pentru

valorile proprii

determinate abstractie facAnd de un factor pe care l-am luat egal cu unitatea.
Pentru A\ = ), ecuatia in T'(t) admite solutia generala

nmat . nmat

T,.(t) = A, cos l + B, sin l

cu A,, B, constante arbitrare. In acest fel functiile

nmT nmat nmat
un(z,t) = Xp ()T, (t) = sinT (An cos — + By, sin l )
satisfac ecuatia corzii si conditiile la limita pentru orice constante A, B,,.
In virtutea linearitatii ecuatiei orice suma finita de solutii este tot o solutie. Acest

lucru este adevarat si pentru seria
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daca ea va converge si o vom putea deriva de doua ori in raport cu x gi ¢t. Cum fiecare
termen satisface conditiile la limitd si suma seriei u(z, t) va satisface conditiile la limita.
Ramaéane numai sa determinam constantele A,,, B,, astfel ca sa fie satisfacute si conditiile
initiale.

Derivand seria in raport cu t avem

ou i nmwta . NTT A s nmat 4B nmat
— = ——sin—— [ —A,,sin 1, COS .
t ~ { [ { l

Pentru a satisface conditiile initiale trebuie sa avem

relatii care constituie dezvoltarile in serii se sinusi ale functiilor ug(z), vo(x). Rezulta

Nl[\_')

! l
. nTT . NTT
/ up () sin —dx B, = / ) sin —dm
0 0

In acest fel daca exista o solutie de forma celei de mai sus, atunci coeficientii sai sunt
dati de relatiile de mai sus.
Teorema. Daca pe intervalul [0, [] functia ug(z) este de doud ori continuu derivabila,

are derivata de ordinul trei continua pe portiuni si satisface conditiile
uo(0) = uo(l) = 0,ug(0) = ug(l) =0,

dacd functia vg(x) este cu derivatd continud, are derivata de ordinul doi continud pe

portiuni si satisface conditiile

atunci functia u(z,t) datd de seria de mai sus are derivate de ordinul doi continue si
satisface ecuatia corzii i conditiile la limita si initiale. Ea poate fi derivata termen cu
termen de doua ori obtinand serii absolut gi uniform convergente pentru 0 < z < [ si
pentru orice timp .

Integrand prin parti integralele care dau coeficientii A,,, B, tindnd cont de conditiile

3 »(3) 3 4(2)
A, =— i BL’ B, = — i Ar
T n3 T n3

amintite avem
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unde
!

!
BB = %/u&”(w) cos @d;p,Ag) — %/U(I),(x) sin L o
0

" [
0

Din proprietatile seriilor trigonometrice rezulta ca seriile

l 3 1 nmwx nmwat nmat
R g (3) (2) o
u(z,t) = < > E sin — <Bn cos — + A,7 sin 7 >

Aceasta serie este majorata de seria convergenta

1
( ) > (81147

Rezulta ca seria lui u(z, t) este absolut si uniform convergenta si poate fi derivata termen
cu termen de doua ori in raport cu x si t, ceea ce trebuia demonstrat.

Daca functiile ug(z),vo(z) nu satisfac conditiile teoremei, este posibil ca functia
u(x,t) datd de seria de mai sus sa nu fie de doud ori derivabild. Totusi daca wug(z) este
cu derivatd continud pe portiuni si satisface relatiile uo(0) = ug(l) = 0 si functia vg(x)
este continud si satisface conditiile v9(0) = vo(l) = 0 atunci seria lui u(z,t) converge
uniform pentru 0 < x <[ si pentru orice ¢ gi definegte o functie u(x,t) continua.

Vom numi solutie generalizata a ecuatiei corzii cu conditiile la limita si conditiile
initiale cu functiile ug (:c), vo(x) o functie u(x, t) care este limita uniforma a unui sir de
corespunzitoare g, (), vo, () satisfac conditiile teoremei de mai sus si in plus

l l

nhi& [uo(z) — uon(2))” d :nh—{go [vo(2) — von(x)]* dz = 0.

0 0

Daca ug(x) este cu derivata continud pe portiuni si satisface relatiile uy(0) = uo(l) =
0 si functia vo(x) este continud si satisface conditiile vy(0) = vo(l) = 0 atunci seria lui
u(z,t) definegte evident o asemenea solutie generalizata.

Intorcandu-ne la expresia gasita pentru solutie, sa punem

A, = Cysiny,, B, = C, cos p,.
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Solutia se poate scrie

nmwx nmat

u(z,t) = Z C,, sin - sin ;i + ¢n
n=1

Fiecare termen al seriei reprezinta o unda stationara, in care punctele corzii au o miscare

oscilatorie armonica cu amplitudinea C,, sin #7%, depinzand numai de pozitia punctului,
cu o pulsatie w, = "% si cu aceeasi faza @,.

Sunetele se pot clasifica in sunete muzicale sau note si sunete nemuzicale sau zgo-
mote. Sunetele muzicale se dispun intr-o ordine determinata in functie de inaltimea
lor, calitate pe care o poate aprecia oricine. Acele note care nu mai pot fi distinse prin
inaltime se numesc tonuri. Prin oscilatiile corzii apare un sunet a carui inaltime depinde
de pulsatiile oscilatiilor. Pulsatia tonului de baza (cel mai jos) este wy = %ﬁ . Tonurile
corespunzatoare pulsatiilor mai inalte se numesc obertonuri. Obertonurile, ale caror pul-
satii sunt multipli ai pulsatiei de baza se mai numesc si armonici. Solutia ecuatiei corzii
finite se compune din suprapunerea diferitelor armonici ale caror amplitudini descresc
odata cu numarul armonicii. Din acest motiv influienta lor asupra sunetului corzii se

reduce la crearea timbrului sunetului diferit pentru diferitele instrumente muzicale.

Armonica de ordin n este astfel incat in punctele

2 —1
Lonzly

n n

z=0

[
[
n
amplitudinea oscilatiilor este nula. Aceste puncte se numesc nodurile armonicii de ordin

n. Din contra, in punctele
3l (2k — 1)l

IL‘:%,%,..., o

numite ventre, amplitudinea armonicii de ordin n este maxima.

15.14 Exercitii

1. O sursa sonora (de exemplu, sirena unui tren) se deplaseazi cu viteza subsonica
v de-a lungul axei Oz. Ce va sesiza un observator situat intr-un punct oarecare al axei
Ox?

Ind. Cu o aproximatie suficienta putem considera ca avem de-a face cu unde sonore

plane perpendiculare pe Oz si dacd notdm cu u(z, t) mica deplasare a particolelor de aer,
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cu po, po presiunea si densitatea aerului neperturbat, cu p(x,t), p(zx,t) micile abateri ale
presiunii si densitatii de la valorile de echilibru si vom lua un cilindru cu generatoarele

paralele cu Ox cuprins intre sectiunile x, x + dx vom putea scrie:
e ccuatia de conservare a masei
(po + p)(x + dx + u(z + dz,t) — x — u(z,t)) = podx

sau neglijand produsele a doua marimi mici

ou t 0
pO ax p -
e ccuatia de miscare
0%u
(o + p) gz de = —p(@ + dz, 1) + p(z, t)
sau
u  Op
Porr = "oz
ecuatia isentropica
Do+DP Do

= —, pentruaery = 1.405,
(po+p)v oY

sau
Do
p=7=—p.
Po
Rezultd ca pentru orice z € (—00, 00), t > 0 vom avea ecuatia
0?u 0?u
— —a— :(),a2 :7@
ot? Ox? £o

Avem conditiile initiale u(z,0) = 0, $(z, 0) = 0. Daca notim cu p*(t) abaterea presiunii
de la py generata de sursa sonora vom avea conditia

ou 1
(vt t) = ——p*(¢).
S (et t) = ——p'()

De fapt avem doua ecuatii, una in domeniul x < vt, ¢t > 0 si alta in domeniul z > vt,

t > 0. Suntem condusi sa luam

u(z,t) = @i(x+at)+P1(x — at) pentru z < vt,t >0

u(z,t) = @ox+at)+ oz — at) pentru z > vt,t > 0



312 CAPITOLUL 15. ECUATII DE TIP HIPERBOLIC
Din conditiile initiale obtinem

e1(x) = Pi(z) =0 pentru z <0,

pa(x) = o(x) = 0 pentru x > 0.

Ultima conditie da

1
o (tla+v)) = ——p*(t), pentrut >0,
YPo
1
o(t(v—a)) = ——p*(t), pentrut > 0.
Do
Rezulta )
0 pentru —oo < x < —at,

x+at

a+v

—% of p*(T)dr pentru —at <z < vt,

—z+at
a—v

v [ p*(1)dr pentru vt <z < at,

Po
T 0

u(z,t) =

0 pentru at < x < 00.

\

In cazul p*(t) = A coswt vom obtine

.

0 pentru —oo < x < —at,
u(z,t) = —S Asin [ (¢ +at)] pentru —at <z <t

%Asm [a(i)z; (z — at)] pentru vt < x < at

0 pentru at < x < 00.

\

Se vede ca in sens invers deplasarii sursei se propaga cu viteza sunetului o unda cu o

pulsatie w_ = —%-w adica mai mica decat pulsatia sursei, in sensul deplasarii sursei se
propagd cu viteza sunetului o unda cu pulsatia w; = —*-w mai mare decat pulsatia
sursei. Acesta este fenomenul Doppler.

2. O masa M care cade de la inaltimea h loveste la t = 0 in x = 0 o coarda infinita
intinsa cu tensiunea 7' gi se lipeste de coarda. Sa se descrie migcarea corzii.

Ind. Avem de fapt de rezolvat doua ecuatii
U—tt — a2ufmc = 07 r < 07 Ugtt — a2u+mm = 07 T > 07

cu conditiile initiale

u_(z,0)=0, =<0, uy(z,00=0, z>0,

u_¢(,0) =0, <0, uy(r,0)=0, z>0,
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u—(0,0) =0, uy(0,0) =0
u—¢(0,0) = _\/2g_h u4+(0,0) = _\/29_h

si conditia
Muftt<07 t) = Mu+tt(07 t) = —TU,I(O, t) + Tu+:r(07 t)
Cautam solutiile sub forma
u_(z,t) =p_(r—at) +¢Y_(z+at), z <O0;
up(z,t) = py(r —at) + Y (z+at), z>0.

Conditiile initiale dau

p-(x) = Y(x),2 <0,4_(0)=0,4 (0) = —

pi(z) = Yi(z),2<0,01(0) =0,¢ (0) = “a
Ultimele conditii dau
Ma*y” (at) = Ma*¢ (—at) = =T (at) + T/, (—at),t > 0
si deci avem ecuatiile

Ma*)" (z) = —2T%' (2),z >0,

Ma*¢"(z) = 2Ty (z),z <0.

Rezulta
— May2oh (1 - e*%("”at)) pentru. x +at >0,
U— (.T, t) =
0 pentru  x + at < 0,
_ May2gh (1 — e%“‘a”> pentru. x —at <0
2T ,
uy(z,t) =

0 pentru x — at > 0.

3. O greutate () = Mg care se misca cu viteza constanta v de-a lungul axei Ox
loveste la momentul ¢ = 0 capatul liber al barei semiinfinite 0 < x < oo se lipeste de
capatul barei gi continua sa se miste impreuna cu bara. Sa se determine deplasarea
u(z,t) in bard daca deplasarile initiale sunt nule iar viteza initiald este peste tot nula

exceptand capatul x = 0 unde are valoarea v.



314 CAPITOLUL 15. ECUATII DE TIP HIPERBOLIC

Ind. Problema revine la rezolvarea ecuatiei

utt—a2um20,0<x<oo,t>0,

cu conditiile
Mutt(O,t) = ESUx(O,t>,O <t < oo,
u(z,0) =0,0 < z < oo,

v pentru x =0
u(z,0) =
0 pentru 0<x < 0.

Cautam solutia sub forma
x x
w(z,t) = et — =) + Pt +—).
a a
Din conditiile initiale avem

o(=2)+¢P(z) = 0,0<z< o0,
¢ (=2) +¢'(2)

0,0 < z < o0.
Integram ultima ludnd constanta nula
—p(—2) +1Y(2) =0,0 < z < .

Rezulta
P(z) =0,p(—2) =0,0 < z < 0.

Deci

T

ot —=%) pentru t>2
u(z,t) =
0 pentru 0 <t < 2.

Introducénd in prima conditie avem

Avem ¢(0) = 0 si din ultima conditie u;(0,0) = v rezultd ¢’'(0) = v. Rezultd

aMwv _Bs,
o(z) = 7S [1—6 aM},0<z<oo

si deci

0 pentru 0 <t <,

u(z,t) = 3
S [1 - 6_%“_5)} pentru t > Z.
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4. O coarda 0 < z < [ fixata la capete este ciupita in punctul ¢ pana cand acest

punct este adus la inaltimea h si este lasata sa oscileze liber. Sa se descrie oscilatiile

sale.
%x pentru 0 <z <c
R. uo(z) = (i) vo(z) = 0,
l— pentru c<x <l,
(il? t) — 2hl2 Z Lz n7rc sin n7lrm COS n7;at

5. 0O Coarda 0<zx < [ fixata la capete intinsa cu tensiuneal se gaseste in echilibru
sub actiunea unei forte concentrate F' in punctul c. La momentul ¢ = 0 se inlatura forta
si se lasd coarda sa oscileze liber. S& se calculeze u(z, t).

Ind. La echilibru avem ug(z) = 0,u(0) = ug(l) = 0, ug(c—0) = ug(c+0), =Tugy(c—
0) + Tug(c 4+ 0) = F de unde

F(l—c)

T L pentru x < c,

uo(r) = §
7l —x) pentru x> c,
si se procedeaza ca in exercitiul precedent.
5. O bara fixata rigid in capatul z = 0 se gaseste in echilbru sub actiunea unei forte
F in directia ei la capatul x = [. La momentul ¢ = 0 se inldtura forta. Sa se descrie
oscilatiile barei.
Ind. Vom avea ug(z) = L=, vo(z) = 0,u(0,t) = 0, u,(l,t) = 0. Rezultd
8Fl X (=) . (2n+Dmz  (2n+ Drat
cos )

uzt) = 5gg Zant 1 2 2

6. Sa se determine oscilatiile longitudinale ale unei bare 0 < z <[ daca este fixata
rigid in x = 0 gi in z = [ incepand din timpul ¢ = 0 se aplica forta longitudinala F'.
Ind. Avem de rezolvat ecuatia uy — a*u,, = 0, x € (0,1), ¢ > 0, cu conditiile

u(0,t) =0, uz(l,t) = 4=, > 0, u(z,0) = 0,u,(z,0) = 0,2 € (0,1). Rezulta

u(z,t) = ix _ 8FI — (1) sin (2n+ 1)z cos (2n + 1)mat
" EST mES & (2n+1)2 21 21 '

7. Sa se determine oscilatiile longitudinale ale unei bare 0 < x < [ daca este fixata
rigid in z = 0 ¢i in «x = [ incepand cu t = 0 se aplica forta longitudinala F' = At, A fiind

constanta.
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Ind. Avem de rezolvat ecuatia uy — a*uz, = 0, z € (0,1), t > 0, cu conditiile

w(0,t) =0, uy(I,t) = 4Lt > 0, u(z,0) = 0,u(z,0) = 0,z € (0,1). Rezultd

A - . 2n+Dmx (2n+ D)wat
u(z,t) = E—Sxt + nZ:; by, sin 57 cos 5
unde l
4 A 2 1
L S N CUh LAY

(2n+1)7ma J ES 21
0



CAPITOLUL 16

ECUATII DE TIP PARABOLIC

16.1
Probleme pentru ecuatii parabolice

Am aratat ca in cazul unui mediu omogen si izotrop cu capacitatea calorica ¢, cu
densitatea p,cu coeficientul de termoconductibilitate k, toate constante, temperatura

u(z,y, z,t) a punctului de coordonate (x,y, z) la momentul ¢ verifica ecuatia cadurii

ou L.
— — &2A -
5 a“Au + pcz,

unde am notat a? = ﬁ si i =i(x,y, z,t) reprezinta intensitatea surselor de cidura. Ea

este cea mai folosita ecuatie de tip parabolic. Ecuatia caracteristicilor sale este
do\' (B0\' L (0!
ox oy 0z )
dw\” dw\” dw\” Aw\”
&) &) -G (&)

Rezultd cd suprafetele sale caracteristice sunt de forma w(t) = const, adicd rezolvand in

cu conditia

raport cu ¢t obtinem suprafetele caracteristice t = const.

Cum in ecuatie apare derivata % este clar ca pentru a putea determina temperatura
in orice punct si orice moment este necesar si cunoastem temperatura la momentul
initial t = 0:

u(z,y,2,0) = uo(z,y, 2).
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Daca ne-am mai da si derivata de ordinul intéi

Ou
ot

=u(x,y, 2)
t=0

atunci din ecuatie am obtine

82u0 82u0 82 U

1
_ 42 ;
u(z,y,2) =a (8w2 + 352 + 5.2 > + pcz(m,y,z,o)

adica se vede ca nu are sens sa se dea si a doua conditie, fiind suficienta prima conditie.

Problema determindrii unei solutii u(x,y, z,t) a ecuatiei caldurii in intreg spatiu
cand se cunoagte valoarea sa la momentul ¢ = 0 se numeste problema lui Cauchy pentru
ecuatia caldurii.

In cazul unui corp finit este necesar sa tinem cont de interactiunea dintre corpul
studiat si mediul inconjurator. Conform unei legii a lui Newton, cantitatea de caldura
care trece prin portiunea do din suprafata 0D a unui corp in unitatea de timp este
proportionald cu diferenta dintre temperatura corpului u(z, y, z, t) in centrul portiunii do
sl temperatura u.(z, y, z,t) a mediului exterior in acelasi punct considerat ca apartinind
exteriorului, factorul de proportionalitate depinzand de gradul de izolare al suprafetei.
Acesta poate fi functie de punctul de pe suprafatd sau poate fi constant pe intreaga

suprafata. Din bilantul de caldura pe orice portiune S a lui 0D rezulta

_// k%do— _ //a(u(a:,y,z,t) gl y, 2, 1)) do

Cum S este arbitrar, rezulta ca pe suprafata 0D trebuie sa aiba loc relatia

—k@:a(u—ue).

on

O asemenea problema se numeste problema de tipul lur Boggio.

Daca a = 0, adica prin suprafata 0D nu se transfera caldurd, pe suprafata D vom
avea conditia g—z = 0, se spune ca avem o problema de tipul lui Neuman. Daca o = oo,
adica suprafata 0D nu este deloc izolata, pe suprafata 0D vom avea conditia u = u,, se
spune ca avem o problema a lur Dirichlet.

Probleme asemanatoare se formuleaza in cazul ecuatiei caldurii in plan sau pe axa

reala.
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16.2 Principiul de minim-maxim pentru ecuatia pa-

rabolica

Din punct de vedere fizic este evident ca daca un corp este incalzit de surse interne
pozitive atunci cea mai mica temperatura a punctelor corpului se atinge sau in interiorul
corpului la momentul initial sau pe frontiera corpului intr-un interval de timp urmator.
Vom demonstra aceasta in cazul unidimensional. Fie u(z,t), A<z < B,0<t<T

solutie continua a ecuatiei

unde i(x,t) > 0 pentru A <z < B, 0 <t <T. S4 notdm
D={(z,t)) A<z <B,0<t<T}.

Prin D not&m inchiderea acestui domeniu si prin 6, D portiunea de frontiers a lui D

formata din segmentul orizontal al axei x-lor ¢t = 0,4 < x < B si din segmentele

verticale t = A,0 <t <Tsix=B,0<t<T. Prin 0rD vom nota sementul orizontal

t=T,A<z<B.Fiem=min u(x,t)sip= min u(z,t). Evident g > m. Vrem si
(z,t)€D (z,y)€01 D

aratam ca de fapt g = m. Prin absurd presupunem ca g > m. Atunci functia u(z,t) isi

atinge minimul m intr-un punct (zo, o) situat fie in D fie in drD. Consideram functia

ajutatoare
©L—m
2T

v(z,t) = ulx,t) + (t —to)-

Pentru (x,t) € DUOrD avem tog —t < tog < T si deci t — tg > —T. Rezultd

—m
t) > =T = .
v(z,t) > m+ 5T (=T) >m

2

Pe de alta parte

v(xg, to) = u(xo, to) = m.

Rezultd ci functia v(z,t) isi atinge minimul pe D intr-un punct (zy,%;) situat fie in D

fie in 07 D.

o ~ 2
Daca (x1,t;) € D in acest punct vom avea % = 0, % = 0, % > 0 de unde

v _ v o _ Pv _ Qu _ Q*u y op—m _ i(zit) | op-m :
5t — 57 < 0. Dar 5 — 55 = 5f — 52 + 557 = =5+ + 557 > 0. Deci (21,41) ¢ D.
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1% o 2
Daca (z1,t1) € OrD in acest punct vom avea % < 0, % = 0, % > 0 de unde
2 . 2 . . . .
% — % < 0. Dar la fel ca mai sus avem % — % > 0. Ajungem deci la o contradictie.

Rezulta = m.

Am demonstrat agsa numitul principiu de minim-mazxim pentru ecuatia caldurii:

Teorema 1.(principiul de minim-maxim pentru ecuatia cdldurii) Daca membrul drept
al ecuatiei caldurii este pozitiv atunci solutia continua a ecuatiei cadurii isi atinge min-
imul sau in interiorul corpului la momentul initial sau pe frontiera corpului in intervalul
de timp urmator. Daca membrul drept al ecuatiei caldurii este negativ atunci solutia
continua a ecuatiei caldurii isi atinge maximul sau in interiorul corpului la momentul i-
nitial sau pe frontiera corpului in intervalul de timp urmator. Solutia continua a ecuatiei
caldurii omogene isi atinge atat maximul cét si minimul sau in interiorul corpului la mo-
mentul initial sau pe frontiera corpului in intervalul de timp urmator.

Din principiul de maxim pentru ecuatia caldurii rezulta imediat ca problema lui
Dirichlet pentru ecuatia caldurii are solutie continua unica si ca aceasta solutie depinde
continuu de datele initiale si de datele pe frontiera. In adevar, daca problema lui Dirich-
let ar avea doua solutii continue atunci diferenta lor ar fi solutie continua a ecuatiei
omogene a caldurii care la momentul initial in interiorul corpului si pe frontiera corpului
intr-un interval oarecare de timp ar lua valori nule. Deci atat minimul cat si maximul
acestei diferente in interiorul corpului la orice moment ar fi nule, deci aceasta diferenta
este nula. Daca datele initiale si datele pe frontiera ar diferi prin marimi mai mici in
valoare absoluta ca € atunci in interiorul corpului diferenta ar fi in modul tot mai mica
ca ¢, adica solutia este stabila.

Pentru a arata ca si solutia marginita a problemei lui Cauchy pentru ecuatia caldurii

este unicd, este suficient s aritdm cé singura solutie marginitd w(z,t) a problemei
lui Cauchy pentru ecuatia omogend cu date initiale nule este solutia nuld w(x,t) = 0.

Pentru aceasta vom considera functia ajutatoare

2M [ ?
UR((E,'[:) = ﬁ 7 —|—t .

Am notat cu M maximul modulului lui w(z,t). Aceasta este solutie a ecuatiei omogene
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a caldurii. Avem

M 2
ve(z,0) = RZ > w(z,0) =0,
2M

de unde

vr(z,0) + w(z,0)

v

0,vg(z,0) —w(z,0) >0

vr(ER,t) +w(ER,t) > 0,vp(xR,t) —w(xR,t) >0

Din principiul de maxim rezulta

vr(z,t) + w(x,t)

v

0,|z] <R, t>0

vr(z,t) —w(z,t) > 0,|z| <R, t>0

de unde

Fie acum u(z,y, z,t) solutie a unei probleme a lui Dirichlet sau Neuman pentru
ecuatia caldurii in domeniul D

0 1
o a’Au + =i.
1

ot
Inmultind aceasta relatie cu u(z,y, z,t) si integrand pe domeniul D avem

1 1
%§/u2dxdydz = a2/uAud:Edydz+ E/uid:rdydz.

D D D

Daca in formula lui Gauss-Ostrogradski

/77@:

oD

div v’ dxdydz

b\

—
punem v = ugrad u avem

du ou?  ou?  ou?
/u%da = /uAudxdydz+/ (% + (9_y + P >d$dydz.
D

oD D

Rezulta ca putem scrie

01 9 o du 2/ ou*  ou?  ou?
8t2/u drdydz = a /udnda a o + By + 5 drdydz.

D oD D
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In cazul problemei lui Dirichlet sau Neuman cu date nule rezulta

1
%5 /quxdydz <0
D

si daca

1

3 /u2(x,y,z,0)dxdydz =0

D

rezulta

/uz(x, Y, z,t)dxdydz = 0

D

N —

adica u(z,y, z,t) = 0, adicd am demonstrat unicitatea solutiei problemei lui Dirichlet si
Neuman.

In cazul problemei lui Boggio omogene

ou
—k%

= QU|sp
oD

voim avea

o1 [, a? ) ) ou®  Ou®  ou?

—— drdydz = —— do — — — — | dxdyd

8t2/u rdydz k/aua a/8x+8y+82 raydz
D aD D

si concluzia se mentine.

16.3 Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia
caldurii

Ne propunem s& gasim solutia u(zx, t) a problemei lui Cauchy pentru ecuatia cildurii

ou  ,0%u
— —a“—=0 Rt>0
ot Top  rEmEY

cu conditia

u(z,0) = ug(x).

Sa presupunem pentru inceput ca in sectiunea z = 0 la momentul ¢ = 0 se comunica
barei pe unitatea de sectiune caldura ). Cu alte cuvinte avem o sursa cu intensitatea

i(x,t) = Q6(x)6(t). Vom nota cu u(z,t) temperatura dezvoltatd in bard in aceastd
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situatie. In virtutea simetriei aceastd functie va depinde de fapt de |z|. Cantitatea de

caldura comunicata barei infinite la momentul initial ¢ = 0 este

cp / u(z,0)dr = Q.

Considerand conservarea in timp a cantitatii de caldura, vom avea la orice moment ¢

relatia
(e.9]

cp / u(z, t)dr = Q.

—00

Pentru ¢t = 0 intreaga caldura fiind concentrata in x = 0 vom avea %g% u(z,t) = 0 daca
x # 0. E clar ca max u(z,t) trebuie sa tinda cédtre oo pentru t — 0 si pentru ¢ mici acest
maxim trebuie sa se atinga in vecinatatea lui z = 0.

Sa observam ca daca u(z,t) este solutia de mai sus a ecuatiei caldurii atunci functia
v(x,t) = u(ax, At) verificd relatia

2 2 92
a5 = (5558

si deci dacd o = X atunci functia v(z,t) = u(az,a?t) verifici aceeasi ecuatie. Canti-

tatea de caldura corespunzatoare acestei solutii este

[e o] (e o] [e o]

pc / v(x, t)dr = pc / u(ax, o’t)dr = pe u(z’, o?t)dx’ = 9

« (0%

Rezulta cd odata cu solutia u(z, t) avem si solutia au(ax o’t) pentru orice o real. Cum

ne agteptim la unicitate rezultd u(z,t) = au(aw, o®t) pentru orice a real. In particular

t)
pentru @ = % rezultd u(zx,t) = %u <%, 1) = 79( ) cu g o functie care trebuie

determinata. Notand ¢ = %2 avem

u(z,t) = WQ(C)
ou 1 2
B = —mg@)—ﬂ\/gg(@)
= 2
Ox t\/i‘q
7Y = 20+ 2

— +
Ox2 tV/t 24/t
si deci trebuie sa avem
1 x? 2 42
—mg (€) -
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sau

1% (¢) + ¢ (€) (24° +¢) + 39(0) = 0.

O solutie a acestei ecuatii este
¢
9(¢) = Cew?,

C fiind o constanta in raport cu (. Cealata solutie nu convine pentru ca verifica pentru
t = 0 ecuatia. Rezulta

r2
u(z,t) = Ce 12

Cum
1 T 22 i ,(Ly T
ch% e 1%idr = pcC2a | e \2av%) d i = pcC2a\/T = Q
rezulta
Q
C=—%
2pca/T
si deci
Q o2

u(z,t) =

e 4a2t,

2pcar/Tt

Vom observa ca functia gasita satisface ecuatia caldurii pentru ¢ # 0 si toate conditiile

pe care le ceream mai tnainte. Formal putem spune ca functia

h(t) __ a2
O(z,t) = pren
(1) 2a\/7rte
este solutia ecuatiei
0N , 00

adica ea corespunde unei surse unitare in z = 0 la momentul ¢ = 0. Ea se numeste solutia
fundamentala a ecuatiei caldurii. Cum pentru ¢ > 0 avem $(x,t) > 0 putem spune ci
perturbatia produsa de sursa unitara se propaga cu o viteza infinita de-a lungul barei.
Asta inseamna ca intr-o oarecare masura fenomenul nu este bine modelat de ecuatia
caldurii.

Revenind la solutia gasita vom nota ca daca in punctele z; de pe bara se comunica

caldurile (); atunci in virtutea linearitatii ecuatiei temperatura va fi
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Daca stim temperatura ug(x) la momentul initial ¢ = 0 putem considera o partitie a
barei prin punctele de diviziune z; si putem considera ca in fiecare asemenea punct se

comunicd barei cantitatea de caldurd Q; = pcug(z;)(z;41 — ;) si vom putea scrie

 (z—zy)?
ZUO(%)(%H —Tg)e aat
i

u(zx,t)

1
B 2a\/ﬁ

Facand norma diviziunii sa tinda catre zero obtinem

o0
_(z—9?

up(&)e” aae dE.

Se poate ardta ca daca functia ug(x) este marginita sau chiar cu o cregtere exponentiald
la infinit atunci formula de mai sus, numita formula lui Poisson pentru ecuatia caldurii,
da o solutie a problemei lui Cauchy pentru ecuatia caldurii.

Si aici are loc principiul lui Duhamel: solutia ecuatiei neomogene

ow  ,0%w
— — — >
il f(z,t),x € Rt >0

cu date initiale nule w(z,0) = 0,z € R, este

t

w(z,t) = /v(:v,t,T)dT

0

unde v(z,t,7) este solutia ecuatiei omogene

9 2
v Cﬂﬂ =0
ot Ox?
cu conditia initiald v(z,t,7)|,_. = f(z,7). Cum
v(x,t, ) = M=) /ff 642 )df
, ,7- , a t T
2a\/7r t—7)

rezulta

4a (t 7‘) dé’

2a/ ﬁ/f“

adica aceasta solutie se obtine ca si cAnd am scrie

fat) = / ar / F(6,7)6(x — £)5(t — 7)de

0
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si apoi am aplica principiul suprapunerii efectelor dupa ce inlocuim efectul corespunzator
lui §(x — )6(t —7) : Qx — &t — 7).
Solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia neomogena

ou  ,0%

B I — >
5% Y 5 fz,t),z € Rt >0

cu conditia initiald u(x,0) = ug(z), z € R, se obtine suprapunand efectele pertrurbatiilor
elementare

F&,7)6(x = §)6(t — 7)dEdT + uo(§)6()6(F).

16.4 Rezolvarea unor probleme la limita pentru ecuatia
caldurii

Consideram formula lui Poisson de rezolvare a prolemei lui Cauchy pentru ecuatia

omogena a caldurii

[ee)
(@0) = = [ wof€)e S de
u(z,t) = up(&)e” e dE.
2av/t °
Daca functia ug(€) este impara up(—¢§) = —up(§) vom putea scrie

_(z—8)? _ (@+)?

1 o0
2a\/ﬁo/u0<£) le w2 —e a2t | dE.

Rezultd ca functia u(z,t) verifica relatiile

u(z,t) =

u(0,¢) = 0

u(—z,t) = —u(z,t).

Rezulta ca pentru a rezolva problema la limita

ou 0%

P > 0.t >

' = 0w >0,t>0,
u(z,0) = wup(z),z >0,
u(0,t) = 0,

este suficient sd prelungim prin imparitate functia ug(x) fatd de originea z = 0 gi sa

aplicam formula stabilita mai sus.
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In cazul particular in care uy(z) = uy = const facand schimbarile de variabile

vom avea

u(z,t) = Lo / e_o‘2da—/6_52dﬂ =

2a\/f 2a\/{
2a\/f 2a\/{
Ug 2 2U0 2
= — e Yda=— e “da=
VL3 G
_Za\/f 0

Am folosit functia erorilor

2 f 2
erf(z) = NG /e_o‘ dov.
0

Este evident cd daca functia ug(x) este impara fatd de punctul x = [ atunci functia
u(zx,t) va fi gi ea impara fatd de = = [. Rezulta cd pentru a rezolva problema la limita

ou  ,0%u

—_— a —_—

ot Ox?

u(,0) = uolz),z € [0,

= 0,z €[0,l],t >0,

u(0,t) = 0,u(l,t) =0

este suficient si prelungim functia ug(z) prin imparitate fata de origine si apoi prin
periodicitate cu perioada 2l si apoi sa aplicaim formula lui Poisson. Solutia u(z,t) va fi
si ea periodica cu perioada 2I. Restrictia sa la intervalul [0, ] va fi solutia problemei la

limitd. Prelungirea functiei ug(z) este data de relatia

unde

Dupa formula lui Poisson avem

u(z,t) = ! /ZA” sin nT7T§e(z4a§z dg.

2a\/ﬁ
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Presupunénd ca se poate interverti integrala cu sumarea avem

[e.9]

u(z,t) = ! ZAn/sinnTWge(zagz dg.
n=1

2(1\/5

Notand
E—x
2o €13 ¢, dg ¢
avem
o )2 2 t
/ sin nTﬂfe_(ava&Z d¢ = 2a+/tsin # / e~ cos Cm+\/_<dc.
Folosind formula
/ e~ cosbadr = \/Te™ T
avem
z— 2 n27r2a2t
/ sin HT7T§e<4a§2 d¢ = 2a/7tsin ?e’ I
si deci
> a2n21r2t
u(z,t) = ZA” sin —o T e ,
n=1

formula pe care o vom obtine si pe o alta cale.
Observatie: Pentru a demonstra formula amintita mai sus se aplica teorema integrala

z

a lui Cauchy functiei e~ pe conturul dreptunghiului cu varfurile — R, R, R—I—%Z’, —R—I—gi,

e}
se face R — oo i se foloseste formula | e dr = V.
—00

16.5 Aplicarea transformatei Fourier

Fie din nou de gasit solutia problemei lui Cauchy pentru ecuatia caldurii

ou  ,0%u

=2 t>
T aax2,$€R, >0

cu conditia initiald u(x,0) = ug(x), =€ R.
Presupunénd ca functia u(z,t) este continua, marginita si absolut integrabila in
raport cu x € R i la orice t > 0 rezulta ca exista transformata sa Fourier in raport cu

variabila spatiala x
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In particular

Vom avea

_Ou, OU 0%

w [E] =0 F, [@]

Deci transformata Fourier verifica ecuatia diferentiala

%—[i (w, 1) = —a*w?U(w,t)

= —wU(w, ).

cu conditia initiala

U(w,0) = F Tuo(x)].

329

Variabila w joaca rolul de parametru. Acesta este unul din avantajele aplicarii trans-

formatelor integrale in general: ele transforma ecuatii cu derivate partiale in ecuatii

diferentiale, ecuatii diferentiale in ecuatii pur algebrice mult mai simple de rezolvat. In

cazul nostru gasim imediat
U(w,t) = F [ug(z)]e= .

Cum am stabilit ca

rezultd ca

2 2 1 _ =2
eVt = FlyT { e 4a2t} )

Dupa teorema produsului de convolutie avem

Ulw,t) = Fw[uo(x)].le L eT] _

1 1 2
= ——Fw™ |uglx) * € 4aZt | |
N { ol2) }

Conform teoremei de inversiune rezulta expresia temperaturii

u(z,t) = up(x) *

1 1 e 7 e
€ 4a?t = u €
Vo V2a?%t 2a\/ 7t

Am regasit astfel folosind transformarea Fourier formula lui Poisson.
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16.6 Aplicarea transformatei Laplace

Uneori problemele pentru ecuatii parabolice pot fi rezolvate cu ajutorul transformatei

Laplace. Ca exemplu consideram problema determinarii solutiei problemei

ou  ,0%u
E—(I@ = 0,0§x<oo,t20,
u(z,0) = 0,0 <z < o0,

uw(0,t) = wup(t),

u(o0,0) = 0.

Notand transformata Laplace in raport cu variabila temporala t

o0

Ulx,z) = L[u(z,t)] = /u(:v,t)e“dt

L.u(0,t)] = U(0,z2)

ou
LZ[E] ZU('T7Z)7
0%u 02U
Llzzl = 32

Rezulta ca transformata Laplace verifica ecuatia

ey = z2U(z,2)

cu conditiile U(0, z) = L,[u(t)], U(oo, 2) = 0. Rezulta
Uz, 2) = L.[ug(t)]e”av=.

Vom arata ca are loc relatia

functia
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fiind functia erorilor, iar functia Erf(z) = 1 — erf(x) fiind functia complementard a
erorilor.

Rezulta ca

1 = T
1 =p_ _ _
e L, [Erf <2a\/f) L, [G(x,t)],G(x,0) 0]
si deci
e~ eV — 216—5\/5 — L, {OG(x’t)] _
z ot

Dupa proprietatea convolutiei rezulta

u(z,t) = /udﬂ%dr.

0

Cum
0G(x,t — ) x 3 ___a?
! = t — ) 4a2(t—7)
ot QCLﬁ( ) re
rezulta
[ uolr) g
x uo(T a2
t o 4a (tfﬂ')d
uzt) = 57 / t— )" ’
0

Fie \/z ramura olomorf& in planul complex cu taieturd dupé axa reald negativa care
pe axa reala pozitiva coincide cu radicalul aritmetic. Fie a > 0. Consideram conturul
inchis Jg, constand din arcele cercului C |z| = R, Re(z) < a, din coarda acestui cerc
lur : Re(z) = a,—VR% — a® < Sm(z) < VR? —a? din cercul |z| = r si din bordurile

vz ale taieturii Im(z) = 0, —R < Re(z) < R. Conform teoremei integrale a lui Cauchy

avem
1 1
— [ e Edz =0
2m1 z
8R,’I‘
sau
a+iv R2—a? R ) )
1 2l o 1 1 1 eV — emion/p
— e —e e+ — | —— | +— [ e” dp = 0.
2mi z 2mi 2mi 2mi p
a—ivVRZ—a2 Cr Cr r

Dupa lema lui Jordan

1
/e“—e‘a\/zdz — 0 pentru R — oo,t > 0.
z
Cr
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Dupa formula de inversiune transformatei Laplace

] a+iv R2—a? ] ]
— / eF—eVzrdy P20 [ l—eo‘\/ﬂ .
271 z z
a—iv R?2 —a?
Mai avem
1 1 17 g
— | etme Vil = — /eaﬁe *dd — 1 pentru 1 — 0.
211 z 21
Cr -7
Rezulta .
Lt Feo“/ﬂ = 1 /e”t—sm a\/ﬁd,o +1,
z T P

sau punand /p = x

Lt Fe‘aﬁ} = —2/6_”02 Sinaxdqu 1.
T
0

Pentru a calcula integrala

prin derivare in raport cu «

(e o]

8[ t(lf2 1 T a
— = - dr = -y /—e 1.
/6 COs xxrax 5 \/;6 t

0

Cum 1(0,t) = 0 rezultd

I(a,t) = ﬁ/z—e(m>d§ —/r / e dr

de unde

1 2
L7t |—em 3 =1 - — / e dr = Exf [ —
z T ) 2\/5

ceea ce trebuia demonstrat.
Puteam rezolva problema fara sa facem apel la transformata Laplace daca observam

ca functia

v(z,t) = Exf <2a‘”ﬁ) h(t)
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este solutie a ecuatiei omogene a caldurii satisfacand conditiile

v(z,0) = 0,2>0

v(0,¢) = 1,t>0.

Functia
x

wr(z,t) = Erf (m) h(t =)

va verifica ecuatia omogena a caldurii cu conditiile

wr(x,0) = 0,z >0,

wr(0,t) = 1,t>T.

Functia
owt(z,t)

5r dr

wr*(z,t) = wr(z,t) — Wryar(x,t) = —

va fi solutie a ecuatiei omogene a caldurii cu conditiile

wr*(x,0) = 0,z >0,

wr*(0,t) = L7 <t<T-+dr
Rezulta ca solutia ecuatiei omogene a caldurii cu conditiile

u(z,0) = 0,2 >0,

u(0,t) = wuo(t),t >0,

este

u(z,t) = — /t uO(T)a% Erf (ﬁ) dr

si regasim aceeasi expresie de mai inainte.

16.7 Metoda lui Fourier pentru ecuatia caldurii

1. Fie de rezolvat problema gasirii solutiei u(z,t) a ecuatiei caldurii

333
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cu conditiile la limita omogene
u(0,t) = 0,u(l,t) =0,t >0

si cu conditia initiala

u(z,0) = up(x),0 <z <1

unde functia ug(x) este continud si cu derivata continud pe portiuni.

In metoda lui Fourier se cauta solutii particulare de forma
u(z,t) = X(x)T(t).
Introducand in ecuatie avem
X(2)T'(t) = a®T(t) X" ()
sau

) _ X'(z)

2T - X(@)

de unde obtinem doua ecuatii

T'(t) +a*XT(t) = 0
X"(z) + XX (z) = 0.

Pentru a obtine o solutie nebanala care sa satisfaca conditiile la limita trebuie sa gasim

o solutie nebanala a ecuatiei

X"(xz)+ XX (z) =0

care sa satisfaca conditiile la capete

adica am ajuns la aceeagi problema Sturm-Liouville a valorilor proprii ca la oscilatiile

corzii finite. Acolo s-a aratat cd numai pentru valorile parametrului A egale cu

= ()

exista solutiile nebanale
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Valorilor A = ), ale parametrului le corespund solutiile celeilalte ecuatii
nmwa 2
To(t) = Ane (5F2)

unde A, sunt constante arbitrare. Astfel, toate functiile

un(z, 1) = )(n(x)TL(t):zl4ne(E%E)Qtshlz?;z

satisfac ecuatia caldurii gi conditiile la limitd pentru orice constante A,,.

Alcatuim seria

=3 un(a,t) = 3 Ape ) sin s
n=1 n=1

Scriind ca aceasta satisface conditia initiala, avem

u(z,0) = up(x) = ZA” sin @
n=1

Seria din dreapta este dezvoltarea in serie de sinusi a functiei ug(x) pe intervalul (0,17).

Rezulta ca avem

NI[\D

!
. nmx
uo () sin —dx
0

Daca presupunem ca functia ug(z) este continud, are derivate contiunui pe portiuni si se
anuleaza in capetele intervalului [0, /] rezultd c& seria sa de sinusi este uniform si absolut

convergentd pe [0,[]. Cum pentru ¢ > 0
nmTa 2
0<e (7)<

rezultd cd seria care defineste pe u(z,t) este de asemenea uniform si absolut convergenta
pentru ¢t > 0. Deci functia u(z,t) este continud pentru 0 < z < [, t > 0 gi satisface
conditiile initiale si la limita. Pentru a arata ca ea verifica ecuatia caldurii este suficient
sa aratam ca seriile obtinute prin derivare odata in raport cu t si de doua ori in raport
cu x sunt absolut si uniform convergente in 0 < x < [, t > 0. Ori aceasta rezulta din
faptul ca pentru t > 0

0< (@)26("@2’5 <1,0< <?>2e(n?a)2t <1

pentru n suficient de mare. La fel se arata existenta derivatelor de orice ordin in raport

cu z si cu t ale lui u(x,t).
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2. Sa gasim acum solutia ecuatiei caldurii

cu conditiile la limita
u(0,1) = @o(t), u(l,t) = @u(t),t = 0

si cu conditia initiala

u(z,0) = up(x),0 <z <.

Vom cauta solutia sub forma

> nmx
E T, (t) sin —
n=1

unde
!

2
T, (t) = 7 /u(x,t) sin ?dm.
0
Integrand de doua ori prin parti ultima relatie avem

!
9 . 21 0%u nwT
0 = 0 = (1) = i [
sau !
9 . 21 0*u . nrx
T.(t) = o [po(t) — (—=1)"@u(t)] — n2n | ox2 SI I dz.
0

Pe de alta parte avem

l
T 2 [Ou . nmx
i —7/5‘“——“
0

Eliminand integralele intre cele doud relatii obtinem ecuatia verificata de functia T),(t)

Ll 1 (5 100 = 255 fanl0) - (1Pl

cu solutia generala

unde evident
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Dar din relatia

u(z,0) = ;TH(O) sin #dac = ug(x)
rezulta l
2
C, = 7 /uo(ac) sin %daz
0
si deci

!
gfug ) sin 27 dx+

+2 [ (R y(r) = (1)) dr

In cazul particular in care @o(t) = vy = const, ¢;(t) = v; = const avem

To(t) = — [vo— (—1)"v)] [1 - ﬁ%%] v

Inlocuind in expresia lui u(z,t) si tinand cont de relatiile

i sinné L pentru 0<¢<2m
N 0 pentru £=0,&=2r
i - 1sm n£ % pentru —m <E<T
n—1 0 pentru &=-mé=m 7

obtinem

x
u(z,t) = wvo+ (v — UO)T

nntx

l
n"ra nﬂ.x .
ZZ T/uo( )sdex
0

3. Sa gasim solutia ecuatiei caldurii

ou 0% 0
ot ox?
cu conditiile la capete
0 0
& o =0, = +au =0
Ox =0 Ox x=l

337
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si conditia initiala

u(z,0) = up(x),0 <z <.

Problema corespunde propagarii caldurii intr-o bara la ale carei capete are loc schimb de
caldura cu exteriorul cu temperatura nula. « este un coeficient care depinde de gradul
de izolare al capetelor barei.

Conform metodei lui Fourier, cautam solutii particulare de forma
u(z,t) = X(x)T'(t).
Obtinem ecuatiile

T'(t) + a®*X*T(t) = 0,

X"(z) + M X(z) = 0.
Pentru ca solutia sa verifice conditiile la limita trebuie satisfacute conditiile
X'(0) —aX(0) =0,X"(l) + aX () = 0.

Cum avem

X(z) = C}cos A\x + Cysin Az

obtinem conditiile

OéCl - )\CQ == 0,
(accos Nl — Asin AI)Cy + (asin Al + Acos Al)Cy = 0.

Pentru ca acest sistem sa aiba solutii nebanale trebuie ca determinantul

Q@ —A 0
accos Al — Asin Al a:sin Al + A cos Al '
Notéand
w=A,p=al
gasim
2cot u = B_P
p K
Facand graficele functiilor
y=2cotu,y= p_P
p K
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vedem ca ecuatia de mai sus are in fiecare din intervalele (0, 7), (w, 27), (27, 37), ... cate
o radacina pogzitiva, iar radacinile negative au modulul egal cu al celor pozitive. Fie
b1, M2, [13, ... Tadacinile pozitive. Atunci valorile proprii ale problemei Sturm-Liouville

vor fi

2
A2 = (%) n=1223, ..

Fiecarei valori proprii i corespunde functia proprie

Xy (z) = cos % + % sin 'u?m

si solutia celeilalte ecuatii

na 2
T(t) = Ane (1)
unde A, este o constanta arbitrara. Obtinem astfel solutiile particulare

(1, 6) = Xon(2) To(t) = Ane(“1)" <cos Bty Lsin “ff)

care satisfac conditiile la limita pentru orice constante A,.

Formam seria

N na)? z z
— ZAnef(Hl_) ! <co i P gin Kz ) :
n=1 l Hn l
Scriind ca aceasta satisface conditia initiala avem

ZA <cos—+ﬁ ’llx):g;Aan(x)

!

Functiile proprii sunt ortogonale, adica

1
/Xn x)dx = 0,n # m.
0

Calculand patratul normei functiei proprii avem

l l
2
n n [ 2 2
/Xn Qdfv—/ cos B2E 4 P iy EnT dx:_m_
L ! 2 12
0 0

Presupunéand ca seria lui u(x,t) converge uniform gasim

1
/uo cos——i—ﬁ Hn dx
p+2 + Pon !
0

A, =

NI[\D
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si avem astfel solutia ecuatiei.

4. Sa consideram acum ecuatia neomogena a caldurii

ou 0%
5% Yoz f(z,t)

cu conditia initiald u(x,0) = 0 si conditiile la limita u(0,t) = 0, u(l,t) = 0. Presupunem
ca functia f(z,t) este continua, are derivatd partiald in raport cu x continud pe portiuni
si pentru ¢ > 0 satisface conditia f(0,¢) = f(I,t) = 0.

Vom cauta solutia problemei sub forma

(e o]

nmwxT
E T (t sm—

=1

in aga fel incat conditiile la limita sa fie satisfacute automat. Cum vom putea scrie

. nmx
Z fu(t) sm—

cu

NIM

l
/f:ctsm daj,
0

inlocuind in ecuatie avem

Z 720+ (M) 10t — £t sin 5 <.

Rezulta ca functiile T,,(t) satisfac ecuatiile

2
)+ (557) Tul) = falt).
Din conditia initiala deducem

[e.9]

ZT" smw =0

=1

adica

Rezulta
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Deci solutia problemei este

00 t
nra\2
e =3 | [T mar| on
0

n=1

Inlocuind expresia lui f,,(7) se poate scrie

u(x,t):/t/lG(m,f,t—T)f(f,T)dﬁdT

unde
o0

G(z, & t—1) 231 (=2) ﬂsm#smnTﬂg.
Functia G(z, £, t) este functia de sursa instantanee punctuala sau functia Green a ecuatiei
caldurii cu temperaturi nule la capete. Ea corespunde temperaturii care ia nastere in
punctul x al barei la momentul ¢ cdnd la momentul ¢ = 0 in punctul x = £ exista o sursa
instantanee care da caldura () = cp, capetele barei fiind mentinute la temperatura nula.
Pe ea o puteam obtine considerand c& in punctul x = £ avem temperatura 6(z — &) si
prelungind-o pe aceasta prin imparitate fata de capete, adica prin imparitate fata de

x = 0 si apoi prin periodicitate cu perioada 2I. Acea prelungire va fi

unde

adica functia de sursa corespunde unei temperaturi in bara infinita data de expresia

2o~ . nrx . nwé
- sin —— sin —=
[ l l

n=1
si dupa formula lui Poisson vom avea

[e o]

G(z,&,t) = 2@\1/_?/ (%ﬁysmnTWCsinn—ngC

sau dupa un calcul pe care l-am mai facut

c\.|w

G(z,&,t) = i l

o0
)t o T mrf
E ) tsin —— sin —=
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Daca conditia initiala este neomogena atunci solutiei de mai sus trebuie sa se adauge
solutia ecuatiei omogene obtinuta la punctul 1.

5. Pentru a gasi solutia ecuatiei neomogene a caldurii

ou 0%

i EE;'ZZf($>t)

cu conditia initiala neomogena
u(z,0) = up(x),0 <z <,
cu conditii la limita neomogene

uw(0,t) = @o(t),u(l,t) = @i(t),t >0

punem
uU=v+uw
unde v satisface ecuatia omogena
v ,0% 0
— — QT — =
ot 0x?

cu conditia initiald v(z,0) = ue(z), 0 < x < [ si conditiile la limitd v(0,t) = ¢o(t),
v(l,t) = @i(t), t > 0 iar functia w satisface ecuatia neomogena

ow  ,0%w
gt = t

ot ¢ o f(@:t)

cu conditia initiala nuld w(z,0) = 0 si conditiile la limitd omogene w(0,t) = w(l,t) =0,
t>0.

Puteam sa cautam solutia sub forma

u(@,t) = eo(t) + (@ilt) = wolt) T + Ua,1)

functia U(z,t) fiind solutia unei probleme de tipul celei de la punctul precedent.

16.8 Exercitii

1. Sa se gaseasca solutia ecuatiei u; — a?uyy; = 0,2 € R,t > 0 cu conditia initiala
Y ?

0 entru x <0
u(z,0) = P unde A = const, o = const > 0.
Ae ™ pentru x > 0,
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R.

A 2,2 x
,t _ I artatzt 11— — + t 7
et =5 l < 20/t aa\[)]

unde @(z) = % [ e~€d¢ este functia erorilor.
0

2. Si se giseascd solutia ecuatiei u; — a’uyy = 0,2 € R,t > 0 cu conditia initiald
Y ?

0 pentru x < —I
u(z,0) = ¢ u #0 pentru —l <z <l
0 pentru x> 1.

R.
x+1 x—1
uz,t) =ug |P|——= ) —-P|——= || .
0=l (57) -* ().

3. S& se giseascd solutia ecuatiei u; — a*u,, = 0,z € (0,00),t > 0 cu conditia initial&
u(z,0) = ug, x > 0 si conditia la limita «(0,¢) =0, ¢ > 0.

R. u(z,t) = uofﬁ(#ﬁ).

4. Si se giseasca solutia ecuatiei u; — a*uz, = 0,z € (0,00),¢ > 0 cu conditia initiald
u(z,0) =0, z > 0 i conditia la limitd u(0,t) = ug, t > 0.

Ind. Se pune u(z,t) = v(z,t) + up, se reduce la problema precedenta,

u(z,t) = ug [1 — P (2;”#)] .

5. S se giseascd solutia ecuatiei u; — a®ug, = 0,z € (0,00),t > 0 cu conditia initial&

up pentru 0<z <1l . o
u(z,0) = si conditia la limita wu,(0,t) = 0, ¢ > 0.
0 pentru x>1

ule,t) = 3 {‘1’ (%) -t (%N

6. Sa se giseascd solutia ecuatiei u; —a’uy, = 0,z € (0,00),t > 0 cu conditia initiald
Y b t TT 9 ) ) 3 3

R.

u(z,0) =0, z > 0 gi conditia la limitd —u,(0,t) = ¢, t > 0.
R.

t _ a?
u(z,t) = 2aq\/;e_m —qx [1 - @(2;\/1_5)] :

7. Sa se determine temperatura in bara 0 < x < [ prin a carei suprafata laterala
nu are loc schimb de caldura daca capetele sale sunt mentinute la temperatura nula,
iar la momentul ¢ = 0 are loc relatia u(z,0) = uy = const, 0 < x < [. Sa se verifice

conservarea caldurii.
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R. .
_ 71: Mt <in (2k +l 1)ra
Se verifica relatia
! I T T
/u(m,T)dx - /u(w,O)dm = a? %(l,t)dt —/%(0 t)dt
0 0 0 0

8. Temperatura initiald a barei 0 < x < [ cu suprafata laterala izolata este uy =
const, iar capetele sunt mentinute la temperaturile u(0,t) = u; = const, u(l,t) = uy =
const. Sa se determine temperatura in bara.

R.

u(x,t) = U1 + (UQ — U1)§+

n2 1r2a2t nmwx

+% Z% {(uo —u)[1 = (=1)"] + (=1)" M (ug —up) p e~ & sin ——.

9. Sa se determine temperatura in bara 0 < z <[ cu suprafata laterala izolata daca
extremitatea r = 0 este izolata termic, extremitatea x=I este mentinuta la temperatura
u(z,l) = up = const, iar temperatura initiald in bard este u(z,0) = uof—j.

Ind. Se cauta solutia de forma wu(z,t) = v(x,t) + uof—; unde v(z,t) verifica ecuatia

2
/ 2.1 2U’Oa

v, — AV, = 2

cu conditia initiald v(x,0) = 0 si conditiile omogene v (0,t) = 0, v(z,l) = 0. Se gasesc
functiile proprii ale ecuatiei omogene

(2k — 1)mx

Xi(z) = cos 57

Jk=1,2,3,...
Solutia se cauta de forma

v(x,t) = Z br(t) cos W

si se gasesc ecuatiile

) (2k — 1)2?m2a? _ w1 Suga?
bt + A2 b(t) = (=1) (2k — 1)ml2

cu conditiile b (0) = 0. Rezulta

2k—1)272a2¢ —
2211:;0( )3 [1 — e e ]cos k= Uz

[ee)

k=1
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10. Temperatura initiala a barei 0 < x < [ cu suprafata laterala izolata este nula;
capatul x=I este mentinut la temperatura nula, iar la capatul x=0 temperatura creste

proportional cu timpul u(0,¢) = At, A= const. Sa se determine temperatura in bara.

_ ©° 2 22,2,
u(m,t)ZAtl x_z 241 (1—e_k 12 )sin@.

11. S& se gaseasca solutia u(x,t) a ecuatiei

s T™r

— = — — < <2,t>
U — 30UL, 10cos Q,O_x_ ,t >0,
cu conditia initiald u(x,0) = 0 si conditiile la limitd u(0,t) = 0, u,(2,t) = 0.
R.
& 2k +1
u(z,t) = 2 +3 kil 2
o 360(k% + k — 2) (2T)
y [1 B 6_36(2k41+1“)2t] “in (2k + 1)mx
4
12. S& se gaseasca solutia u(x,t) a ecuatiei
Up — Uy +6u=0,0<2<2t>0,
cu conditiile la limita w(0,¢) = 1, u(2,t) = 2 si conditia initiald
5 3
u(z,0) =2° — §£U—|— 1.
R.
= [2k7(1 — cos k)
t) =
u(a, 1) z[ L—conkny
22
16(—8 + 8 cos km — k*m* cos kw)efg(gﬂczwz)t <in @

k3m3(8 + k2m2) 2
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CAPITOLUL 17

PROBABILITATI SI STATISTICA
MATEMATICA

17.1 Spatiu probabilistic,definitii, proprietati

Teoria probabilitatilor este analiza matematica a notiunii de experienta aleatoare
(sau aleatorie, intdmplatoare, lat. aleatorius < alea - zar). Notiunile fundamentale ale
acestei teorii sunt cele de eveniment si de probabilitate. Prin formalizarea acestor notiuni
se ajunge la modelul teoretic bazat pe teoria multimilor propus de Kolmogorov in 1929.

Fie o experienta aleatoare oarecare. Rezultatul experientei nu poate fi determinat
decat in urma realizérii experientei. Fie Q = {w} multimea tuturor rezultatelor posibile
w in experienta data si A un eveniment oarecare legat de experienta considerata, adica
producerea sau neproducerea unui fenomen legat de experienta considerata. Putem
spune ca eveminentul A a avut loc sau nu a avut loc, numai in urma realizarii experientei.
De aceea, evenimentul A poate fi identificat cu o multime de rezultate w - rezultatele
favorabile realizarii sale- adica evenimentul A poate fi identificat cu o submultime a lui
2 . Elementele w € {2 se pot numi atunci evenimente elementare. In acest fel operatiile
de reuniune, intersectie, complementare (negare, trecere la contrariu) a evenimentelor
coincid cu operatiile corespunzatoare asupra multimilor si deci multimea evenimentelor
care ne vor interesa trebuie s fie inchisd (stabild) in raport cu aceste operatii.

Probabilitatea este o functie numerica definita pe multimea evenimentelor, functie

ale carei proprietati trebuie sa fie asemanatoare celor ale frecventei de realizare a eveni-
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mentului.

Definitia 1. Fie Q@ = {w} multimea rezultatelor posibile intr-o experientd aleatoare.
Fie & o multime de parti ale lui §2 care formeaza in raport cu operatiile obignuite cu
multimi o o -algebra, adica are proprietatile:

1) 2 € §; multimea tuturor rezultatelor posibile face parte din S;

2) A,B €S = A\B € §S; odata cu doud multimi S contine si diferenta lor;

o0

3) A; € Si=1,2,... = UAZ' € S; orice reuniune de multimi din S este din S.

Multimea S se numeste Z;Llul;‘imeab evenimentelor legate de experienta considerata.

Din definitia data rezulta ca multimea S a evenimentelor este inchisa in raport cu
operatiile de reuniune, intersectie, diferenta si complementara. Evenimentul €2 se nu-
meste evenimentul sigur; evenimentul () se numeste evenimentul imposibil; evenimentul
A\B se numeste diferenta evenimentelor A si B; evenimentul Cy = Q\ A se numeste
evenimentul contrariu al lui A; etc. Evenimentele A si B se numesc incompatibile daca
nu se pot realiza in acelasi timp, adicd dacid A N B = (). Orice eveniment si contrariul
sau sunt evenimente incompatibile. Un eveniment se numeste compus daca el este re-
uniunea a altor doua evenimente diferite de el. Fvenimentele elementare w sunt diferite
de evenimentul imposibil gi nu sunt compuse.

Definitia 2. O functie p : & — R, se numeste probabilitate pe multimea eveni-
mentelor daca are urmatoarele proprietati:

1) p(2) = 1; (evenimentul sigur are probabilitatea egald cu unitatea);

2) daca A; € S,i = 1,2,...,sunt evenimente incompatibile doud cate doua

A; ﬂAj =0,i#7=1,2,... atunci p (U A,-) = ;p(Ai); (proprietatea de aditivi-

i=1
tate numarabild).

Daca evenimentele sunt incompatibile doua cate doua A; ﬂ Aji#7=12, .., vom

scrie Y A; in loc de U A;; la fel in cazul finit.

i=1 i=1
Definitia 3. Un triplet (2, S, p) se numeste spatiu probabilistic (de probabilitate).

Obiectul studiului teoriei probabilitatilor este spatiul probabilistic.
Exemplul 1. Fie intr-o experienta aleatoare multimea evenimentelor elementare {2 =
w1, Ws, ..., wy si fie multimea evenimentelor S = P (§2) , multimea partilor lui Q. Fie

plwg) = %,k’ = 1,2,..., N, adica evenimentele elementare sunt egal posibile. Atunci
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pentru un eveniment A oarecare legat de experienta p(A) = & = %, unde r = |A]
este numdarul evenimentelor elementare care compun pe A (rezultatele favorabile lui A).
Tripletul (€2, S, p) este spatiul probabilistic al modelului clasic al lui Laplace al teoriei
probabilitatilor.

In cazul particular al experientei aruncarii unui zar, N =6 si w; = 4,7 = 1,2,...,6
este evenimentul aparitiei fetei 7.

In experientei aruncarii de n ori a unei monede, multimea evenimentelor elementare
este de forma w = (e1,€9,...,&,) unde ¢; = 0 sau 1 dupa cum la a i-a aruncare a iesit

fata cu stema sau fata cu valoarea. In acest caz N = 2". Evenimentul care consta in

aparitia de k ori a fetei cu valoarea este
A= {(51,52, ...,En) |51 +Ey+ ..+, = ]{,‘}

Atunci |A| = Ck, p(A) = 5—5 .

Din definitiile date rezulta usor ca intr-un spatiu probabilistic au loc urmatoarele
proprietati:

a) p(Ca) =1 —p(A); (proprietatea probabilitdtii evenimentului contrar);

b) A C B = p(A) < p(B); (probabilitatea este functie crescatoare);

c) 0 <p(A) < 1; (probabilitatea are valori pozitive cel mult egale cu unitatea);

d) p(AUB) = p(4) + p(B) - p(A( B)

sau mai general

p(A A JAn) =
= > _p(A) = Y p(Ai)A) + D p(Ai )45 () Aw) — -

(formula includerii gi excluderii);

e) daca A, | B adica

Al DA D .. DA, DA D ...B:ﬂAi

i=1
atunci lim p(A,) = p(B) (proprietatea de continuitate la dreapta a probabilitatii)
f) daca A,, T B adica

A1CA2C...CAnCAn+1C...B:UAn

n=1
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atunci lim p(A,) = p(B); ( proprietatea de continuitate la stanga a probabilitatii).

Dacd A, B sunt doud evenimente si p(B) > 0 atunci raportul 2 ( (g)) se numeste

probabilitatea evenimentului A conditionat de B si se noteaza p(A|B) sau pg(A). Deci

p(AN B)

p(A[B) = (B

adica
p(AN B) = p(B)p(A|B) = p(A)p(B|A).

Cand p(A|B) = p(A) adica dacd si numai daca p(A N B) = p(A)p(B) evenimentele
A, B se numesc independente.

In general avem relatia
p(AiNAN...NA,) =

== p(Al N AQ Mn...N An—l)p(AnlAl n...N An—l) =
= p(A1)p(A2|A1)p(A3| A1 N Az)..p(An|A1 N As NN Apy).

n

Daca 2 = > H; se spune cd evenimentele H;,i = 1,2,...,n constituie un sistem
i=1

complet de evenimente sau o desfacere a evenimentului sigur. Atunci oricare ar fi A € S,

A=ANQ=> (AN H,) si deci rezultd
i=1

Zp )p(A|H;),

relatie numita formula probabilitatii totale.

Cum oricare ar fi k =1,2,....n, p(Hr N A) = p(A)p(Hi|A) = p(H)p(A|Hj,) avem

p(HD(AlH)

n

2 p(H:)p(A|H;)

p(Hi|A) =

Aceasta este formula lui Bayes. De obicei evenimentele Hj, se constituie in “ipoteze” in
care are loc evenimentul A sau “cauze” sub a caror actiune are loc evenimentul A; de
aceea formula se mai numeste si formula ipotezelor sau formula cauzelor. Probabilitatile
p(Hy) sunt probabilitati a priori, in timp ce probabilitétile p( Hy|A) sunt probabilitati a

posteriori.
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17.1.1 Exercitii si probleme

1. O tinta este formata din zece cercuri concentrice de raze r; < 1o < ... < ryg

.Notam prin A; evenimentul de nimerire a cercului cu raza ri, k = 1,2, ..., 10. Care este
6 10
semnificatia evenimentelor: a) B = U Ag; b)) C = ﬂ Ak; ¢ D=A1NA,.
k=1 k=1

R. a) B constd in nimerirea cercului cu raza T6 lj)) C consta in nimerirea cercului
de razdry; ¢) D constd in nimerirea coroanei determinate de cercurile cu razele rq, rs.

2. Se executa trei lovituri asupra unei tinte. Notam prin A; evenimentul * lovitura
i a nimerit tinta“, i = 1,2,3. S& se scrie evenimentele: a) A=“toate loviturile nimeresc
tinta*; b) B="“nici o loviturd nu nimeregte tinta“; C=*“cel putin o lovitura loveste tinta*;
D="*cel putin o lovitura nu nimeregte tinta“.

Ria) A=A NA;NA;s; b) B=CaNCaNCay; ¢) C=A1NCH, NCyy;

d) D= A;UAs U As.

3. Se face controlul de calitate asupra unui lot de n piese. Fie A; =“piesa i este
defectd®, i = 1,2,...,n. Sa se scrie urmétoarele evenimente: a) A=“nici o piesd nu este
defectd®; b) B=*“cel putin una din piese este defecta®; c¢) C="“exact k < n piese sunt
defecte*; d) D=*%“cel mult k < n piese sunt defecte*.

R.a) A=Cy,NCy,N...NCy,; b)B=AUAU..UA,;

c)VJ C 1,2,....,n, punem By = (ﬂ Ai> ﬂ (ﬂ CAZ) , C= ﬂ By;
icJ i¢J

|J|=k
k
d) D = U m By .( Prin |J| am notat numérul elementelor lui J).
J=0|J|=j
4. Sa se arate ca evenimentele A, C4 g sunt incompatibile.

5. Intr-un compartiment de tren sunt doua fotolii, fata in fata, de cate 5 locuri. Din
10 calatori, 4 doresc sa stea cu fata la locomotiva, iar 3 cu spatele la ea. Care este
probabiitatea ca doi din cei trei calatori carora le este indiferenta pozitia sa stea unul
langa altul?

Sol. Fie A, B, C cei trei calatori carora le este indiferentd pozitia. Daca A sta cu
fata la locomotiva, atunci impreuna cu el pot sta inca 4 persoane in 5! moduri. Ceilalti
calatori pe fotoliul din fata pot sta deasemenea in 5! moduri. Daca A a ales si stea cu
fata la locomotiva, atunci toti calatori se pot ageza in (5!)2 moduri. Acelagi numar de

moduri se obtine daca aleg sa stea cu fata la locomotiva B sau C. Deci sunt in total
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3- (5!)2 cazuri egal posibile. Cazuri favorabile vor fi acelea in care doi calatori dati , de
exemplu, B, C vor sta alaturi. Asta este posibil numai daca B si C stau cu spatele la

locomotiva. Numarul acestor pozitii va fi 5! - 3!-2 -4 . Deci probabilitatea ceruta este

_ 53124 _ 2
p= 3.(51)2 — 15°

6. Care este probabilitatea ca luna ianuarie a unui an oarecare sa aiba 4 duminici?
Sol. Printre primele 28 de zile ale lui ianuarie vor fi neaparat 4 duminici. Rezulta

ca in ianuarie nu vor fi decdt 4 duminici daca acestea nu vor fi in zilele de 29, 30, 31,

adica daca ziua de 29 cade lunea, martea, miercurea sau joia. Deci p = %.
7. Dintr-o partida de 37 de piese din care 6 sunt defecte se aleg 3 piese. Care este
probabilitatea ca; 1) toate trei sunt fara defecte; 2) cel putin una este fara defecte?

8. Intr-o urna se afla bilete cu cifrele 0, 1, 2,..., 9. Se extrag 5 bilete si se ageaza in
ordine, obtinand un numar. Care este probabilitatea ca numarul obtinut sa fie divizibil
cu 3967

R. p=525=0.0015.

9. De céate ori trebuie sa aruncam un zar pentru ca sa ne apara cel putin o data fata

6 cu o probabilitate mai mare ca 0,57

Rp=1-(2)">1=n>12_ =33

10. Un tragator nimereste tinta de 7 ori din 10 trageri, iar alt tragator din 9 trageri
nimereste tinta de 8 ori. Tragand simultan in aceeasi tinta, care este probabilitatea ca
tinta sa fie atinsa.

Rp-h+3-hi-%

11. Fie n elemente oarecare intr-o anumita ordine. Ele se permuta aleator. Care
este probabilitatea ca, cel putin un element sa se gaseasca pe locul sau?

R. Daca A; =“elementul i este pe locul lui“, atunci evenimentul caruia trbuie sa-i
calculdm probabilitatea este B = A; U Ao U...U A, . Cum p(4;) = ("71)!, p(AiNAj) =

n!

(-2 ete, rezultd p(B) = CL g2l 2k osl 8l oLyl (1)L

n! n!

12. Sa se determine probabilitatea evenimentului A gtiind p (AN B) = py, p(ANCp) =

P2 -
Sol. Cum A= AN B+ ANCp rezulta p(A) = p; + ps .
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17.2 Variabile aleatoare

Definitia 1. Fie (2,S,p) un spatiu de probabilitate. O functie £ : Q@ — R se
numeste variabila aleatoare sau variabila eventuala daca pentru orice x, z € R multimea

{w €SJ¢(w) < z} este din o -algebra S si
plw €S| — o0 < {(w) < 0) = 1.

In loc de {w €S|¢(w) < x} se scrie simplu {¢ < 2} . Prima conditie din definitie cere
s& se poatd defini probabilitatea evenimentului {£ < x}; a doua conditie cere ca functia
¢ sa fie efectiv definita pe intreaga multime a evenimentelor elementare €2 .

Daca A este un eveniment, variabila aleatoare definita prin relatia

14(w) 1 pentru w € A,
A\W) =
0 pentruw ¢ A,

se numeste indicatorul evenimentului A. (In analizd aceasta functie se numeste functia
caracteristica a lui A, in teoria probabilitatilor prin functie caracteristica se va intelege

altceva). Sunt evidente relatiile
Ic, =1—1Ia,1anp = Iadp, 1avp = Ia+ Ip — Lanp.

Variabilele aleatoare &i,&s, ..., &, se numesc variabile aleatoare independente daca

oricare ar fi sistemul de numere reale 1, xo, ..., x,, avem

P& <z1,§ <226 <2p) =p (6 <21)p (& < T2)..p (€n < Tn) .

O functie vectoriald & = (&1, &, ..., &) © 2 — R™ ale cdrei componente §; (i = 1,2,...,n)
sunt variabile aleatoare se numeste variabila aleatoare n-dimensionala sau vector aleator
n-dimensional.

Urmatoarele proprietati ale variabilelor aleatoare sunt frecvent folosite:

1). Daci ¢ este o variabild aleatoare si ¢ o constantd, atunci € + ¢, £, €], &2, %
pentru £ # 0 sunt de asemenea tot variabile aleatoare.

Intr-adevar, avem

{{+ce<a}t={{<z—c}€S;
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{€ <2} €8 pentru c>0
{c€ <a} = ‘ ;
{§>2} €S pentruc<0

{lgl <z} ={<apu{{>-a}eSs;

{€ <2} ={lg <Va} €S

{{<0} eSS pentrux=0
{%<x}: {¢<0in{¢>211eS pentruz >0
{¢<0tu{e>0tn{¢>1}eS pentruz>0

2). Dacid{&, }nen este un sir de variabile aleatoare, atunci si n(w) = ,,12}; {& (W)},

§(w) =sup {&(w)}, (W) zlir?v sup &, (w), &(w) :lir% inf &, (w) sunt de asemenea vari-
nenN ne - ne

abile aleatoare.

Intr-adevar avem

{n<az}=|J{& <z} es;

neN

{¢>z}= U{fn>$}20<ﬂ{fn§$}) €S;

neN neN

(W)= inf (sup&m(w));

m>neN ’

§(w) = sup (inf&m(w)).

- m>neN

3). Dacd &, n sunt variabile aleatoare atunci {§ >n} € S, {{ >n} €S, {{=n} €S.

4. Daci &, sunt variabile aleatoare atunci si & —n, € + 1, £n, & sunt deasemenea

variabile aleatoare.

Intr-adevar avem

{E—n>z}={{>n+z}€Ss;
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E+n=E—(—nsén==[E+n)’>—(E—n)],

>~ =

ete.

Definitia 2. Functia F&(x) = p(§ < x) se numeste functia de repartitie sau functia
cumulativa a probabilitatic variabilei aleatoare & .

Functia de repartitie a unei variabile aleatoare are urmatoarele proprietati:

1) z <y = F¢(x) < F¢(y) ( este nedescrescitoare) pentru ca

r<y={{<yt={{<ziu{z <<y}

si deci F¢(y) = Fé(z) +p(r <& <y) > Fé(z) )
2) p(r <€ <y) = Fe(y) — Fe(w) ;
3) F{(—o0) = lim F¢(x) = 0, F{(o0) = lim F{(z) =1.

Intr-adevar avem implicatiile

mnﬁ—oojynﬁw:>{—oo<§<00}:U{xn§§<yn}:>

n=1

lim p(x, <E<yp) =p(—0 << 0)=1=

= F(yn) — FE(vp) — 1=

Ve>03N ain>N = F{(y,) — Fé(z,) >1—e =

= F&(yn) >1—¢, Fé(x,) < Fé(yp) —14+e<1—-1+e=

= F¢(z,) — 0, F{(y,) — 1.

4) p(6 > x) =1— F¢(x) pentru cd {—oo <{ < oo} ={{ <z} U{{>zx});
5) F¢(x — 0) = Fé(x); (F&(x) este continua la stanga).

Intr-adevar avem implicatiile

e =>{{<z}={{<m}U{r <<z} U..
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p<z)=p<m)+plr <E<a)+ ... =
p<x)<pl<m)+plx; <E<xo)+ .. +p(xf1 <E< ) +E=

Fe(x) < F(xn) + & = |[FE(x) — FE(xn)| <e.

6) p(§ < z) = Fe(z +0);

7) p(€ = 7) = Fé(a +0) — Fé(a) .

Functia de repartitie F¢(x) = p(§ < z) = p fiind crescatoare pe (—oo, 00) cu valori
in (0, 1) se poate vorbi de inversa sa Q&(p) definita pe (0, 1) cu valori in (—o0, 00) astfel
cd Q&(p) = x daca F&(x) = p = p(§ < x). Functia Q&(p) se numeste inversa functiei
cumulative de probabilitate sau cuantila de ordin p.

Definitia 3. O variabila aleatoare £ se numeste discreta daca ea poate lua o multime
cel mult numarabila de valori. Daca o variabila aleatoare discreta ia un numar finit de
valori ea se numeste simpla.

Fie £ o variabila aleatoare discreta care poate lua valorile z1, xo, ..., T, .... Fie A; =

{w e Qé(w) =x;},i=1,2,...,n,.... Evident
QA=A +A+ ...+ A, + ...,

adica evenimentele A;, i« = 1,2, ... constituie un sistem complet de evenimente. Invers
daca se poate scrie Q2 = A1+ Ay +...+ A, + ..., atunci putem defini o variabila aleatoare
discreta punand w € A; = {(w) = ;.

Definitia 4. Prin legea de repartitie a unei variabile aleatoare discrete ¢ se intelege
multimea perechilor (x;,p; = p(§ = x;)), expresia p; = p(§ = x;) fiind densitatea de
repartitie a variabilei.

Conform definitiei variabilei aleatoare Y p; = 1.

Legea de repartitie a unei variabile aleatzoare discrete poate fi data fie printr-un tabel

de forma:

1 T2 ... Tp

p1r D2 ... Pn
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1
2N S—

pl A

o

0 M & x X

Fig. 17.1: Legea de repartitie a unei variabile aleatoare discrete

fie printr-o reprezentare grafica de forma din figura de mai jos, fie printr-o reprezentare

graficd in care segmentele cu sigeatd de inlocuiesc prin dreptunghiuri (bare)

Legea de repartitie a indicatorului evenimentului A este
0 1
1—p(4) p(4)
Functia de repartitie a unei variabile aleatoare discrete este

Fe(z) =pl§ <z) = Zpi-

T <x

Ea este o functie scara pentru care se pastreaza proprietatile amintite mai inainte
In cazul unei variabile aleatoare discrete, inversa functiei cumulative sau cuantila
de ordin p Q&(p) este definitd pe (0,1) cu valori multimea valorilor variabilei aleatoare

{1, x2, ...} astfel incat Q&(p) = x; daci

prtp2+ .. +pi <p<pr+p+..+p+pi1

17.3 Schema lui Bernoulli

17.3.1 Definirea schemei lui Bernoulli

Sa presupunem ca se efectueaza n experiente aleatoare independente, fiecare din ele

putdnd avea doua rezultate: succes cu probabilitatea p si insucces cu probabilitatea
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Fg(x;];
1 !
Btp : :
Pl
0 xl x?., x.ﬂ 4

Fig. 17.2: Functia de repartitie a unei variabile aleatoare discrete

g =1 —p. O asemenea schema - de fapt, o asemenea experienta aleatoare - se numeste

schema lui Bernoulls.
Sa notam cu b, numarul succeselor in cele n experiente. b, este o variabila aleatoare

simpla. Sa notam cu w;, i = 1,2, ...,n variabilele aleatoare

1 daca in a i-a experienta a fost succes

0  daca in a i-a experienta a fost insucces

Fie vectorii w = (wq,ws,...,w,). Acestia alcituiesc evenimentele elementare, deci
n

multimea . Evident b, = >  w;. Cele n experiente fiind independente avem p(w) =
i=1

P(w1)p(ws)--plwn). Cum p(w; = 1) = p,p(w; = 0) = ¢ = 1 — p avem

p(bn = k) = p(z wi=k)= > plw)pws)..plwn) = Crptq"*.

witwe+...fwn=Fk

Vom nota

Pug = p(bn = k) = Crpq"*.
Rezulta ca variabila aleatoare simpla b,, are legea de repartitie data de tabelul

0 1 2 e k e M

qn Crllpqn—l Cﬁqun—Q Cﬁpkqn—k pn
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Definitia 1. Variabila aleatoare b,, discreta simpla cu valori naturale si cu densitatea
de repartitie p, 1, = p(b, = k) = C*p*q"~* se numeste varabila aleatoare binomiala.

Uneori daci b, este o variabili aleatoare binomiald vom scrie b,, € binom(n, p) adop-
tand notatiile din softul MATHCAD. Tot ca acolo, densitatea de repartitie a unei aseme-
nea variabile va fi notata prin dbinom(k,n,p), functia de repartitie cu pbinom(k, n,p),
functia inversa cu gbinom(P,n,p). In MATHCAD functia rbinom (N, n,p) genereaza N
valori ale unor variabile de tipul binom(n,p).

Evident znj Pk = 1 cum rezultd si din relatia 1 = (p+¢q)" = znj ChpkgnF

Exempluki:g. Un aparat este compus din 5 elemente, ﬁecarke: Oputéndu-se defecta
intr-un timp dat cu probabilitatea p = 0,1. Aparatul functioneaza normal daca nu se
defecteaza mai mult de 2 elemente. Care este probabilitatea ca in timpul dat aparatul
sa functioneze normal?

Solutia este evident

p(bs <2) =p(bs =0) +p(bs = 1) + p(bs = 2) =

= (7.0,1°.0,9° + C;.0,1'.0,9" + C2.0,1%.0,9° =

17.3.2 Aliura repartitiei schemei lui Bernoulli

Probabilitatile p,; din schema lui Bernoulli se pot calcula din aproape in aproape

pe baza relatiei de recurenta

n—k
Pnk+1 = L + 1pnk
Din aceasta relatie rezulta

n—=~kp
n >pu & ——=>1 & k<np—q,
Prk+1 = Pnk k+1lg P—q

n—=kp
n <P & ——=<1 < k>np—yq,
Prk+1 < Pnk k+1lg P—4q

adica numerele p,,; cresc cat timp k este mai mic decat np — ¢, isi ating maximul si apoi

scad. Daca np — g este intreg exista doua valori maxime si anume Py np—g = Pnnpip -
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Daca np — g nu este intreg, atunci exista o singura valoare maxima pentru k£ cuprins
intre np — q si np + p.

Daca vom reprezenta grafic densitatea de repartitie dbinom(k,n,p) vom observa ci
pe masura ce n creste, diagrama capata o forma apropiata de un clopot simetric fata de

verticala k = np.

17.3.3 Legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli

Numarul cel mai probabil de realizari ale “succesului“ in cele n experiente din schema
lui Bernoulli este apropiat de np. Fie € > 0 un numar oarecare. Sa incercam sa evaluam
probabilitatea p (| %” — p‘ > 5), adica probabilitatea ca modulul diferentei intre frecventa
aparitiei “succesului“ in cele n experiente si probabilitatea “succesului“ intr-o experienta

sa fie mai mare ca € . Dupa formula de adunare a probabilitatilor avem

p (‘% —p‘ 2 6) = ank,

unde suma se extinde la acele valori ale lui £ pentru care |§ — p’ > ¢, adica pentru care

(5-)°
22

> 1. Dar atunci putem scrie

(ERED
pl|——pl=¢

n

IN
—~
Sl

5| |
3
~—~
[\

=

S

T

si cu atdt mai mult

n 2 n
b, ﬁ—p 1
p(‘——p‘ Z€> < upnkZQ—g (k—np)zpnk:
k

1 -
= [k(k — 1) + (1 — 2np)k + n’p*] Chp*q" " =
k=0
1 2,2 2,2 2,2 pq
=3 (npq + n’p® — 2n°p* + n*p?) = -

Trecand la evenimentul contrar avem
b
n ne
Am demonstrat deci
T1. (Legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli). Ori care ar fi € > 0, probabili-

76 A

tatea ca modulul diferentei dintre frecventa de realizare a “succesului“ in n experiente
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din schema lui Bernoulli si probabilitatea de realizare a succesului intr-o experienta sa
fie mai mica decat € tinde catre 1 atunci cand n tinde catre infinit.

Exemplul 2. Intr-o localitate s-au nascut intr-un an 400 de copii. Probabilitatea
nagterii unui baiat este egala cu probabilitatea nagterii unei fete. Sa se evalueze proba-

bilitatea ca numarul baietilor nascuti in acel an sa difere de 200 cu cel mult 20.

Avem
boo 1| 20
baoo —200] <20) =p (|- _ | ) <
P ([bao | <20) p(400 2‘ 400>—
1.1
<1-—2 2221—1=§.
400 (%) 4 4

17.3.4 Teorema limita a lui Poisson a evenimentelor rare

Pentru n mare este greu de calculat probabilitatile p, j ale variabilei binomiale cu

formula stabilita. Sa tinem cont ca

A IR

sicddacad0<a; <1,i=0,1,..., k atunci are loc inegalitatea (se verifica prin inductie!)

l—a)(1—ag)...(1—ax) >1—(ay +as+ ... +a),

adica in cazul nostru

(1_%) (1_%)”_(1_71;1) >1_(1+2+n...k—1>:1_%_

Rezulta

k(k—1) _ CiH

1 —
2n nk

<1

si deci dacd k < 0, 144/n atunci are loc formula aproximativa
kokonk . L (1P * n
Pok =GP q" " R o (7) q
cu o eroare relativa mai mica de 1%.
Mai mult rezulta si teorema
T2. (Teorema limita a lui Poisson a evenimentelor rare) Daci n — oo, p — 0,

astfel incat np — a, a numar pozitiv, atunci probabilitatea a k succese in schema lui

—aak

o7 pentru orice £ =0,1,2, ...

Bernoulli tinde catre e
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Intr-adevar putem scrie cu evaluarea de mai sus

k(k—1)1nk ., n*
1= TN kgnk <
[ o M;!pq <P < P

Pentru n — oco,p — 0,np — a si k fixat

k(k—1 _
LU L(np)* —a* g " =(1-p) " —>1,
2n
np ak
(1 - —) —e Y 1 deci pPpr —nooo € ‘—
n ’ k!

Definitia 2. O variabila aleatoare discreta ¢ cu valori naturale cu densitatea de

repartitie

ak

pé(€ =k) = e‘”g, k=0,1,2, ..

se numeste variabila aleatoare repartizata dupa legea lui Poisson a evenimentelor rare.

Uneori pentru o asemenea variabild vom scrie ca in MATHCAD ¢ € pois(a). In
MATHCAD densitatea de repartitie a unei asemenea variabile este dpois(k,a), functia
cumulativa de probabilitate este ppois(k, a), iar functia inversa este gpois(P, a). rpois(N,a)
este o functie care da valorile ale a N variabile aleatoare de acest tip.

Evident pentru o asemenea variabila

Z c(§=k)=e" ZZ—: %t = 1.
k=0 k=0

Daca se fac diagramele densitatii de repartitie dpois(k,a) se vede ca maximul se
atinge pentru k in jurul valorii lui a si pentru a ceva mai mare graficul seamana cu un
clopot.

Exemplul 3. Un sistem consta din 10000 de elemente, fiecare putandu-se defecta intr-
un timp dat cu probabilitatea p = 0,00005, independent unul de altul. 1) Cate elemente
de rezerva trebuie luate pentru ca toate elementele care se defecteaza sa fie inlocuite
cu altele noi cu o probabilitate de cel putin 0,95. 2) S& se evalueze probabilitatea ca
niciunul din elementele inlocuite s& nu se defecteze (ele avand aceeasi probabilitate de
defectare ca gi cele de baza).

Cum n = 10000 (este mare), p = 0,00005 (este mica), np = 0,5, avem de-a face cu
o variabila aleatoare ¢ distribuita dupa legea evenimentelor rare p¢(§ = k) = 6’0’5%—5!k

Daca m este numarul de piese de schimb, conditia 1) este echivalenta cu dubla inegalitate
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p§(E=0)+pé(§=1)+..+p&( =m—1) <0,95 <

<pE(€=0)+ps§=1)+ ...+ p&§(§ = m),

adica m = ¢pois(0.95,a). Se giseste m=2.

2) Probabilitatea ca nici unul din elementele inlocuite sd nu se defecteze este mai
mare ca (1 — 0,00005)* > 1 —0,0001 .

Exemplul 4. O centrala telefonica are 1000 de abonati. Intr-un interval dat de timp,
fiecare abonat poate apela centrala cu probabilitatea p = 0,005. Care este probabilitatea
ca in intervalul de timp dat sa existe cel mult 7 apeluri in centrala.

Putem considera ca avem de-a face cu o variabila aleatoare repartizata dupa legea

evenimentelor rare np = 5 gi probabilitatea ceruta este
p&(€ < 7) = ppois(7,5) = 0.867.

Conform demonstratiei de mai sus, legea lui Poisson se aplica variabilei binomiale b,

v . 2 .
daca n — oo si raportul % este mic.

17.3.5 Teorema limita locala a lui Moivre-Laplace

Sa presupunem acum ca in cazul variabilei binomiale b, odatd cu n — oo gi kK — o0
astfel incat n — k — oo . Sa notam a = %,6 = ”T’k =1 — « si sa folosim formula lui
Stirling

1 0.
nl = V2" e "1 0< 6, < 1

sau prin logaritmare

1 O
In(n!) =Inv2r + <n—|—§> Inn—n+—

12n°

Vom avea deci

n! n!
"k () (mB)

1 0,
= InvV2r+ (n—|—§> Inn—n+—-—

InC* =1
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1 gnoz
—InVvV2r— |na+ =) Inna+na + —
2 12na

—Inv2r — (nﬁ+%> lnnﬁ—}—nﬁ—i—%:

= —In+/2maf —n(alna+ FIng) + R,.

Se vede ca daca n — oo,k — oo,n — k — oo atunci R, — 0 uniform in raport cu

a, 3. Se poate deci scrie

n 1 B g 1 paqﬂ "
n :Ck & qP ~ —en(alna+’61nﬂ) = .
Pr.k n (0°0°) V2o V2mnafB \ a*(3P

Daca % + n—ik < 0,1 atunci eroarea relativa care se face folosind evaluarea de mai
sus este mica decit 1%.

Daca notdm ¢(a) = alnp — alna + Blng — F1n B putem scrie

1
P = V2mnaf

S& observam ci ¢(p) = 0. Tinem cont ca # = 1 — « si derivim

(o)

Y'(a)=Inp—Ing—Ina+1Ing;, na)= —é — % = —a(jﬁﬁ = —a—lﬁ.

Deci ¢/'(p) =0, " (p) = —p—lq. Cum " (p) este marginita, putem scrie

¢(p+A)=—%Z+19(A3) (A —0).

A _ k—mp _k _ Dq o . . . Pq ) v
Notandx——\/m avem o = * =p+x\/t, f=1—a=q—z\/E. Daca numarul

k variaza astfel incat |z| < T atunci pentru n — oo, vom avea a« — p, 3 — ¢ uniform

~ . . 1 N . 1 . nip(a) ~ . .
in raport cu x si deci Wi inlocuieste cu T lar e se inlocuiegte prin

a2 3

—nd2 19(nA 2 2 <

et ("2°) ynde A = 2B Cum nd =L nA3 =9 (+) rezultd
n 2pq 2 n

1 22
2

e

Are loc deci teorema
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k—np.

V1Pq’
fixat diferit de 0 i 1 §i k variaza astfel incat |x| < T, unde T este un numadr fix, atunci

T3. (Teorema- limitd locala a lui Moivre-Laplace) Fie x = daca n — oo, p

uniform in raport cu z, |z| < T are loc

lim == 1.
n—0o00 1 6_%?
\2mnpq

k—np

N este, cum vom vedea mai tarziu, ceea ce se numeste redusa

Variabila x =
variabilei b,,.

Teorema-limita locala a lui Moivre-Laplace permite sa evaluam probabilitatile p;, x
din distributia variabilei aleatoare binomiale b, pentru n — oo ca functie de valoarea k

a variabilei aleatoare.

17.3.6 Teorema limita integrala a lui Laplace

Teorema urmatoare numita teorema-limita integralda a lur Laplace permite sa evaluam
functia de repartitie a variabilei aleatoare binomiale b, .
T4. (Teorema-limita integrala a lui Laplace) Fie p € (0,1) fixat. Atunci pentru

n — oo uniform in raport cu a,b,a <b

b
b, — np 1 g2
limp(a§ <b>:—/e 2 dt.
n—sco N7 NoT
Sa notam

b, —np k —np (z) 1
= s 90 €Tr) =
npq npq V2

Vrem sa aratam ca

b
e‘é,cb(a,b) = /go(x)dx.

pla<& <b)"=" @(a,b)

uniform in raport cu a si b. Dar p(a <&, <b) = > pug. S& presupunem cd —71" <
a<lzp<b
a < b < T. Dupd teorema precedentd p,j = \/i_pqu(mk) (1+¢enk) unde g, "— 0
. N 1 Y
uniform in |zgx| < 7T. Cum zp11 — xf = o rezulta ca

pla<& <b) = Z DPnjk = Z @ (vr) (Tr1 — z) (14 €np) =

a<zp<b a<lzp<b

= Z ¢ (xg) (Try1 — x1) + parte neglijabila

a<zp<b
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care difera foarte putin de o suma riemanniana a lui ®(a, b), ceea ce trebuia demonstrat.

Consecinta 1. Fie F,,(x) functia de repartitie a variabilei £, = :}# Atunci pentru
n — 0o
xr
Fo(e) "= —— [ o %at
) — — [ e
" V2T
—o0

uniform in raport cu x € R .

Consecinta rezulta din teorema facand a — —o0,b = .

Functia F(z) = \/% f e‘édt se numeste functia de repartitie normala standard.
Evident, & (a,b) = F(b) — F(a) .

Daca o variabila aleatoare & are functia cumulativa de probabilitate

se zice cd ea este de tipul normal standard. Vom scrie £ € norm(0,1). In MATHCAD
densitatea sa de distributie este dnorm(zx, 0, 1), functia sa cumulativa este pnorm(z, 0, 1),
inversa functiei cumulative este gnorm(P,0,1).

Consecinta 2. (O alta de monstratie a legii numerelor mari sub forma lui Bernoulli)

im p | |——p| =€
n—oo n

by,
o (<)

P = \/_ n ,/
b

—= —p‘ = g) <p (|£n| > 25\/7;) - 2(1)(28\/5’ 00) =0

Pentru orice € > 0

Il
o

sau

Intr-adevar, cum

aveln
n

d

ceea ce trebuia demonstrat.

Sa reamintim ca raportul %" din legea numerelor mari este tocmai frecventa medie

de aparitie a succesului in schema lui Bernoulli.
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Exemplul 4. Sa reluam exemplul 2., calculand probabilitatea ca printre cei 400 de
nou nascuti, numarul baietilor sa difere de 200 cu cel mult 20, pe baza teoremei limita

integrala a lui Laplace: vom avea:

baoo — 2 1 1
p (|bago — 200] < 20) 1bao0 — 200] ,/400-—-— <2| =
\/400 - 1 2 2

20
= <|Ck| < 10) = pnorm(2,0,1) — pnorm(—2,0,1) =
= 2pnorm(2,0,1) —1=2-0.9772 — 1 = 0.9544

17.3.7 Exercitii si probleme

1. Probabilitatea ca un tragator sa loveasca o tinta este p=0.3. Tragatorul executa
4 trageri. Care este probabilitatea ca sa loveasca tnta de 2 ori.

R. dbinom(2,4,0.3) = 0.265.

2. Pe un canal de transmisie de date se transmit 5 mesaje. Fiecare mesajindependent
de celelalte este distorsionat cu probabilitatea de p=0.3. Sa se gaseasca probabilitatea
ca: a) din 5 mesaje 3 sa fie distorsionate; b) cel putin 4 mesaje si nu fie distorsionate;
c¢) cel mult dousd mesaje si fie distorsionate; d) toate mesajele sa fie nedistorsionate; e)
cel putin doua mesaje sa fie distorsionate.

R. a) dbinom(3,5,0.3)=0.132; b) 1-pbinom(3,5,0.7)=0.528; c¢) pbinom(2,5,0.3)=0.837;
d) dbinom(5,5, 0.7)20.168' e) 1-pbinom(1,5,0.3)=0.472.

3. Se stie ca ;¢ dln piesele produse de o fabrica sunt sub standarde. Fabrica a produs

4500 piese. Care este cel mai probabil numar de piese standard din acestea?

R. 4500« & — L <k <4500 2 4+ 22 k=4400.

4. Intr-o firma lucreaza 100 de salariati. Probabilitatea ca intr-o saptaméana sa se
imbolnaveasca un salariat este 0.01. Sa se gaseasca probabilitatea ca intr-o saptaméana
sd se imbolndvesca: a) trei salariati; b) cel mult trei salariati; c) cel putin trei salariati;
d) cel putin un salariat.

R. a) A = np = 100 % 0.01 = 1,dpois(3,1) = 0.061; b) ppois(2,1)=0.9197; c¢) 1-
ppois(2,1)=0.0803; d) 1-dpois(0,1)=0.6321.

5. Din intreaga cantitate de tranzistori ficuti de o fabrica 80% nu au defecte. Sa se

gaseasca probabilitatea ca printre 400 de tranzistori luati la intAmplare 80 sa fie defect;.
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_ _ _ _ _ k—np __ 1 _
R.n =400,k =80,p=0.2,¢q=0.8,2 = \/n_pz =0. mdnorm(0,0, 1) = 0.04986.

6. Sa se gaseasca probabilitatea ca din 10000 de aruncari ale unei monede valoarea

s apard: a) de cel putin 4000 de ori i de cel mult 6000 de ori; b) de cel mult 4000 de
ori; ¢) de cel putin 6000 de ori.

R. a) p = 0.5,¢ = 0.5,n = 10000, k; = 4000, ky, = 6000, x; = %\/%%0*0'5 = —20,
To = —6000’*12%%%0*0'5 = 20, pnorm(20,0,1) — pnorm(—20,0,1) = 1;

b)z, = % = —100, 25 = w = —20, pnorm(—20,0,1)—pnorm(—100,0,1) =

c) xy = A0 = 100, zp = B0 = 20, pnorm(100,0,1) — pnorm(20,0,1) = 0.
7. Probabilitatea ca o piesa dintr-un lot sa fie nestandard este 0.1. Cate piese trebuie
sa se ia astfel incat cu probabilitatea de 0.9544 sa se poata afirma ca frecventa relativa

de aparitie a pieselor nestandard difera de probabilitatea p=0.1 in valoare absoluta cu

cel mult 0.03?
R. Avem p = 0.1,q = 0.9, = 0.03,
p(|£ —p| <e) =0.9544 = 2pn0rm(5\/g, 0,1)—1
pnorm(0.1y/n,0,1) = 0.9772,0.1y/n = qnorm(0.9772,0, 1),

gnorm(0.4772,0,1)2 _
o ~ 400.

n =

17.4 Valori medii ale variabilelor aleatoare discrete

17.4.1 Legea numerelor mari sub forma lui Markov

Daca ¢ este o variabila aleatoare, vom numi observatie independenta a lui & orice
variabila aleatoare independenta cu aceeasi lege de repartitie ca si £. Introducem o
asemenea definitie pentru ca orice observatie rezulta din observarea variabilei £, contand

mai mult realizarile acesteia.
o R R e :
Fie variabila aleatoare & cu repartitia asociata unei experiente. Repetand
P q
experienta de n ori obtinem variabilele aleatoare &;,7 = 1,2,...,n cu aceeasi repartitie
10
Acestea sunt observatii independente ale variabilei £&. Conform legii nu-
P q
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merelor mari sub forma lui Bernoulli
p(€1+€2++§n_p <8)n:>>ool,

n
adica media aritmetica a rezultatelor observatiilor independente ale lui £ sunt oricat de

apropiate de p pentru n mare cu o probabilitate oricat de apropiata de 1. De aceea

este natural sa numim probabilitatea p drept speranta matematica sau valoare medie a

10
variabilei aleatoare & cu repartitia
P q
Fie acum o variabila aleatoare simpla £ cu legea de repartitie
r1T T2 ... Iy
p1 P2 - Pm

si fie &1, &, ..., &, observatii independente ale lui £ . Daca s, = & + & + ... + &, atunci
avem s, = N1z, + Nozo + ...+ N,z,, unde N; este numarul observatiilor al caror rezultat

afost z;, 7 =1,2,...,m. Fie ff indicatorul evenimentului {rezultatul observatiei i este

. ‘ 1 0
x; }. & reprezintd observatii ale variabilei aleatoare £’ cu repartitia
pj 1—pj
Evident avem & + & + ... + & = Nj;. Deci dupd legea numerelor mari a lui Bernoulli
putem scrie
Nj n—00 .
pl|——pj|=>0) — 0,j=1,2,..m,
n
de unde si
N'Q?' ’VL*)OO
p( 2L pix; 26]le> 0,j=1,2,..m
n
Cum
j
P D DL D D e T
j=1 j=1 j=1
rezulta
" ijj " “ i Nl' n—-00
—_ — xipi| >0 il | < I g >6|x 0.
p(; n ;Jpj— ;|]|>—;p< n iPj |J|)

Cum ¢ este arbitrar, rezulta ca

p<§1+§2+ +€n Z-ijj 25> n:)>ooo’
sau trecand la evenimentul contrar

p<€1+€2+ +§n Zx]p] <€) n:)oo1

Aceste relatii constituie legea numerelor mari sub forma lui Markov.
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17.4.2 Valoarea medie, proprietati

Din legea numerelor mari sub forma lui Markov rezulta ca este natural ca suma
> x;p;j sd se numeasca valoarea medie sau speranta matematicd a variabilei aleatoare &
i=1
(expectation in englezd, esperance in franceza). Mai mult introducem urmatoarea

Definitia 1. Daca & este o variabila aleatoare discreta cu densitatea de repartitie

ry T2 ... T
p1r P2 .- Pm
oo
dacd seria ) x;p; este absolut convergenta atunci suma acestei serii se numeste valoarea
=1
medie a vclm'abilei aleatoare i se va nota prin E (£). Variabila aleatoare £ — E(§) se

numeste abaterea variabilei aleatoare & .

Exemplul 1. Daca A este un eveniment, atunci valoarea medie a indicatorului lui A

este E (I14) = p(A).

Exemplul 2. Fie b, variabila aleatoare binomiald. Cum p (b, = k) = C*p*¢"* avem
=Y kChpFgF =Y Ch it F = np(p+ )" = .
=0 k=1

Exemplul 3. Fie £ o variabila aleatoare repartizata dupa legea evenimentelor rare cu
parametrul a, adicd p (§ = k) = e*““k—lf . Valoarea medie a acestei variabile este

oo

k
E (€)= e‘“Zk% = ae %" = a.
k=0

Valorile medii asociate variabilelor aleatoare discrete au o serie de proprietati.

Teorema 1. Fie £ o variabild aleatoare discretd cu repartitia p (§ = ;) = p; si f(z) o
functie definitd pe multimea valorilor variabilei § astfel incat > [f(z;)|p; < co. Atunci
B (£(9)) existi si B (f()) = 3 f(zi)p . ’

1
Intr-adevar, f () este o variabild aleatoare. Fie y; valorile sale. Avem

Zlyjlp(f(f)zyj) = Z|yj| Yo=Y Y |f@)lp

i f(xi)=y; i g:f(xi)=y;

= Z|f$z |pz Z 1—Z|fl’z |pz<oo

j: f(xz) =Yj

Consecinta: E(aé+p)=aE (&) +0 .
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Teorema 2. Daca &,n sunt doud variabile aleatoare discrete atunci E (£ +1n) =

E(&)+ E(n) .
Fiep(§ =) =p,p(n=1y;) =¢q;, p(§ = x;,n =1y;) = p;; - Membrul stang se scrie

ZZp(§+n:z) - Zz Z pif:z Z (i +y5) pij =

z zity;j=z z wity;=z

= Z($i+yj)pij Z 1=

bJ zityj=z
- le Zpij + Zyj Zpij = Z:L’ipi + Zyjpj =
i J J i i j

= E)+E®Mm).

Definitia 2. Variabilele aleatoare discrete &, 7 se numesc independente daca eveni-
mentele £ = z;,7 = y; sunt independente oricare ar fi ¢, 7. Analog se defineste indepen-
denta in totalitate a mai multor variabile aleatoare.

Teorema 3. Daca &, n sunt variabile aleatoare discrete independente si cu valori medii
finite atunci F (én) = E(§) E(n) .

Intr-adevar
E(n) = Y wyp(E=win=1y) =Y xy;pip;
2% 2%
= > xip »_yipi=E () E®m).
i j

17.4.3 Momente, inegalitatile lui Markov si Cebigsev

Definitia 3. Daca £ este o variabila aleatoare numarul vx(§) = E (fk) se numeste
momentul de ordin k al lui £ , iar numarul £ <|§ |k> se numeste momentul absolut de
ordin k ol lui £ . Numdarul pi(§) = E ((5 - E({))k> se numeste momentul centrat de
ordin k al lui £ | iar numarul E (|§ - E(§)|k) se numeste momentul absolut centrat de
ordin k. In particular pentru k = 2 ps(§) = E (£ — E (f))2) se numeste dispersia sau
variatia lui € si se noteazi si cu D? (€) sau var (€). D (£) = y/var (€) se numeste abaterea
medie patratica a lui & .

Notam relatiile
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(2 = v — V12)
var (af + 3) = o® var ().

Daca&y, &, ..., &, sunt variabile aleatoare independente atunci
var (§1 + & + ... + &) = var (&) + var (&) + ... + var (&) ,

aceasta rezultdnd din definitia dispersiei si multiplicativitatea valorilor medii ale vari-
abilelor aleatoare independente.
Daca &,n sunt doua variabile aleatoare pentru care existda momentele de ordinul doi

E(£€?), E(n?) atunci are loc inegalitatea lui Schwarz
E(én) < E(E)E(m).
In adevar avem pentru orice A € R
E((§ = Mn)*) = E(€) — 2AE(&n) + N E(n*) > 0

si deci realizantul trinomului este negativ.
Dac#t notdm cu A evenimentul A = {|€|" > ¢}, pentru e > 0, atunci |[¢|" > |¢]* I, >

efI4 i deci E <|§|k> > e*FE (14) = efp(A), adica are loc inegalitatea lui Markov
. B (I¢")

bl =) < ==

Pentru k£ = 2 si inlocuind £ cu £ — E (§) obtinem inegalitatea lui Cebisev

p(e — B(©) > ) < 7).

€
Luand e = 3y/var(§) rezulta p <\§ —E(§)| < 3\/var(§)> > 1—3 = 3. Aceasta inseamna

cd majoritatea abaterilor absolute ale lui £ cu o probabilitate cuprinsa intre 8/9 si 1 nu
depdsgesc 3/ var(§), ceea ce justifica denumirea de dispersie. Termenul dispersie provine

din cuvantul latin dispersio cu semnificatia de imprastiere, raspandire.

Daca ¢ este o variabila aleatoare cu legea de repartitie si daca &1,&9, ..., &n
P q
sunt observatii independente ale lui &, atunci

<€1+£2+---£n>_ (£1+£2+---+§n)_ 1 g
E = p,var = —npg=—,
n n

n n
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si inegalitatea lui Cebisev devine
p( G+&+- & _p' 25) il

n ne?’
adica regaisim legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli. (De altfel, prima demon-

stratie data de noi legii numerelor mari, calchiaza demonstratia inegalitatii lui Cebigev
in cazul particular al variabilei binomiale.)
Sa notam pentru comoditate S, =& + &+ - &, , An = {“i—" - p‘ > 5} si fie f(z)

o functie continud pe [0, 1]. Vom putea scrie

H((2) -
<o (2) ] )2 5 (5) ] 1)

< sup |f(p+ ) = f(p)| +2F - B (La,) < sup |f(p+ ) = f(p)| +2F - 2.

2°
|z|<e lz|<e ne

Am notat cu F maximul modulului lui f pe [0,1]. Cum f este uniform continua pe

E (f (%)) um’forgpe[o,l] f(p)

Cum p (S, = k) = CFp* (1 — p)"ik rezultd, inlocuind p cu z, ca

Zf( )Ck k: .’E)n_k uniforzxe[(),l] f(m)

[0, 1], rezulta ca

Am obtinut astfel o demonstratie a teoremei lui Weierstrass de aproximare uniforma
a functiilor continue pe un interval inchis prin polinoame, construind efectiv aceste
polinoame. Polinoamele B, (z) se numesc polinoamele lui Bernstein, ciruia ii apartine
demonstratia de mai sus.

Definitia 4. Daca £ este o variabila aleatoare, variabila aleatoare

- BE _ - B
var(§) D(¢)

se numeste redusa variabilei €.
Valoarea medie a variabilei reduse este nula, iar dispersia sa este egala cu 1.

Definitia 5. Daca &, n sunt doua variabile aleatoare numarul

cov (§,n) = E((§ — E(§)) (n—En)))
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se numeste covariatia celor doua variabile aleatoare; numarul

cov (£,n)
(var (&) var (n))"/?

se numeste corelatia celor doua variabile aleatoare.

cor (§,m) =

Totdeauna |cor (§,7)] < 1. Daca cor (§,n) = 0 variabilele &, 1 se numesc necore-
late. Daca variabilele sunt independente ele sunt necorelate; invers nu este adevarat

totdeauna.

17.4.4 Functii generatoare

In cazul variabilelor aleatoare cu valori numere naturale, momentele se pot calcula
usor prin intermediul functiei generatoare.

Definitia 6. Pentru variabila aleatoare

0o 1 .. k
Po P1 .- Dk

se numegte functie generatoare functia olomorfa p(z) definitd in cercul unitate |z| < 1
prin

p(z) =Y mit = B (z8).

k>0

Teorema 4. Daca &1, &s, ..., &, sunt variabile aleatoare independente cu functiile gen-

eratoare p1(z), p2(2), ..., pn(2) atunci variabila aleatoare £ = &; + & + ... + &, are functia

generatoare p(z) = p1(2)p2(2)...pn(2) .

Intr-adevar,
Pe) = B (676796) = 1 (:9) B (:2) . B () = () (2.

Vom observa ca daca variabila £ are functia generatoare p(z) atunci au loc relatiile:

E©) = Y kpe=p(1),
E(Y) = E@EE-1..(6-1+1)=p0(1).

In particular

E(&)=EEE-1)+¢& =pn1)+p(1)
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si deci
var (§) = E (6%) — E(&)" = prr(1) + pr(1) — pr(1).

Exemplul 3. Fie b, variabila din schema lui Bernoulli; avem b,, = w1 + wy + ... + w,

0
unde variabilele w; = au functiile generatoare p;(z) = q + pz ; deci b, are

p q
functia generatoare p(z) = (¢ + pz)" . Regésim astfel p, , = C*p*¢"* . Avem E (b,) =

p/(1) = np(q + pz)" ! |.=1 =np . Cum pr(1) = n(n — 1)p? rezulta var (b,) = n(n —
1)p? + np — n?p? = npq . Se verifica usor ci suma a doud variabile de tip Bernoulli cu
aceeasi probabilitate este tot o variabila Bernoulli.

Exemplul 4. Fie o experienta aleatoare cu doua rezultate: succesul cu probabilitatea
p si insuccesul cu probabilitatea ¢ = 1 — p. Fie 1 4+ £ numarul de repetari al experientei

pana apare succesul. ¢ este o variabild aleatoare cu valorile 0,1,2,....Avem p (£ = k) =

¢"p . Deci p(z) = B (2€) = 72, B (§) = & var (€) = .

p
Daca notam cu n+b_, numarul de repetari ale experientei pana apar n succese putem

scrie b_,, = &+ &+ ...+ &, unde &1, &, ..., &, sunt variabile de tipul celor de mai inainte.

Deci functia generatoare a lui b_,, este p(z) = <1_pqz) si B (b-n) =ni, var (b-n) =nsk.

Pentru a calcula p (b_,, = k) aplicim formula seriei binomiale
p(z) =p"(1—g2) " =p" Y C*, ()" 2F =D Ct " ()" 2,
k=0 k=0

Deci
p(by=k)=CEp" (—9)" = Cfih_ip"d".

Se spune ca b_,, este repartizata dupa schema binomiala negativa. Urmand MATCAD
vom scrie b_,, € nbinom(n,p). In MATHCAD densitatea unei asemenea variabile se
noteaza prin dnbinom(k, n, p), functia camulativa prin pnbinom(k, n, p) s functia inversa
cumulativa prin gnbinom(P,n, p).

Exemplul 5. Sa consideram o urna cu a bile albe si b bile negre. Din urna se fac
n < a + b extrageri succesive fara a pune bila extrasa inapoi. Fie £ numarul de bile

albe extrase. Aceasta este o variabild aleatoare cu valorile posibile intre max(0,n —b) si

ko n—k
min(n,a). Avem p (§ = k) = pu = C“C# . Intr-adevar, numarul total de evenimente
a+b
elementare este egal cu numarul combinarilor care se pot face cu cele a+b bile luate cate

n; numarul cazurilor favorabile este dat de numarul grupelor care se pot forma astfel
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incat fiecare grupa sa contind k bile albe si n — k bile negre: din cele a bile albe se pot
forma C* grupe cu cate k bile albe, cu cele b bile negre se pot forma Cl'f_k grupe cu cate
n — k bile negre, deci numirul cazurilor favorabile este C*FC7 " .

Observand ca

_nn-1)..(n—k+1) ala—1)...(a—k+1)
Pk = k! b-nt+tDb-n+2).(b—nt+tk’ ™

rezulta ca functia generatoare este

ala—1)...(a—k+1) k
pnoz "(h— n+1)(b—n+2>.-~<b—n+’f)z'

Avem E (§) = 25 var (§) = 2o

Exemplul 6. Un lot de 400 de piese, contine 8% piese cu defectiuni. S& se identifice
legea de repartitie a numarului € de piese cu defectiuni dintr-un esantion de 10 piese din
lot.

Lotul de ¢ = 400 de piese contine a piese defecte gi b piese bune astfel incat ¢ =
a+b%=0, 08,2 = 0,92, deci a = 32, b = 368. Un esantion de n = 10 piese contine
k piese defecte si n — k = 10 — k piese bune. Cu cele b piese bune se pot obtine
C’”_k Cao " esantioane de n — k piese bune, cu cele a = 32 piese defecte se pot obtine
C* = C%, esantioane de k piese defecte; deci existd C*CpF = Ck,C30:" esantioane de
n = 10 piese din care k sunt defecte. Rezulta ca probabilitatea ca din esantionul de

. v ckep=k ok ook . C e
n = 10 piese k sa fie defecte este pp = —%5b— = =238 . Valoarea medie a variabilei

[ Cigo
¢ este E(&) = % = % , iar dispersia este var(§) = 10430205’,6389390 .

Este de observat ca daca a+b=r,p=%,q = % atunci rli_)lgo o = CFpFqn=F, rezultat
firesc.

Exemplul 7. Intr-un lac sunt N pesti. Se pescuiesc a pesti, se marcheaza acesti pesti
si se arunca in lac. In lac sunt acum b = N — a pesti nemarcati. Se pescuiesc din nou
n pesti. Dupa exemplul 5 probabilitatea ca printre cei n pesti sa se gaseasca k pesti
marcati este

_ CiCha
PNk = C—Jy\l]
Daca dupa pescuirea celor n pesti s-au pescuit intr-adevar k pesti marcati, avem posi-

bilitatea sa apreciem numarul numarul total de pesti din lac N pentru ca pescuirea celor



17.4. VALORI MEDII ALE VARIABILELOR ALEATOARE DISCRETE 379

k pesti marcati este cea mai verosimila atunci cind probabilitatea py j este maxima in

raport cu variabila N, adica

PN—1k S PNk < PN+1k-

Scriind aceasta se gaseste ca N este valoarea intreaga cea mai apropiata de 5*.

17.4.5 Exercitii si probleme

1. La o tombola se vand 200 bilete din care unul cu un castig de 50¢, doua cu un
castig de 25¢, 10 cu un castig de le. Sa se scrie legea de repartitie a variabilei aleatoare

¢ reprezentand céstigul la cumpararea unui bilet.

R.
€0 1 25 50

187 10 2 1
D 200 3200 200 3200

2. O variabila aleatoare £ ia valorile xx = k, k = 1,2, ..., cu probabilitatile p(§ =
k) = 27*. Si se scrie expresia functiei de repartitie si si se calculeze probabilitatea
p(3 <£<6).

R. Fien—1 < 2 < n, n € N. Evenimentul (¢ < z) inseamna ca £ ia valorile
1,2,...,n — 1 cu probabilit#tile corespunzétoare 271,272, ..., 27!, Functia de repartitie

va fi
0 pentru x <1

Fa)=¢
27F pentru n—1<z<n
k=1

Evenimentul (3 < ¢ < 6) tnsemna valorile 3,4, 5,6 cu probabilitatile 273,274,275 276,
Deci p(3<£<6)=23+2"4+27°4+26=2
3. Variabila ¢ are legea de repartitie

E -3 =20 2 3 5
p 0.1 02 03 01 0.1 0.2

S4 se scrie legea de repartitie a variabilei n = £2.

R.
n 0 4 9 25

p 03 02401=03 01+01=0.2 0.2
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4. Variabilele aleatoare &, n au legile de repartitie

£ -2 -1 0
p 03 02 0.5

n 0 1 2
p 04 0.5 0.1

Sa se scrie legile de repartitie ale variabilelor £ 4+ 7 si £n; in ultimul caz se presupune ca
variabilele &, 7 sunt independente.

R.
E4n -2 -1 0 1 2

D 0.12 0.23 0.33 0.27 0.05

& —4 -2 -1 0
p 0.03 017 0.10 0.70

5. Sa se calculeze valoarea medie a céstigului la tombola din problema 1.

R. E(§) = 0.555 + 1.5 4 25.555 + 50.505 = i€

6. Sa se calculeze valoarea medie a numarului de puncte realizate la aruncarea a
doua zaruri.

R. Daca &, n sunt numarul de puncte de pe primul gi al doilea zar avem E (£ + 1) =

E()+En)=2;1+2+3+4+5+6)="T.

7. Sa se calculeze dispersia variabile cu legea de repartitie

€2 3 5
p 0.1 0.6 03

R. Avem
E(¢) =2.0.14+3.0.6+5.0.3 =3.5,

E(£%) = 4.0.14+9.0.6 + 25.0.3 = 13.3,
var(§) = B(&%) — E(£)? = 13.3 — 3.5 = 1.05.

8. O variabild aleatoare ia valorile x; < 5. Stiind ca p(§ = z1) = 0.2, E(§) = 3.8,

var(€) = 0.16 sa se scrie legea de repartitie.
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R. Se rezolva sistemul

T —|—4(E2 == ]_9,

i 4+4a) = 73

cu solutia z; = 3, x5 =4, p; = 0.2, p, = 0.8.

17.5 Variabile aleatoare oarecare

17.5.1 Valori medii ale variabilelor aleatoare oarecare

Fie ¢ o variabild aleatoare oarecare cu functia de repartijie F€(z) si s& incercadm sa
definim valoarea medie a variabilei aleatoare f(£) pe baza unui gir de valori rezultate
in urma masuratorilor efectuate asupra variabilei £. Pentru inceput sa presupunem ca
variabila aleatoare este marginita, adicd presupunem cd F¢(r) = 0 pentru x < a si
F¢(x) =1 pentru « 2 b, altfel spus, valorile masurate ale lui £ se afld in intervalul [a, b].
Pentru a obtine o aproximare a valorii medii impartim intervalul [a,b] in N parti prin
punctele x;,7 = 0,1,2, ..., N astfel incat a = 2y < x; < ... < zxy = b. Notam prin z un
punct oarecare din subintervalul [z;_1,z;], i = 1,2, ..., N. Ponderea valorilor lui ¢ din
intervalul [z;_1, z;] este F&(x;) — F€(2;_1).. Deci, o valoare aproximativé a valorii medii
este év: f(zh) (F¢(x;) — F&(zi-1)). Lalimitd, cind norma partitiei tinde citre zero, suma

i=1

b
tinde ciitre aga numita integrald Stieltjes [ f(z)dFE(x) .

Teoria integralei Stieltjes a unei funczii continue aproape coincide cu teoria inte-
gralei Riemann. Integrala Stieltjes este folosita in modelarea multor notiuni fizice. Vom
prezenta pe scurt definitia gi unele proprietati ale integralei Stieltjes.

Fie F(z) o functie cresciatoare pe intervalul [a,b] si f(x) o functie continud pe in-
tervalul [a,b]. Oricérei diviziuni A : a = 29 < 71 < ... < zy = b a intervalului [a,b] si
oricarei multimi asociate & = {1, &, ...,{n} cu & € [x;_1, x;] ii asociem suma Stieltjes

N

S(f;0,6) =>_ £(&) (Fa:) = Flwim)).

i=1
Spunem c& functia f(x) este integrabild Stieltjes in raport cu F'(x) pe [a,b] daci

pentru orice sir de diviziuni A,, cu normele |A, | =max |z; — x;_1| tinzand cétre zero si
(2
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pentru orice gir de multimi &, asociate sirul sumelor Stieltjes S(f; A,, &,) converge cétre
o aceeagi limita independenta de sirul de diviziuni si multimi asociate. Aceasta limita
se noteaza cu fb f(z)dF(x). Se poate arita ci daca functia f(x) este continud, atunci
integrala Stieltges exista.

Au loc proprietati asemanatoare integralei Riemann:

1) Daca fi(z), f2(x) sunt integrabile Stieltjes atunci si af(z)+ 0 f2(x) este integrabila
Stieltjes si

[@hi@)+R@iF@) =a [ @)@ +5 [ A@dFE),
2) Dacd a < ¢ < b atunci ff(m)dF(x) = jf(:c)dF(x) +ff(:c)dF(x).

3) Daca f(x) > 0 pe [a,b] atunci ff(x)dF(m) > 0.

ff

<max |f(z)].(F(b) — F(a)).

a " z€[ab]
b
5) [ f(z) z) + Fy(x ff )dF (z +ff )dFy ().
6) Daca F ( ) = z atunci 1ntegrala Stieltjes a lu1 f(z) coincide cu integrala Riemann.

7) Daca functia F(z) este crescitoare pe [a,b] si derivabild F'(z) = p(x) atunci
[ f(z)dF(z) coincide cu integrala Riemann fb f(z)p(z)dz, adicd pur si simplu se in-
focuie§te dF(z) cu expresia sa p(x)dz.

8) Daca av < 3 si

F(z) =

a pentru a<x<c
B pentru c<x<b

atunci

/ f(@)dF(z) = (8 — a) f(c) = (F(c +0) — F(c— 0))f(c).

Cum F(z) = a+ (8 — a)h(z — ¢), h fiind functia treaptd, in distributii putem scrie
F'(z) = (6 —a)é(x —c) si dacd tinem cont de proprietatea de filtrare a functiei § putem

scrie
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9) Dacd functia F(z) este o functie crescitoare, constanta pe portiuni cu salturile

F(c; +0) — F(¢; — 0) in punctele ¢;, i = 1,2, ..., n atunci

/f )dF (x chz (¢; +0) — F(e; — 0).

10) Daca functia F'(x) crescitoare pe [a,b] este derivabild pe portiuni cu derivata

p(x) cu salturile F'(¢; +0) — F(¢; — 0) in punctele ¢;, ¢ = 1,2, ..., n atunci

i=1
adicd pur gi simplu inlocuim dF'(z) prin expresia sa in distributii
dF (z) = p(x)dz + Y (F(ci+0) — F(ci — 0)8(z — ;).

Definitia 1. Daca £ este o variabild aleatoare oarecare cu functia de repartitie F€(x)
, se numeste valoare medie sau sperantd matematicd a variabilei aleatoare f(£) integrala

Stieltjes (improprie)

[e%) b

/ f@)dFe(x) = lim [ f(o)dFe(x)
a— X0 a
b — oo

cu conditia ca aceasta sa existe.

In cazul particular, in care functia f(x) este o putere naturald a lui x sau a modulului
lui z, marimile £ (fk) B <]§|k> , daca exista, constituie momentele respectiv momentele
absolute de ordin k. Marimile E ((£€ — E(¢))¥), E (]5 — M(é’)\k) se numesc momentele
centrale respectiv momentele centrale absolute de ordinul k. In particular var(§) =
E ((€ — E(€))?) este dispersia variabilei aleatoare £. Proprietétile valorii medii gi ale
momentelor stabilite in cazul variabilelor aleatoare discrete raméan valabile si in cazul

variabilelor aleatoare oarecare. In particular are loc inegalitatea lui Cebigev:

p(I€—E(@) =€) <

pentru orice € > 0 .
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Definitia 2. O variabila aleatoare £ se numeste cu repartitie absolut continua daca
existd o functie integrabild p&(z), —oo < x < oo astfel incat in orice punct z F¢(z) =
f p&(t)dt . Functia p&(z), —0o < x < oo se numeste densitatea de repartitie a variabilei
go;au densitatea functiei de repartitie F§(z) .

In cazul unei variabile aleatoare £ cu repartitie absolut continua p (§¢ = z) = 0 si deci

pr<f<y) = pr<i{<y)=pE<i<y) =

= p(x<§§y):/p§(t)dt.

T

De aici semnificatia densitatii de repartitie
p(r <& <z+dr)=pe(x)de +9(dr), dx— 0.

Exemplul 1. O variabila aleatoare { are o repartitie uniforma in intervalul (a,b)

(uneori urméand MATHCAD vom scrie £ € unif(a, b)) daca are o densitate de repartitie

1
pg(l‘) = dumf(x, a, b) — —a L € (CL, b)

0,z ¢ (a,b)

In MATHCAD densitatea de repartitie a acestei variabile este dunif(z,a,b), functia
cumulativa este punif(z,a,b) iar inversa cumulativa este qunif (P, a,b).
Exemplul 2. O variabild aleatoare ¢ are o repartitie normald norm(a,o) (scriem

urmand MATHCAD ¢ € norm(a, o)) daca are densitate de repartitie de forma

1 _(z—a)?

e 22 reR.
vV 2mo?

Graficul unei asemenea densitati de repartitie este de forma unui clopot simetric in

p&(z) = dnorm(z,a,0) =

raport cu dreapta * = a. Am vizut cd pentru n mare p(b,) tinde citre un asmenea
grafic. Functia de repartitie a unei variabile aleatoare & € norm(a, o) este notata in
MATHCAD prin dnorm(z,a,o), functia cumulativd prin pnorm(z,a, o), iar inversa
cumulativa prin gnorm(P, a, o).

Exemplu 3. Daca £ este o variabila aleatoare cu distributie continua cu densitatea de

pé(z)
1-F¢(x)”

repartitie p€(z) = 0 pentru z < 0, functia A{(z) = x > 0 se numeste intensitatea

variabilet aleatoare & . Denumirea este justificata de urmatoarea interpretare:
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Fie £ timpul de functionare fara defectiuni al unui aparat. £ este o variabila aleatoare
cu o densitate de repartitie pe(x) . S& calculdm probabilitatea p(z,dz) a faptului ca
aparatul se defecteaza in intervalul de timp (z, z + dz) cu conditia ca el s& fi lucrat fara

defectiuni pana la momentul z. Avem

plz,dr) = p(x < € < x4+ dzlé > ) = Fe(z +dx) — Fe(z)

1 — Fe(x)
Deci avem
dx 1 — Fe(x) dx 1 — Fe(x) S

Rezulta c& A¢(x) reprezinta probabilitatea ca & sa ia valori in intervalul elementar (z, z+
dx) cu conditia ca £ > x. In teoria fiabilitatii functia A\¢(x) se numeste intensitate sau
ratd a defectarilor aparatului. Cunoasterea functiei A¢(x) implicd cunoasterea functiei
de repartitie F¢(z) din ecuatia diferentiald

Fr1e(x) B
1—6—1”%(1?) = A¢e(2),

pe care integrand-o avem
t

Fr1e(x) B . B !
O/ e = (1~ Fi) | =~ (1 Fio) - / Ae(z)de

de unde

t‘)\(x)da:
Fg(t)zl—eg >0

Experienta arata ca functia A\¢(z) are graficul la dreapta lui Oy de forma unui lighean
ca in figura de mai jos.
Prima parte corespunde perioadei de rodaj, urmatoarea parte - perioadei de lucru
normal si ultima parte - perioadei de imbatranire.
In perioada de lucru normal se poate presupune ca functia A\{(z) = A(= const.)
Atunci functia de repartitie este
l—e ™ z>0

0, <0

Fe(x) =

numitd repartitie exponentiala de parametru A . Urmand MATHCAD vom scrie £ €
exp()). Densitatea repartitiei este
e ™ x>0

0, <0

p&(x) = dexp(z, A) =
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Fig. 17.3:

In MATHCAD aceastd densitate se noteaza prin dexp(x, ), functia cumulativa prin
pexp(z, A), iar functia inversa cumulativa prin gezp(P, \).

Distributia exponentiala se caracterizeaza prin faptul ca pentru x>0 si t>0

€> 4t —A(z+t) -
ple>atesa) = HEZEED _E o oo

adica restul timpului de lucru fara defectiuni nu depinde de cat a lucrat fara defectiuni
pana atunci.
Daca £ este o variabild aleatoare cu repartitie continud cu densitatea pe(x) , atunci
valoarea medie a sa (sau speranta matematica) este marimea M (§) = T xpe(x)de .
Definitia 3. Abscisa M,(£) a punctului de maxim global al densitz;gi? de repartitie
p&(x) a variabilei aleatoare £ se numeste valoarea modala sau moda variabilei aleatoare.
Daca densitatea de repartitie prezinta mai multe maxime locale, se zice ca variabila

aleatoare este plurimodala.

Definitia 4. Numarul M,(§) pentru care

se numeste mediana variabilei aleatoare & .
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In cazul variabilelor aleatoare cu repartitie continud mediana M, (&) este unic deter-
minata de egalitatea f pe(t)dt = ?pg = l si este de fapt abscisa verticalei care
imparte in parti egale arla limitata de graficul densitatii de repartitie si de axa Oz.

Definitia 5. Daca £ este o variabila aleatoare cu densitatea de repartitie p&(z) ,
numerele x1, T, ..., T,_1 pentru care 71 p&(x)dr = 72p§(ac)dac =..= 70 pé(z)dr = +
se numesc cuantile de ordin n. In cz;zoljl n = 4 se numesc cuartile, inngzul n = 10 se
numesc decile, iar in cazul n = 100 se numesc procentile.

Definitia 6. Prin cuantila de nivel P a variabile aleatoare cu densitatea de repartitie
p&(z) vom intelege abscisa zp determinatd de ecuatia 7 p&(z)dx = P, adicd xp este
valoarea functiei inverse cumulative pentru P. -

Evident, cuantila x( 5 coincide cu mediana variabilei aleatoare.

Observatie. Daca & este o variabila aleatoare discreta cu repartitia
1 X9 ... Tk
p1 P2 - Dk

o putem considera ca repartitie cu densitate concentrata in punctele zq, xo, ..., T, ... .

Intr-adevar functia sa de repartitie se poate scrie sub forma

x) = Zpkh (x — x)

densitatea de repartitie fiind de fapt

= Zpké(x — T).

Functia treaptd a lui Heaviside h (x — z},) apare ca functia de repartitie a unei vari-

abile aleatoare care ia valoarea x; cu probabilitatea 1.

17.5.2 Functia caracteristica.

Dacd f(z) = " valoarea medie E (¢") existd totdeauna.
Definitia 7. Daca & este o variabild aleatoare oarecare cu functia de repartitie FE€(x),

functia complexa de variabila reala ¢

o0

pE(t) = F (7€) = / ¢ dFE(z),

—0o0
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se numeste functia caracteristica a variabilei aleatoare & .

Notam ca functia caracteristica a fost introdusa de citre Cauchy sub forma £(0) =
E (695) ,0 € R. Aceasta se numeste uneori functia generatoare a momentelor pentru
ca are loc relatia % = E(&*) = 1(€). Sub forma din definitia noastra functia
caracteristica a fost introdusa de catre Paul Levy.

Asa cum arata denumirea, se poate arata ca functia caracteristica determina complet
repartitia variabilei aleatoare.

In cazul variabilei £ cu densitatea pe(x) functia caracteristica este

o0

o€ (t) = / ¢pé(z)dz,

—00
adica este

pE(t) = V2rF, [pé(x)]

diferind de transformata Fourier directa a densitatii numai prin factorul +/27. Evi-
dent, functia caracteristica determina repartitia cum rezulta din formula de inversiune

a transformatei Fourier

I
= — oL (t)dt.
ol RS0

—00

pé(r)

Pentru variabila aleatoare cu legea de repartitie

r1y To9 ... T
b1 P2 - Dk

functia caracteristica este
o0
@(ﬂ _ Zpkeitxk_
k=1

Au loc urmatoarele teoreme:

Teorema 1. Daca variabila aleatoare £ admite moment de ordinul k£ atunci exista
derivata de ordin k a functiei caracteristice &) (t) si €™ (t) = i*M (¢*e™); in par-
ticular p&® (0) = iFM (¢7) .

Teorema rezulta din proprietatile transformatei Fourier.

Sunt importante relatiile

M (§) = —igple(0)
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M (€%) = =1 (0)
var (€) = /¢ (0)* — @1 (0).

Teorema 2. Daca &1, &, ..., &, sunt variabile aleatoare independente, atunci

Pty et tbn () = Py () @, () -0, (1) -

Relatia rezulta din definitia functiei caracteristice.

17.5.3 Teoreme-limita centrale.

Folosind functia caracteristica obtinem demonstratii mai simple pentru teorema li-
mita a lui Moivre-Laplace si teorema limita integrala a lui Laplace. In adevar daca &

este o variabila aleatoare cu distributia binomiala

0 1 2 v k e

qn Clllpqn—l C121p2qn—2 Cﬁpkqn—k pn

atunci functia sa caracteristica este

pE(t) = Cke™*ptqr* = (e"p+q)".

k=0
Daca consideram varabila redusa

S ME) _E—nmp _ E—mp
D(¢) VIPq D

functia sa caracteristica va fi

. tn . n
ps(t) = e (el%p + q) :
Logaritmand si tindnd cont ca ¢ = 1 — p avem

it ¢
Inp(t) = —% +nln [1 +p (ezﬁ — 1)} :

Dezvoltand paranteza rotunda tinand cont Ci% = \/%pq — 0 pentru n — oo, avem
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Cum In(l+4¢) =¢— % + % — ... gisim
o (f) — itnp N itp 1t ( 2) 49 (D) =
nedt) = 7T T D Tope PP -
1 ,np(1—p) 3 1, 3

Rezulta ca la limita pentru n — oo variabila redusa ¢ are functia caracteristica
ws(t) = e si deci are densitatea de repartitie f¢(z) = \/LQ—WF_ [e’é} = \/%—we’g,
adica am regasit teorema limita locala. Din semnificatia densitatii de repartitie rezulta
teorema limita integrala.

Demonstratia de mai sus ne arata ca teorema limita integrala poate fi generalizata
sub forma aga numitei teoreme limita centrala. In adevar, fie &, un sir infinit de vari-
abile aleatoare independente cu aceeasi repartitie cu valoarea medie M si cu dispersia
D?. Variabilele aleatoare ¢/, = &, — M au valoarea medie nuld si aceeasi dispersie D?.
Nu cunoagtem nimic altceva despre repartitia acestor variabile. Fie ¢(t) functia carac-
teristica a acestor variabile aleatoare. Pentru ea cunoastem prima si a doua derivata in
0: ©/(0) = 0,¢1(0) = —D? si deci putem scrie dezvoltarea Taylor

1

Variabilele aleatoare 7, = Dgl\/"ﬁ = %?/A—f au functia caracteristicd p,, (t) = ¢ < Vb n)

B

cu dezvoltarea Taylor

t)=1——+...
Spnn(> 2n+ )

. . : .3 A s -
unde termenii nescrisi au ordinul lui n~2. Trecand la limita n — oo, variabila aleatoare

L G- M
n nfio;” nﬂo; Dvn

are functia caracteristica

t2 " 2
oy(t) = lim ¢, (t)" = lim (1 - — 4+ ) —e 7.
Rezulta deci
Teorema 3. (Teorma-limita centrald). Daca variabilele independente &, sunt repar-

tizate dupi aceeasi repartitie cu aceeasi valoare medie M si aceeasi dispersie D?, atunci
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n

variabila £ 3" ¢ pentru n — oo este repartizatd dup# legea normald cu media M si
"=
D?

n "

dispersia
Se poate arata ca media variabilelor aleatoare este repartizata dupa legea normala

chiar in conditii mai slabe decét cele de sus, in particular chiar cAnd nu toate variabilele

sunt repartizate dupa aceeasi repartitie.

17.5.4 Exercitii si probleme

1. Densitatea de repartitie a variabilei aleatoare & este

0 pentru x <0
flz) =

cx’e ™™ k>0 pentru x>0
S& se determine: a) coeficientul ¢; b) functia de repartitie F'(x); c) probabulitatea ca &
sd ia valori in (0,1/k).

R.a)c:%;b)F(x)zl—Mefkm§C)p(o<§<1/]{3):1_2%'

2. Sa se arate ca functia

( 0 pentru x <0
Flz) = ”1”—; 7 pentru 0 <x < i
— 5 pentru 2<ux <%
\ 1 pentru x > 1741

este functia de repartitie a unei variabile aleatoare £ si sd se determine p(1 < ¢ < 1.5).

R. 0.0919.

3. Variabila aleatoare ¢ are functia de repartitie F'(x) si densitatea de repartitie

f(x). S& se arate cd variabila n = £2 are functia de repartitie

0 pentru y <0
F(\/y) = F(=y) pentru y >0

G(y) =

si densitatea de repartitie

0 pentru y <0
55 (F(V9) + f(=)) pentru y >0
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4. S& se arate cd daca variabila aleatoare ¢ are functia de repartitie F'(z) si densitatea

de repartitie f(z) atunci variabila n = a€ 4 b are functia de repartitie

F() daca a >0

a

1 - F(&Y) daci a <0

a

Gy) =

si densitatea de repartitie
1 . y—>

(

:m 4

).

5. O variabila aleatoare are functia caracteristica ¢(t) = e=**, o > 0. S& se giseasca

9(y)

densitatea de repartitie.

2a
R. =7
6. O variabild aleatoare are functia caracteristicd ¢(t) = 1J+tz Sa se gaseasca densi-
tatea de repartitie.
Lo—|z|
R. se71.
. qu . TIRY it(1—e—6t o v
7. O variabild aleatoare are functia caracteristica p(t) = %. Sa se arate ca

variabila coincide cu numarul de puncte iesit la aruncarea unui zar.

17.6 Convergenta sirurilor de variabile aleatoare

Teoremele referitoare la siruri de variabile aleatoare demonstrate in paragrafele prece-
dente pot fi exprimate mai clar daca se definesc anumite moduri de convergenta a
sirurilor de variabile aleatoare.

Definitia 1. Sirul de variabile aleatoare (&), converge in probabilitate catre vari-
abila aleatoare £ daca pentru orice numere € > 0, 6 > 0 existd numarul natural N(e, d)
astfel incat pentru orice n > N (e, ) avem p(|§, — &| > 6) < e . Vom scrie in acest caz
o = €.

Din definitie rezult ca &, = & dacd lim p(|§, — €] > 8) =0, V6 > 0.

Cu aceasta definitie legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli se poate enunta

sub forma:

0
T1. Daca& este o variabila aleatoare cu legea de repartitie sidaca &y, &, ..., &n
p g

&1+&+..4+E& P
n

sunt observatii independente ale lui ¢ , atunci =p.

De asemenea legea numerelor mari sub forma lui Markov se enunta sub forma:
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. . o . o . 1 T2 ... Ty
T2. Fie € este o variabila aleatoare simpla cu legea de repartitie

pP1 P2 .- Pm
si fie &1, &9, ..., &, observatii independente ale lui £ . Atunci M LM () .

Definitia 2. Sirul de variabile aleatoare (&), converge tare (sau cu probabilitate
1) cétre variabila aleatoare ¢ dacd pentru orice numere £ > 0, § > 0 existd numarul

natural N(e,0) astfel incat avem p U (1€, — &l > 6) | < e . Vom scrie in acest
n>N(g,6)

caz &, = .

Definitia 3. Sirul de variabile aleatoare (&), converge in repartitie catre variabila
aleatoare £ daca in orice punct x de continuitate al functiei de repartitie F§(z) are loc
relatia nll_)Iglo Fe, (z) = F¢(x), Fg, (x) fiind functia de repartitie a lui &, .Vom scrie in acest
caz &, 3 &

Definitia 4. Sirul de variabile aleatoare (&,),.y converge in medie de ordinul r
catre variabila aleatoare ¢ daca exista momentele de ordinul r ale variabilelor &, , £ si
nhj& M (|&, —€[") = 0 Vom scrie in acest caz &, medre

Au loc urmatoarele teoreme:

T3. Dack &, > £ sau dacd &, = ¢ atunci &, 5 ¢ .

T4. Daca &, megr € atunci &, > € .

Teorema limita Moivre-Laplace se poate enunta sub forma:

10
Th. Daca & este o variabila aleatoare cu legea de repartitie si daca
P q
&1, 6, ..., &, sunt observatii independente ale lui € , atunci &Fetetén—mp ™0 - ypde

NoZ
¢ este o variabila aleatoare cu repartitie normala standard.

Teorema limita centrala enuntata mai sus se poate enunta sub forma:
T6. Daca variabilele independente &, sunt repartizate dupa aceeasi repartitie cu

5”52*5\;-5”*"1” ¢, unde ¢ este

aceeasi valoare medie M si aceeasi dispersie D, atunci

o variabila aleatoare cu repartitie normala standard.

17.7 Variabile aleatoare vectoriale

Daca intr-un anumit proces de productie se realizeaza piese caracterizate prin doi

parametri, sa zicem lungimea si latimea, acesti parametri se vor incadra cu o anumita
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precizie in anumite intervale, nici un proces ne fiind ideal. Daca £ este lungimea piesei,
iar 7 este latimea piesei, suntem condusi la o variabila aleatoare bidimensionala ¢ =
(&,7m), adicd un vector aleator ale cirui componente sunt variabile aleatoare. Uneori
este mai comod s considerdm vectorul ca o coloand ¢ = (&,7)".

Definitia 1. Pentru vectorul aleator ¢ = (£,7)" se numeste functie de repartitie

functia

Fz,y)=pé<zn<y), (z,y)€R.

Valoarea functiei de repartitie F< (z,y) reprezinta probabilitatea ca punctul de co-
ordonate (&£, 1) s& se afle in cadranul situat la stanga si mai jos de punctul (z,y). Prin
functia de repartitie F< (z,y) se pot exprima diferite probabilititi. Este clar cd avem
Fg(oo,00) =1, Fq(x,—00) =0Vx € R, F¢(—o0,y)=0Vy € R.

Daca xy < x9,y1 < y2 atunci
pr1 <E<myyp <n<y)=

= FS(z2,y2) — Fs(21,y2) — FS (w2, y1) + FS (21,51) -

Daca vom nota cu D domeniul dreptunghiular din stadnga egalitatii, vom putea scrie

relatia de mai sus sub forma

p(s=(&n) € D) = Fs(D),

cu notatia corespunzatoare pentru membrul drept.

Conditia de nedescrestere din cazul variabilelor aleatoare unidimensionale se va scrie
in aceastd situatie prin relatia F.(D) > 0 pentru orice dreptunghi D de tipul celui
de sus. In particular, la limitd cu y; — —oo, ¥y — —oo functia F; (x,y) trebuie sa
fie nedescrescitoare in fiecare variabila. In aceste conditii, functia F; (z,y) se numegte
nedescrescatoare in cele doua variabile.

Functia de repartitie a valorilor lui ¢ cand se ignora complet valorile lui 7 este
F.(z,00) si se numegte functia de repartitie marginald a lui £ . Analog, F.(oco,y) este
functia de repartitie marginala a lui 7 .

Pentru a gasi valoarea medie a unei functii continue (£, n) sd presupunem pen-

tru moment ca variabilele &, 7 sunt marginite, adica valorile lor rezultate in urma
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experientei aleatoare (x,y) sunt cuprinse in dreptunghiul ¢ < z < bc < y < d.
Impartim acest dreptunghi in mai multe dreptunghiuri mai mici Dj; prin dreptele
r=a= 2o, %1,....,ty = bsiy =c=yo,...,yu = d . Valoarea medie a functiei
©(&,m) se va putea aproxima prin suma Riemann-Stieltges

> o (@tiyh) Fs(Djr), (x5, y1x) € Dy

gk

b d
care va tinde cand N — 0o, M — oo cétre integrala Stieltges notata [ [ o(z,y)d*Fs(z,y).

a ¢
Daca in cazul oarecare, exista limita acestei integrale cand b,d — o0, a,c — —o0 atunci

se definegte valoarea medie a functiei ¢(&,n) prin integrala

E(¢(&m)) = / /w(x,y)dQFc(rc,y)~

—00 —O0

Definitia 2. Daca existd o functie f.(z,y) definitd si continud pe R? astfel ca

Fo(z,y) = /x /y fs(u, v)dudv

—00 —00
atunci functia f¢(x, y) se numeste densitatea de repartitie sau densitatea de probabilitate
a variabilei aleatoare ¢ = (£,7)" . In acest caz se spune ci variabila aleatoare ¢ = (&,7)"

este cu repartitie continua.

Semnificatia densitatii de repartitie este data de relatia

plx<é<zx+dr,y<n<y+dy) = f(z,y)dxdy + I(dzdy).

Evident, in aceasta situatie

_ 0PFg(x,y)
fs(z,y) = o010y

si
fs(z,y) >0, / / fo(x,y)dxdy = 1.

—00 —00

Repartitia marginald a lui £ are ca densitate functia fé(z) = [ fo(z,y)dy, iar

repartitia marginald a lui 7 are ca densitate functia fn(y) = [ fs(z,y)dz.
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Conform semnificatiilor densitatilor de repartitie avem

plx<{<z+dry<n<y+dy) = f(z,y)dzdy + I(dzdy),

p(—oo<é<ooy<n<ytdy) — /fc(x,mdx.dyw(dy):
= fn(y)dy + 9(dy).

Probabilitatea evenimentului x < ¢ < x4 dx cu conditia cay < n < y+ dy este deci

f;f,f;j) dr + 9(dx). Prin definitie

fe(zln=y) = fs(x,y) _ fe(z,y)

fn(y) j"o fo(z,y)dx

se numeste densitatea probabilitatii conditionate a lui & cu conditia n = y. La fel

fs(x,y) fo(x,y)
Wl =mr)= ==
J&@) [ fe(z,y)dy

este densitatea probabilitatii conditionate a lui 7 cu conditia ¢ = z. Daca integram

relatiile

fo(z,y) = fay)fé(xln=1y),
fe(z,y) = f&(x)fn(yl§ =2)

prima in raport cu y, a doua in raport cu x intre —oo si co avem

fe(z) = / fny) € (xln = v) dy,

fnly) = / F6(@) ()€ = z) da

adica formule ale probabilitatii totale. Vom putea scrie

J€ (zln = y) = fJ§ %) _ @l =)
Y | fe@)fu(yle = z) de
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respectiv

fe(zy) ) fE (e =y)
KO T pato) e el = ) dy

fmyl§ =)=

adica formulele lui Bayes pentru densitéatile variabilelor &, 7.
Variabilele £, n sunt independente daca f¢ (z|n = y) = f&(x) adica fs(x,y) = f&(x) fn(y).

Valoarea medie a functiei p(£,n) este in cazul repartitiei continue

://gpxyfgmyda:dy

In cazul in care p(&,n) = £'n™ se obtine momentul de ordin I, m in raport cu originea:

E (&™) = / / y™" fo(x,y)dxdy.

—00 —00

Dacd ¢(€,n) = (€ —a)' (n—b)™ se obtine momentul de ordin [,m in raport cu
punctul (a,b). Mai interesante sunt momentele in raport cu punctul (E(£), E(n)) .

Vectorul (E(€), E(n))" se numeste media vectorului aleator ¢ si e notat uneori E(().
Daca A = (a;;) este o matrice constanta de tipul (n,2) si b este un vector constant cu

n componente atunci putem vorbi de vectorul A( + b si evident
E(AC+b) = AE(C) + b.
Daca notdm m = FE(({) definim matricea covariationald a vectorului ¢ prin
cov(¢) = E((¢ —m)(¢ —m)").

Avem

oot — [ € (€= m&)n—mn) | _

(n —mn)(§ —mE) (n—mn)?

var(§)  cov(§,n)
cov(n,§)  war(n)

Se verifica usor ca au loc relatiile

cov(C) = E(¢¢") — E(Q)E(Q),



398 CAPITOLUL 17. PROBABILITATI SI STATISTICA MATEMATICA

cov(AC + b) = Acov(¢) A"

coo [ () [ & ]| = covtac + n) = (@, Beon(©) ; >0
n

rezulta ca matricea de covarianta este pozitiv definita exceptand cazul cand exista «, 3
astfel incat a& + Bn = constant.

Daca matricea covariationald K a unui vector aleator ¢ = (£, 7)" este pozitiv definita
tunci i 8 K~'. Se zice ci vectorul titi 13 di
atunci ea are inversa . Se zice ca vectorul ( are o repartitie normald cu media
vectoriald m = (m&, mn)" si cu matricea variationald K daci densitatea sa de repartitie

are forma

fc(,y) = . exp | 2w —mey —mmr | T
P Wapaa) 2T

Cele prezentate mai sus se extind in cazul variabilelor aleatoare multidimensionale.

17.7.1 Exercitii si probleme

1. Vectorul aleator ¢ = (£,n) are densitatea de repartitie

A
72(16 + 22)(25 + 32)’

f(x,y): x,y € R.

Sa se determine: a) constanta A; b) functia de repartitie F'(z,y); c) probabilitatea
ca punctul (§,n) sa apartind dreptunghiului —4 < x < 4,0 < y < 5; d) functiile de
repartitie marginale; e) densitétile de repartitie marginale.

R. a) Se gasegte A din relatia

[ee) o0 A
=1
/ / 216+ 22)(25 1 )

sau
Al raE ’00 i} 1 y y‘oo B
21 T T YR
de unde A = 20. b) Functia de repartitie este
dudv
F — =
(z,y) / / 16 + u2)(25 + v2)

B 1 t$+1 1 ty+1
= 7Tcw“cg4 5 7Ta7“cg5 5 )
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c¢) Avem
4 5 o
20 ydx 1
4<£<4,0< <5—— = —.
p(-4=¢ g 2// 16+ 22)(25 + y2) 4
40
d)
/7 dudy 1( tx+7r)
= — (arctg= + =
16+ u2)(25+¢%) 7 947 3)

1 Yy om
Fn(y) = - <a7‘ctgg + 5) .

4 5
mfﬁ() Fi(y) = m

2. Vectorul aleator ¢ = (&,7) este repartizat cu densitate constantd in p#tratul

fé(z) = Fé(z)' =

limitat de dreptele y = x + a,y = —z + a. S& se determine: a) densitatea; b) densitatile

marginale; ¢) dacd variabilele £, n sunt independente.

R. a)
fla,y) = s dacd (x,y) € patratului,
| 0 daca (z, atratulus.
Y) &P
b)
]Of sla—lz|) pentru |z[ <a
= T,y =

0 pentru |z| > a
— /oof 2. y)dz = =la—1yl) pentru |y| <a
pentru |yl > a

c) Cum f¢(z)fn(y) # f(z,y) variabilele &, sunt dependente.

3. Variabila aleatoare bidimensionald (£,7) este uniform distribuitd in cercul cu
centrul in origine de raza a. Sa se determine: a) densitatea; b) densitatile f§(z), fn(y);
c) densitatile f¢(z|n =y), fm(yl§ = ).

R. a)

- pentru %+ y* < a?,

0 pentru x®+y® > a?

T 2.\/a2 — 22 pentru |z| <
= /f(:v,y)dyz .

0 pentru |x| > a;



400 CAPITOLUL 17. PROBABILITATI SI STATISTICA MATEMATICA

mﬂ/aQ —y? pentru |yl <a

fnly) =
0 pentru |yl > a;
c)
vy) | LA —y? pentru |yl <a,|z| < /a¥ =2
fe(zln=y) = -
fn(y) 0 pentru |yl > a,|z| > \/a? —y?

Va2 —z? pentru |z| <a,ly| < va?—x?
pentru |x| > a,|y| > va? — x? '

4. Densitatea variabilei bidimensionale (£,7) este

Myl =) =

O =

Azye~ @) pentru x>0,y > 0
flzy) =

0 pentru x < 0,y <0

Sa se determine matricea de covariatie.

R. Avem
T

00
//:1;2f z,y)dzdy = 1, BE(n?) = E(£?),
00

(o ol o] -
E(&n) = //xyf(:v,y)dl’dyZ 1

0 0

Deci
e (R () (50

il ih 0 1o

5. Densitatea variabilei bidimensionale (£, ) este

o) ssin(z+y) pentru 0<z<20<y<Z2
L,Y) =
0 pentru x ¢ [0,3],,y ¢ [0, 5]
Sa se determine matricea de covariatie.
R.
8r—16—m2
K = 1 w2487 —32

8mr—16—m2 1
T2 4+871—32
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17.8 Operatii cu variabile aleatoare.

Fie ¢ o variabild aleatoare cu densitatea pe () si f () o functie oarecare. Vrem sa
determindm repartitia variabilei aleatoare n = f (&).

1) Fie cazul cand

0 in rest

(€)= { 1 pentru £ € [a;,b;] U [ag,bs]....

Evident avem

pln=1) = p(f)=1)= @euw,oz
= Yrelma) =3 / pe(a
2) Fie n = f (€) o functie crescitoare si fie £ = g (n) inversa sa. Avem

Fn(z) =p(f(§) <x)=p(€ <g(z)).
g(z)

Deci Fi(x f p£ . Cum £ _f p&(t)dt = p& (g(x)) g/(x) rezulta
9(z) z
Pite) = [ eyt = [ plgte) oyt

Avem deci

Po=1¢)(x) = pe (9()) g/ ().

22

De exemplu daca £ are densitatea pe () = \/LQ—We T atunci n = &3 are densitatea

1 =231

pentru ci g(x) = 2'/3, g/(x) = %x_% i

Daca n = f (£) este descrescitoare, se vede in mod analog ca

Po=1(e)(x) = P& (9(x)) [g(z)]

g(x) fiind si aici inversa lui f(z).
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1

De exemplu, daca £ este o variabild aleatoare cu p (§ > 0) = 1 atunci variabila n = £

are densitatea
1 1
pn:% (.T) = ;pﬁ E y T > 0.

De asemenea are loc relatia

1 Tz —0b
Pr=ac+b(T) = mps .

a

Daca functia 7 = f(£) nu este monotond, dar are intervale A in care creste si

intervale A, in care descreste, are puncte de extremum izolate si este derivabila, atunci

Poesio () = 37 pE as(w) ars(@) — 3 pE (i(a) (o),

unde a;(x) si b;j(x) sunt inversele restrictiei functiei f(x) pe intervalele A;,
A7

K3

respectiv

De exemplu, daca variabila ¢ are densitatea p&(x), atunci

ple)(x) = pe(z) + pe(—x), 2 > 0,

per(z) = (pe(V/7) + pe( V7)) %

Daca ¢ este o variabild aleatoare cu densitatea p&(x), atunci variabila aleatoare

a, &<a
n=rfE =9 ¢ £€lab]
b, &>0

se numeste taietura variabilei £. Ea are distributia

py(x) = /6 (t —x)dt.pe(z) + 6 (x — a) Fe(a) + 6 (x — b) (1 — Fe(b)) .

a

Daca € este o variabild aleatoare cu densitatea p&(x), se numeste variabila sectionata
variabila 7 cu densitatea
Cpé(x), a<zxz<b

pn(z) = ,
0, x¢a,b
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unde evident

Variabilele aleatoare &7, &, ..., &, se numesc independente in totalitate daca oricare

ar fi numerele reale x1, xs, ..., x,, are loc relatia

P& <21,6 <@2,..,80 < xp) =p (& < 21) P(§2 < 2) .p(§n < ).

Aceasta este echivalent cu faptul ca

plag <& <bryag <& < by, .ya, <& <b,) =

= p(a1 < fl < bl)p(ag < fg < bg)p(an < fn < bn)

Atunci rezulta cd dacd D este un domeniu in R"™ atunci

p((&1,&,..,8,) € D) = /1051 (21)pe, (T2)...p¢,, (x5 dxrds.. . dX,,
D

Fie &1, & doud variabile independente cu densitétile pe, (), pe, (x) si fie variabila suma

n=¢& + & . Vom avea

Fn=§1+£z(z> = pli+&<2)= // Pey (xl)péz (w2) durdzy =

Tr1+Te<z
= [ | [ ratmete - at | ae
—00 o0
Deci densitatea sumei este
pevele) = [ pa (Ol = Ot = (g <pe,) (o),
—00

produsul de convolutie al celor doua densitati. Acest lucru rezulta si cu ajutorul functiei
caracteristice.
De aici rezulta din aproape in aproape ca daca &1, &, ..., &, sunt variabile indepen-

dente cu densitatea

e ™ x>0
pfi('r) =
0, z<0



404 CAPITOLUL 17. PROBABILITATI SI STATISTICA MATEMATICA

atunci suma lor este distribuita cu densitatea

()\x)"—l -z
psn:§1+§2+---+§n('x> = A(Tl — 1)'6 y T > 07

aceasta fiind numita densitatea repartitiei Erlang.
Sa presupunem ca variabilele aleatoare &1, &, ..., &, sunt repartizate normal standard

norm(0,1) si ca sunt independente. Sa ardtdm ca variabila
Xn=E+&+.. +8&
are aga numita repartitie hi patrat cu n grade de libertate notata chisq(n), adicd

0 pentru x <0

2
p(x;, <z)=G,(x) =
( ) ( ) m]tn/2 1 t/2dt pentru I>O

unde
o0

= /e_yyx_ldy.

0

Vom demonstra prin inductie matematicid. Pentru n = 1 avem x7 = &. Cum
2
functia de repartitie a lui &; este F(z) = \/%_W [ e~ 7 dt rezults c& x? = & are functia
de repartitie pentru x > 0

0

2 . 1 1
=G — \/i -5 _ —1/2 —x/2
91() 1(2) ¢ 22\/5 21/2{*(1/2)33 €

proprietatea se verifica. Presupunem proprietatea adevarata pentru n — 1, adica pentru

z > 0 avem
1 n—3 T

gn—1<x) = G;“Lfl(‘r> = 2("—1)/2F((n _ 1)/2);1;7 2.

Cum X2 = x2_, + x3 rezultd ci

g
—~
8
~
|
et

3
L
—~
8
~
*
Q
—
—~
8
~
I
O\H
s
3
_
—
~
~—
N
—
—~
8
|
~
~—
IS8
~
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z n—=2
e 2x 2 n=1_q 1_4
= — 7z (1—7)27dr =
2n/21“(—21)1“(%)0/
_z n—2 n
e 2

pentru ca

Functia caracteristica a repartitiei chisq(n) este

o(t) = (1 — 2it)"%.

Vom putea calcula momentele repartitiei hi patrat

o) o, o
Vp = 1 n /l‘nEZT_le_zdx x:Qt 22 n /tgﬂn_le—tdt B
22F(§) 22F(§)0
2" n
=—1TI(z+r)
I(3) "2
In particular
2 n nI(3)
v = —(=+1)=2-=2 =n,
r(Z) 2 2T(%)
92 n 22<ﬂ +1)21(2)
vy = = [(5 +2) = —2—Z2—2 = n(n+2).
r(Z) 2 I'(%)
Rezulta ca
E(xz) = n,

var(x2) = 2n.

Daci se fac graficele densititii de repartitie a lui x2 se constatd ci pentru n mic
graficele au o coada spre dreapta, iar pentru n mare devin aproape simetrice. Uneori
aceste curbe se numesc curbele lui Pearson.

Fie acum variabilele U, V' independente astfel ca U € norm(0,1) si V' € chisq(n). Se

9 V) . . _ U _ n .
poate ardta cd variabile T' = —= = U /% are densitatea
n

n+1

Aceasta repartitie se numeste repartitia Student cu n grade de libertate si se noteaza

cu t(n). Densitatea ei de repartitie este simetricd in raport cu axa ordonatelor si deci
E(T) = 0. Dispersia ei este var(T) = 5. Se poate ardta ca pentru n > 30 practic

repartitia t(n) coincide cu repartitia normald standard norm(0,1).
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17.9 Estimatii punctuale

In multe cazuri functia de distributie a unei variabile aleatoare ¢ este necunoscuta;
ea se determina pe baza rezultatelor observatiilor sau, cum se mai spune, pe baza unei
selectis sau a unui esantion.

Prin selectie sau esantion de volum n al variabilei aleatoare ¢ se intelege o multime
de n observatii independente X1, X5, ..., X, ale variabilei aleatoare &, sau altfel spus, o
multime de n variabile aleatoare independente X, Xs, ..., X,, care au aceeasi functie de
repartitie F€¢(x) ca si variabila aleatoare £. Obtinerea rezultatelor xq, xs, ..., z,, ale celor
n observatii independente se numeste sondaj. Pentru a nu complica notatia, de multe
ori vom nota tot prin X, Xs, ..., X, si rezultatele celor n observatii. Conform acestei
conventii pana la efectuarea sondajului prin Xi, X, ..., X;, notam cele n observatii ale
variabilei aleatoare &, iar dupa efectuarea sondajului acestea devin rezultatele observati-
ilor. Multimea tuturor observatiilor posibile ale variabilei aleatoare & formeaza populatia
generala a variabilei aleatoare &. Se mai spune ca esantionul X, X, ..., X,, a fost extras
din populatia generald cu functia de repartitie FE(x).

Pentru a determina functia de repartitie F¢(x), adicd probabilitatea evenimentului
{¢ < z} vom incerca si evaludm aceastd probabilitatea prin frecventa de realizare a
acestui eveniment. Fie X1, Xo, ..., X, o selectie de volum n a lui &, z, 2o, ..., x, rezul-
tatele unui sondaj si x un numar real. Vom nota prin v, numarul rezultatelor mai mici
ca z. Atunci % este frecventa de realizare a evenimentului {§ < x} sau functia empirica
de repartitie FE"(x) = %= a variabilei £ in selectia data. Functia FE"(x) are toate pro-
prietatile unei veritabile functii de repartitie, fiind o functie in trepte. Pentru un z fixat
functia empirica de repartitie poate fi considerata ca o variabila aleatoare - frecventa
relativa in n realizari a unui eveniment cu probabilitatea F€(x).Valorile acestei variabile

fiind 0, 1, 2 <y T AVE

M(FE () = 32 X0k (Pe@) (1 - Fe())* = Pe),

Conform legii numerelor mari a lui Bernoulli, pentru = fixat F¢*(2) - F¢(x). Deci
pentru n mare avem o evaluare a functiei de repartitie F¢(x) a variabilei £. Este insa

evident ca procedeul este destul de incomod in practica.



17.9. ESTIMATII PUNCTUALE 407

De multe ori, in practicd se stie ca functia de repartitie FE&(x) respectiv densitatea
de repartitie p&(x) apartine unei anumite clase si ca depinde de unul sau mai multi
parametri: F&(x) = F(x, A, Aa, ..oy M), pE(2) = p(x, A1, Ag, ...y Ak) si problema revine la
determinarea unor estimatii ale acestor parametri A\j(z1, Za, ..., Zn), A5(T1, T2, ..., Tp), -.r,
i (21, x2, ..., T,,) pe baza rezultatelor i, za, ..., z,, ale selectiei. Acestea se numesc esti-
matii punctuale ale parametrilor. Pana la realizarea sondajului functiile A (X1, Xo, ..., X,,),
M( X1, Xy oo, X))y ooy Mi(X1, Xo,y ..o, XG,) sunt de fapt variabile aleatoare care depind de
selectie.

O functie oarecare T(X7, Xs, ..., X,,) care depinde de o selectie se numegte uneori
statistica. Cu aceasta denumire, o estimatie punctuala a unui parametru este o statistica
a carei valoare la realizarea sondajului da o aproximatie a parametrului. Evident, odata
determinata o estimatie a parametrului trebuie stabilita precizia acelei estimatii.

Daca ¢ este o variabild aleatoare cu valori discrete cu densitatea de repartitie p&(z) =

p(z; A) atunci probabilitatea ca o selectie sa ia valorile 1, x, ..., x,, este

p(Xi1 = x1,Xo=129,.... X}, = z,) = px1; N)p(x2; A)...p(X0; A) =

= L(z1, 2, ..xn; ).

Daca £ este o variabild aleatoare continud cu densitatea de repartitie p&(z) = p(z; \)
atunci probabilitatea ca o selectie sa ia valori cuprnse intre xy si 1+ dxy, 2 $i 2 + dxo,

oo Ty S1 X, + dx, este
plrr <Xy <2y +dey,x < Xo <2+ dag, v < X, < @y +day,) =

= p(x1; \)p(z2; A)...p(@0; N)dx1dxs.. . dx, = L(21, X2, ... Tp; N)dx1dxs...dT ).

Functia L(z1, za, ...2,; A) definitd mai sus se numeste functia de verosimilitate a selectiei.
Functia l(z1, g, ..k A) = InL(x1, Ta, ...x,; A) se numeste functia de log-verosimilitate
a selectiei.

Definitia 1. O statisticd T'(X71, Xs, ..., X;,) se numeste suficientd pentru o variabild
aleatoare a cérei repartitie depinde de un parametru (poate fi gi un vector) A daca toatd
informatia referitoare la parametrul X\ in selectia X, Xs, ..., X,, coincide cu informatia

referitoare la A in statistica T'(X7, Xs, ..., X,), cu alte cuvinte

p&(Xy =21, Xo = 29, .., Xjy = 2| T (21, 2., 2,) = 1)
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nu depinde de parametrul A.
Are loc agsa numita teorema de factorizare
Teorema 1. Statistica T'(X1, Xs, ..., X,,) este suficientd daci gi numai daca existd o

functie g(t; A) si o functie h(zy, zs, ..., x,) astfel cd
L(z1, g, ..xp; A) = g(T (21, 29y ...y Tp); N (21, T2, ..y Tpy)-

Exemplul 1. Fie ¢ € binom(a,02) unde o? este dat si a este necunoscut. Functia de

verosimilitate este

1) &
L(zy, 29, ...,x0;a) = (W) e 200

n n n
1 ——2;2 (na2—2a ozt Y xf)
= e 29 =1 =1
2
\/2mog

de unde rezulta ca o statistica suficienta in raport cu parametrul a este suma selectiei
n

>~ X, sau orice alta functie depinzand de aceasta.
i=1
Exemplul 2. Daci ¢ € norm(ag,0?) cu ag cunoscut si o necunoscut, din expresia

n

1

(z2—2az;+a?)

-

de mai sus resultd ci o statisticd suficienta in raport cu o? este 2aq Zn: X — Zn: X? sau
orice alta functie depinzand de aceasta. - =
Exemplul 3. Daci ¢ € norm(a,0?) cu agi 0® necunoscuti atunci o statistica suficientd
pentru (a,c?) este (T1,Ts) cu Ty = Zn: X, Th = Zn: X? sau orice altd functie vectoriald
depinzand de aceasta. . -
Definitia 2: Estimatia \*(X7, Xs, ..., X,,) a parametrului A se numeste corecti sau

nedeplasata daca media sa este egala cu valoarea parametrului A, adica
E\(X1,Xs, ..., Xp)) = A

In caz contrar estimatia se numeste incorecta sau deplasata.

Estimatia A\*( X3, Xa, ..., X,,) a parametrului \ este corectd daca
E\ (X1, Xo, .., X)) =

= /)\*(:Ul,xg,...,xn)L(:z;l,xQ,...,xn;)\)dxldxg....dxn =\

Definitia 3: Estimatia corectd \*( Xy, Xs, ..., X,) a parametrului \ este mai eficienta

decat estimatia A** (X7, Xs, ..., X,,) daca are loc relatia

E (A (X1, X, ooy Xp) = N)?) < B (N™(X1, Xs, ., X)) = A)?)
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adica daca dispersia primeia este mai mica decat dispersia celei de-a doua.

Definitia 4: Dacd multimea numerelor E (\*(Xy, Xs, ..., X,,) — A)* are margine infe-
rioard in raport cu toate estimatiile posibile \*( X7, Xs, ..., X},), acea estimatie pe care
se atinge acea margine inferioara se numeste estimatie eficienta.

Definitia 5: O estimatie \*(X7, Xs, ..., X,,) a parametrului A pentru care are loc

relatia
L BN (XX X)) = V)
n—0o0 I)I\l*f E ()\*(Xl, X, ,Xn) - )\)2

se numeste estimatie asimptotic eficienta.
Definitia 6: O estimatie A*(Xy, X, ..., X;,) a parametrului A care tinde in probabili-
tate catre A cand n tinde catre infinit se numeste consistenta.

Conform legii numerelor mari

X+ X+ 4+ X,
lim =

n—00 n

E(£)

adica
Xi+Xo+...+X,
n

=X

este o estimatie consistentd a lui F(§). Evident ea este gi o estimatie corectd a lui E(§).
Aceasta estimatie se numeste media selectiei.

Sa consideram acum dispersia selecties

— %Z(Xk—m)z—ﬁ(Y—m) (Xk—m)—i—ﬁ(Y—m) =
= ) = 2 (K= m)n (X —m) + 2 (¥ —m)’ -
1 n
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Conform legii numerelor mari,
1 n
= Xy =m)" 5 E(E—m)* =0*(¢).
k=1
Al doilea termen tinde in probabilitate catre zero pentru ca
]z)((Y—m)2 >€> :p(|7—m‘ > \/E) — 0.

v v p . v . . o . . N . v
Rezultd ca S? — 02(&), adica dispersia selectiei este o estimatie consistentd pentru

dispersia variabilei aleatoare. Cum

E(S%) = %E (i (Xk — m)2> —-F ((7— m)2> = %na2 - %02 =
k=1
_ 7”L—1027é02
n

rezulta ca dispersia selectiei este o estimatie incorecta a dispersiei variabilei aleatoare.

Este insa evident ca asa numita dispersie modificata a selectier

n

*2 n 2 1 __2
5 _n—ls _n—lkzz;(Xk X)

este o estimatie corecta si consistenta a dispersiei variabilei aleatoare.

Fie A un parametru de care depinde functia de distributie F¢(x, \). Presupunem c&
este finit momentul my(A) = [adF¢(z,\) si ci ecuatia m;(\) = z are solutie unicd
pentru orice z. Media selectiei

X, +Xo+ ...+ X,
n

X =

este functie de valorile selectiei. KEgaldnd momentul teoretic cu momentul empiric
obtinem ecuatia m; () = X. Solutia \ a acestei ecuatii este o posibila estimatie a para-
metrului A\. Daca exista mai multi parametrii, atunci se vor egala mai multe momente
teoretice cu momentele corespunzatoare ale selectiei. Aceastd metoda de determinare
a estimatiilor parametrilor se numeste metoda momentelor sau metoda lur K.Pearson.
Fa se bazeaza pe faptul ca momentele selectiei tind in probabilitate catre momentele
teoretice de acelasi ordin.

Exemplul 4. Se gtie ca variabila aleatoare ¢ este distribuita uniform intr-un interval
la, b] necunoscut. Fie (X7, Xs, ..., X,) o selectie. Vrem si determindm estimatiile punc-

tuale a*(Xy, Xo, ..., Xy), 0°(X1, Xo, ...., X;,) pentru capetele intervalului a,b. Primele
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doua momente teoretice ale lui £ se vor egala cu momentele corespunzatoare ale selectiei
n
a+b 1
5 = a2
i=1

@ tab+ b 1ixz
n 4 1

3

din care deducem estimatiile punctuale

q‘é @*
[
=<l
+
n 0
S

cu notatiile de mai inainte.
Exemplul 5. Variabila aleatoare £ € gamma()), adicd are densitatea de repartitie
1 A—1,_—x

pé(z) = Tt e T > 0. Sa gasim o estimatie punctuala a parametrului de forma A

pe baza unei selectii prin metoda momentelor. Vom avea

oo
L a1y 1 Z
() n
] -
deci estimatia este \* = X.

O alta metoda de determinare a estimatiilor punctuale ale parametrilor se bazeaza
pe faptul ca se alege estimatia \* pentru care probabilitatea de realizare a selectiei
X1, Xo, ..., X, sa fie maxima. Cum probabilitatea de realizare a selectiei este verosimil-
tatea L(X1, Xa, ..., Xn, A), 0 asemenea estimatie se numeste estimatie de verosimilitate
mazima (EVM).

Estimatia A* de verosimilitate maxima se obtine din rezolvarea ecuatiei

OL(X1, Xa, ..., Xn, \)
B

=0

sau a ecuatiei uneori mai simple

Oln L(Xl, Xg, ceey Xn7 /\)

O\ =0

In cazul mai multor parametri conditia de verosimilitate maxima contine atétea
ecuatii cati parametri.

Se poate arata ca in metoda verosimilitatii maxime
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e ccuatia obtinuta are o solutie care este o estimatie consistenta pentru A;

e solutia este distribuita la limita asimptotic normal, adica pentru o normare core-

spunzatoare distributia limita este normala;

e daca pentru A existda o estimatie eficienta, atunci metoda verosimilitatii maxime

da aceasta estimatie.

In legatura cu ultima proprietate are loc aga numita teorema a lui Rao-Cramer:
Teorema 2. Dacd A*(X;, Xa, ..., X;,) este o estimatie corectd eficientd a parametrului

A din densitatea de repartitie p£(z, A) a variabilei aleatoare & atunci dispersia sa este

1
Val"()\*(Xl, XQ, ceey Xn) = [_

n

unde I, este informatia lui Fisher data de

PR Kam%i(g, )\)>2] v Kaﬂngi(m)ﬂ

[e.9]

In:n/ ((‘3111*){90,)\)) p&(z, N)dzx.

—0o0

sau

In cazul variabilelor discrete integrala se inlocuieste prin seria corespunzatoare.
Exemplul 6. Se repeta de n ori o experienta cu doua rezultate posibile: succesul cu
probabilitatea necunoscuta p si insuccesul cu probabilitatea ¢ = 1 — p. Succesul apare

de m ori. Functia de verosimilitate este

L(Xl,XQ,...,Xn,p) = pm(l_p)nfm,

Z(XlaX2a"'7Xn7p> = mlnp+(n_m>1n(1_p)

Vom putea scrie
o m n-m

op p 1-p

Obtinem astfel estimatia de verosimilitate maxima pentru probabilitatea p: p*( X1, Xa, ..., X;,)

=0.

= 7, adica tocmai frecventa de realizare a succesului in cele n repetari. Acesta frecventa
este o estimatie nedeplasata a lui p pentru ca E (%) = p, este o estimatie consistenta

< < . . p A
pentru ca dupd legea numerelor mare a lui Bernoulli avem 2 = p cand n — oo. In plus
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dupa legea lui Moivre-Laplace, frecventa este o estimatie asimptotic normald. Avem

succesiv
m 1 Pq
Var(g) = ﬁvar(m) = ﬁ’
Inpé(m,p) =" +nlnp + (n —m)In(1 - p),
Olnp{ m n—m Plp{ m n-m
o p 1-p’ 0p? P (1-p)p?
Deci

o (i)

2
n n n
=n ( - —f> oyt
D q q pg
adica se verificd var(?) = i si deci frecventa relativa este o estimatie eficienta.

Exemplul 7. Pentru a obtine estimatii ale parametrilor a si o din legea normala

scriem functia de verosimilitate

1 . 2
1 -57 ) (Xi—a)
L(X, X,..,X,a,0) = ——e€ i=1
( ) (\/27ra)
de unde
1 n
[=InL = —Eln(2ﬂ') — EIHU — ﬁ - (Xz —a)2.
Derivand in raport cu a si cu o2 obtinem sistemul
1 n
; 2 (Xl — Cl) = O,
n I & 9
2 S (X —a)P =0,
202 + 204 4 ( 2

de unde obtinem estimatiile de verosimilitate maxima

- Xi+Xo+...+X,
0" = (X1, Xp, oy Xp) = X = LT 22 T B0

n

n

*2 _ 2 _l .__2_ 2
o —O'(Xl,Xg,...,Xn)—nZ(XZ X) = s2

i=1
Acestea coincid cu estimatiile obtinute prin metoda momentelor. Asa cum s-a spus,

ambele sunt consistente, prima este nedeplasata, a doua este deplasata.
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17.10 Intervale de incredere

A stabili un interval de incredere pentru parametrul A insemna sa determinam doua

statistici A (X7, Xo, ..., Xn, @), Ao(X71, Xo, ..., Xy, @) asfel incat
p()\l(Xl,Xg, ...,Xn,a) <A< )\Q(Xl,XQ, ...,Xn,Oz)) =1-—a.

Numarul 1 — « se numeste coeficient de incredere si se exprima uneori in procente de
(1 — )100. Numdrul a sau a100% se numeste nivel de semnificatie sau eroarea cu care
se determina intervalul de incredere. Intervalul de incredere este aleator de la o selectie
la alta, dar dupa realizarea unui sondaj capetele intervalului au valori determinate.

Se poate stabili un interval de incredere pentru parametrul A daca exista o sta-
tistica T'(Xy, X2, ..., X5, A) continud si monotond in A si cérei densitate de probabil-
itate nu depinde de A. In adevir dacd presupunem c& statistica T'(X7, Xo, ..., X;,, A)
este crescatoare in functie de A\ si P (z), Q(p) sunt functia cumulativa de probabil-
itate respectiv functia inversa cumulativa si p;,ps sunt doua numere, atunci relatia
p(T(X1, Xa, ..., X5y, \) > t1) > p1 este echivalentd cu relatia A > \(X, X, ..., X )
unde t; = Q(p1) st M (X, X, ..., X, t1) este solutia ecuatiei in A : T(Xy, X, ..., Xp, A) =
t1. La fel relatia p(T(X1, Xa, ..., Xu,\) < t3) < py este echivalenta cu relatia A <
Ao( X1, Xo, ..., Xy, t2) unde to = Q(p2) si Ao(X1, X, ..., Xy, t2) este solutia ecuatiei in
A T(X1, Xy oy Xy A) = to. Atunci relatia

p(ty <T(Xy, Xy, .; Xy, ) < to) =pa — 1
este echivalenta cu relatia
>\1<X17X27 ---7Xn7t1) S A S )\2<X17X27 '~'7Xn7t1)~

Alegand py — p1 = 1 — a gasim un interval de incredere pentru parametru A cu nivelul
de semnificatie a.

Statistica T'(X1, Xa, ..., X5, A) se poate determina prin aga numitul principiu al ra-
portulut de verosimilitate. Sa presupunem ca functia de repartitie a populatiei depinde

de un singur parametru A. Consideram raportul

L(Xl, XQ, ceny Xn; )\)
max L(Xy, Xo, .oy X3 A)’

T‘(Xl, XQ, ceuy X’m )\) =
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L(X1, X, ..., X3 A) fiind functia de verosimilitate. Maximul de la numitor se atinge
pentru estimatia lui A de verosimilitate maxima A\*. Este evident ca valoarea raportului
este cuprinsa intre 0 si 1. Cu cat acest raport este mai apropiat de 1 cu atat este valoarea

lui A este mai apropiata de A*. Deci vom putea gasi intervale de incredere scriind
p(r(Xy, X, ., Xp3 A) > ca) =1 — a

Exemplul 1. Interval de incredere pentru media unei variabile aleatoare £ € norm(a, oy)
cu oy cunoscut.

Functia de verosimilitate este

n o 2
I — 1 P > (Xi—a)
\/2no?

de unde functia de log-verosimilitate

1 1 )
lznln( 2)—2022(Xi—a).

2mog 0
Cum
ol 1
om o} (Xi —a)

rezulta ca estimatia de verosimilitate maxima a lui a este

Xi+Xo+ ...+ X,
- .

a,*:y:

Valoarea functiei de verosimilitate pe aceasta este

Ir_ 1 20y DX X
\/27mo?

_ L e -r @D -5 (R-ain
L*
Inegalitatea r > ca este echivalenta cu inegalitatea

X —
‘M </ —2Inca = cd

o]

si deci

r

Statistica

X
T(X1, X2, .o, Xp,a) = X =a)yn € norm(0,1)

0o

este o variabild normald standard. Ea este descrescatoare in a.
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Vom avea
X —
l—a = p (‘M < co/) = pnorm(ca’,0,1) — pnorm(—ca’,0,1) =
0o
= —1+4 2pnorm(ca/,0,1)
adica pnorm(ca’,0,1) = 1 — § sau ca/ = gnorm(l — 5,0,1). Rezulta intervalul de
incredere

X — ﬂqnarm(l - g,0, 1)<a<X+ ﬂqnorm(l - %707 1).
o n

Exemplul 2. Interval de incredere pentru media unei variabile aleatoare normale

¢ € norm(a,o) cand nu se cunoaste o.

Vom considera raportul

max L(X1, X, ..., Xp;a,0)

-~ max L(X1, Xo, ..., Xn;a,0)

Se gaseste

Inegalitatea r > ca este echivalenta cu inegalitatile

(X —a) ( 1 )2/"

S(X X7 \ca
o RN ST (ia)/
T oo (47
B 'my‘a < -1 <(£)%—1> _ca
Am notat

dispersia de selectie.
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Se poate arata ca variabila V' = ’Z—Sj are o repartitie chisq(n — 1). Ar trebui si se
inteleagd acest lucru din cauzé ca > (X; — X) = 0. Variabila U = X_a gatisface relatiile
Vo

E(U) =0, cov(U) =1 adicd U € norm(0,1). Deci variabila

n—1 X-—a o X —a
U= Vv Jns V" S

este de tipul ¢(n — 1) cu densitatea de repartitie dt(z,n — 1), cu functia cumulativa

pt(x,n — 1) si cu functia inversa cumulativa este gt(p,n — 1).
Avem

X—a

l—a = p(‘m

= —1+42pt(ca’,n—1)

' < co/) = pt(ca’,n — 1) —pt(—ca’,;n—1) =

si deci 1 — § = pt(ca’) sau ca’ = qt(1 — §). Rezulta intervalul de incredere

X —

t(l—%,n—l)gaSY—F qt(l—%,n—l)

S
1! 1

Exemplul 3. Interval de incredere pentru dispersia o2a unei variabile £ € norm(a, o).

Am vizut ci statistica

s (n=DS? V(XX

o2 o2

€ chisq(n — 1)

este o variabila aleatoare de asa numitul tip hi-patrat cu n-1 grade de libertate. Densi-

tatea de repartitie a acestei variabile este

, 1 T, [T\ T
dchisq(z,n — 1) = mexp(—i) <§> x> 0.
2

Functia cumulativa este pchisq(x,n—1), iar functia inversa cumulativa este qchisq(p, n—

1).

Procedand ca mai sus gasim intervalul de incredere

(n —1)S5*2 P (n —1)5*2

to t1

unde

t = qehisq(5.n— 1),

to = qchisq(1l — %,n —1).
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Exemplul 4. Interval de incredere pentru parametrul A pentru £ € exp(s). Se aratd

1
A

ca in cazul unei selectii a unei asemenea variabile, statistica

2 « ,
T= 3 ZXk € chisq(2n),

k=1

este de tipul hi-patrat cu 2n grade de libertate. Rezulta intervalul de incredere

23 X 25 X
to t

unde

to = qchisq(1l — %,Zn),

ty = qchisq(%, 2n).

17.10.1 Exercitii si probleme

1. O selectie de volum n = 20 a unei variabile normale despre care se stie ca are
o = 2 di o medie de selectie X = 4.2. S& determindm un interval de incredere pentru
media variabilei cu coeficientul de incredere 95%.

R. Avem o = 0.05. Gisim t = gnorm(1 — 0.025,0,1) = 1.96. X — tﬁ = 3.323,
X+ t—= = 5.077. Deci pentru media variabilei se poate lua orice valoare din intervalul

(3.323,5.077) cu o probabilitate foarte mare egald cu 0.95.

2. O selectie de volum n = 10 ale unei populatii normale este
3.1,3.3,2.9,3.3,3.1,3.2,2.9,2.9,3.1,3.2.

S4 se giseascd un interval de incredere pentru media acestei populatii la un nivel de 2%.

R. Avem

mean(X) = 3.1,var(X) = 0.022,S = /var(X) = 0.148,

S
X) - gt(1 - 0.01,9 — 2.961,
mean(X) — qt( ) ~
mean(X) + gt(1 —0.01 9)L = 3.239
1 SN =T T

Deci gésim intervalul de incredere (2.961,3.239) la nivelul de semnificatie de 2%.
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3. Cu datele din exercitiul precedent sa se determine un interval de incredere pentru
o? cu nivelul de semnificatie de 2%.
R. Avem
to = qchisq(1 —0.01,9) = 21.666, t; = qchisq(0.01,9) = 2.088,

(DT — 0.105369, “=25 = 0.010154.

Deci gésim intervalul de incredere (0.010154, 0.105369).

4. Timpul de functionare pana la defectare al unor dispozitive electronice are o
repartitie exponentiald exp($). Se mésoard timpul de functionare pand la defectare a 12
astfel de dispozitive si se gaseste durata lor totala de functionare Zn: X = 800 ore. Sa se
determine cu un nivel de semnificatie de 10% un interval de increfizll"e pentru parametrul
repartitiei.

Cum

t1 = qchisq(0.05,24) = 13.848, ty = qchisq(1 — 0.05,24) = 36.415,

%00 = 43.938, %00 = 115.537,

rezultd intervalul de incredere (43.938,115.537).

17.11 Verificarea ipotezelor statistice

Fie £ o variabild aleatoare cu functia de repartitie F'(x; A\) unde A este un parametru
scalar sau vectorial care apartine unei multimi A. Vom numi ipoteza statistica orice
presupunere privind functia de repartitie. Metodele de verificare a ipotezelor statistice
se vor numi teste statistice.

Fie Ay, A; o partitie a multimii A, adicd A = Ag U Ay, AgNA; = 0. O ipoteza
statistica poate fi ipoteza ca parametrul A apartine multimii Ag, A € Ay. Aceasta se
noteaza Hy : A € Ag si se numeste ipoteza nula. Ipoteza Hy : A € A; se numegte
ipoteza alternativa. Cauza separarii ipotezei nule este aceea ca in mod obisnuit aceasta
este o afirmatie care in problema data este mai important sa fie respinsa decat admisa.
Respingerea unei ipoteze se face pe baza principiului ca o ipoteza trebuie respinsa daca
exista un exemplu care o contrazice, dar nu este obligatoriu sa fie admisa daca nu exista
un asemenea exemplu. Vom spune ca o ipoteza este acceptata daca nu exista motive ca

ea sa fie respinsa.
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Fie S multimea valorilor variabilei aleatoare £. Atunci S™ este multimea valorilor
selectiilor de volum n din populatia variabilei aleatoare £. O submultime D, a lui S™ se
numeste regiune critica pentru ipoteza Hy daca decidem sa respingem ipoteza Hy cand
valorile unei selectii cad in multimea D, si acceptam ipoteza Hy daca valorile selectiei
nu apartin multimii D.. In mod obignuit un test statistic inseamna gasirea unei statistici
T(X1, Xo, ..., X,,) astfel incat daca selectia X1, X, ..., X, apartine regiunii critice atunci
si numai atunci valorile statisticii apartin unei anumite multimi. Si aceasta multime
poate fi numita regiune critica. Statistica T'( X1, X, ..., X,,) se numeste statistica testului.

Verificarea ipotezelor statistice facAndu-se pe baza selectiilor aleatoare exista riscul
aparitiilor erorilor. Pentru un test bazat pe o regiune critica D, exista eroarea de prima
speta care consta in respingerea ipotezei Hy cu toate ca ea este adevarata si eroarea de
a doud speta care consta in acceptarea ipotezei Hy desi ea este falsa. Aceste erori pot fi

evaluate prin probabilitatile lor
a = prob(respinge Hy cand Hy este adevarata),

B = prob(accepta Hy cand Hy este falsa.

Evident, trebuie sa avem «, 3 cat mai mici posibile. Putem scrie
1 — a = prob(accepta Hy cand Hy este falsa),

1 — B = prob(respinge Hy cand Hy este falsa).
Acestea ar trebui sa fie cat mai mari. Dar nu este posibil sa facem simultan cit mai
mici si a si (.

Este clar ca putem scrie
a = prob((Xy, Xs, ..., X)) € D, cand Hy este adevarata),

1 — 0 =prob((X1, X2, ..., Xy) € D, cand H; este adevarata).

Probabilitatea 1 — o se numeste coeficient de incredere, o se numeste nivel de sem-
nificatie, iar probabilitatea 1 — [ se numeste puterea de testare.
O ipoteza statistica Hy se numeste simpla daca multimea A este compusa dintr-un

singur punct. O ipoteza se numeste compusad daca nu este simpla.
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Are loc lema lui Neyman-Pearson.
Lema lui Neyman-Pearson. Daca Hy : A = )\g este o ipoteza simpla cu alternativa
simpla H; : A = \; atunci exista o cea mai buna regiune critica D} de nivel o definita

prin

L(Xy1, X, ooy Xz A
DZ = {(Xl,XQa...,Xn)| L(()(ll ){22 X ')\01> < COé}7

prob((X1, Xs, ..., X,) € Dill) =«
astfel incat oricare ar fi regiunea critica D, de nivel «
prob((X1, Xs, ..., X,) € D) = «
are loc relatia

prob((Xy, Xa, ..., X)) € Di|A\) > prob((Xy, Xa, ..., Xp) € De|A1).

L(X1,X2, . XA . o
] L1 Xar o Xnido) gintre verosimilitatea se-

Observatie. Este evident ca daca raportu L% Xs X

lectiei conditionata de A = Ay si verosimilitatea selectiei conditionata de A = \; este
mic atunci suntem indreptatiti sa respingem ipoteza Hj.

In adevar fie C = D} N D., A= D\C, B= D.\C. Avem
prob(A|Xg) = prob(B|),

prob(A|Xg) < caprob(A|Ar),

prob(B|Xg) > caprob(B|A).

Rezulta
1
prob(Di| A1) = prob(A|\1) + prob(B|A1) > aprob(mx\o) + prob(C|A1) >

1
> aprob(BMo) + prob(C| A1) > prob(B|\;) + prob(C|\;) =
= prob(D.|\),
ceea ce trebuia demonstrat.

Exemplul 1. Fie £ € norm(0,0?) cu ipoteza Hy : 0 = 0 contra ipoteza H; : 0 = 0.

Cea mai buna regiune critica este definita de

o \" It I s
— — ) X?P+-—=)) X?|<
(5) o (FE e a2 ) <o
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sau

1 01
Z — = — | <ca—nln—
201 202 o

=1
sau dacd o1 < o0y

a 1 1\
ZXi2< (ca—nlnﬁ> <—2——2) = ca/
— 0o 207 20§

sau inca
n
1 1
— E X7 < Sed
o
0 521 0

Cum % > | X2 € chisq(n) rezultd c& nivelul de semnificatie este
0

1
a = pchisq ( ca’ n)
o

de unde constanta ca/ este datd de relatia

—ca’ = qchisq(a,n).
90

Deci regiunea de acceptare a ipotezei Hy : A = \g la nivelul de semnificatie a este

n
Z X2 > cd
i—1

In cazul o, > ¢ se schimba sensul inegalitatii.
Exemplul 2. Fie £ € norm(a,o?) cu oy cunoscut. Consideram ipoteza simpla Hy :
a = aq contra ipoteza ipoteza simpla H; : @ = a; cu a; > ay. Regiunea critica cea mai

buna este data de relatia

exrp (% (Z(X’ —ag)? — Z(Xz - a1)2>> < ca

sau

sau

J— 2
Dar X € norm(a,-2) si v/l 07“) € norm(0,1) si regiunea critica este data de

V(X —ao) _ Vnfea’ — ao)

0o 0o




17.11. VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE 423

de unde nivelul de semnificatie este

(\/E(CO/ - GO) 0, 1)

0o

a=1—pnorm

sau
Vn(ed! — agp)

= gnorm(1 — «,0,1)
0o
sau

ca' = ag + ﬁqnorm(l —,0,1)

vn
Regiunea de acceptare a ipotezei Hy la nivelul de semnificatie av este

X <

Exemplul 3. Fie £ € binom(m,p). Fie ipoteza simpld Hy : p = py contra ipoteza

simpla H; : p = p; cu p; < po. Regiunea critica cea mai buna este data de

Sau

Cum T € binom(nm, p) rezultd cd nivelul de semnificatie a este dat de
a =1 — pbinom(ca’,nm, po)
de unde constanta ca’ este
ca’ = gbinom(1 — o, nm, po).
Regiunea de acceptare a ipotezei Hy la nivelul de semnificatie o este
T = z”: X; < ca.
i=1

Cand ipoteza Hy : A € Ay este compusa contra alternativei compuse Hy : A € Ay =
A\Ag, o regiune criticad D} de nivel cel mult «, adicd prob(D:|A € Ag) < a, se numesgte
regiune critica uniform cea mai buna daca oricare ar fi regiunea critica D, de nivel cel
mult « are lor relatia prob(D:|\ € Ay) > prob(D.|\ € Ay).

Testul uniform cel mai bun (cel mai puternic) nu exista intotdeauna.
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Exemplul 4. Fie £ € norm(a, 1) si ipoteza Hy : a = ay contra ipoteza Hy : a > ay.

Regiunea de respingere va fi data de

exp (—% S (X a) 5 YK~ a)2) _

— exp (n(ao _ )X +“)) < ca

sau

X > cd

Multimea

D, = {(Xl,XQ, ,Xn>|7 > CO/}

va fi regiunea critica uniform cea mai buna daca alegem constanta ca’ din conditia
prob(D.|a = ap) = «

adica

ca = ag+ —=gnorm(1 — «,0,1).
n

Vn

Daca contra ipotezei Hy luam ipoteza H; : a # ay atunci pentru a > ag gaseam

regiunea critica uniform cea mai buna

— 1
X > ag+ —=qnorm(1 — «,0, 1),
n

=

iar pentru a < ag gaseam regiunea critica uniform cea mai buna

— 1
X < ag— —=qnorm(1 — «,0,1),
n

NG
adica nu putem gasi o regiune critica uniform cea mai buna in cazul alternativei H; :
a # ag.

In situatia in care nu exista o regiune critica uniform cea mai buna, cum a fost mai
sus, ar trebui redefinit ce intelegem prin cea mai buna regiune regiune critica. Aceasta
nefiind un lucru simplu ne limitam numai a prezenta o metoda care da un test usor de
aplicat.

O metoda larg utilizata pentru verificarea ipotezelor statistice este testul raportului
de verosimilitate

max L(X7, Xo, ..., Xp; A)

AEAY
X1, Xy, .., X)) = .
(X1, Xa, o Xn) I?&K{L(Xl,XQ,...,Xn;A)
€




17.11. VERIFICAREA IPOTEZELOR STATISTICE

Se cauta regiunea de respingere D, ca determinata de relatia
r( Xy, Xs, ..., X,) < ca

unde constanta ca se determina din nivelul de semnificatie

prob((Xy, Xo, ..., Xp) € DX € Ag) = .

425

Se poate ardta ca variabila —2Inr(X7, X5, ..., X,,) tinde in repartitie pentru n — oo

cétre o variabila repartizata chisq(r) unde r este diferenta intre numarul de dimensiuni

al multimii A si numarul de dimensiuni al multimii Ag.

Exemplul 5. Fie £ € norm(a,o?) si ipoteza Hy : a = ag contra ipoteza H; : a # ag.

Presupunem o2 cunoscut. Fie (X, Xy, ..., X,,) o selectie din populatia variabilei €. Se stie

- n
cd media de selectie X = L ™ X; este estimatia de verosimilitate maxima a parametrului

=1
a. Raportul de verosimilitate este

3

(X~ an)

1
exp |i—m

r( Xy, Xo, ..., Xpn) = =1 = exp l—;;

1
exp |:—m

-

Il
—

(Xi — 7)2}

7

si deci

(X1, X, ooy Xp) = —(X — ag)*.

2
20}

Regiunea de respingere a ipotezei Hy este

n —
J_S(X —ap)? > —2Inca
unde
prob (%(7 —ap)? > —2In ca> =«
90
sau
prob (chisq(l) > —2Inca) = 1 — prob(chisq(l) < —2Inca) = «
sau

—2Inca = qchisq(l — a, 1).
Puteam scrie si

\/ﬁ|7— ag| > v/ —2Inca

0o

(X —ao)
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prob (norm(O, 1) <y/—2In ca) + prob (norm(O, 1) > —+/—2In ca) =1-«
sau

prob(norm(0,1) < y/—2Inca) — 1+ prob(norm(0,1) < v/—2Inca) =1 —«

sau

prob(norm(0,1) < y/—2lnca) =1 — %
adica
a
v —2Inca = gnorm(1 — 5,0, 1).

Exemplul 6. Fie £ € norm(a,o?) si ipoteza Hy : a = ag contra ipoteza Hy : a # aq.

Se presupune o necunoscut. In acest caz avem

A = {(a,0%)|a € R,0 € R}
AO = {(0,0,0'2)|0'€R}

Estimatiile de maxims verosimilitate ale lui @ si 02 in multimea A sunt
1 n
S? = =) (X;—X)?

iar in multimea Ay sunt

§2 = —Z '—CLO

Raportul de verosimilitate va fi

i

o] gy
Son x| T |

= |= = |1+ =
>(X — o) >(X; —X)
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unde variabila aleatoare

(n — 1)(X — CL())
S
este de tipul Student cu n — 1 grade de libertate t(n — 1). Regiunea de respingere va fi

T =

D. = {(X1, Xa, ..., X,)||T| > ca}

unde
pt(ca,n —1) —1+ptlca,n—1)=1—«
sau
ca = qt(l — %,n— 1).

Daca drept ipoteza alternativa consideram ipoteza H; : a < ag atunci regiunea

critica pentru ipoteza nula Hj este
D.= {(Xl,XQ, ,Xn)lT < CO(}
unde
pt(ca,n—1) =«
sau
ca = qt(a,n —1).
In cazul ipotezei alternative H; : a > a( regiunea critica pentru ipoteza nula Hj este
D, = {(Xl,XQ, ,Xn)lT > CO(}
unde
1—ptlcayn—1) =«
sau

ca=qt(l —a,n—1).

17.12 Teste de concordanta

Ipotezele statistice din paragraful precedent se refereau la parametrii repartitiei vari-
abilei aleatoare £. Testele prin care se verifica aceste ipoteze se numesc teste parame-
trice. Exista situatii cAnd este necesara testarea unei ipoteze referitoare chiar la functia
de repartitie F¢(z) = p(§ < z), adicd avem ca ipoteza nula ipoteza Hy : F¢(z) = F(z)
cu F(x) o functie data contra alternativei H; : F&(x) # F(x).
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17.12.1 1. Criteriul de concordanta hi patrat

Pentru a estima concordanta intre repartitia datelor de selectie cu repartitia presu-
pusd se considerd o partitie a intervalului [A4, B] al valorilor posibile ale variabilei ¢ data
de A =1ty <t <ty <..<t,_1 <t., = B. Obtinem astfel r subintervale Iy, I, ..., I,.

Probabilitatea ca variabila aleatoare ¢ sa ia valori in subintervalul I este

pe = p(€ € Ix) = F(ty) — F(tp—1).

Dupa realizarea selectiei notam cu n; numarul elementelor selectiei de volum n care
T
cad in subintervalul Ix. > n, = n. Este de agteptat ca valoarea lui nj sa fie egald cu
k=1
np. Drept masura a abaterii repartitiei selectiei de la repartitia ipotetica este normal

s& luam statistica

X2 = i—("’“ — )’

n
k=1 P
Pentru n — oo statistica X? tinde in repartitie cétre o variabild ¢ € chisq(r — 1).
In adevar probabilitatea ca n; elemente ale selectiei sa cada in I;, ny elemente sa
cada in I, etc, n, elemente sa cada in I, este

n! -

— . U
A |
[T k! k=1

k=1

Daca consideram r variabile aleatoare independente

m € pois(npy), N2 € pois(npz), ..., n, € pois(np;)

atunci

T n ne
p(nl - n17772:n27--~;777‘:nr) :H%G Pk =
el ng:

ng!
k=1 'k

Variabila n = n; + n2 + ... + 1 € pois(npy + nps + ... + np,) = pois(n) si deci

—n

p(n=n)= He

Rezulta

= = — _ _p(771:n17772=n2,---,nr:nr) -
p(nl - n17772_n27"'a777‘_n7*|77—n)— — —
p(n=n)

= n ﬁpﬁ’“zp

T
H nk' k=1
k=1
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adica situatia noastra poate fi descrisa fie prin repartitia polinomiala fie prin r vari-
abile aleatoare repartizate Poisson cu valorile medii si dispersiile egale cu np. In locul

variabilelor n; consideram redusele lor

Nk — NPk
v/ MWDk

care au media nula si dispersia egala cu unitatea. Dupa teorema limita centrala vari-

U =

abilele uy tind catre variabile repartizate normal standard. Atunci statistica

X2 _ i (nk‘ B npk Zuk

k=1

suma a r patrate de variabile repartizate normal standard cu conditia suplimentara

ZW% an_znpk—o

va tinde cétre o variabild repartizatd chisq(r — 1).

Regiunea critica a ipotezei nule Hy va fi
D.= {(Xl,Xg, ey Xn)|X2 > CO[}
unde
a = prob(X? > ca) = 1 — pchisq(ca,r — 1)

sau

ca = qchisq(1 — a,r — 1).

Pana acum am presupus ca repartitia este complet specificata. Daca repartitia de-
pinde de p parametri A, g, ..., A, atunci probabilitatile p vor fi functii de acesti para-

metri pr(A1, Ag, ..., Ap). Functia de verosimilitate va fi

LA, Az, Ap) = — Hpk ALy Az, oy Ap) ™
H k! k=1

si pentru determinarea estimatiilor parametrilor vom avea sistemul de ecuatii

8[ _ ZT: %8]%()\1, )\2, ceey )‘p)

=0,i=1,2,..,
a/\z 1 Pk 8)\1 ¢ p

Aceste relatii impun deci p conditii si deci statistica

2 Z (g — (A, Aa, s Ap))?

n
1 Pk
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va tinde cétre o variabild repartizata chisq(r —p — 1).
Din punct de vedere practic testul hi patrat este simplu de aplicat dar trebuie sa se

tina seama de unele recomandari:

e fiecare interval sa contina cel putin 5 elemente ale selectiei;

e unii recomand4 ca numarul r de intervale s fie dat de relatia r ~ 1 + 3.332[g(n),
altii recomandi r &~ 4[0.75(n — 1)2]'/%, altii recomanda pentru valori moderate ale

luinr%[g}.

17.12.2 2. Testul de concordanta al lui Kolmogorov

Testul de concordanta al lui Kolmogorov pentru ipoteza Hy : F&(x) = F(z) contra

ipoteza H; : F¢(x) # F(z), cu F(x) functie continud, se bazeaza repartitia variabilei

d, =max |F(x) — F,(z)|

zER

unde F,,(x) este functia de repartitie de selectie

Se demonstreaza ca
prob(d, > can) = «
implica
Ao
Can = ﬁ

unde A\« se afla din tabele speciale din care didm numai valorile mai folosite

a 05 0.1 0.056 0.01
Aa 0.826 1.224 1.358 1.627

Ipoteza Hj se respinge daca d,, > )‘—\/%

17.12.3 Exercitii si probleme

1. Se fac 100 observatii independente asupra variabile aleatoare £. Valorile obtinute

sunt cuprinse intre 0 si 1 astfel incat daca notam cu n; numarul valorilor mai mici decét
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p; = 0.1z, 2 =1,2,...,10 acestea sunt

7 24 30 34 45 60 69 80 94 100.

S& se verifice cu nivelul de semnificatie o = 0.05 daca variabila & € unif(0,1).
R. Daca aplicam testul hi patrat avem
10

; — 100p;)?
x2 = S 2 100m)7 5000

Pe de alta parte qchisq(0.95,9) = 16.919 si deci acceptam ipoteza ca & € unif(0,1).

Daca aplicam testul lui Kolmogorov obtinem pentru |F'(0.1i) — 22| valorile

0.03 0.04 0 0.06 0.05 0 0.01 0 0.04 0

adica dygp = 0.06. Cum )‘01'8% = %058 = 0.1358 resulta ca si acum ipoteza se accepta.

Datele au fost construite cu runif(1000,0,1).

2. Un sondaj de volum 1000 asupra unei variabile ¢ da valori intregi cuprinse intre

0 si 8 repartizate ca mai jos

E 0 1 2 3 4 5 6 78
n, 129 271 278 179 89 40 12 1 1

S& se verifice cu nivelul de semnificatie o = 0.01 daca & € pois(\).

R. Estimam parametrul A prin

8

Z knk

k=0
= = 2. .
A 1000 007
Gasim
k 0 1 2 3 4 5) 6..8

dpois(k,\) 0.134 0.27 0.271 0.181 0.091 0.036 0.017

Ca sa aplicam testul hi patrat grupam ultimele trei valori si avem

= 10.016.

v 25: (i ~ 1000dpois(k, \))? | (mg + ny + ns — 1000 = 0.017)?
1000dpois(k, \) ne + ny +ng — 1000 * 0.017

Cum gchisq(0.99,1000 — 2) = 13.277 > 10.016 rezulta ca ipoteza & € pois(A) se accepta.
Datele au fost obtinute cu rpois(1000, 2).
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Pentru a aplica testul lui Kolmogorov se calculeaza

mi=» n;,i=0,1,2,.,8
j=0

si
my;
..... 1000

| = 0.0054.

Cum /\560010 = 0.051 > 0.0054 rezulta ca si pe baza acestui test ipoteza se accepta.
3. Pentru a controla functionarea unei magini automate se prevaleaza la fiecare
jumatate de ora cate 20 de piese care sunt verificate. Dupa prelevarea a 100 de piese

datele se prezinta astfel:

xz 012 3 4 5 6789
n; 1 5 16 22 18 22 8 5 2 1

Sa se verifice cu ajutorul testului hi patrat concordanta repartitiei cu o repartitie bino-
miala la nivelul de semnificatie de 0.05.
3.93

R. Cum gasim mean(z) = 3.93 rezulta ca valoarea estimata a lui p este p* = %> =

0.1965. Vom grupa primele doua valori si ultimele trei valori cu probabilitatile

nn; 6 16 22 18 22 8 8
p; 0.074 0.143 0.209 0.218 0.170 0.104 0.078

Vom calcula

7
; — 100p;)?
x2 = 5 (o Y _ 3186

in timp ce qchisq(0.95,5) = 11.070. Deci ipoteza se accepta.
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actiunea sistemului, 89

banda caracteristica, 133
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campul fluxului de caldura, 151

catul lui Rayleigh, 84

coarda, 160

coeficient de incredere, 414, 420

con caracteristic (Monge), 117

conditia lui Tacobi, 71

conditia lui Tacobi de extremum slsb, 78

conditia lui Weirstrass, 74
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7

conditia suficienta de scufundare, 72

conditie de transversalitate, 54

conditie naturala, 52

conditii la limita, 159
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convergenta in probabilitate, 392

convergenta in repartitie, 393

convergenta tare (cu probabilitate 1), 393

coordonate euleriene, 154, 169

coordonate lagrangeiene, 154, 169

corelatia a doua variabile aleatoare, 376

covarianta a doua variabile aleatoare, 376
cuantila, 358

curba caracteristica, 119

dalambertian, 277

densitatea de repartitie, 384
derivata (materiala) totala, 170
derivata de ordin doi a functionalei, 36
derivata de ordin intai, 27
diferentiala Frechet, 31

diferentiala Gateaux, 31

difuzia undelor, 267

dispersia, 373, 383

dispersia modificata a selectiei, 410
dispersia selectiei, 409

domeniu de influienta, 266

ec. cvasilinear, 118

ec. Euler-Lagrange, 45
ec. Euler-Ostrogradski, 50
Ec. Euler-Poisson, 49

ec. Hamilton-Iacobi, 61
ec. lui Tacobi, 71

ecuatia caldurii, 152
ecuatia lui Euler, 174
ecuatia lui Laplace, 202
ecuatia undelor, 158

ecuatie de continuitate, 156, 173
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ecuatie de tip eliptic, 181

ecuatie de tip hiperbolic, 181
ecuatie de tip parabolic, 181
ecuatie de tip ultrahiperbolic, 181
ecuatie normala, 178

ecuatii integrale, 251

ecuatiile lui Lame, 99

energia potentiala a unui sistem, 88
eroare de prima (a doua) speta, 420
estimatie consistenta, 409

estimatie corecta (nedeplasata), 408
estimatie de verosimilitate maxima, 411
estimatie eficienta, 409

estimatii punctuale, 407

eveniment, 349

evenimente elementare, 349
experienta aleatoare, 349
extremala, 45

extreme cu legaturi, 81

famile de unde (ne)dispersive, 257
familie de extremale, 59

faza undei, 257

fenomenul Doppler, 312

fluid barotrop, 174

fluid perfect, 168

forma canonica a ecdpo?2 eliptice, 193
forma canonica a ecdpo2 hiperbolice, 192
forma canonica a ecdpo2 parabolice, 192
forma patratica caracteristica, 180
formula de reprezentare prin potentiali,

236
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formula includerii si excluderii, 351

formula ipotezelor (cauzelor), 352

formula lui Bayes, 352

formula lui D’Alembert, 266

formula lui Green pentru f. armonice,
225

formula lui Kirchhoff-Poisson, 283

formula lui Poisson pentru cerc, 212

formula lui Poisson pentru ec. caldurii,
325, 329

formula lui Poisson pentru ec. membranei,
280

formula lui Poisson pentru semiplan, 218

formula lui Poisson pentru sfera, 240

formula lui Schwartz-Villat, 213

formula lui Torricelli, 176

formula probabilitatii totale, 352

formulele de salt ale derivatelor normale
ale potentialului de simplu strat,
249

formulele de salt ale potentialului de dublu
strat, 248

formulele lui Dini, 221

front anterior (posterior), 266

front de unda al discontinuitatilor, 260

functia caracteristica a variabilei aleatoare,
388

functia cumulativa a probabilitatii, 357

functia de repartitie, 357

functia de repartitie normala standard,

368
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functia de verosimilitate a selectiei, 407
functia empirica de repartitie, 406
functia generatoare a momentelor, 388
functia lui Bernoulli, 176

functia lui Green, 205

functia lui Green (de sursa), 237
functia lui Green pentru ec. caldurii, 341
functia lui Hamilton, 34

functia lui Lagrange a unui sistem, 89
functia lui Weirstrass, 74

functie armonica in domeniu, 202
functie armonica regulata la infinit, 234
functie de potential, 87

functie generatoare, 376

functie proprie, 85

functii proprii, 306

functionala bilineara, 37

functionala continua, 20

functionala exprimata prin integrala, 18
functionala patratica, 37

functionala pozitiv definita, 37

functionala stationara, 42
hipersuprafata integrala, 148

indicatorul evenimentului, 355
inegalitatea lui Cebisev, 374
inegalitatea lui Markov, 374
integrala completa, 63, 140
integrala lui Gauss, 236
integrala singulara, 141

integrala Stieltjes, 381
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integrale prime, 47

intensitatea variabilei aleatoare, 384
interval de dependenta, 266

interval de incredere, 414

inversa functiei cumulative, 358
ipoteza lui Bernoulli-Euler, 99
ipoteza nula (alternativa), 419

ipoteza statistica, 419

lagrangeianul functionalei, 30

lantisor, 16

lege de repartitie, 358

legea atractiei universale, 199

legea lui Fourier, 152

legea lui Newton, 152

legea lui Poisson a evenimentelor rare,

364

legea numerelor mari sub forma lui Bernoulli,

362, 368

legea numerelor mari sub forma lui Markov,
371

legile lui Kepler, 199

lema lui Neyman-Pearson, 421

lemele fundamentale ale calc. variational,
43

linii (suprafete) de curent, 170

media selectiei, 409

mediana, 386

membrana, 164

metoda diferentelor divizate, 107

metoda lui Fourier, 305, 334
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metoda lui Ritz, 108

metoda momentelor, 410

minim (maxim), 21

moda, 386

modelul lui Laplace al t. probabilitatilor,
351

momente, 373, 383

multimea functiilor admisibile, 20
nivel de semnificatie, 414, 420

obsrvatie independenta, 370
oscilatii proprii, 93, 302

oscilatii stationare, 301

paranteza lui Mayer, 140

polinoamele lui Bernstein, 375

populatia generala a unei variabile aleatoare,

406

potential de dublu strat, 230

potential de simplu strat, 229

potential de volum, 228

potential intarziat, 281

potentialul miscarii, 157, 175

potentialul unui dipol, 228

presiune, 154, 168

principiul de maxim si minim pentru f.
armonice, 207

principiul de minim-maxim pentru ec. cal-
durii, 320

principiul energiei potentiale minime, 104

principiul lui Duhamel, 270

principiul lui Hamilton, 89
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principiul lui Huygens, 61

principiul raportului de verosimilitate, 414

principiul suprapunerii undelor, 273

probabilitate, 349

probabilitatea evenimentului conditionat,
352

problema brahistocronei, 13

problema Cauchy, 115

problema cu date initiale, 178

problema de tipul lui Boggio, 318

problema de tipul lui Neuman, 318

problema echilibrului firului greu, 15

problema geodezicelor, 16

problema izoperimetrica, 12

problema lui Cauchy, 177

problema lui Cauchy pentru ec. caldurii,
318

problema lui Dirichlet, 153, 318

problema lui Dirichlet pentru f. armon-
ice, 208

problema lui Gourssat, 278

problema lui Neuman, 153

problema lui Plateau, 14

problema opticii geometrice, 14

problema Sturm-Liouville, 85, 306

probleme mixte pentru ec. corzii, 284

proces ondulatoriu stationar, 301

pulsatii proprii, 302

puncte conjucate, 71

puterea de testare, 420

raze caracteristice, 117
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redusa variabilei aleatoare, 375

regiune critica pentru ipoteza nula, 420
regiune critica uniform cea mai buna, 423
repartitia Erlang, 404

repartitia hi patrat, 404

repartitia normala, 384

repartitia Student (t), 405

repartitia uniforma, 384

repartitie exponentiala, 385

schema binomiala negativa, 377

schema lui Bernoulli, 360

selectie, 406

sistem canonic, 58

sistem caracteristic, 119, 132

sistem complet de evenimente (desfacere),
352

solutia fundamentala a ec. caldurii, 324

solutia fundamentala a ec. undelor, 281

solutia fundamentala a ecuatiei corzii, 272,
274

solutia fundamentala a laplaceanului, 227

solutia generala, 115

solutie generala, 148

sondaj, 406

spatiu probabilistic, 350

speranta matematica, 371, 372, 383

statistica, 407

statistica suficienta, 407

suprafata caracteristica, 116, 184

suprafata de tipul lui Liapunov, 245

suprafata integrala, 115, 148

437
suprafetele de faza ale undei, 257

taietura variabilei aleatoare, 402

teorema Cauchy-Kovalevskaia, 179

teorema cercului, 215

teorema de alternativa a lui Fredholm,
251

teorema de factorizare, 408

teorema de medie a lui Gauss, 206

teorema limita a lui Poisson, 363

teorema limita centrala, 390

teorema limita integrala a lui Laplace,
367

teorema limita locala a lui Moivre-Laplace,
367

teorema lui Gauss relativa la campul elec-
tric, 243

teorema lui Iacobi, 63

teste statistice, 419

testul de concordanta al lui Kolmogorov,
430

testul de concordanta hi patrat, 428

testul raportului de verosimilitate, 424

transformarea lui Kelvin, 233

unda, 255
unda directa (inversa), 265
unde sferice, 259

unde stationare, 257

valoare medie, 371, 372, 383
valoare proprie, 85

valori proprii, 306
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variabila aleatoare, 355

variabila aleatoare discreta (simpla), 358

variabila caracteristica, 184

variabila sectionata, 402

variabile canonice, 58

variatia, 373, 383

variatia de ordinul intai a functionalei,
28

vecinatate de ordin unu (slaba), 20

vecinatate de ordin zero (tare), 19

vector aleator, 394

vectorul inductiei campului electric, 244

vectorul lui Umov, 159

vectorul vitezei de propagare a disconti-
nuitatilor, 261

viteza de faza a undei, 257

viteza sunetului, 158
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