Introducere

Teoria aplicatiilor armonice intre varietati riemanniene este astazi un dome-
niu foarte cunoscut al geometriei riemanniene, avand legaturi profunde si cu
alte ramuri ale matematicii: teoria ecuatiilor cu derivate partiale, calculul
variatiilor, geometria complexa, grupurile Lie, etc. De la articolul publi-
cat de J. Eells i J.H. Sampson in 1964, numerosi matematicieni gi-au adus
contributia la dezvoltarea acestui domeniu: T. Aubin, P. Baird, R. Caddeo,
J. Jost, L. Lemaire, A. Lichnerowicz, Y. Ohnita, A. Sanini, R. Schoen, K.
Uhlenbeck, H. Urakawa, J.C. Wood, Y.L. Xin, etc. Dintre matematicienii
romani cu rezultate remarcabile in teoria aplicatiilor armonice amintim:
C.L. Bejan, S. Dragomir, C. Gherghe, S. Ianug, V. Oproiu, R. Pantilie,
etc.

Lucrarea de fata are la baza cursul tinut de autor studentilor de la Mas-
ter, Facultatea de Matematica, Universitatea ” Al.I. Cuza” din Iasi. Ea nu
are ca obiectiv prezentarea ultimelor realizari in domeniu (lucru dealtfel im-
posibil datorita diversitatii si complexitatii la care s-a ajuns) ci isi propune
sa-1 introduca pe cititor in acest fascinant domeniu si sa-i prezinte rezultate
si tehnici de baza. Cartea se adreseaza studentilor de la Master, doctoran-
zilor si tuturor celor interesati de teoria aplicatiilor armonice.

Lucrarea este organizata astfel.

In Capitolul 1 sunt prezentate notiunile fundamentale din geometria
riemanniana: metricile riemanniene, teoria geodezicelor, campurile tenso-
riale Riemann-Christoffel i Ricci, curbura sectionald, campurile Killing,
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operatorul Laplace, teorema Hodge-de Rham, elemente de teoria spectrala,
prima si a doua formula variationala a energiei unei curbe. O parte dintre
demonstratiile de natura tehnica au fost omise, ele putand fi gasite de citi-
tor in monografiile [8], [9], [12], [23], [26], [27], [30], etc. Accentul, aici ca si
in restul lucrarii, a fost pus pe notiunile si rezultatele care vor servi pentru
intelegerea mai buna a aplicatiilor armonice si de care autorul s-a folosit mai
des in activitatea sa proprie de cercetare in domeniul aplicatiilor armonice
si biarmonice.

Cadrul formal de prezentare a aplicatiilor armonice este cel al fibratelor
vectoriale. Astfel, in Capitolul 2 sunt prezentate acele notiuni din teoria
fibratelor vectoriale care sunt utile in studiul aplicatiilor armonice. Autorul
a urmarit in special monografiile [18], [40].

Aplicatiile armonice au legaturi deosebite cu geometria varietatilor com-
plexe. Prin urmare, in Capitolul 3 sunt studiate varietatile complexe si
kéhleriene. Aceste subiecte pot fi aprofundate independent, urmarind, de
exemplu, [23].

In Capitolul 4 sunt introduse aplicatiile armonice. Sunt studiate prima
formula variationald, exemple, legatura cu aplicatiile olomorfe intre va-
rietatile kédhleriene, teorema Ruh-Vilms, a doua formula variationala, teo-
reme de stabilitate pentru aplicatiile armonice avand domeniul, sau codome-
niul, sfere euclidiene, rezultate de stabilitate pentru aplicatiile olomorfe
intre varietati kahleriene. Apoi sunt prezentate submersiile riemanniene
armonice si suprafetele minimale in R? punandu-se accent pe reprezentarea
Weierstrass si aplicatia Gauss asociata. Alte subiecte interesante in teoria
aplicatiilor armonice (tensorul tensiune-impuls, morfismele armonice, pro-
bleme de regularitate sau existenta, etc.) pot fi gasite in excelentele mono-
grafii [5], [16], [18], [38], [40].

Autorul doreste s& multumeasca referentilor si dr. D. Fetcu, drd. A.
Balmug pentru observatiile facute asupra manuscrisului. De asemenea, mul-
tumiri sunt aduse L. Teodorescu pentru tehnoredactarea ingrijita a lucrarii.

Pe timpul elaborarii acestei carti, autorul a beneficiat de sprijinul oferit
de grantul CNCSIS nr. 191/2006.

Autorul
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VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

1.1. Definitia si existenta metricilor riemanniene

Fie M o varietate diferentiabila de dimensiune m, de clasa C*° (sau neteda),
conexa si fara bord.

Definitia 1.1.1. Se numeste metrica riemanniand pe M, sau metrica rie-
manniand pe fibratul tangent TM, un camp tensorial g de tip (0,2) pe
M, adica g € C(T9(M)), sau incd g este o sectiune in fibratul vectorial
TO(M) = Upenr T9,M = Upenr Ty M @ Ty M, simetric si cu forma pétratica
asociata strict pozitiv definita in fiecare punct.

Echivalent, metrica g poate fi data astfel
g:C(TM)xC(TM)—C*®(M), (X,Y)—g(X,)Y)
si g satisface urmatoarele
i) g este C°°(M)-biliniara,
ii) ¢(X,Y) =g(Y, X) pentru orice X,Y € C(TM),
iii) oricare ar fi p € M : gp(X,, Xp) > 0 pentru orice X, € T,M\{0}.

Observatia 1.1.1. Conditia i) este echivalentd cu g € C(T9(M)), iar
conditiile i) si ii) sunt echivalente cu g € C(®*T*M), unde ®>T*M este

1



2 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

fibratul vectorial al tensorilor de tip (0,2) simetrici. Fibratul ®?T*M se
mai numeste 2-produsul simetric al lui T* M.

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;¢) = (U;zt, ..., 2™) o harta
locala pe M Reamintim ca {d:z:; @ dxp}ij=1,. m este o bazd in ®2T;M, iar
{dx}, © da}}i<j este o bazi in ©@*T; M, unde

. 1 : : ,
dz), © dx;, = 5{(1&:; ® dxj, + dx), ® dxy,}.

Cum g(p) € ®2T;M, avem g, = Gij (p)dx;',@da:f;, unde g;;(p) = gp (82“ %).
Mai mult,

ii) = 9ij = Gji, adica G = TC;, unde G = (gij)i,jzl,...,mv

iii) & Ap > 0 pentru orice k =1,...,m,unde Ay = | ...........
gkl .- Ggkk
Notam ca conditia iii) este echivalenta cu faptul ca matricea simetrica G are
toate valorile proprii strict pozitive.
Deoarece g, este simetric, folosind conventia de sumare Einstein, putem
scrie

9p = gl-jd:vi ® da’ = Zgljdwi ® da’ + Zgijdxi ® da? + qujjdiﬁi ® da’
i<j i=j i>j
= Zgij(dafi ® da? + da? @ dx') + Zgijda;i ® da’
i<j i=j
=9 Zgijdl‘i o dz’ + Zgii(dmi)Q
i<j i
= gijd:ﬂi ® da’.

Pentru X, Y, € T,M, X, = X-% | Y, = Y72 avem

0 _9_
oz oI

9p(Xp, Yp) = X'gij(p)Y7.
Cand nu este pericol de confuzie, vom nota (X,Y) = ¢(X,Y) si |X]| =

V9(X, X).
Pentru a demonstra existenta unei metrici riemanniene pe o varietate,
ne vom folosi de partitia unitatii. Reamintim
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Definitia 1.1.2. O partitie a unitatii pe M este o multime de functii pozitive
{fa}taer ce satisfac

i) oricare ar fi p € M, exista V deschisa in M ce contine p astfel incat
V N supp fo # () numai pentru un numér finit de indici a.

ii) > perfa=1pe M.

Reamintim de asemenea ca supp fo, = {p € M|fa(p) # 0}.

Observatia 1.1.2. Din i) rezulta ca, in orice punct, suma de la ii) are o
multime finita de termeni nenuli.

Observatia 1.1.3. { supp f,}aecr formeaza o acoperire inchisa a lui M.

Existenta partitiei unitatii are doua forme pe care le vom prezenta fara
demonstratie.

Teorema 1.1.1. Data o acoperire deschisa {Uq}aecr a lui M, exista o
partitie a unitatii {fo}tacr astfel incat supp fo C Uy, oricare ar fi o €
I. Spunem in acest caz ca {fatacr este o partitie a unitatii subordonata
acoperirii deschise {Uq }aer-

Teorema 1.1.2. Data o acoperire deschisa {Uq}aecr a lui M, existd o
partitie a unitatii { fg}pes cu suport compact, astfel incat oricare ar fi 3 € J,
exista o € I cu supp fg C U,.

Observatia 1.1.4. In Teorema 1.1.1 nu cerem ca supp f, (care este inchisa)
sa fie compacta, in schimb multimea de indici a partitiei coincide cu cea a
acoperirii.

Putem demonstra acum existenta metricilor riemanniene.
Teorema 1.1.3. Orice varietate M admite o metricd riemanniand.

Demonstratie. Fie A = {(Uy; o) acr un atlas pe M si {f4}acr 0 partitie
a unitatii subordonata acoperirii {Uy, }qer. Pe fiecare domeniu U, construim

metrica riemanniang
m

Jo = Z(dxza)z = 4,0:;<7>,

i=1
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unde (,) reprezinta metrica euclidiana uzuala pe R™. Desigur, ¢4 : Uy —
va(Uy) devine o izometrie. Consideram operatorul f,g, definit pe U, si
il extindem prin 0 pe tot M. Noul operator f,g, definit pe M este neted
deoarece supp foga C Ue, dar, desigur, f,g, nu este o metrica riemanniana
pe M. In schimb se verificd usor c&

g = Z Ja9a
ael

este o metrica riemanniana pe M. [

Mai putem da o demonstratie imediata a acestei teoreme daca acceptam
fara demonstratie rezultatul lui Withney

Teorema 1.1.4. (Withney.) Orice varietate M™ poate fi scufundata in
R™, unde n € N este suficient de mare.

Fie deci ¢ : M — R scufundarea data de Teorema lui Withney. Definim
g = ¢*(,), sl cum ¢ este o imersie rezulta ca g este metrica riemanniana pe
M. Consideram (U; ) = (U;2t,...,2™) o harti locald pe M si notam cu
{yo‘}a:17,,,7n coordonatele uzuale pe R”. In aceste coordonate, aplicatia ¢
este reprezentata prin

¢:y*=¢%z',...2™), a=1,...,n,

iar componentele metricii g sunt date de

o 0 0 o)
9ij = g(%v@) = <d¢ (W) ;de (8:UJ>>
0 O )
~ (55
= 6o,

unde ¢ = %‘fj

In aceastd lucrare, prin curba vom intelege curba parametrizata, adica o
aplicatie neteda v : I — M, unde I este un interval deschis din R.

Intotdeauna vom presupune ci v : I — M nu este periodica (in caz
contrar vom mentiona acest lucru explicit).




1.1. Definitia si existenta metricilor riemanniene 5

Definitia 1.1.3. O curba neteda pe portiuni este o aplicatie continua - :
[a,b] — M, unde [a,b] este interval inchis real, cu proprietatea ca exista
o partitie a = 9 < 1 < ... < i, = b astfel incat restrictia v, ,] este
neteda, oricare ar i ¢ =0,...,n — 1.

141

Mai mult, spunem ca 7 unesgte punctele y(a) si v(b); v(t;) se numeste varf
a lui v, iar unghiul format din limy ~, ¥(t) = §(t;—) si limp g, §(2) = F(ti+)
dy

se numeste unghiul varfului y(t;) (am folosit notatia v = ZI).

Fie v : [a,b] — M o curba neted& pe portiuni. Definim lungimea curbei

~ prin
n—1 tiv1
=3 [ ha
=0 v

Reamintim ca orice varietate conexa M este conexa prin arce, adica
oricare ar fi p,q € M, existd 7 : [a,b] — M neteda astfel incat y(a) = p si
v(b) = ¢. Fie p si ¢ € M. Definim

d(p,q) = inf{l() : v curba netedd pe portiuni ce uneste psi ¢}.

Din observatia anterioara rezulta ca oricare ar fi p,q € M, exista d(p,q) €
R,.

Teorema 1.1.5. Functia d definita mai sus este o distania, iar topologia
mdusa de ea coincide cu topologia varietatit.

Demonstratie. Simetria si tranzitivitatea, adica d(p, q) = d(q,p) sid(p, q)<
d(p,r) 4+ d(r,p), pentru orice p,q,r € M, sunt evidente. De asemenea, daca
p = q atunci d(p,q) = 0. Vom demonstra acum ca daca d(p,q) = 0 atunci
p=aq.

Prin reducere la absurd presupunem ca p # ¢. Fara a restrange genera-
litatea, presupunem p,q € (U;p) = (U;xt,...,2™). Cum ¢(p) # ©(q),
existit By, (¢(p)) = {z € R™ ¢ [z — (p)| < m1} 5i Byy(plg)) astfel incat

By, (¢(p)) C (U), By, (p(q)) C o(U) si By, (0(p)) N Bpy(0(q)) = 0.
Consideram doua functii

1 S™T X TN (By, (¢(p) — RY, (,p) > a'gi;(p)a’

si . .
Yo ST x o (B, (9(q) — RY, (x,p) — 2'gi(p)a’l.
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Cum 1 si ¥9 sunt continue, iar domeniile lor de definitie sunt multimi
compacte, exista 0 < A\; < pp < 0051 0 < Ao < po < oo astfel incat

{ A2 <aig(P)al <p?, Ve eS™l si Vpe o U(B, (p(p))
A3 <alg(P)a? <p3, VeeS™' si Vpe o Y(B(p())
{ N2|z|? < 2igi(p)a? < pdlz?, Yz eR™ si Vpe o (B, (p(p))

(

Nlz|? < algij(p)ad < pBlzl?, Vx eR™ si Vp€ o L (B,(p(q))

Fie v : [a,b] — M o curba neteda pe portiuni ce uneste p cu ¢q. Consideram
v(c1),a < ¢1 < b, primul punct in care v intersecteaza dp~1(B,, (¢(p))) si
Y(c2),a < ¢1 < c2 < b, ultimul punct in care v intersecteaza dp 1 (B, (¢(q))).
Notam 1 = Ma,c1] slye = Ye2,b]- Avem

() > Un) + () = /mm/bmdt
/ \/J:g”xﬂdt—k/ \/ &tgijdd di

> /\1/ I(cpov)!dtJrAa/ |(woy)ldt
a
> Aip1 + A2p2.
Cum curba v ce uneste p si ¢ a fost fixata arbitrar rezulta
d(p,q) = A1p1+ A2p2 > Aip1 > 0,

ceea ce reprezinta o contradictie.
Prin urmare am demontrat ca d este o distantd. Vom demonstra acum
ca topologia indusa de d coincide cu cea initiala. Pentru aceasta definim

B,(p) ={q € M :d(q,p) < p}.

Fie p € M si (U; ) o harta locala pe M in p. Vom arata ca

Byp(p) € ¢~ (B,(#(p))) C Byp(p),
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ceea ce va incheia demonstratia. Fie ¢ € By,(p). Daca ¢(q) ¢ B,(¢(p)), am

vézut ca d(p, q) > Ap, ceea ce contrazice ¢ € B,(p). Fie g € 71 (B,(o(p))),
adica ¢(q) € By(¢(p)). Consideram oy ca fiind segmentul din R™ ce unegte
¢(p) cu p(g). Avem

b
d(p,q) < () :/ V9, §)dt < pp.0

1.2. Conexiunea Levi-Civita

In continuare vom prezenta un obiect foarte important in geometria rie-
manniana gi anume conexiunea Levi-Civita.

Teorema 1.2.1. Fie (M,g) o varietate riemanniana. Atunci ezista si este
unica conexiunea liniara V pe M ce satisface

Vg=0 s T =0,

adica V este compatibila cu metrica, sau g este paralela in raport cu V, si
este simetricd.

Demonstratie. Din conditia 7' = 0 rezulta
(1.2.1) VxY -VyX =[XY], VXY eC(TM).
Conditia Vg = 0 se scrie

(V9)(X,Y,Z) =0 & (Vxg)(Y,Z2) =0

sau
Xg(Y,Z)=9(VxY,Z2)+g(Y,VxZ).

Facand permutari circulare dupa X, Y, Z obtinem
Xg(Y,2)=9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
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Inmultind ultima relatie cu (—1), adunandu-le si tindnd cont de (1.2.1)
obtinem

oVXY,Z) = S{Xg(Y,2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
(1'2'2) —I—g([X,Y],Z)—I-g([Z,X],Y)—g([Y,Z],X)}.

Relatia (1.2.2) arata ca daca exista V cu proprietatile cerute, atunci ea este
unic determinata.

Pentru a arata existenta, consideram V xY" definit implicit prin (1.2.2) si
se verifica ugor ca V astfel definita este o conexiune liniara, este compatibila
cu metrica si este simetrica. [J

Conexiunea V din teorema de mai sus se numeste conexiunea Levi-Civita.

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;¢) = (U;z!,...,2™) o harta
locala pe M. Inlocuim X = aai,Y = % §i Z = ;2 in (1.2.2) i obtinem
x T oz

9 0 1 (9gjr , Ogri  9gij
. —. ~ )\ == b i _ 99
g< 7 oxt’ 83;’“) 2 ((%UZ T 0w T ok

de unde rezulta

rh 1 e 09jk | Ogri  0gij
Y2 oxt  O0xi  Ozk )

Functiile F?j se numesc simbolii lui Christoffel.

In coordonate locate, conditia Vg = 0 se scrie V;g;; = 0, unde

09k
I T g — F?kgjh-

Vigjk = A ij

Pornind de la campul tensorial metric g, vom construi un alt camp ten-
sorial, notat ¢g~!, si vom demonstra ci si acest camp tensorial este paralel
in raport cu V, adici Vg~! = 0. Fie p € M fixat arbitrar. Considerim
(U;sp) = (U;at,...,2™) o hartd locald pe M in p si g;;(p) = gp (%, 8%])
coeficientii lui g in raport cu harta locala in discutie. Definim

(67 (0) = (g ()" si g7 () =9"(p) 822-(79)@93(;@)-
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Se vede usor ci tensorul g~!(p) are caracter geometric, adici

070) = 09 0) (1) © o () = 7 (0) o (6) © o (0)

unde (U;@) = (U;F%,..., ™) este o altd hartd locald pe M in p. Prin
urmare, lasand punctul p liber obtinem g~ € C(Tg(M)).

Propozitia 1.2.1. Vg~! = 0.

Demonstratie. Vom prezenta o demonstratie folosind coordonatele locale.
Fie (U;¢) = (U;zt,...,2™) o harta locala pe M arbitrard. Pe U avem

97 g = 5}

de unde, derivand covariant, obtinem V(g% gjx) = 0. Din regula lui Leibniz
si faptul ¢& Vg, = 0, obtinem Vg% = 0. O

1.3. Geodezice

O alta notiune foarte importanta in geometria riemanniana este notiunea de
geodezica.

Definitia 1.3.1. O curba parametrizata v : I — (M, g), unde I este un
interval deschis din R, se numeste geodezicd daca %("y) =0.

Daca [a,b] C I siy: I — M este o geodezica, atunci restrictia lui v la

[a,b] se numeste segment geodezic ce uneste y(a) cu v(b) (am notat cu %

operatorul de derivare a campurilor vectoriale definite in lungul unei curbe
asociat conexiunii Levi-Civita a lui (M, g)).

Propozitia 1.3.1. Daca v : I — M este o geodezica, atunci || este con-
stantd.

Demonstratie. Avem

d, ., d D
Ao do o /DN
dtlv! dt<%7> <dt(7),’y> 0

si deci |2 este constant.[]
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Observatia 1.3.1. Din proprietatile operatorului %, vedem imediat ca
geodezicele sunt invariante la schimbari afine de parametru. Prin urmare,
dacé y(t) este o geodezica cu || = ¢, atunci reparametrizand-o prin lungimea

de arc .

st)= [ 130t = c(t - to)

to
ea ramane tot geodezica. Daca o geodezica v este parametrizata prin lun-
gimea de arc, spunem ca ea este normalizata.

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;p) = (U;z!,...,2™) o harti

locala pe M si v o geodezica. Avem

(po) = (z'(t),....a™ (1)

0= DD ;) i 0 D (D
= — = — - = - _ - O
at' ) T ar \" or T or T ar \ o 77

si

= .%‘l@ + xlvw)@ = (l’ + Fij.fl.%'] w
Prin urmare «y este geodezica daca si numai daca
(1.3.1) i 4T =0, k=1,...,m

Notand i = g%, (1.3.1) devine

Y = it
(1.3.2)

gF + F%yiyj =0.

Prin urmare, oricare ar fi p € M si oricare ar fi v € T, M, exista si este unica
geodezica 7y : (—0,0) — M astfel incat v(0) = p si (0) = v.

Exemplul 1.3.1. Consideram M = R™ cu metrica euclideana uzuala.
Atunci I‘fj = 0, iar ecuatia geodezicei se scrie

i'(t) = 0.

Integrand, obtinem ca geodezicele lui R sunt dreptele parametrizate pro-
portional cu lungimea de arc.
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Exemplul 1.3.2. Consideraim M = S™ = {z € R™" : |z| = 1} cu me-
trica indusa. Un camp vectorial X € C(TS™) poate fi gandit ca un camp
vectorial pe R™*! cu proprietatea (z, X (z)) = 0, pentru orice z € S™. Se
demonstreaza usor ca conexiunea Levi-Civita V pe S™ este data de
(VxY)y = (VE"'Y), + (X, Y),2, VzeS™
Fie acum v : R — S™ o geodezica parametrizata cu lungimea de arc,
adica |y = 1. Atunci ea este un cerc mare al lui S™. Intr-adevir, avem

Viy=0&59+~v=0,
iar solutia generala a sistemului 4 4+ v = 0 este
~(t) = (cost)z + (sint)v,

unde x,v € R™*L. Din |y(t)| = 1 obtinem |z| = |v| = 1, adica x,v € S™, iar
din |%(t)| = 1 rezults z_Lv, adici (z,v) = 0. In concluzie, geodezicele lui S™
sunt cercurile mari parametrizate proportional cu lungimea de arc.

In cele ce urmeazi vom incerca si ”controlim” domeniul de definitie al
geodezicelor. Vom admite fara demonstratie urmatorul rezultat

Propozitia 1.3.2. Fie p € M fizat arbitrar. Atunci exista U deschisa in
M,pe U, exista § >0 si e >0, si existd o aplicatie netedd

vi(=6,0)xV —-M V={vel/ M:qeUsilv|<e}

astfel incdt curba t — ~(t,q,v),t € (=4,0), este unica geodezicd a lui M
care la t = 0 trece prin q cu vectorul vitezd v, oricare ar fi ¢ € U si oricare
ar five T,M cu|v| <e.

Deci, daca |v| < €, atunci geodezica y(t, ¢, v) este definita pe (—6,6). De
fapt putem mari viteza geodezicei prin micgorarea intervalului de definitie
si invers. Acest lucru este dat de urmatorul rezultat

Propozitia 1.3.3. (Proprietatea de omogenitate a geodezicei.) Fie

v = 7(t,q,v) geodezica definita pe (—0,0) si fie a > 0. Atunci geodezica
~(t,q,av) este definita pe (—g, g) st 7n plus

)
v(t,q,av) = v(at,q,v), Vte <—7 > .

a a
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Demonstratie. Fie h : (—g, g) — M curba definita prin

h(t) = v(at, q,v).

Aceastd curba are urmatoarele proprietati:

hO) =g, h(0)=av s Z(h)=o0.

dt
Din unicitatea geodezicei, avem h(t) = ~(t,q,av) si deci (¢, q,av) este
definita (cel putin) pe (—g, %) O

Observatia 1.3.2. Desigur, rezultatul anterior este valabil si pentru a < 0.

Din Propozitiile 1.3.2 gi 1.3.3 putem obtine acelasi interval de definitie,
suficient de mare, pentru geodezicele dintr-o vecinatate a lui p. Mai precis

Teorema 1.3.1. Fiec p € M fizat arbitrar. Atunci exista U deschisa in M,
p € U, exista € > 0 i exista o aplicatie neteda

v:i(=2,2)xV —->M, V={veT,M:qeUsijv|<e}

astfel incat curba t — ~(t,q,v),t € (=2,2), este unica geodezica a lui M
care la t = 0 trece prin q cu vectorul viteza v, oricare ar fi ¢ € U si oricare
ar fiv e TyM cu |v| < e.

Demonstratie. Fie U, ¢ si &1 dati de Propozitia 1.3.2. Prin urmare (¢, g, v),
t € (=6,0), este unica geodezica care la t = 0 trece prin ¢ cu vectorul viteza
v, ¢ € U si |v| < e1. Din Propozitia 1.3.3, geodezica v(t, g, %”) este definitd
e (—2,2). Cum |%”] < 5571, alegem ¢ < 5%. O
Teorema anterioara ne permite sa introducem conceptul de aplicatie
exponentiala. Fie p € M si U, ¢ dati de Teorema 1.3.1. Aplicatia

exp:V — M, exp(v)=~(1,q,v)
se numeste aplicatia exponentiala pe V.
Propozitia 1.3.4. Avem urmadatoarele

i) v(1,q,v) = ”y(]v|,q,ﬁ), oricare ar fi v € V\{0}, adica exp(v) =
(ol g, 2)-
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ii) Pentru orice v € V exista 6 > 0 astfel incat exp(sv) = (s, q,v),
0<s<1+9.
Demonstratie. i) Cum |v| < ¢, geodezica 7(t, ¢, v) este definita pe (—2,2).
v

Din proprietatea de omogenitate, geodezica ~y(t, g, W) este definita pe inter-
valul (—2Jv],2|v]) si

v t
v <t7 q, ) =7 (,q,?)) ) vt € (-2‘1}’,2‘0‘)
[v] [v]

In particular, pentru t = |v| € (=2|v|,2|v|) obtinem relatia dorit:.
ii) Prima conditie pe care trebuie sa o satisfaca s este
€

s|v\<€@s<ﬂ 1+461, 61 >0,
v

pentru a ne asigura de existenta lui exp(sv). Notam ca d; depinde de |v].
Fie 6 = min{d;, 1}. Pentru s < 1+ 4 avem si s < 2, iar pe (—%, %), interval
ce contine 1, avem
V(t g, 50) = (st, q,v).
Pentru ¢ = 1 obtinem relatia dorita. [
In general vom lucra cu restrictia exponentialei la bila centrata in 0 gi
cu raza ¢, adica

exp, : Be(0) CTyM — M, v+ exp,(v) = exp(v).

Propozitia 1.3.5. Pentru orice q € U exista €1 > 0,61 < €, astfel incat
exp, : Be,(0) — M este un difeomorfism de la B, (0) pe imagine.

Demonstratie. Aplicatia exp, este definita pe B2(0). Vom demonstra
ca (dexp,)o : ToB:(0) — T,M este un izomorfism, iar apoi vom obtine
rezultatul folosind Teorema de Inversare Locala.

Cum B.(0) este deschis in T, M, identificam Ty B:(0) cu T, M. Fie v €
TyM. Curba t — tv este o curba in T, M care la t = 0 trece prin 0 cu
vectorul viteza v. Presupunem ca geodezica (s, ¢, v) este definita pe (-9, 9).
Atunci geodezica (s, q,tv) va fi definita pe (—%, %) si, pe acest interval,
(s, q,tv) = y(ts,q,v). Pentru t suficient de mic % > 1, [tv| < € si alegand
s =1 obtinem

’Y(la q, tv) = V(tv q, 1)).
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Prin urmare

(e o) = g (o)) = 3| Do) =g (o)

= ’U7
adica (dexp,)o este operatorul identitate a Iui 7y M. O

Observatia 1.3.3. Am definit exp, pe B:(0). Dar putem "mari” domeniul
de definitie. Daca o geodezica (¢, ¢, v) este definita pe un interval ce contine
1, vom defini exp,(v) = (1, ¢,v), indiferent de lungimea lui v.

Exemplul 1.3.3. Fie M = R™. Geodezicele lui R™ sunt dreptele parame-
trizate proportional cu lungimea de arc. Fie p € R™. Avem identificarea
T,R™ =R™, iar exp, : R™ — R™ este operatorul identitate.

Exemplul 1.3.4. Fie M = S™ c R™*!. Am vazut cd geodezicele lui S™
sunt cercurile mari parametrizate prin lungimea de arc. Consideram acum
p € S™. Deoarece geodezicele v(t,p,v) sunt definite pe R, oricare ar fi
v € T,S™, exp, va fi definita pe tot T),S™, adica exp, : T,S™ — S™. Se
verifica imediat ca

exp,(v) =7 (Ivl,p, |Z|> = <(cos t)p + (sin t)U)

vl

t=|v|

si prin urmare exp,, transforma difeomorfic B;(0) in S™\{—p}; mai mult,

?XI}Dp(ﬁBn(O)) = {—p}, exp,(B2:(0)\Br(0)) = S™\{+£p}, exp,(0B2x(0)) =
p;, etc.

Propozitia 1.3.6. (Existenta coordonatelor normale.) Fie (M,g) o
varietate riemanniand i p € M fizat arbitrar. Atunci exista (U;p) =
(U;xt, ..., 2™) hartd locald pe M astfel incdt gi;(p) = 6i; si Ffj (p) =0.

Demonstratie. Fie exp,, : B-(0) — exp,(B:(0)) difeomorfism. Consideram
{v1,...,vm} 0 baza ortonormata in T),M si operatorul liniar 7" : T, M — R™,
T(vi) = €, i = 1,...,m, unde {e;};—1, m este baza canonica din R™.
Desigur 7' este o izometrie. Definim harta locala ¢ = T'oexp,, lsi vom arata

ca @ are proprietatile cerute. Intr-adevar,

0
ozt

(p) = (do")o(es) = (d(exp, 0T "))o(es) =T~ (ei) = vs,
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. . o) o
si deci gij(p) = <W’ W>p = <Uiavj> = 5ij'

Fie acum ~(t,p,v) o geodezica, |v| < e. Exprimarea ei in harta locala
(U; ) este data de

(poy)(t) =Toexp, (v(t) =T(tv) =tw, |t <1,
unde x = T'(v). Deci, in lungul lui v(¢) avem

Ffj (y(t))z'2? = 0.

In particular, F?j(p)wiﬂ = 0. Cum v cu |v| < € a fost fixat arbitrar si
I(p) = T%;(p), rezultd Tf;(p) = 0. O

Propozitia 1.3.7. (Existenta bazei geodezice in jurul unui punct.)
Fie (M, g) o varietate riemanniand si p € M fizat arbitrar. Atunci exista
X1, ..., Xy campuri vectoriale definite pe o vecindtate U a lui p astfel incat
(Xi, X;5)(q) = 6;5, oricare ar fiq € U, si (Vx,X;)(p) =0.

Multimea { X1, ..., X;,} din Propozitia anterioara se numeste bazd geodezica
in Jurul lui p.

Demonstratie. Fie exp, : B:(0) — exp,(B:(0)) difeomorfism. Con-
sideram {v;}i=1,...m 0 baza ortonormata in T, M. Fie ¢ € U = exp,(B:(0))
fixat arbitrar; atunci exista si este unica geodezica in U ce uneste p cu ¢:
~(t, p, exp;l(q)) = exp,(t exp;l(q)), t € [0,1]. Transportam in ¢, prin para-
lelism in lungul acestei geodezice, baza {v;}i=1,.. m. In acest mod se obtin
X1,...,X;m € C(TU), si cum transportul prin paralelism este o izome-
trie, {X;(q)}i=1,..m va fi o baza ortonormata oricare ar fi ¢ € U. Desigur
Xi(p) =vi,i=1,...,m.

Fie ;(t,p, 5v;),0 <t < 1. Se verifica usor ca in lungul acestei geodezice
avem (Vx, X;)((t) =0,0<t<1,j=1,...,m. O

Lema 1.3.1. (Gauss.) Fie (M,g) o varietate riemanniana si p € M fizat
arbitrar. Fiev € T,M, |v| < €, si consideram w € T,M = T,(T,M). Atunci
avem relatia

((dexpy)o(v), (dexpy)o(w)) = (v, w).
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Notam ca exp,, : B-(0) — M nu este neaparat difeomorfism. Atunci cand
este, vom mentiona acest lucru.

Demonstratie. Din cauza liniaritatii diferentialei si a produsului scalar
vom considera doua cazuri: w paralel cu v si w ortogonal cu v.

Cazul I. w = av,a € R. Pe o vecinatate a lui 1 avem

exp,(sv) =v(s,p,v) si  exp,{(1+ (s —1)a)v} =~(1+ (s —1)a,p,v).

Deci

(dexp,)o(w) = 7| (e, (o)} = 3(Lp.v).

S=

iar

(@exp,)o() = 31| {expy{(1-+ (s~ Dajo}) = ai(Lp.v).

s=

Prin urmare

<(depr)U(?}), (dexpp)v(w)) = <"}/(1,p,'l)),a’:}/(1,p, U)>
= alj(1,p,v)|?

= (v, w).

= al4(0,p,v)|* = av|?

Cazul II. w L v. Fie t — v(t),t € (—0,0), 0 curbi in TpM cu v(0) = v,
0(0) = w st [v(t)| = |v|,t € (=6,9); v(t) poate fi considerat un cerc de raza
|v| si parametrizat proportional cu lungimea de arc. Fie

F:(=1-06,1+06) % (=0,8) = M, (s,t) F(s,t) = exp,(sv(t)).

Cum s — F(s,t) = (s, p,v(t)) este o geodezicd, £ (%—f) = 0. Avem
OF
B0 = | e, ()} = (dexp,)u(0),
OF d
5 (L0 == tzo{expp(v(t))} = (dexp,)o(w),
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deci ((dexp,)y(v), (dexp,)y(w)) <%€, %};> 1,0). Vrem sa demonstram ca
<%—§, %—f> (1,0) = 0. Pentru orice

2 -2
22 (5)

( dQ (8—F) §i prin urmare

9 JOF 9P\ _[0F D (9F\\ 10 (|oF
s \ 0s’ Ot Os’dt \ Os 20t 0s

)

= (s, 2, 0())]> = [0, p,v(1))[* = [0(1)* = ||,

s,t) avem

(5)- )+ (5a (&)

0
v v D F
Se demonstreaza ugor cd d—)

Acum

OF
g (S t)

deci s — <%—§, %—f (s,t) este constantd. In particular

(e ) 10 = (557 ) 0.0

Dar 2£(0,0) = & |,— o{exp,(0v(t))} = 0 si prin urmare (9E 95 (1,0) = 0.
U

Vom da acum cateva definitii. Daca exp, : V' — exp, (V) este un difeo-
morfism, unde V" este un deschis in 7}, M ce contine 0, atunci U = exp, (V') se
numeste vecindtate normald a lui p. Dacd B.(0) C V, numim epr(B (0)) =
B:(p) bila normala sau bila geodezica cu centrul in p si raza . Din Lema
lui Gauss, bordul unei bile normale este o hipersuprafata in M ortogonala
geodezicelor care pleaca din p (reamintim ( %—f, %—1;)(1, 0) = 0) si se noteaza
cu S¢(p); Se(p) se numeste sfera normald sau sfera geodezica in p. Geodezi-
cele din B.(p) care pleaca din p se numesc geodezice radiale.

Vom demonstra acum ca geodezicele minimizeaza, local, lungimea.

Propozitia 1.3.8. Fie (M,g) o varietate riemanniand si p € M fizat ar-
bitrar. Consideram Be(p) o bild geodezica in p si fie v : [0,1] — B:(p) un
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segment geodezic cu ¥(0) = p. Daca 7 : |
portiuni ce uneste v(0) cu y(1), atunci £(5
numai daca y([0,1]) = 7([0, 1]).

Demonstratie. Presupunem ca 5([0,1]) C B:(p) si ca 5(t) # p, oricare
ar fi t € (0,1] (daca exista t; € (0,1) astfel incat ¥(¢1) = p, vom ignora
intervalul [0,#1)). Cum exp,, : B:(0) — Bc(p) este difeomorfism, curba 7(t)
poate fi scrisa in mod unic

V(1) = expp(r(t)o(t)) = F(r(t),t)

0,1] — M este o curbd netedd pe
) = Uy) sil(y) = £(7) dacd si

unde |v(t)| = 1,t € (0,1], iar r : (0,1] — (0,¢) este o functie neteda pe
portiuni cu }111(1) r( ) = 0. Exceptand un numar finit de puncte avem:

- OF .  OF

Cum %—5(3 t) = (depr)sv( )(U(t)), S (s t) = (dexpp)sv(t)(si)(t)) siv(t) L
(t), din Lema Iui Gauss obtinem % 8F L 8F . Tot din Lema lui Gauss obtinem
OF |2

st |95

e (0,1].

= 1. Sa facem observatia ca
(1) = expy(texp, ' (1)) = exp,(tr(1)v(1))
sil(v) = [r(Wv(@)] = r(1).

Din (1.3.3) si din observatiile anterioare obtinem

2

oF
> |+, pe (0,1],

2 2, (98
B =1+ |5

1. 1 1
/|7|dt2/ |7'"(t)|dt2/ r(t)dt = r(1) —r(e).

Prin urmare £(5) > hi% fel Fldt = (1) = £(5).
&g

de unde

Pentru a avea ¢(7) = £(v) trebuie sa avem 7 > 0 si %—f(r(t),t} = 0. Dar
cum exp,, este difeomorfism pe B.(0), din %—f(r(f), t) = 0 obtinem r(¢t)0(t) =
0, adica v(t) este constant. Mai departe, v(t) constant si 7 > 0 implica 7
este o reparametrizare a lui v, deci 7([0, 1]) = ([0, 1]).
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Presupunem acum ca ([0, 1]) nu este continuta in B.(p). Fie t; €
(0,1) primul punct in care 7 intersecteaza S:(p). Avem desigur ¢(7) >
£(V|j0,1)) 81 asa cum am vazut mai sus, £(|jo,]) = £(71) = €1, unde 71 (t) =
exp,(t exp;1 ~(t1)). Prin urmare

() 2 €O, Z € > £(7).0

Notam ca bila geodezica B.(p) este si bila centrata in p si de raza e data
de distanta, adica

Be(p) ={q€ M :d(p,q) < ¢}

Observam de asemenea ca proprietatea de minimizare a geodezicei este
locala. Daca arcul de geodezica are lungimea suficient de mare, atunci el nu
mai realizeaza minimul. De exemplu, geodezicele sferei care pleaca din p nu
mai realizeaza minimul daca ele trec prin —p. Dar, daca o curba neteda pe
portiuni realizeaza minimul, atunci ea este o geodezica. Pentru a demonstra
acest lucru vom prezenta mai intai, fara demonstratie, urmatorul rezultat.

Teorema 1.3.2. Pentru orice p € M exista W deschisa in M, p € W, si
exista 0 > 0 astfel incdt oricare ar fi ¢ € W, exp, : Bs(0) — exp,(B;(0))
este difeomorfism, iar W C exp,(Bs(0)).

Notam ca, din teorema de mai sus si din proprietatea de minimizare
locald a godezicei, oricare ar fi q1,q2 € W exista o unica geodezici ce rea-
lizeaza minimul si ea este de lungime strict mai mica decéat §. W se numeste
vecindatate geodezica totala a lui p.

Corolarul 1.3.1. Daca o curba netedda pe portiuni v : [a,b] — M para-
metrizata proportional cu lungimea de arc are lungimea mai mica sau egald
cu lungimea oricarei alte curbe netedd pe portiuni ce uneste y(a) cu ~y(b),
atunci vy este geodezicad. In particular v este neteda.

Demonstratie. Fie ¢t € [a,b] fixat arbitrar i W o vecinatate geodezica
totald a lui y(t). Existd un interval inchis I C [a,b],t € I,1 # (), astfel
incat y(I) C W. Restrictia vy : I — M este o curba neteda pe portiuni care
uneste puncte din vecinatatea geodezica totala. Cum ¢() este cea mai mica
dintre toate lungimile curbelor netede pe portiuni ce unesc v(a) cu ~y(b),
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rezulta ca {(7);) este mai mica dintre toate curbele netede pe portiuni ce
unesc cele doua puncte ale lui v din W. Dar am vazut ca asta implica €(7| 1)
este egala cu lungimea geodezicei radiale ce uneste cele doua puncte. Mai
mult, cum 7|7 este parametrizata proportional cu lungimea de arc rezulta
ca 7|y este geodezica si deci 7|7 este neteda pe I. U

1.4. Forma volum si integrarea pe o varietate riemanniana

Fie (Vin, (,)) un spatiu euclidean finit dimensional si {v1,..., v} o baza in
Vin. Definim paralelipipedul m-dimensional prin

Pvi,...,vm) = {v = Zaiw a' € [0,1]}.
i=1

Vrem sa definim volumul lui P(v1,...,vn). Pentru aceasta consideram
{e1,...,em} o bazi ortonormata si scriem v; = a¥ey. Definim

Vol(P(v1, ..., vm)) = |det(al)].

Se verifica usor ca definitia este corecta, adica nu depinde de baza ortonor-
mata {e; }i=1,. m folositd. Mai mult,

(vi,vj) = (a¥ey, a?eh) = afa?(Skh = Z@?af,
k

de unde rezulta ((v;,v;)) = TAA, unde A = (af). Obtinem G(vy,...,vy) =
(det A)2, unde G(v1,...,vm) = det({v;,v;)) este determinantul Gram aso-
ciat vectorilor {v1,...,vy}. Prin urmare, putem scrie

Vol(P(v1, ..., vm)) = VG(v1,. .., v0m).

Consideram acum (M, g) o varietate riemanniana. Fiep € M si (U; ) =
(U;z!,...,2™) o harta locala pe M in p. Definim

(v)h (&,...,;ﬂ) — Vol (79 <8il(p),...,8fm(p)>> _ At G,
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Daca ((7, @) = (U;2',...,2™) este o altd harta locald pe M in p, atunci

oxk oxh _
9ij = wﬁgkh,
adica G(p) = T(D(F o ¢~ ")((p))G(P)D(F o o) (p(p)), si deci
(1.4.1)

o (oo ) = @0ho (e e ) 190t DBo ¢ elo))

Consideram D C U, D compacta. Definim

0 0
(D) = — ey Lo da™
Vol(D) /(p(m Vg (83:1’ ’8xm> dz=...dz

:/ Vdet G dzt . .. dz™.
©(D)

Din (1.4.1) si din formula de schimbare de variabila in integrala multipla
rezulta ca definitia Vol(D) este corecta, adica nu depinde de harta locala
(U; p) folosita.

Presupunem acum ca varietatea M este compacta. Fie {Uy}q=1,.; 0
acoperire deschisa si finita a lui M cu domenii de harti locale, iar {fq}a=1,..
o partitie a unitatii subordonata acoperirii {U, }. Definim volumul varietatii
(M, g) prin

l
Vol(M) =) / . faVdet G dzt ... dz™.
a=1"Yral¥a

Se demonstreaza usor ca definitia este corecta, adica nu depinde de acoperirea
aleasa si nici de partitia unitatii subordonata ei.

In aceeasi manierd putem defini integrarea functiilor continue pe M, M
compacta. Fie f o functie continua. Definim

l

Fr— 1 m
/vag—Z[pa(Ua)fafvdetde ... dx

a=1

si se verifica imediat ca definitia este corecta.
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Mai departe, presupunem ca M este orientabila. Fixam o orientare si

definim
(vg)p = Vdet G(p) dz' A ... Ada™,

unde (U;z!,...,2™) este o hartd locala pozitiv orientata pe M in p. Din
(1.4.1) rezulta ca (vg)p, € A™T; M are caracter geometric i lasind punctul
p liber se obtine v, € C(A™T*M) = A™(M). Notam ca v, este o forma
volum, adica o forma de grad maxim care nu se anuleaza In nici un punct.
Constructia lui v, depinde de orientarea aleasa pe M; daca se schimba ori-
entarea, se schimba si semnul lui v,.

Notam ca, dacd M este compacta si orientabila, iar f este o functie
continud pe M, atunci integrarea m-formei fv, nu depinde de orientarea
aleasa pe M deoarece atat v, cat si integrarea m-formelor depind péana la
semn de orientare. Mai mult,

[

1.5. Divergenta unui camp vectorial

Fie (M,g) o varietate riemanniana orientabila si X € C(T'M) un camp
vectorial pe M. Fixand o orientare construim v, € A™(M). Daca aplicam
produsul interior si apoi operatorul diferentiala exterioara obtinem

ixvg € AMTHM) si d(ixv,) € AT(M).

Cum vy(p) # 0, pentru orice p € M, rezulta ca exista si este unica functia
neteda notata div X astfel incat

(1.5.1) d(ixv,) = (div X)v,.

Se observa ca definitia divergentei nu depinde de orientarea fixata.
Putem da si o alta caracterizare a divergentei

(1.5.2) (diV X)?}g = ding = (ﬁX — ixd)’l)g = [:ng

si prin urmare div. X = 0 daca si numai daca ¢jvy = vy, unde {¢;}; este
fluxul determinat de X.
Prezentam acum o proprietate a divergentei foarte des utilizata.
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Teorema 1.5.1. Fie (M,qg) o varietate riemanniand orientabild si com-
pacta, iar X € C(TM). Atunci

/M(div X)vy = 0.

Demonstratie. Cum peste tot in aceasta lucrare M este presupusa fara
bord, din Teorema lui Stokes avem

/(divX)vg:/ d(ing):/ ixvg = 0.0
M M oM

Din (1.5.1), sau (1.5.2), se vede ca div : C(T'M) — C*°(M) este un
operator R-liniar. El nu este C°(M )-liAniar, dar verifica o regula de tip
Leibniz si deci el este un operator local. Intr-adevar,

Propozitia 1.5.1. Pentru orice X € (TM) si f € C*°(M) avem
div(fX)=Xf+ fdivX.

Demonstratie. Din (1.5.1) obtinem

(div (fX))vg =difxvg = d(fixvy) = df Nixvg + fdixvg
= df Aixvy + f(divX)v,.

Dar, cum df Avg = 0, avem

0 =ix(df /\Ug) = (ixdf)vg —df Nixvy
= (Xf)vg —df Nixvg

si inlocuind obtinem
(div (fX))vg = (X f)vg + f(div X)vy.O

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;¢) = (U;z!,...,2™) o harta
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locald pe M. Notdm X = ¢F-2-: avem

Ox E)
(divX)v, =dix(vVdetGd™"x)

Vdet G (=) da' AL ndaF(X) AL A da™)
= d(Vdet G Y €5 (~1)FYdat AL AR AL A da™)

A ANdZE AN da™

adica
m k./ m k k /
iV det G Ox =1 Oz VdetG Oz
1 0(In \/ det G)
8 k +< '

(15.3) =
1

k
Observatia 1.5.1. Dacid M = R™, atuncidivX =) ", %, adica regasim
formula cunoscuta.

Dorim acum sa definim divergenta unui camp vectorial si pentru va-
rietati neorientabile, iar daca M este compacta si neorientabila, vrem sa

demonstram ca
/ (divX)w, = 0.
M

Fie deci (M, g) o varietate riemanniana neorientabila si X = ¢i9 Ry
camp vectorial pe M. Definim div X prin (1.5.3) si vrem sa aratam ca
definitia are caracter geometric, adicd nu depinde de harta locala (U;p)
folosita. Acest lucru este asigurat de

un
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Propozitia 1.5.2. Daca V este conexiunea Levi-Civita a lui (M, g), atunci
div X = trace(Z — VzX).
Observatia 1.5.2. Deoarece Z — VzX este un operator C°°(M)-liniar,

notiunea trace(Z — VzX) are caracter geometric.

Demonstratie. In expresia divergentei

m k k /
Pt Oxk vdet G ozxk

vrem sd evaluam . Avem

ovdet G
Oxk

ovdetG 1 d(detG) Z 8gw
oz* T 9y/det G OxF 2\/detG axk E

unde G este complementul algebric al elementului gij- Dar g = % si

deci G7* = (det G)g¥ = G¥. Prin urmare

oVdetG Z ng 4 (det G) detG Z 0gi; 4
d9zk  2\/det G 81:k '

8913 _

Mai departe, din relatia

agw . 3 . ; .
o g = szgzjg] + T 009" = ;I’}m + ;ij = QEF%.

Fl 915 + Fk]gzl obtinem

7.]

Prin urmare

oVdetG  VdetG i i
=y ZZFki:\/detGZPki
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Inlocuind in formula divergentei obtinem

= [ ok A  9¢" A
o (o) £ e
k=1 i k=1 ki
o¢* k i k
k k

= trace(Z — VzX).O

Pentru a demonstra c& si in cazul neorientabil [, (div X)7, = 0, rea-
mintim
Definitia 1.5.1. Fie M si M doua varietati. ;J\Z se numeste varietate de
acoperire a lui M daca exista o aplicatie m : M — M, numita proiectie,
astfel incat pentru orice p € M

i) 771(p) este un spatiu discret F,

ii) existd o vecinatate deschisa U a lui p in M astfel incat 7—!(U) este un
deschis in M difeomorf cu U x F.

Prin urmare, fiecare punct p € 7~ 1(p) are o vecinitate V C M astfel
incat w1 V — 7(V) este difeomorfism.

Daca F este format din doua puncte, 7 : M — M se numeste acoperire
cu doud foi a lui M. De exemplu, proiectia canonica 7 : S* — P"(R) este o
acoperire cu doua foi a spatiului proiectiv real n-dimensional P"(R).
Prezentam fara demonstratie urmatoarea teorema

Teorema 1.5.2. Daca M nu este orientabila, atunci M are o acoperire
cu doua foi M orientabila. Daca M este simplu conexd atunci M este
orientabild.

Considerdam acum M compacta si neorientabild. Am vazut ca exista
m: M — M o acoperire cu doua foi a lui M astfel incat M este compacta
si orientabild. Definim metrica ¢ = 7*g pe M si campul XeC (T M) astfel
incat dw;,g()zﬁ) = X, (p), oricare ar fi p € M. Cum local 7 este o izometrie,

avem div X = (div X) o .
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Demonstram acum ca daca f este continua pe M, atunci

| Gomm=2/ p,

Intr-adevir, fie {Up}pem o acoperire deschisd a lui M, unde U, este o
vecinitate deschisd a lui p astfel incat m=1(U,) este difeomorfa cu U, x F,
F fiind formata din doua puncte. Cum M este compacta, extragem o suba-
coperire finita {U,, }4=1,... ;. Fie {fa}q=1,...; 0 partitie a unitatii subordonata
acoperirii {Up, }. Atunci {m~1(U,,)} este o acoperire a lui M, iar {f, o}
este o partitie a unitatii subordonata. Avem

/fo7r vg_Z/ (faom)(fom)Ty = 22/ fafvg_z/ £,

Pentru f = div X obtinem

/M(div)?)vg = /M(div)?)vg =0= 2/ (div X)7,.0

M

1.6. Izomorfismele muzicale
Fie (M, g) o varietate riemanniana si p € M un punct fixat arbitrar. Pro-
dusul scalar g, : T,M x T,M — R induce un izomorfism

* b b
T, M —TEM, Xy — X0 X0(Y,) = g(X,,Y,), VY, € T,M.

b este corect definit, adicd Xg este intr-adevar un covector. Mai mult, se
verifica ugor ca b este un izomorfism de la spatiul tangent T, M la spatiul
cotangent 7y M. Notam

f=b"1:TIM — T,M, 6, 0

p?

si avem relatia

gp(03,Yp) = 0,(Y,), VY, € T,M.
Putem aborda aceste corespondente in maniera globala. Aplicatia

b: C(TM) — AY(M) = C(T*M), X w— X°, X°(Y)=g(X,Y)
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este bine definitd, adici X* € AY(M), este C°(M)-liniara si este bijectie.
Notam
b =b"1: AY(M) - C(TM), 6 0

§i avem

g(0*,Y)=0(Y), VY eC(TM).

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U; ) = (U;z!,...,2™) o harta
locald pe M. Considerim X € C(TM), X = ¢-2; i 0 € AY(M), 0 = 6;dx".

oz’
Vrem si calculim X’ si 6. Cum X° (821-) = g(X, 8%) = & gji, obtinem

(X°); =g, adica X° = (&g;)da’.

Din g(6%, aii) = 0(%) = 0;, obtinem (6%)7g;; = 6;, de unde

, 9
h _ ih Ly _ ih
(09" = 0,9, adica 6° = (b9 )8xh'

Propozitia 1.6.1. Fie (M, g) o varietate riemanniana. Conexiunea Levi-
Civita ¥V comutd cu izomorfismele muzicale, adicd Vx0' = (VXG)ﬁ.

Demonstratie. Din g(6*,Y) = #(Y), derivand in raport cu X obtinem

Xg(0:,Y)=X(0(Y)), VY eC(TM),
& (Vxg)(0,Y) + g(Vx0%,Y) + g(6%, VxY) = (Vx0)(Y) +6(VxY)
& g(Vx6,Y) = (Vx0)(Y) = g(Vx0)",Y)
& Vxb = (V)0

Extinderi ale metricii g. Pe fibratul vectorial T(M) = T*M putem

defini o metrica riemanniana astfel (vom pastra aceeasi notatie ”g” pentru
noua metrica)

g: ALY (M) x AY (M) — C®(M), (8,w)+— g(f,w) = g(@ﬁ,wﬁ).

Se verifica imediat ca g astfel definita este intr-adevar o metrica riemanniana
pe T*M.
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Exprimarea in coordonate locale. Cu notatiile obignuite avem
0,w) = (Qﬁ ﬁ)_ gAihi Ajki — 0.0 0. g7
g\o,w =49 ,Wwh) =4 ig axhaw]g 8l'k =Uig Wi9° ghk
= Higikwk.
Notam c& metrica definita pe T*M coincide cu g~! definit anterior.
Fie acum S = S1 ® S si T = T1 ® Ty, unde S1,Th € C(TM), iar
So, Ty € A (M). Definim

g(8,T) = g(S1,T1)9(S2,T3)

si se verificd usor ci g este o metricd riemanniani pe fibratul T (M) =
TM @ T*M.

Exprimarea in coordonate locale. Daca S = Sji 821' Rdr! i T = led%k@)
dx! atunci g(S,T) = S}]}kgikgjl.

Observatia 1.6.1. Daci privim S,7 € C(T}(M)) ca aplicatii C>(M)-
liniare de la C(T'M) in C(TM), atunci, alegand {X;}i=1,._ m 0 baza ortonor-

mata, definim
m

9(8,T) = g(S(Xi), T(Xy)).
i=1
Definitia are caracter geometric, adica nu depinde de bazd ortonormata
aleasa, si coincide cu cea anterioara.

Analog, g se poate extinde la orice fibrat le(M ). Asa cum stim, si
conexiunea Levi-Civita se extinde la orice fibrat T}*(M), respectand regula
de tip Leibniz. Metrica gi conexiunea de pe le (M) astfel obtinute sunt
compatibile, adica Vg = 0. Notam ca pentru conexiunea V de pe le(M )
nu mai putem defini torsiunea i, in general, data o metrica riemanniana pe
T} (M) pot exista mai multe conexiuni compatibile cu ea.

Pe o varietate riemanniana orientabila (M, g), fixand o orientare, am
definit forma volum v, € A™(M). Demonstram acum cé ea este paralela in
raport cu conexiunea liniara de pe T2 (M).



30 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

Propozitia 1.6.2. Daca (M, g) este o varietate riemanniand orientabila,
atunci Vvg = 0.

Demonstratie. Fie (U;p) = (U;a! .,2™) o harta locala pe M pozitiv

orientata. Vom demonstra ca V o vg = 0 Intr- adevar,
ozt

Vo, =V o VdetGd"e = 3”“% FVILGY o d"a
oz ox?
8\/detG

dmac—i-vdetGVadx A ANdx™

ozt

amdm +\/mzdx A ANV o db®) AL A da™
ox?

k=1

T
k=1
= @dmx — \/@Zﬂ.ﬂkdmx
ox’ _

ovdet G
_< o f —Vde tGZF >

Dar am vizut anterior ci 2 S det G — /det G F . Prinurmare V o vy =
ozt
0.0

1.7. Campurile tensoriale Riemann-Christoffel si Ricci

Fie (M, g) o varietate riemanniana si V conexiunea Levi-Civita asociata.
Reamintim expresia cdmpului tensorial de curburd R € C(T3(M))

R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ — Vixy4
cu exprimarea in coordonate locale

L Y
AT 8x]

+ AT — TR
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o o\ o 8
R (ax aw) ok~ Hid ggn

Cu ajutorul metricii g, prin ”operatiunea de coborare a indicelui”, putem
obtine un nou cAmp tensorial R € C(T{(M)), numit cdmpul tensorial
Riemann-Christoffel, astfel

unde

R(X,Y,Z,W) = g(R(X, Y)W, Z), VX.,Y,Z,W € C(TM).

Dupéa cum vom vedea, acest tensor are un rol fundamental in definirea cur-
burii sectionale pe o varietate riemanniana.

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U; ) = (U;z!,...,2™) o harta
locala pe M. Avem

B g 9 0 090\ 0o 0 o 0\ _ h
Higu = (wmww) B <R (wm) dal” a;ck> = gl

Vom prezenta, fara demonstratie, urmatoarele proprietati de natura alge-
brica ale lui R.

Propozitia 1.7.1. Avem

i) R(X,Y,Z, W) =—-R(X,Y,W, Z), adica antisimetria in ultimele doud
argumente,

i) R(X,Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z, W), adicd antisimetria in primele doud

argumente,
i) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y), adicd simetria in perechi,

iv) RIX,)Y, ZW)+R(X, Z, W, Y)+R(X,W,Y, Z) = 0, adica prima iden-
titate Bianchi.

Din proprietatea iii) obtinem ca Rijr = gihR?kl, adica am ”coborat
indicele”. Evident, nu toate componentele R;;; ale lui R sunt esentiale.
Din cele 4 proprietati din Propozitia 1.7.1, se poate demonstra ca numarul
componentelor esentiale este % Daca m = 2 este esentiala doar
componenta Ri212, dacad m = 3 sunt esentiale 6 componente: Ri212, R1313,
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Ro303, Ri1213, Ro123, R3132, dacd m = 4 sunt esentiale 20 de componente,
ete.
Tot din campul tensorial de curbura se obtine si campul tensorial Ricci.
El este un camp tensorial de tip (0, 2), adica Riccie C(T9(M)), si este definit
de
Ricci(X,Y) = trace{Z — R(Z,X)Y }.

Notam ca definitia tensorului Ricci nu s-a facut prin intermediul metricii.

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;¢) = (U;2!,...,2™) o harta
locala pe M. Avem

. .0 0
RZ] :RICCI (W’W)
=trace¢ Z — R Z—a 9 :ZRk‘:Qthh'k‘
POzt ) Oxd - Jki J

= ¢"* Rpjni.
Din proprietatile tensorului R obtinem
Rij = " Ryjri = 6" Riing = 9" Riinj = Rji,

adica Ricci este simetric. Prin intermediul metricii ¢ putem privi tensorul
Ricci ca un camp tensorial de tip (1,1), prin operatiunea de ”ridicare a
indicelui”

g(Ricci(X),Y) = Ricci(X,Y), VX,Y € C(TM).

In coordonate locale, R;- = gikRkj.
Daca facem urma tensorului Ricci obtinem curbura scalard notata o(R)

o(R) = trace Ricci = ¢V R;; = Z R! = gijgkleilj.
i
Notam ca a doua identitate Bianchi conduce la o relatie care leaga derivata
covarianta a campului tensorial Ricci de derivata curburii scalare. Intr-
adevar, din
h h h
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facand h = [ i suméand obtinem

ViR};; — ViRyj + V;Ry; = 0.
Multiplicand cu ¢ avem

Vi(g" R};;) = Vio(R) — V;R].
Dar gijf,gij = gkjglthkij = g""Ry,; = Ré si inlocuind gasim

1 1
V,R] = ivio(R) sau trace{Z — V Ricci(Z, X)} = iXa(R).

Observatia 1.7.1. In dimensiune 2 tensorul Ricci este proportional cu me-
trica. Intr-adevar,

i 22 911 Ri212
Ri1 = g"Riij1 = g°° Ro121 = ———= Ri212 = 911,

det G det G

Riz2 = ¢ Ri1jo = ¢*' Ror12 = —g*' Ryg10 = — (

921 _ Raoro

" det G) 1212 = qep g 912
go2 Rists = R1212922'

det G det G

- 1
Ry = g Rigjo = g Ri212 =
Prin urmare Ricci = fg, unde

o) o] o] ol
_ Rz _ Rz g 5010 507)
det G 11922 — G3o

f

Vom vedea in sectiunea urmiatoare ca f este curbura sectionald, sau
gaussiand, a lui M2. O varietate riemanniana (M™, g) de dimensiune m > 2
se numeste varietate Finstein daca Ricci = fg. Prin urmare orice varietate
2-dimensionala este Einstein. Daca m > 2 si (M, g) este Einstein, se demon-
streaza ca f este o constanta.

1.8. Curbura sectionala

Fie (M, g) o varietate riemanniana si & = span{ X, Xo} C T}, M un subspatiu
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vectorial 2-dimensional al lui T, M. Definim curbura sectionald a lui (M, g)
in directia planului o ca fiind numarul real
R(X1, X9, X1, X
(1.8.1) K(a) = (X1, Xo, X1, X2) 5.
9(X1, X1)g9(X2, X2) — (9(X1, X))
Observatia 1.8.1. Se verifica usor ca definitia are caracter geometric, adica
dacd a = span{ Xy, X2} = span{Y1, Y2}, atunci
R(X17X23X17X2) - R(Yl,Yé,)/i,YQ)

9(X1, X1)g(Xa, Xa) — (9(X1,X2))?  g(Y1,Y1)g(Ya, Ya) — (9(¥1,Y2))?"
Observatia 1.8.2. Din inegalitatea

(9(X1,X2))* < g(X1, X1)g(X2, X2),

pentru X; neparalel cu Xy, rezultd ca numitorul din (1.8.1) este strict po-
zitiv.
Stim ca multimea G (R™) a subspatiilor vectoriale k-dimensionale ale

lui R™ se poate organiza ca o varietate diferentiabila de dimensiune k(m—k)
(varietatea Grassmann). Deci, daca M este o varietate gi p € M, atunci

{a : aveste subspatiu vectorial 2-dimensional in T,M} = Go(T,M).
Lasand punctul p liber obtinem
Ga(M) = | Ga(T, M)
pEM

care este un fibrat diferentiabil. Acum putem privi curbura sectionala ca o
functie K : Go(M) — R.

Din formula (1.8.1) vedem c& tensorul Riemann-Christoffel determina
curbura sectionald K. Avem si reciproca, adica K determina R. Aceasta
rezulta din

Propozitia 1.8.1. Daca Ry, Ry : T,M x T,M x T,M x T,M — R sunt
doua aplicatii 4-liniare ce au proprietatile tensorului Riemann-Christoffel si
daca, in plus,

R (X1, X2, X1, Xo) = Ro(X1, X0, X1, X2), VX1, Xoe€eT,M

atunct R1 = R».
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Demonstratia este pur algebrica si poate fi gasita in [12] sau [30].
Definim campul tensorial Rg € C(T)M) prin

RO(Xa Y, Z, W) = g(X, Z)Q(Yv W) —g(X, W)g()/a Z)'

Se verifica usor ca Ry are proprietatile algebrice ale campului tensorial R.
Mai mult,
 R(Xy, X, Xy, X))

Ro(X1, X2, X1, X))

K(«)

Rezulta acum

Propozitia 1.8.2. K(a) = ¢, oricare ar fi « € Go(T,M), daca si numai
daca Ry, = cRop .

Observatia 1.8.3. Daca m = 2, atunci pentru p € M avem un singur
subspatiu 2-dimensional in T}, M, T,,M insusi, si prin urmare putem privi K
drept o functie definitd pe M. Daci (U;p) = (U;x!, 22) este o harta locali
atunci

R (gor: g7+ 5ot 592) _ Ri212

9 (3 500) 9 (% 22) = (9 (o 5))” oz = (912)°

Se demonstreaza ci in cazul suprafetelor in R3, curbura sectionald coin-
cide cu cea gaussiana. Pe de o parte curbura sectionala este data numai
in termeni de g;;, iar pe de altd parte curbura gaussiana este definita ca
fiind produsul celor doua valori proprii ale operatorului Weingarten asociat
suprafetei si deci ar depinde de pozitia sa in R3. FEgalitatea celor dous
notiuni arata ca, de fapt, curbura gaussiana este invarianta la izometrii ale

suprafetei (teorema EGREGIUM);, si deci curbura gaussiana nu se modifica
la transformari inextensibile ale suprafetei.

Teorema 1.8.1. (Schur.) Daca (M™,g) este o varietate riemanniand cu
m > 3, astfel incat in orice punct al ei functia K nu depinde de planul o,
deci K poate fi ganditd ca o functie pe M, atunci K este constantd pe M.
Nu vom prezenta demonstratia acestui rezultat, ea putand fi urmarita,
de exemplu, in [12] sau [30].
Asa cum am vazut anterior, (M, g) are curbura sectionald constanta c
daca si numai daca R = cRg, adica

R(Xv Y, Z, W) = C{g(X7 Z)Q(Yv W) - g(X’ W)g(}/, Z)}
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1.9. Campurile vectoriale Killing

Fie (M,g) o varietate riemanniana i X un camp vectorial avand fluxul
{pt}+. Stim ca ¢ este un difeomorfism local (daca M este compacta atunci
¢¢ este un difeomorfism global) si o intrebare naturala este cand ¢, este o
izometrie (locald), adica ¢fg = g sau ¢;(,) = (,).

Definitia 1.9.1. Un camp vectorial X pe o varietate riemanniana (M, g) se
numeste camp vectorial Killing daca Lxg = 0, adica ¢fg = g pentru orice ¢.

Propozitia 1.9.1. Un camp vectorial X este Killing daca si numai daca
(1.9.1) (Vy X, Z)+(VzX,Y)=0, VY, ZeC(TM).

In particular, dacd X este Killing atunci (VxX,X) = 0 gi deci | X|? este
constanta in lungul lui t — ¢p(t).

Demonstratie. Din formula derivatei Lie pentru campurile tensoriale de
tip (0,2) obtinem:

(Lxg)(Y,Z2) = X(9(Y.2)) —g([X,Y],Z) —g(Y,[X, Z])
= X(9Y,2)) —9(VxY = VyX,Z) - g(Y,VxZ — VzX)
= X(9(,2) —9(VxY,Z) - g(Y,VxZ)
+g(VyX,Z)—|—g(Y,VzX)
= g(VyX,Z)+g(Y,VzX).0

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;¢) = (U;z!,...,2™) o harta
locald pe M si X = &2 un cAmp vectorial. Atunci X este Killing daci si

p s

numai daca

Vi + V& =0.

Propozitia 1.9.2. Fie (M, g) o varietate riemanniana si X un camp Killing.
Atunci

i) divX =0,

i) V2X(Y,Z)+ R(X,Y)Z =0,
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iii) trace V2X + Ricci(X) = 0.

Demonstratie. i) Fie p € M si {X;}i=1,..m 0 bazd ortonormata in T, M.
Considerand in (1.9.1) Y = Z = X si sumand obtinem div X = 0.

ii) Vom demonstra aceasta relatie folosind coordonatele locale. Con-
sideram (U; ) = (U; 2!, ..., 2™) o harti locald pe M. Avem

Vi€ +V;& = 0.
Derivand covariant si facand permutari ciclice obtinem
ViVi& + Vi V& = 0,
ViVi&k + ViVi& = 0,
ViVi& + V;Vi&, = 0.
Inmultind ultima relatie cu (—1) si adunand obtinem

0 = (ViVi& — V;Vi&) + (Vi V& — Vi V&)
(1.9.2) +2ViVi&j + (ViVi€j — ViVig;).

Reamintim acum formula de comutare Ricci pentru 1-forme
ViV, — ViVl = — R €.
Inlocuind in (1.9.2) gisim
(1.9.3) —(Rpj + Rl + Rl )én + 2V Vi€ = 0.
Utilizadnd prima identitate Bianchi, (1.9.3) devine
(1.9.4) 2R} &+ 2VEVi =0
si prin operatiunea de ridicare a indicelui obtinem
ViViel + RL €M = 0.
iii) Rezulta din ii) facand urma. [

In cazul in care M este compacta, putem da o reciproca a propozitiei
anterioare.



38 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

Teorema 1.9.1. Fie (M,g) o varietate riemanniand compacta si X €
C(TM). Dacd divX = 0 si trace V2X + Ricci(X) = 0, atunci X este
Killing.

Demonstratie. Fie X un camp vectorial arbitrar pe M. Atunci are loc
urmatoarea formula integrala

/ {(trace V*X + Ricci(X), X) + %\L’Xg\Q — (div X)?} v, = 0.
M

Demonstratia acestei formule o vom face mai tarziu.
Este evident acum ca, in ipotezele teoremei, X este Killing. [J

1.10. Operatori pe varietati riemanniene

In cele ce urmeazi vom introduce cativa operatori des folositi iIn geometria
riemanniand. In general, vom omite demonstratiile care sunt tehnice si de
natura algebrica. Aceste demonstratii pot fi gasite in monografiile [26], [18]
etc.

Fie (M,g) o varietate riemanniana orientabila. Fixam o orientare si
construim forma volum vy.

Propozitia 1.10.1. Ezista si este unic operatorul = : A"(M) — A™" (M)
definit de

a—xa,  (x0)(Xi,..., Xm—r)vg = « AXOAAXD

oricare ar fi X1,..., Xpm—p € C(TM).

Operatorul * se numegte operatorul adjunct.
Se verifica imediat ca * este o aplicatie C°°(M)-liniara si ca semnul ei de-
pinde de orientarea fixata. De asemeni se verifica relatiile

x1 = Vg, *Ug = 1, xxa= (_Dr(m—r)a — (_1)r(m—1)a.

Propozitia 1.10.2. Homomorfismul  : A"(M) — A™~"(M) este un izomor-
fism iar =1 = (=1)7(m=7)x,
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Aici, A"(M) este gandit ca spatiu vectorial real infinit dimensional.
Fie a, 8 € A"(M). In coordonate locale scriem

. . 1 . .
o= Z iy i drt AL N d' = —'ailmirdx“ AL ANdx'
7!
11 <. <l

si
. ) 1 . )
B= Y Bp.gda A Adam ==y jdat AL N dar
T

J1<.<Jr

Definim (o, 8) = §ov,..i, 977" . -girjrﬁjy--jr-

rl

Observatia 1.10.1. Daca privim «, € A"(M) ca fiind campuri tensoriale
de tip (0,r), atunci

<a7 /6> = ail---iy-glul AR gzroﬂjl---]}-'

Coeficientul % se folosegte din motive ”estetice”, aga cum reiese din rezul-
tatul urmator.

Se demonstreaza ca

Propozitia 1.10.3. Pentru o, € A"(M) avem:
a A (x0) = BA (xa) = (a, B) vg.

Teorema 1.10.1. Daca (M, g) este o varietate riemanniand compactd $i
orientabila, atunci (,) : A"(M) x A"(M) — R definita de

@8)= [ anto)= [ (@m,

este un produs scalar pe A" (M) si in plus

(xa, #0) = (@, B), Ve, € A"(M),

adica x : A"(M) — A™"(M) este o izometrie.



40 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

Demonstratie. Avem
() = [ (o) a(esp) = (17" [ (a)np

_ (_l)r(m—r‘)-i-(m—r)r/ BA (*a> _ (ﬂ, a)
M
= (a, 8).0
Notam ca produsul scalar (,) nu depinde de orientare.

Definitia 1.10.1. Fie (M, g) o varietate riemanniana orientabild. Pentru
orice r natural definim homomorfismul

A" (M) — A"H (M), = (-1)"xtdx.
0 se numeste codiferentiala exterioard.

Se observa cd operatorul § nu depinde de orientarea fixata si nu este
C°°(M)-liniar. In coordonate locale, daca

o= g iy dxtt AL AN dTt'T
’il<-..<ir

atunci
L — Ty N v/ P
(60[)11”.”_1 =—-g vzaﬂl...z,«_l =-V 8 2 I

Propozitia 1.10.4. Codiferentiala satisface 5% = 0.

Definitia 1.10.2. Homomorfismul A : A"(M) — A"(M), definit de
A=dod+dod

se numeste laplaceanul varietatii (M, g).

Notam ca A nu este C°°(M)-liniar.
Printr-un calcul direct se pot verifica urmatoarele
1) A= (d+0)2
2)do A =Aod,
3) 0o A=Aod.
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Definitia 1.10.3. O forma o € A"(M) se numeste armonica daca Aa = 0.

Propozitia 1.10.5. Fie (M, g) o varietate riemanniana orientabild i com-
pacta. Atunci

(da, B) = (a,00), Vo€ A"(M) i VB € A™H(M),
adica d gi § sunt operatori adjuncti in raport cu produsul scalar ().

Demonstratie. Avem

Din Teorema lui Stokes obtinem
(da, B) = /M(da) A (+8) = /MaA (+68) = (a,68).0

In cele ce urmeaza vom presupune (M, g) orientabila gi compacta.

Corolarul 1.10.1. Fie a si 8 doud forme de grad r pe M. Avem

(A, B) = (o, AB),

adica operatorul A : A" (M) — A"(M) este autoadjunct in raport cu produsul
scalar (,).

Demonstratie. Avem

(Aa, 8) = (dda + dda, B) = (doa, B) + (dda, B)
= (0, 003) + (da, dp) = (o, doS) + (a, 6d)3)
= (o, AB).O

Propozitia 1.10.6. O forma o € A" (M) este armonica daca i numai daca
doo=0 i da = 0.
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Demonstratie. Daca da = 0 si da = 0, atunci evident Aa = 0. Reciproc,
dacd Aa = 0, atunci (Aa,a) = 0 si deci (0o, da) = (do, dar) = 0, adica
da = da = 0.0

Corolarul 1.10.2. Orice forma armonicd este inchisa.

Vom prezenta fara demonstratie formula lui Weitzenbock (demonstratia
poate fi urmarita in [18]).

Teorema 1.10.2. Daca o € A" (M), r > 1, atunci
Aa = —trace VZa + S(a).

Aici r-forma S(a) este definita de

Sp(@)(V1,.... V) = D (=D)*R(Ya, X)) (X, Y1, Ya, ..., Y,
1<a<lr
1<i<m

unde {X;}i—1_m este o baza ortonormata in T,M, Yi,...,Y, € T,M, iar

(R(X,Y)o)(X1,....X,) ==Y o(X1,...,R(X,Y)X,,..., X,),

a=1
pentru o € A"(M) si X, Y € C(TM). In particular, daci r = 1 atunci
Aa = — trace VZa + a(Ricci) = (—¢¥V,;V;a + Rioy)da”,

unde (a(Ricei))(X) = a(Ricci(X)), oricare ar fi X € C(T'M), iar

%A(W) — (Aq,0) — [Val’ = 3 a(Ricei(Xs))a(Xs).

i=1
In cazul r = 0, avem

Af =ddf = —trace Vdf = — trace V2f

i [ 0°f of
— g _Tk 24
- <6xi8xj F”@:l;k’)’
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iar
SAG) = (M) ~ larad f12.

Vom nota cu B"(M) imaginea operatorului d : A"~Y(M) — A"(M), adica
B"(M) = d(A"™"1(M)), sau, altfel spus, B"(M) este subspatiul formelor
exacte de grad 7. Cu B,.(M) vom nota imaginea operatorului 6 : A™"(M) —
A" (M), adica B,(M) este subspatiul formelor coexacte de grad r, iar cu
H" (M) vom nota nucleul operatorului A : A"(M) — A"(M), adica H" (M)
este subspatiul formelor armonice de grad r.

Reamintim ca H"(M) = Z"(M)/B"(M), unde Z"(M) este subspatiul
formelor inchise de grad r, adica Z" (M) este nucleul operatorului d : A" (M)—
AT+l ( M)

Propozitia 1.10.7. O forma o de grad r este ortogonala pe B"(M) daca
$i numai daca da = 0.

Demonstratie. Presupunem ci da = 0 si fie € A"} (M). Avem

(a,dB) = (da, B) = 0

si prin urmare oL B"(M). Reciproc, presupunem ca ol B"(M). Cum doa €
B"(M) avem
0= (o,ddax) = (v, 0cr),

adica da = 0. O

Propozitia 1.10.8. O formd « de grad r este ortogonala pe By(M) daca
st numat daca do = 0.

Demonstratie. Presupunem ci da = 0 si fie 8 € A™T1(M). Avem

(@, 08) = (dev, 8) = 0

si deci L By (M). Reciproc, presupunem ca ol B, (M). Cum dda € B, (M)
avern:

0 = (, dda) = (da, da),
adica da = 0. O
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Propozitia 1.10.9. Subspatiile B"(M), B, (M) si H"(M) din A" (M) sunt
ortogonale doua cate doud.

Demonstratie. Din Propozitia 1.10.7 rezultd ca B,(M)LB"(M) si
H"(M)LB"(M), iar din Propozitia 1.10.8 rezultd ca B"(M)LB,(M) si
H'(M)LB.(M). O

Propozitia 1.10.10. O formd « de grad r este nuld daca st numai dacd
alB"(M),alB.(M) si a L H"(M).

Demonstratie. Daca alB"(M) si alB,(M), atunci da = da = 0 adica
a € H'(M). Cum alL’H"(M) va rezulta ca si (o, «) =0, adica o = 0. O
De fapt avem

Teorema 1.10.3. (Hodge-de Rham.) Spatiul A" (M) este suma directa
a subspatiilor B" (M), B,.(M) si H" (M), adica

A"(M)=B"(M)® B,(M)®H"(M).
Nu vom prezenta aici demonstratia.

Corolarul 1.10.3. Fiecare clasa de coomologie din H" (M) contine o forma
armonicd §i NUMai una.

Demonstratie. Fie h : A"(M) — H"(M) operatorul proiector. Con-
sideram [a] € H"(M), unde da = 0. Cum da = 0, rezulta ol B, (M), adica
a € B"(M) @ H" (M), si scriem «a = h(a) + dB3, unde 8 € A""1(M). Daci
a=a+dw, w € A" (M), atunci

a=h(@) +ds=ha)+dB+w).
Cum H"(M)LB" (M), obtinem h(a) = h(a). O
Corolarul 1.10.4. Homomorfismul H" (M) — H" (M) este un izomorfism.

Notam ca H" (M) nu depinde de metrica ci doar de topologia lui M, in
timp ce H" (M) a fost obtinut cu ajutorul metricii. Prin urmare exista o
stransa legatura intre structura topologica si cea metrica.
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Observatia 1.10.2. In tot ce am ficut in aceastd sectiune am presupus ca
M este orientabila. Daca M nu este orientabila putem defini codiferentiala
si laplaceanul prin

(60[)1'1”.“_1 = —Vjajilmir_l, A AT(M) §1 A = dd + 4d.

Trecand la acoperirea cu doua foi, putem demonstra ca dacia M este com-
pacta si neorientabila, atunci Ao = 0 daca gi numai daca da = da = 0; se
mentine si izomorfismul H" (M) — H"(M).

Reamintim ca daca M este compacta, orientabila sau nu, atunci dimen-
siunea spatiului H" (M) este finita si notata cu b,(M) (numarul lui Betti).
Prezentam acum un rezultat care leaga existenta unei metrici riemanniene
de curbura Ricci strict pozitiva de primul numar al lui Betti, deci de topolo-
gia lui M.

Teorema 1.10.4. Fie (M,g) o varietate riemanniand compactd. Avem

i) daca curbura Ricci este strict pozitiva, adica Ricci(Xp, X,) > 0, ori-
care ar fi X, € T,M\{0} si oricare ar fip € M, atunci by(M) =0,

ii) dacda curbura Ricci este pozitiva, atunci by(M) < m,

ili) daca curbura Ricci este pozitiva si by(M) = m, atunci (M,g) este
tzometrica cu un tor plat m-dimensional.

Demonstratie. Tinind cont de izomorfismul H!'(M) — H'(M), con-
sideram o € H(M). Dar o € H'(M) implici da = 0 si o = 0, adica
(9042' 30@'

% = LI §i Viozi =0.

v o Oa; _ Oaj - . ..
Se observa ca gg; = 822 implicd V;o; = Vo5 & Vjak = Vkaj. Reamintim

acum formula de comutare Ricci

ViV;a" — V;Via" = Rj;a.

Facem k = ¢ gi sumand obtinem

viVjOéi - Vjviai = thozh.
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Cum Viq; = 0, adicd V,;of = 0, ultima relatie se scrie
ViVjai = thozh.
inmul@ind cu o/ obtinem
(1.10.1) o Ryja’ = !V, Vo' = Vi(a!V;a') — (Vi )(V;a).

Notam & = of Vjai. Evident (&%) sunt componentele unui cAmp vectorial
£ € C(TM), iar V;(a/V;a?) = divE.
Pentru a € A'(M) avem
[Va# > = (Viad)g"gj6(Vaa®) = (Viaw)(V'a®) = (View)g™ g"* (Vhay)
= |Val.
Cum, in cazul nostru, Vjoai = Viozj,
(Vi) (Vja') = (Vie!)(V'ay) = (View)g" (V')
= (Viab)(viab)
= |Val?.
Prin urmare relatia (1.10.1) se scrie sub forma
Ricci(a®, o®) = dive — [Val?.

Integrand obtinem

(1.10.2) / Ricci(a®, a®) T, = —/ |Val|*v,.
M M

Acum

i) Daca curbura Ricci este strict pozitiva, din relatia (1.10.2) rezulta
a=0.

ii) Daca curbura Ricci este pozitiva, atunci rezulta Va = 0 (si dease-
menea Ricci(a, @) = 0). Dar o forméa cu derivata covarianta nula este unic
determinata de valoarea ei intr-un punct. Deci by(M) = dim{a € AY(M) :
Va =0} <m.

iii) Nu vom prezenta aici demonstratia. O
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1.11. Spectrul unei varietati riemanniene

Fie (M, g) o varietate riemanniana. Peste tot in aceasta sectiune vom pre-
supune ca M este compacta. Reamintim ca Af = ddf = —div grad f.

Definitia 1.11.1. Numim spectrul varietatii (M, g) totalitatea numerelor
reale A € R pentru care exista f € C®°(M), f # 0, astfel incat Af = \f.
Functia f se numeste functie proprie corespunzatoare valorii proprii \.

Vom nota
Vi={feC>(M): Af =\f, f#0}u{0}.

V) este spatiu vectorial real. Prezentam, fard demonstratie, urmatorul rezul-
tat

Teorema 1.11.1. Avem

i) spectrul varietatii (M, g) consta dintr-o infinitate numarabila de valori
proprii pozitive, distribuite in mod discret pe azxa reala, astfel incat
daca ele sunt ordonate in sens strict crescator

D= <A <A< A3<...
atunci limg_oo A\ = 00 §i seria Y ooy )\% converge,
k

ii) dim V), < oo, oricare ar fi A, iar pentru k # j avem V), LVy, in
raport cu produsul scalar (,) pe C*°(M),

ili) @r>oVh, este densa in C°(M) in raport cu topologia indusa de ().
Aici
(,):C®(M)x C®(M)—=R, (fh)= /M fhg,

iar (C*°(M), (,)) este un spatiu prehilbertian.
Vom prezenta in continuare un rezultat care exprima influenta tensorului
Ricci asupra primei valori proprii nenule, A{, a laplaceanului.

Teorema 1.11.2. (Lichnerowicz.) Fie (M,g) o varietate riemanniand
compacta. Daca existd o constantd strict pozitivd c astfel incat

Ricci(X, X) > cg(X, X), VX € C(TM),
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atunct
m

—1C
Demonstratie. Fie f € C*°(M). Din formula lui Weitzenbock pentru
forme de grad 1 am vazut ca avem

(1.11.1) A\df\2 (Adf,df) = [Vf[* = > df (Rieci(X))df (X,),

A1 >

unde {X;} este o baza ortonormata in 7,M. Notam ca

de(Ricci(Xi))df(Xi) = Ricci(grad f, grad f),
|df|? = |grad f|2 si Adf = dAf. Prin urmare (1.11.1) se rescrie
(1.11.2) Aydf\Q (AAf,df) — |Vdf|* — Ricci(grad f, grad f).
Integrand si §1nand cont de ipoteza obtinem

0 :_/M(Af)2vg+/M|vdf’21)g+/MRicci(gradf,gradf)Ug

z/M\VdfFungc/M |gradf|2vg—/M(Af)2vg

Notam ca daca Af = A f atunci
/ (Af)2vg:)\1/ fAfvg:)\l/ |lgrad f|*T,.
M M M

Inlocuind in ultima inegalitate rezulta

s oz [vake e (f 1) [ @rrs

Dar din inegalitatea lui Cauchy avem

Vi = S (Vdf(Xi X))

0]

S\H

> ) (Vdf(Xi, Xi)? >

%

= (A

(Z Vdf (Xi, X; ))
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si inlocuind in (1.11.3) obtinem

(1.11.4) 0> <1+;—1) /M(Af)%g.

m 1

Cum [,,(Af)*7y > 0, din (1.11.4) rezultd (%—kﬁ—l) <0, adicd A\; > 5.
Il

Vom defini in continuare doi laplaceeni pe C(T'M ), spatiu vectorial infinit
dimensional. Notam mai intai ca pe C(T'M) putem defini produsul scalar

(X,Y):/ (X,Y)u,.
M
Daci X € C(TM) = C(T§(M)), atunci VX € C(TLH(M)) si V2X =
VVX € C(T3(M)) unde
V2X(Y,Z) = (VyVX)(Z) = VyVzX — Vy, zX.
Reamintim aici formula de comutare Ricci
(V2X)(Y, Z) = (V?X)(Z,Y) = R(Y, Z)X

si deci, daca varietatea (M, g) nu este platd, atunci V2X nu este un tensor

simetric.
Definim AX = — trace V2X si avem

Propozitia 1.11.1. Operatorul X — AX este un operator R-liniar, sime-
tric si pozitiv definit in raport cu (,).

Demonstratie. R-liniaritatea rezulta usor.
Fie p € M fixat arbitrar si {X;} o baza geodezica in jurul lui p. Avem

i=1 i=1

iar

_<AX’ Y>(p) = Z<VX¢VX2‘X7 Y> (p)
= Z{XZ<VX1X7 Y> - <VX¢X’ VX1Y>}

= —(VX,VY)+ ) Xi(VxX,Y).
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Fie {Y;} o baza ortonormata in T, M si definim

m

Z(q) = Z<szX7 Y)Y
i=1
Definitia are caracter geometric, adica nu depinde de baza ortonormata
folosita. Lasand punctul ¢ liber se obtine Z € C(T'M). Observam ca

(v 2)(p) = 3 XV X.Y)

§i atunci
—(AX,Y)(p) = (div Z)(p) — (VX,VY)(p).

Cum punctul p € M a fost fixat arbitrar, rezulta
(AX)Y)=(VX,VY) —divZ
si integrand, B
(AX,Y) = (VX,VY).

Este clar c& (AX,Y) = (AY, X), iar (AX, X) = (VX,VX) > 0 cu egalitate
daca gi numai daca VX = 0. O

Am vazut ca, prin intermediul izomorfismelor muzicale, un camp vecto-
rial X poate fi privit ca o 1-formi X°, iar

AX" = —trace V2X” + X’ (Ricci),
sau o
(AX")* = —trace VZX + Ricci(X) = AX + Ricci(X).

Definim Ay (X) = (AX®)? si avem
Propozitia 1.11.2. Operatorul X — Ag(X) este R-liniar, simetric si po-
zitiv definit.
Demonstratie. Rezulta imediat din

Bu(X). V)5, = [ (AX) ()5,

(Ap(X),Y) =

b b\
(AX?,Y?) T,

I
ST ETET

(dX,dY") 7, + /M<5Xb,5w>vg.m
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Inainte de a studia proprietatile laplaceanului Ag vom prezenta o formula
integrala pentru campurile vectoriale.

Teorema 1.11.3. Fie X € C(T'M). Avem formula
1
/ {(trace V2X, X) + Ricci(X, X) + 5\5;{9\2 — (div X)*}w, = 0.
M
Demonstratie. Am vazut ca

(1.11.5) (Ag(X), X) :/

M<de,de>vg+/ (6X°,6X")5,.

M
Dar 0X* = —div X, Ag(X) = — trace V2X + Ricci(X), iar

, . X, . ,
dX’ = d(Xida') = (dX;) Adat = OXi 13 A da

oxI
= Z 8xjdx] Adz —i—Z@de A dx
i<j 1>]
0X; . . , oX,; . . -
_ 1 J 1 J 1 J
= 2 axjd ANdx +Z—6$i dx' N dx
1<j 1<J
= Z(@xl — 6mj>dx Adz
1<J
= > (ViX; - V;X;)da' A da’
1<j
— §(V1X] — VJXZ)CZ$ A d.T],
unde X = X 8(:91:2" far X; = g;;X7. Inlocuind in (1.11.5) obtinem

/ {( — trace V?X, X) + Ricci(X, X)} 7, =
M

(1.11.6) = /M(de, dX") T, + /M(divX)%g

sau

11n) [ IVXP4Ria, 0, = [ (@ax),+ [ @ X,



52 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

Vom calcula acum |£xg|?. Reamintim c&
(CXg)ij = VZ'X]' + vaz
Prin urmare

‘EXQ‘Q = m ]b(v X + V X )(vaXb + vaa)
= ”WVXWMW+WWWXMW&)
+9" g7 (ViX;) (Vs Xa) + 997 (V; X:) (Vo Xp)
= ¢P"(ViX;)(VaXs) + ¢7°¢" (Vi X:) (Vs Xa)
(VlX )(Vin) + (Van)(vaX])
= 2IVX|? +2(V:X")(V, XP).

Tinand cont de conventia asupra coeficientului produsului scalar pentru
forme, avem

20dX°)2 = ¢ (ViX; — VX)) (VaXy — VpX,)
= 2|VX]2— 2(ViX®) (VX

si deci
1
X7 =2/ VX~ |Lxgl”

Inlocuind in (1.11.6) obtinem relatia dorita. O
Din teorema de descompunere Hodge-de Rham avem

A (M)={0c A'(M):60 =0} @ {df : f € C°(M)},
sau, echivalent,

C(TM)={Xe X(TM):divX =0} d{grad f: f € C*(M)}.
Aceste subspatii sunt ortogonale in raport cu produsele scalare uzuale.
Propozitia 1.11.3. Avem

i) div(Ag(X)) = A(div X),

ii) Ag(grad f) = grad(Af),
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st deci Ap conserva cele doud subspatii in care se descompune C(TM) .

Demonstratie. Intr-adevir, deoarece A comutd cu 0 si d, avem
div (Ax (X)) = —0(AX") = —A(6X°) = A(div X),
iar
Ap(grad f) = (Adf) = (dAf) = grad(Af).0

Vom nota A%rad restrictia lui Ay la {grad f : f € C°(M)} si A%V restrictia
lui Ay la {X € C(TM) : divX = 0}.

Propozitia 1.11.4. Avem

i) A este valoare proprie nenuld pentru A ce actioneazd asupra lui C°° (M)
daca st numai daca \ este valoare proprie pentru A%ad,

ii) dim{grad f : Algqradgradf = Agrad f} = dim{f : Af = Af}, unde
A # 0.

Demonstratie. i) Fie f € C°°(M) astfel incat Af = Af,A #0si f # 0.
Desigur grad f # 0 si

Ap(grad f) = grad(Af) = A(grad f).

Reciproc, fie f neconstanta astfel incat Ag(grad f) = A(grad f). Rezulta
grad(Af) = grad(\f), adica Af = Af + ¢, unde c este o constanta reala.
Fie acum f = f + 5. Avem grad f = grad f si Af = Af. Desigur, f # 0.

i) Fie

T:{f:Af=\f} — {grad f : Alg;adgradf:)\gradf}, T(f) =grad f.

Am vazut mai sus ca T este corect definit. T" este operator liniar si demon-
stram acum injectivitatea sa.
Fie T(f1) = T(f2), adica grad f; = grad fa. Rezulta f; = fo + ¢. Dar
cum Afy = Af1 si Afo = Afa, A #£ 0, rezulta ¢ = 0, adica f1 = fo.
Surjectivitatea lui T' a fost demonstrata la punctul i). Prin urmare cele
doua subspatii sunt izomorfe.
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Notim ca T (gradf) = f = f + 5. Definitia este corectd: daca
grad fi = grad fo, atunci f1 = f1 + § si fo = fo + ¢ difera printr-o con-
stantd c. Dar cum Af; = Afy si Afo = Afa, constanta ¢ trebuie sa fie 0.
O

Referitor la A%ad avem

Teorema 1.11.4. Fie (M, g) o varietate Einstein cu Ricci = cg, ¢ constanta
reala, si fie X prima valoare proprie pentru A‘}}V. Atunci A > 2c¢ si

dim{X € C(TM) : divX =0 si AW (X) = 2c¢X}
=dim{X € C(TM) : X este Killing}.

Demonstratie. Mai intai sa notam ca daca ¢ < 0 atunci singurul camp
vectorial Killing al lui M este campul nul. Intr-adevar, fie X € C(TM), X
camp vectorial Killing. Atunci

trace V2X + Ricci(X) = 0 < trace V2X +cX =0

si integrand obtinem

e X X7 = e |15, = - [ 9P,
M M "

ceea ce implica X = 0.
Vom presupune ¢ > 0. Fie X # 0,div X = 0, astfel incat A%}"X = 2X.
Avem
trace V2X = Ricci(X) — Ag(H) = (c — \)X

si inlocuind In formula
1
/ {(trace V2X + Ricci(X), X) + §|£Xg|2 — (divX)*} 7, =0
M

obtinem

_ 1 _
(20—)\)/ \X|2vg_—2/ \EXQ‘ng
M M

si deci A > 2c.
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Daca divX = 0 gi A?}V(X) = 2¢X, atunci X este Killing. Reciproc,
daca X este Killing atunci div X = 0 si

Ay (X) = Ricci(X) — trace V?(X) = 2 Ricci(X) = 2¢X.

Prin urmare, daca varietatea (M, g) admite un camp Killing nenul, atunci
prima valoare proprie pentru A}ij" este 2¢.0]

1.11.1 Spectrul sferei S™

Vom incepe prin a defini hessiana unei functii definite pe o varietate rie-
manniana si prin prezentarea unei formule pentru laplaceanul functiilor de-
finite pe sfera euclidiand unitara S™.

Definitia 1.11.2. Fie (M, g) o varietate riemanniana si f € C°°(M). Defi-
nim

(Hess f)(X)=Vxgrad f, VX € C(TM).

Se observi imediat ca Hess f este C°°(M)-liniara si deci Hess f € C(T1(M)).
Mai mult,
(Hess f(X),Y) = (Hess f(V), X)

= XY [ - (VxY)/,
si deci putem privi hessiana ca un camp tensorial de tip (0,2) simetric.

Notam ca

Af = —trace(Hess f).

Exprimarea in coordonate locale. Fie (U;p) = (U;x!,...,2™) harta
locala pe M. Se verifica usor ca

<a.a> *f o 0f

T Oxidxd Y oxk

Propozitia 1.11.5. Fie X, € T,M si v : (—e,e) — M geodezica definita
de v(0) =p 5i ¥(0) = X,,. Atunci

2

(Hess f)p(Xp, Xp) = a2

(f o))

t=0
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Demonstratie. Definim X un camp vectorial in lungul lui v prin X (y(¢)) =
4(t). Este clar ca X (p) = X, si avem

(Hess f)p(Xp, Xp) = Xp(Xf) = (Vx, X)f = 3(0) () f) = (Vs(0)¥(2)).f

d2
= a2 t:o(f o y)(t).00
Vom folosi acest rezultat pentru a demonstra
Propozitia 1.11.6. Fie f € C>(R™ ) si consideram f restrictia lui f la
S™, adica f = figm. Atunci

2

(1.11.8)  (Af)z = (Af)z + m% ftz) + %
Demonstratie. Fie x € S™ fixat arbitrar. Vom privi « atat ca punct al lui
S™ cat si ca vector x € T,R™ = R™*! ortogonal pe T,S™. Consideram
{z1,...,2m} o baza ortonormata a lui T,S™; atunci {x1,...,Zmy,x} este o
baza ortonormati a lui T,R™*!, dar z1,...,2,,, fiind vectori de lungime 1,
pot fi priviti si ca elemente ale lui S". Fie ; geodezica lui S™ determinata
de z §i z;, adica ~; este cercul mare

f(tx), VreS™.
t=1

t=1

7i(t) = (cost)x + (sint)z;, teR, Vi=1,...,m.

Am vazut ca (Hess f),(x;, z;) = %‘t:o(fo ~i)(t). Dar

d| ~ d
p t(fo%')(t) =7

t(f °m)(t) = D 5o (1)) (=(sint)z® + (cost)as’)

= —(sint)a® 2L (1) + (cost)af ST (1),

si prin calcul direct obtinem

(Hess f)z (i, ;) = —xf + (Hess f)z(zi, i),

2
unde (Hess f),(z, z;) = z¢ Bx(?"gxﬁ (a:)xzﬁ Acum

(Af)e =maf =Y (Hess f)o(wi,2:) = maf + (Af)a + (Hess f)o(z, )
=1

2

ftz) + d

:<Af)az+ @

f(tx),

t=1

mi
dt|,_,
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deoarece t — tx este geodezica in R™*! care la t = 1 trece prin z si are
vectorul viteza z. U
In continuare vom prezenta doua aplicatii ale formulei de mai sus.

Aplicatia 1. Fie r functia distants a lui R™*! adica r(x) = |x|, oricare ar
fi x € R™*L. Daca a € N*, atunci r2* € C°(R™1) si

AP = —2a(m + 2a — 1)r2@ D),
Intr-adevir, cum 7“‘25% =1, din (1.11.8) rezulta

2

0= (Ar?®), + mi 2 (tz) + r2(tr), Ve S™.

dt|,_, di?|,_,
Dar r2%(tx) = t2*, oricare ar fi t € R si oricare ar fi z € S™, deci
(Ar?Y), = —2a(m +2a — 1), VreS™

Observiam acum ca 72 este un polinom omogen de grad 2« si deci Ar2®
este un polinom omogen de grad 2(a — 1). Pentru z € R\ {0} avem

(Ar2)g = (A% (g 2y = |ePOD(Ar*) 2 =
= 2@ (z)[—20(m + 2a — 1)].
Cum egalitate are loc si pentru z = 0, obtinem concluzia dorita. [

Aplicatia 2. Fie P un polinom omogen armonic pe R™*!, de grad k € N*.
Atunci _ N
AP =k(m+k—1)P,

unde P = Pgm.
Intr-adevar, din (1.11.8) obtinem
(AP), = mi P(tx) + Cﬁ P(tx), VYreS™
ot dt* |,y ’ '

Cum P(tx) = t*P(z), oricare ar fi t € R si oricare ar fi € S™, obtinem
concluzia. [
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Din Aplicatia 2 rezulta k(m+k—1) valoare proprie, iar P functia proprie
corespunzatoare ei. De fapt vom demonstra ca

{M=k(m+k—-1):keN}
sunt toate valorile proprii ale lui S, iar
Ve = {15 = Pgm : P polinom omogen armonic pe R™ de grad k}.
Pentru aceasta notam

Pr= spatiul vectorial real finit dimensional al polinoamelor omogene de
grad k € N pe Rt

‘Hi= spatiul vectorial real al polinoamelor armonice omogene de grad k € N
pe R™*1,

Pr = {ﬁ:HSm:PGPk},
Hip = {H = Hjgm : H € My}

75k si ﬁk sunt spatii vectoriale izomorfe cu Py si Hy, respectiv. Notam ca
P = ®renPy reprezinta multimea tuturor polinoamelor in m + 1 variabile,
iar H = @®penHi reprezinta multimea tuturor polinoamelor armonice in
m + 1 variabile.

Propozitia 1.11.7. Pentru orice k € N avem
i) Por = How ® r?*Hop—2 & ... & r*Ho,
ii) Popr1 = Horr1 ®r%Hop1 & ... & r2FH;,

unde subspatiile din cele doud descompuneri sunt ortogonale doud cate doud
wn raport cu produsul scalar

<7>a:PaXPa_>R7 <P7Q>a:/mﬁ©vga

pentru a = 2k, respectiv a = 2k + 1.



1.11. Spectrul unei varietati riemanniene 59

Demonstratie. Se verifica imediat ca (, ), este un produs scalar. Apoi ob-
servam ca P, si H, sunt izomorfe cu 72P, si r>H,, respectiv. Hop, r2Hop_2,
o, 2R Ho sunt sgl\)ipa’gii in Poy, iar Hopr1, 7> Hok—1, - - - , 72¥H1 sunt subspatii
in Popr1. Cum r2H, = fIa iar ﬁa C Vy,, rezulta ca subspatiile din descom-
punerile i) sau ii) sunt ortogonale doua cate doua in raport cu (, )o, respectiv
(,)2kr1-

Demonstratia se face prin inductie dupa k. Pentru k& = 0, i) devine
Po = Hp iar ii) devine P; = H;. Ambele afirmatii sunt evident adevarate.

Presupunem propozitia adevarata pentrul < k si vrem sa o demonstram
pentru l = k + 1. Deci, pentrul =k gil =k — 1 avem

Por = Hop @ 177Hop 2 ® ... & r2FHj
= Hop @ 1*(Hop—2 @ ... & r?*2Hy)
= Hop, © r*Pak_a,

iar
Popy1 = Hop41 @ PP Hop1 & ... & rFH,
= Hopr1 ® r?(Hok—1 ® ... &2 "2H;)
= Hopr1 © r’Pop_1.

Sintetizand, pentru a demonstra afirmatia pentru [ = k + 1 este suficient sa
demonstram.

"daca P, = Hq ® 72P,_2, unde P,_o admite o descompunere de tip i)
sau ii), atunci Pyio = Hero © 2P,

Deoarece P, = Hg & 12P,u_s, iar P,_o admite o descompunere de tip
i) sau ii), atunci Hyi2 Lr?P, in raport cu (,)qa4o. Dar Pyio = 7P, @
(12P,)* si vrem si demonstrim ci Hopo = (r?P,)*+. Cum Heyo C (12P,)1,
este suficient si demonstram ca (r?P,)* C Hyy2. Pentru aceasta, fie Q €
(1?Py)" C Paro. AQ € P, si pentru a demonstra ci AQ = 0 vom ariita
ca (AQ, P), = 0, oricare ar fi P € P,, adica (AQ, P), = 0, oricare ar fi
Per?H, 9,0 <2l <a Dar P e r2H, 5 implick P € Hy 9 C Vy, , §i
deci AP = (a—2l)(m+a—21—1)P, iar Q € (r*P,)* implica [;, QP T, = 0.
Pornind cu egalitatea

A(QP) = (AQ)P + Q(AP) — 2(grad Q, grad P)
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si integrand obtinem

0 = /(A@)ﬁvg—k @(Aﬁ)vg—z/ (grad Q, grad P) 7,

m

sm

= /(A@)ﬁvg+(a—25)(m+a—zz—1) QPv, —
m S'm

_2/ (grad Q, grad P) 7,
- /(A@)ﬁug—2/ (grad @, grad P) v,
m Sm

= — [ (AQ)PT,.
S'm

Dar AQ = AQ + (a — 21)(m + a — 21 4+ 1)Q si inlocuind obtinem:
0= / (AQ)PT, < (AQ, P), = 0.

Cu aceasta demonstratia propozitiei s-a incheiat. [
Putem acum da

Teorema 1.11.5. Multimea valorilor proprii ale lui S™ este
{M=k(m+k—1):keN},
iar Vy, = 7'~£k, oricare ar fi k € N. Mai mult,
i) dimVy, =1

i) dimVy, =m+1

iii) dimVy, = Ck o

m+k m+k—2
oricare ar fi k > 2.

Demonstratie. Se poate demonstra ca @kzoﬁk este densa in C°(S™).

Din propozitia anterioara, ©r>0Pr = @r>0H} si deci ©p>0Hj, este densa in

C°(S™). Acum, prima parte a teoremei rezulta din densitatea lui @kzoﬁk
in C*°(S™).



1.12. Prima si a doua formula variationala a energiei unei curbe 61

Referitor la dimensiunea lui Hy,, punctele i) si ii) sunt evidente. Pentru
k > 2, din propozitia anterioara,

dim Hy, = dim Hy, = dim Py — dim Py_ = Ckj — C522 .0

1.12. Prima si a doua formula variationala a energiei unei
curbe

Vom incepe prin a defini variatia unei curbe.

Definitia 1.12.1. Fie v : [0,a] — M o curba neteda pe portiuni. O variatie
a lui v este o aplicatie continua

¢:(—e,e) x[0,a] = M
astfel incat
i) ¢(0,t) = ~(t), oricare ar fi ¢t € [0, a],

ii) exista o partitie a lui [0,a],0 = ¢ty < t; < ... < t, = a, astfel
incat restrictia lui ¢ la (—e,e) x [ti, ti+1] este neteda oricare ar fi
i=0,...,n— 1L

O variatie se numeste proprie daca ¢(s,0) = v(0) si ¢(s,a) = ~(a),
oricare ar fi s € (—¢,¢€).

Pentru orice s € (—¢,¢), curba ¢4 : [0,a] — M, ¢s(t) = ¢(s,t) se numeste
curbd a variatiei, iar daca fixam ¢, curba ¢; : (—g,2) — M, ¢i(s) = ¢(s,t)
se numeste curbd transversa a variatiei. Campul vectorial definit in lungul
lui v, V(t) = %(O,t), se numeste campul variational al lui ¢.

Propozitia 1.12.1. Dat un camp vectorial t — V(t) neted pe portiuni
in lungul unei curbe netedd pe portiuni v : [0,a] — M, exista o variatie
¢ : (—e,e) x [0,a] — M a lui v astfel incit V este campul variational
corespunzator. Mai mult, daca V(0) = V(a) = 0, atunci putem alege ¢ sa
fie variatie proprie.

Demonstratie. Deoarece 7([0,a]) C M este compacta, este posibil sa
gasim § > 0 astfel incat exp., ;) v este definit oricare ar fi v € 1.1y M, [v] < 4,



62 Capitolul 1. VARIETATI RIEMANNIENE. GENERALITATI

si oricare ar fi ¢t € [0,a]. Intr-adevir, pentru fiecare ~(t), stim ca exista
6 > 0 si exista Wy o vecinatate a lui y(t) astfel incat exp,(v) este definita
oricare ar fi ¢ € W si oricare ar fi v € Ty M, |v| < 4.

Este clar ca 7([0,a]) C U,epo,q We si cum ([0, a]) este compactd rezulta
ci existd t1,...,t, € [0,a] astfel incat v([0,a]) c U, W;,. Consideriim
6= min{étl, e 75tk}‘

Fie N = max{|V(t)| : t € [0,a]} i fixim un £ > 0 astfel incat ¢ < 2.
Definim ¢ : (—¢,¢) x [0,a] — M prin

¢(Sa t) = €XPn (1) SV(t)
Aplicatia ¢ este bine definita si ¢(0,t) = (t), iar

96, . d
%(0775) - dS

70{6Xpy(t) sV (1)} = (dexpyp)o(V(t) = V(1)

S=

Daca V(0) = V(a) = 0, atunci se vede imediat ca ¢ este proprie. [J

Vom introduce in continuare doua functionale: functionala lungimii si
functionala energiei. Pentru o variatie ¢ a unei curbe v neteda pe portiuni
definim functionala lungimii prin

&ﬁ(s,t)‘ dt, se(—¢,¢),

L) = Lo = [ |5

iar functionala energiei prin

2

99 dt, se€(—ge).

B(s) = B0 = || 5050

Legatura dintre cele doua functionale este data de
Propozitia 1.12.2. Avem inegalitatea

17() < aE(3).

1ar egalitatea are loc daca st numai daca v este parametrizatd proportional
cu lungimea de arc.
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Demonstratie. Reamintim inegalitatea lui Cauchy: daca fi; si fo sunt
functii continue pe [0, a], atunci

([ )’ ([ 19) ([ )

In cazul nostru, pentru fi(t) = ‘% (0, t)‘ = |4(t)| si fa = 1, obtinem ine-
galitatea dorita. Egalitatea are loc daca si numai daca fi = cf2, ¢ fiind o
constanta, adica |y(t)| este constanta. O

Rezultatul pe care 1l vom prezenta in continuare arata ca geodezicele care
minimizeaza distanta, deci puncte de minim pentru functionala lungimii,
sunt puncte de minim si pentru functionala energiei.

Propozitia 1.12.3. Fie p,q € M si v : [0,a] — M o geodezicd ce mini-
mizeaza distanta dintre p §i q. Atunci, pentru orice curba 7 : [0,a] — M,
Y(0) = p siy(a) = q, avem

E(y) < E®)
g1 egalitatea are loc daca si numai dacd v este o geodezicd ce minimizeazd
distanta dintre p st q.

Demonstratie. Cum ~ este o geodezica (deci parametrizata proportional
cu lungimea de arc) ce realizeaza minimul distantei, din propozitia ante-
rioara obtinem
aB(y) = L*(7) < L*(7) < aE(7)

si deci E(y) < E(J). Daca E(y) = E(¥) atunci L?(5) = aE(7) si prin
urmare 7 este parametrizata proportional cu lungimea de arc. Mai mult,
din L(vy) = L(¥) rezulta ca 7 realizeaza minimul distantei dintre p si q. In
concluzie, 7 este o geodezica care realizeazd minimul. [

Vom studia in continuare functionala energiei E(s).

Teorema 1.12.1. (Prima formula variationala a energiei unei curbe.)
Fie v :[0,a] — M o curba neteda pe portiuni si ¢ o varialie a ei. Avem

370 = = [ (vio. 5 ar

n—1
(1.12.1) = V) A(tit) = 4(ti=)) = (V(0),%(0)) + (V(a), ¥ (a)),
i=1
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unde V(t) este campul variatonal al lui ¢.

Demonstratie. Avem
a ) n—1 tit1 | . a 8¢ 8¢
E(s):/o <¢S,¢S>dt:§/ti (qﬁs,qu)dt:/O <at,at>(s,t)dt.

Derivand in raport cu s obtinem

d [t /8¢ D¢ B tz+1 D 9¢ d¢
s ), <é?t’8t>dt = <ds@t’8t>dt
B tz+1 Dd$ 3¢
-2 (o)
- / (a0 )
t;
5 [ <‘9¢ D&ﬁ>
I ds’ dt ot
_ o [09 08\ [ /09 DO
N 2<a 8> / <as’dtat>dt'
Deci
=, a 0 R
52 (S o) - (e St

d¢ D d¢
‘/0 <as’dtat>6”

si facand s = 0 obtinem:

n—l
z+1_)> - <V<tl+)7 ’Y(tz"‘r)))

/
,E ’H-l_

M

= 0

—/0a<v<> O

Cum V(t;4+) =V (ti—),i=1,...,n — 1, rezumand obtinem (1.12.1).
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Observatia 1.12.1. Daca V(0) = V(a) = 0 si -y este neteda, atunci (1.12.1)
devine

(1.12.2) %E’(O) = /0 <V(t), fl)t(f'y)> dt.

O aplicatie foarte importanta a primei formule variationale este urma-
toarea caracterizare a geodezicelor.

Teorema 1.12.2. O curba neteda pe portiuni v : [0,a] — M este geodezica
dacd $i numai dacd pentru orice variatie proprie a sa E'(0) = 0.

Demonstratie. Daca v este geodezica, atunci v este neteda, deci 4(t;+) =
Y(t;—), iar 2(4) = 0. Variatia ¢ fiind proprie, V(0) = V(a) = 0, si prin
urmare toti termenii din membrul drept al egalitatii (1.12.1) sunt nuli.

Reciproc, fie V(t) = g(t)%("y), unde g : [0,a] — R este o functie neteda
pe portiuni cu g(¢t) > 0 oricare ar fi t # ¢; si g(t;) = 0, i = 0,...,n.
Consideram variatia ¢ a lui v avand V drept camp variational. Cum E’(0) =
0, din (1.12.1) obtinem

a D 2
0=— t)|—(3 dt
| aw|Ze)
adicd %(‘y) =0 pe (ti,tiy1),i=1,...,n— 1 gi prin urmare 7 este geodezica
pe (t;,tiy1),i =0,...,n — 1. Daci demonstram ci v este de clasa C! in t;,
i=1,...,n—1, atunci va rezulta ci v este de clasi C? pe [0, a] si %("y) =0

pe [0,a]. Pentru aceasta consideram V (t) astfel incat V(0) = V(a) = 0, iar
V(ti) = 4(ti+) — ¥(ti—). Cum ~ este geodezica pe (t;,ti+1), din (1.12.1)
obtinem

n—1
0=— |¥(tit+) — 4t
=1
adica (t;+) = 4(t;—) si deci v este de clasa C' int;,i =1,...,n—1. O

Teorema 1.12.3. (A doua formula variationala a energiei unei curbe.)
Fie~y :]0,a] — M o geodezica si fie ¢ : (—e,€)x[0,a] — M o variatie proprie
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a sa. Consideram E(s) = E(¢s) functionala energiei. Atunci

a 2
%E”(O) = —/O <V(t), % — R(%, V)ﬁ> dt
n—1
(1123 - (v 2w - 5w,
=1

unde V' este campul variational ol lui ¢, R este campul tensorial de curbura,
ar

DV . DV DV . DV
g i) = lim == (), (i) = Jim =2 (2).
t>t; t<t;

Demonstratie. Am vazut in demonstratia primei formule variationale ca

%E/(s) _ Z (<g¢(s ), gf(s t)> :+> —/Oa<gf,2%f>dt

=0

Derivand in raport cu s obtinem

1 " . D5<l5 0¢
§E g <<ds 0s T ot o t)> t

T <g¢(o ), f‘?)‘f(o t)> :)

@/ Ddp D “/0¢ D D0¢
- (Fa aar) ova- [5G Raa) 0oa

Cum ¢(s,a) = v(a), rezulta @(s a) = 0 si deci stgf(O a) = 0. Analog,
D 8¢

7 92(0,0) = 0. Prin urmare, tinand cont si ca §(t;+) = §(ti—), (g gf(o, ti+)

tit1
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Cum 222(0,¢) = B(4)(t) = 0 5i V(t+) = V(t;—) obtinem
Lonen S DV A\ | e D D ¢

(L124) = <V(ti)al()ji/(ti_)_l?11/(ti+)>

[ (v 2220 )

Dar
DDop _ ,(0¢ 99\ 06 DD
dsdt ot Os’ Ot ) ot = dtds ot
ds’ Ot ) ot ' dtdt ds
si deci
D D 0¢ D?*V

a5 i 9t 0D = ROV, A1) + =5 ().

Inlocuind in (1.12.4), obtinem (1.12.3). O

Observatia 1.12.2. Daca ¢ este o variatie neteda si proprie a geodezicei
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7, atunci (1.12.3) devine

(L125) - /0<; ) <t>> e
/OR%VV 4)dt

_/DV2
—Jo dt

Prin urmare, daca (M, g) are curbura sectionald negativa atunci E”(0) > 0.

Aplicatie. Vom determina geodezicele lui S™ ca puncte critice ale functio-
nalei energiei.

Fie v : R — S§™ C R™*! o curbi netedi de perioada 2, y(t) = y(t + 27),
oricare ar fi t € R. Consideram energia

2m or (m+1
B(y) = /0 SO dt = /O {Zm(t))?}dt,
i=1

unde y(t) = (71(t), ..., Ym+1(t)). Fie ¢ o variatie a lui vy in S astfel incat
¢s(t) = ¢ps(t +2m), oricare ar fi t € R si oricare ar fi s € (—¢,¢). Din aceasta
conditie rezulta 6¢ -(0,t) = 8¢ 2(0,t +2m), t € R. Privind ¢ ca o aplicatie cu
valori in R™*1 avem

2r 27 96 O
E(s) :/0 <¢s»¢s>dt:/0 <a¢:,£>(8,t) dt,
1 d

0 =gl (s (55 e

2
2 /D Og ™ /D8 .
/D <dsaﬂ>‘“/o <dtas”>‘“

iar
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L)
_ _/0% <gf<o,tm<t)> dt.

Cum |¢(s,t)|?> = 1, oricare ar fi s si oricare ar fi t, %(O,t)J_qb(O,t), adica
%(0, t) este tangent la S™ in lungul lui ¢(0,¢) = ~(¢). Prin urmare E'(0) =0
pentru orice variatie a lui v daca si numai daca 4(t)[|v(t), adica

(1.12.6) ¥ =V

Cautam acum solutiile ecuatiei (1.12.6) tinand cont de restrictia |y| = 1.
Din |y| = 1, derivand succesiv, obtinem

(1,7 =0 & (5,7 =-}l"
Inlocuind in (1.12.6) rezulti
(1.12.7) 5+ 4Py =0.

Dar (1.12.7) implici |¥| = constant. Intr-adevér,

& A = 2004) = 2P 3),

iar cum (v,%) = 0 rezulta || = constant. Acum (1.12.7) se integreaza
prin metoda standard si obtinem ca v reprezinta un cerc mare al lui S™
parametrizat proportional cu lungimea de arc.

Observatia 1.12.3. Din conditia de periodicitate a lui v rezulta ca v induce
o aplicatie neteds 7 : S = R/27Z — S™. Mai mult,

E(y) = / AP,
Sl

unde |[d7]* = |d7(X)|%, X (¢!, 2%) = (=a?, '), far [X| = L.
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FIBRATE VECTORIALE REALE

2.1. Definitie si exemple

O altad notiune importanta in geometria diferentiala moderna este cea de fi-
brat vectorial. Teoria aplicatiilor armonice, ca si alte teorii, este dezvoltata
in cadrul acestui formalism. In acest capitol vom prezenta, pe scurt, cateva
aspecte legate de fibratele vectoriale ce vor servi la studiul aplicatiilor ar-
monice.

Definitia 2.1.1. Fie E si M varietati diferentiabile, iar 7 : £ — M o
aplicatie neteda si surjectiva. Tripletul £ = (E, 7, M) se numeste fibrat
vectorial daca sunt satisfacute conditiile

i) oricare ar fi p € M,7n~!(p) admite o structurd de spatiu vectorial
de dimensiune n (n este acelasi pentru fiecare 7 1(p)). 7 1(p) cu
structura de spatiu vectorial se noteaza F),(§), sau Fj,(E), sau F}, daca
nu este pericol de confuzie,

ii) oricare ar fi p € M, existd U deschisa in M, p € U, i exista h :
U x R* — 7=1(U) difeomorfism astfel incat

a) oricare ar fi ¢ € U si oricare ar fi z € R, h(q,z) € 7~ 1(q), adica
m(h(q,x)) =g,

b) oricare ar fi ¢ € U, hq : R™ — Fy, hq(x) = h(q, z), este un izomor-
fism liniar intre R™ cu structura uzuala de spatiu vectorial si Fj.

71
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Varietatea F se numeste varietate totald, M se numeste varietate baza,
7 : E — M se numeste aplicatia proiectie, 7' (p) este fibra din p, iar (U;h)
se numeste harta vectoriald a lui E. Daca U = M, atunci F se numeste
fibrat vectorial trivial.

Notam ca aplicatia proiectie este o submersie, iar dim F = dim M +
dim F,, = m+n (daca (U;¢) = (U;xl,...,.2™) este o hartd locald pe M iar
h:U xR" — 771(U) este o harta vectoriala pe M, atunci (¢ X 1gn)oh™! :
7 1(U) — ¢(U) x R™ este o harta locald pe E).

Definitia 2.1.2. O aplicatie neteda s : M — FE se numeste sectiune a lui &,
sau F, daca wos = 1y,.

Multimea sectiunilor se noteaza C(§), sau C(E). C(E) se organizeaza ca
spatiu vectorial real infinit dimensional.

Exemplul 2.1.1. (Fibratul vectorial trivial.) Produsul M x R" repre-
zinta un fibrat vectorial trivial. intr-adevér, aplicatia proiectie este proiectia
pe primul factor 7 : M x R® — M, w(p,x) = p, iar structura de spatiu
vectorial a fibrei 771(p) = {p} x R™ este dats de

t1(p, 1) + ta(p, 22) = (p, t171 + t2m2).
Harta vectoriala este h = 1/ «grn.

Exemplul 2.1.2. (Fibratul tangent.) Stim ca TM = {J,c; TpM se
poate organiza ca o varietate diferentiabild de dimensiune 2m, unde cu
T,M am notat spatiul tangent la M in p € M. Tripletul (T'M,n, M), unde
m : TM — M este proiectia canonica, reprezinta un fibrat vectorial: pe
T 1(p) = T,M consideram structura de spatiu vectorial uzuald, iar daca
(U;p) = (U;xt, ..., 2™) este o hartd locald pe M atunci

_ (0
h:UxR" —a '(U)= | T,M, hig,y) =y (a:ﬁ')
peU q

reprezinta o harta vectoriala.

Analog, (T} (M), m, M) reprezinta un fibrat vectorial.
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Exemplul 2.1.3. (Fibratul vectorial indus.) Fie ¢ = (E, 7, N) un fibrat
vectorial si ¢ : M — N o aplicatie neteda. Vom defini un nou fibrat & =
¢~1¢ astfel. Varietatea totals

Er={(p,e) € M x E: (p) =n(e)} = |J {p} x 7' (0(p)),

peEM

iar aplicatia proiectie m : By — M, m(p,e) = p. Prin urmare ﬂl_l(p) =
{p} x 771 (¢(p)). Pe fibra 7, ! (p) definim in mod natural structura de spatiu
vectorial prin

ti(p,e1) + ta(p, e2) = (p, tier + taea).

Evident, F,(¢~'E) devine izomorf cu Fy,(E). Fie acum p € M fixat
arbitrar si (U;h) o harta vectoriala a lui £ astfel incat ¢(p) € U. Notam
Uy = ¢~ 1(U) si definim

hy:Ur x R* — 70 H(Uh), - ha(g,2) = (g, h(¢(q), 7))
Se verifica imediat ca h; este o harta vectoriala pentru Fj.

Exemplul 2.1.4. Fie ¢ : (M,g) — (N, h) o imersie riemanniana. Pentru
orice p € M consideram multimea elementelor (p,v) unde v € Ty, N si
vLldpy(Xp), oricare ar fi X, € T,M. Aceasta multime formeaza fibratul
vectorial normal N M. Vom pune in evidenta doar harta vectoriala.

Fie p € M si U deschisa in M,p € U. Consideram {X4(¢)}a=m+1,...n
bazi ortonormati in (dé,(T,M))*, oricare ar fi ¢ € U, si definim harta
vectoriala

h:UxR"— 7T_1(U) = U {p} S (d(;sp(TpM))J_a h(q7$) = (qvanOé(q))'
peU

Asa cum ne asteptam, in acest context, fibratul tangent T M se defineste
ca multimea tuturor elementelor (p,v), unde p € M si v = dp,(X,) €
T4y N. Pentru a pune in evidenta harta vectoriala, fie p € M si { Xi}i=1,..m
un camp de repere ortonormate definit pe U, U deschisa in M, p € U.
Definim

h:UxR* = '(U) = |J{p} x dop(T,M), h(g,x) = (g, 2'dq(X;)).
peU
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Desigur, avem relatia
6 TN =TM & NM.

Se stie ca, pornind de la spatii vectoriale date, prin diverse operatii alge-
brice putem construi altele noi. De exemplu, daca V' gi W sunt doua spatii
vectoriale date, atunci putem defini: Hom(V, W) = L(V,W) = V* @ W for-
mat din multimea transformarilor liniare intre V' si W; produsul tensorial
VW, Ve V*®W format din multimea aplicatiilor biliniare simetrice de
la V' x V cu valori in W; spatiul dual al lui V,V* = Hom(V,R); k-produsul
exterior al lui V, A*V; etc.

Corespunzator, pentru fibratele vectoriale &1, ..., &, peste aceeasi vari-
etate baza M, in orice punct p € M, din fibrele F,(&1),. .., Fp(&) putem
construi noi spatii vectoriale, prin constructiile mai sus mentionate. Notam
generic I, unul dintre aceste noi spatii vectoriale si definim

E=|JF, m:E->M = '(p)=F,.
peEM

Se demonstreaza ca (E,m, M) reprezinta un nou fibrat vectorial.

Multe dintre obiectele din geometria diferentiala pot fi privite ca sectiuni
in diverse fibrate vectoriale. Dupa cum deja am mentionat, orice camp
vectorial pe M este o sectiune in fibratul tangent T'M, o 1-forma este o
sectiune in fibratul cotangent 7% M, un camp tensorial de tip (r,[) este o
sectiune in fibratul 7} (M). Daca ¢ : M — N este o imersie riemanniana,
atunci a doua forma fundamentald asociata ei este o sectiune in fibratul
vectorial ®2T*M ® ¢~ 'TN.

2.2. Conexiuni liniare pe fibrate vectoriale

Stim ca o conexiune liniard este un operator V : C(TM) x C(T'M) —
C(TM) ce verificd anumite proprietati. Vom extinde aceasta notiune la
fibratul vectorial cerand sa fie indeplinite acelasi tip de proprietati.

Definitia 2.2.1. O conexiune liniard pe un fibrat vectorial 7 : E — M este
un operator

V:C(TM) x C(E) — C(E), (X,0)— Vxo
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ce satisface

1) Vx,4x,0 = Vx,0+Vx,0; 2) Vyxo = fVxo;

3) Vx(o1+02) =Vxo1+ Vxoe; 4) Vx(fo)=(Xf)o+ fVxo,
unde X, X1, Xy € C(TM),0,01,09 € C(E), iar f € C*°(M).

Notam ca intr-un punct p € M, (Vxo)(p) depinde numai de vectorul
X(p) sl 0}, unde v : (—¢,e) — M, v(0) = 0 51 ¥(0) = X(p).

Fiem : E1 — M simo : Eo — M fibrate vectoriale peste aceeasi varietate
baza M. Daca V' si V2 sunt conexiuni pe E; si Fy atunci putem defini
conexiuni liniare pe fibratele construite cu ajutorul lor

i) conexiunea pentru suma directa Fq © Fo

Vx(o1®02) = Vf(ltn @ V%ag,
ii) conexiunea pentru produsul tensorial Fy @ Fs
Vx(o1 ®02) = (Vf(lm) ®or+01® (V)E(202)>
iii) conexiunea pentru fibratul vectorial dual E*
(Vx8)(0) = X(8(0)) — (VX 0),

unde 6 € C(E*),
(iv) conexiunea pentru fibratul Hom(E;, Es)

(Vxw)(o) = Vi (w(0) — w(Vy'o),

unde w € C(Hom(E1, Ey)) = C(Ef @ E3).

Definitiile de mai sus, ca si cea pentru conexiunea pe fibratul indus pe
care o vom prezenta mai jos, sunt impuse de satisfacerea regulii Leibniz de
derivare a produsului tensorial. De asemenea, conexiunile construite mai
sus comuta cu contractia tensorilor.

Definim acum conexiunea pe fibratul vectorial indus, conexiune ce joaca
un rol tehnic important in teoria aplicatiilor armonice. Fie deci ¢ : M — N
o aplicatie si 7 : E — N un fibrat vectorial. Consideram V¥ o conexiune
liniard pe E. Notdm cd dacid A € C(E) atunci ¢*\ € C(¢~'FE), unde

(0*N)(p) = (p, \(@(p))), oricare ar fi p € M.
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Teorema 2.2.1. Existd o unicd conexiune liniard V pe ¢~ E astfel incdt
oricare ar fi p € M, oricare ar fi X € T,M si oricare ar fi A\ € C(E) sa
avem

(2.2.1) Vx(¢*A) = (0, VE x0)N)-

Demonstratie. Fie p € M fixat arbitrar. Consideram (U;h) o harta
vectoriala a lui E cu ¢(p) € U si fie {A\s}a=1,..,n un camp de baze pe U
in E (de exemplu, definim A\,(q) = h(q,eq), a = 1,...,n, unde {eg}e=1,.n
este baza canonica din R"; este clar ca {\,(¢q)}q=1,...n este o baza in Fy(E),
oricare ar fi ¢ € U).

Fie U; o vecinatate deschisa a lui p astfel incat ¢(U;) C U. Daca p €
C(¢7'E), atunci pjy, = f*(¢*Aa), f* € C°(U1). Impunand ca V si fie o
conexiune ce satisface (2.2.1), pentru X € T,M obtinem

Vxp Vx(f*(¢"Aa)) = (X f*) (9" Xa) + f1(P)Vx (97 Aa)
(2:2.2) = (XS Na)p + F4(0) (s Vi, (x)Ma)
(0 (X ) Xa(0(P) + F* (D) Vi, (x)Aa):

Prin urmare o conexiune liniara ce satisface (2.2.1) este data de (2.2.2) si
deci este unica.

Pentru existentd, notam ca V definita prin (2.2.2) este bine definita,
adica nu depinde de alegerea campului de baze {/\a}azl’,_m si se verifica ca
ea este Intr-adevar o conexiune liniara. [J

2.3. Metrici riemanniene pe fibrate vectoriale

Definitia 2.3.1. O metrica riemanniand pe un fibrat vectorial w : E — M
este o sectiune ¢ in 2-produsul simetric al lui E*, adica g € C(®2?E*), care
induce in fiecare fibra F,(E) un produs scalar.

Pentru o, p € C(E) vom folosi notatiile g(o, p) sau (o, p). Daca g; si g2,
sau (,)p, §i (,)g,, sunt doud metrici riemanniene pe E §i Fa, atunci putem
defini metrici riemanniene pe fibratele construite anterior astfel
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i) metrica pe fibratul suma directa E; @ Eo

(c@ XN p@u) = (0,p)p + (N 1E,,

unde o,p € C(E1) si A\, p € C(Es),
ii) metrica pentru produsul tensorial Ey ® Eo

<U ® A, P& :u> = <O-a p>E1 <)‘7 ,LL>E2,

iar acest produs induce unul pe r-produsul exterior al lui E,A"E, si pe
r-produsul simetric al lui F,®"FE,
iii) metrica pe fibratul vectorial dual E*:
mai Intai vom defini izomorfismele muzicale
b Fy(E) — (Fp(E))" = Fp(E"), opr U;bw U;(Pp) = (0p, Pp)p
si
t=0"1:F,(E*) — F,(E).

Pentru a, 3 € C(E*) obtinem of, 8% € C(E) si definim

<Oé, /8>E* = <aﬁa /Bﬁ>E

(iv) metrica pe fibratul Hom(E1, Es):
fiewy,ws € C(Hom(FEy, E2)) sip € M fixat arbitrar. Consideram {el}o—1
o bazd ortonormata in F,(E1), adica (e}, e}, (p) = dap si definim

ni

(wi,w2)(p) = Y _(wi(p)(eq) w2(p)(ea)) s (p)-

a=1

Se verifica ugor ca definitia este corecta, adica nu depinde de alegerea bazei
ortonormate {el}a=1 n,-.

(v) metrica pe fibratul vectorial indus:
fie ¢ : M — N o aplicatie i £ = (E, 7, N) un fibrat vectorial. Consideram
E1 = ¢~ 'F fibratul vectorial indus, iar pentru o, p € C(¢ ' E) definim

(a,p)(p) = (7, p)E(4(P)),

unde o(p) = (p,7(p)), p(p) = (p, p(p)) si a(p), p(p) € Fyp)(E).
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Definitia 2.3.2. O structura riemannianda pe fibratul vectorial m: E — M
este o pereche (V,g), unde V este o conexiune liniard pe E iar g este o
metrica riemanniana pe F, astfel incat Vg = 0, adica

Xg(o,p) = 9(Vxo,p) +9(0,Vxp), VX eC(IM) s Vo,peC(E).

Notdm ca daca (V1 gg,) si (VF2,gp,) sunt structuri riemanniene pe
Fh si Es, respectiv, atunci toate metricile si conexiunile construite anterior
formeaza structuri riemanniene pe fibratele vectoriale respective.

Reamintim faptul ca dacd F = TM si g este o metrica riemanniana,
atunci exista gi este unica V astfel incat Vg = 01 7' = 0 (V este conexiunea
Levi-Civita). Pe un fibrat vectorial oarecare nu putem defini torsiunea T,
iar unei metrici riemanniene 1i pot corespunde mai multe conexiuni V astfel
incat Vg = 0.

Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie neteda intre doud varietati rie-
manniene. Pe fibratul tangent TN consideram structura riemanniana (VV, h),
unde V¥V este conexiunea Levi-Civita a lui h, iar pe ¢ 'T'N consideram
structura riemanniana indusa.

Fie X € C(TM); stim ca d¢(X) nu este, in general, un camp vectorial
pe N, dar dé(X) poate fi gandit ca o sectiune in ¢~ TN

(do(X))(p) = (p,dop(Xp)), Vpe M.

Daci p € M si (U;x%);=1,..m este o hartd locald pe M in p, iar (V;y*)az1. n
este o harta locala pe N in ¢(p), atunci

, 5} ; 0
A6(X) = X'6" 5 o s do = 6da’ © 6" 5 .

unde X = X? ai,i iar ¢ este reprezentata in cele doua harti prin y® =
X (zt, ... z™).
. . o _ —1
Conexiunea indusad de V& pe ¢~ 'TN,V? TN o vom renota cu V.

Avem

Propozitia 2.3.1. Pentru orice X,Y € C(TM)

V%do(Y) — Vidp(X) = do([X,Y])).
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Demonstratie. Vom demonstra relatia de mai sus folosind coordonatele
locale.

) 0
Vidg(y) = V5 (ww*aya)

;Y7 vy P 0

a gk 0 7
8:Cj¢i¢ Tyo‘—'_YX 0x'dzi " Dz

4 . o
+YZ¢$XJ¢§¢*VN% e
9y

= X

Deci

Viaoly) ~viae(x) = (055 - viS Yoo
92 0% 0

V'X) —— - XY ———— | ¢"
* ( oxt0x’ 6x18333> ¢ oy~

+ (m]w Nrga(qb);za — X'y g0l NP%(@(;ZU) :
Schimband indicii de sumare si tindnd cont ca "G, = "7 5, far [X, Y] =
X % —YJ %, obtinem relatia dorita. [J
Am viazut ci dp(X) € C(¢p~'TN). Cum d¢ : C(TM) — C(¢~'TN)
este C°°(M)-liniara rezulta ca d € C(T*M ® ¢~ 'TN). Mai departe, putem
defini derivata covariantd Vde¢ € C(®?*T*M ® ¢~ 1T N) prin

(Vdg)(X,Y) = (Vxdd)(Y) = Vidd(Y) — ds(VXY),
unde VM este conexiunea Levi-Civita a lui (M, g). Avem
Propozitia 2.3.2. Pentru orice X,Y € C(TM)

Vd(X,Y) = Vds(Y, X).
Demonstratie. intr—adevér,
Vdg(X,Y) = Vdg(Y, X) = Vidp(Y) - dp(VYY)
~Vidg(X) + dp(VH X)
= do([X,Y)) — dp(VXY — V! X)
= 0.0
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Datorits simetriei putem afirma ca Vdo¢ € C(0*T*M ® ¢~'TN).
Vom incheia acest paragraf prin introducerea notiunii de curbura.

Definitia 2.3.3. Fie (E, 7, M) un fibrat vectorial si V¥ o conexiune liniara.
Curbura conexiunii V¥ este data de operatorul

R:C(TM) x C(TM) x C(E) — C(E),
R(X,Y)o = ViVio - V{¥Vio — Vi yo

Se verifica ugor ca R este C°°(M )-liniara in fiecare argument si ca R(X,Y)o =
—R(Y, X)o. Prin urmare, curbura R poate fi priviti ca o sectiune in A?T* M ®
E* ® E. Local, daca consideram {\,} un camp de baze in E si {6,} campul

de baze duale, adica 0%()\,) = 6f}, atunci

g 0 o
R (axax) Aa = Raijho

si
‘ A 1 . .
R=Rl. .di' @ dx’ @ 0° @\, = 5Rb Azt A da? @09 @ Ny,

aij aij

Fie E; si E5 doua fibrate vectoriale inzestrate cu conexiunile liniare vE
si VP2, Pentru diversele conexiuni construite anterior se poate verifica usor
ca curbura este data de

i) curbura pentru fibratul suma directa Fy @ Ea

R(X,Y)(01 ® 09) = REV(X,Y)o, @ RP*(X,Y )0,
ii) curbura pentru fibratul Ey ® Eo
R(X,Y)(01 ® 02) = (R"(X,Y)o1) ® 02 + 01 ® (R™*(X,Y)02),
iii) curbura pentru fibratul dual E*
(R*(X,Y)0)(0) = —0(R"(X,Y)0),
(iv) curbura pentru fibratul indus ¢~ F

(R(X,Y)0)(p) = (p, RE,)(dép(X), dép(Y))o(p))-
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2.4. Operatori pe fibrate vectoriale

La fel ca in cazul fibratului tangent si pe un fibrat vectorial arbitrar se pot
introduce operatorii trace, diferentiala exterioara, codiferentiala exterioara
si operatorul Laplace.

Fie ¢ = (E,m, M) un fibrat vectorial si V¥ o conexiune liniara. Con-
siderim g o metricd riemanniand pe M si VM conexiunea ei Levi-Civita.
Daca o € C(E), definim Vo € C(T*M ® E) prin

(Vo)(X)=VEe € C(E).
Mai departe, definim V20 = V(Vo) € C(2%*T*M ® E) prin

(V20)(X,Y) = (Vx(V))(Y) = VX((Vo)(Y)) = (Vo) (VXY)

=vVEivie - vE

g.
vy

Pentru a simplifica notatia vom renunta la indici si scriem
(V?0)(X,Y) = VxVyo — Vy,yo,

subintelegand ce conexiuni sunt implicate.

Notiam ci Vo si V2o sunt operatori C°°(M)-liniari si deci intr-adevar ei
reprezinta sectiuni in fibratele mentionate.

La fel ca In cazul fibratului tangent, definim operatorul

trace V2 : C(E) — C(E), (trace VZo)(p) = i(VZJ)p(Xi,XZ-),
i=1

unde {X;}i=1,..m este o bazad ortonormata in 7,M. Operatorul trace \VER
C(E) — C(FE) este R-liniar dar nu C°°(M)-liniar si deci trace V2 nu este o
sectiune iIn £* ® F.

Propozitia 2.4.1. Daca (M, g) este o varietate riemanniand compacta, iar
(V,(,)) este o structurd riemannniand pe (E,m, M), atunci trace V? este

un operator simetric gi negativ definit in raport cu produsul scalar (,) dat
de

(): C(E) x C(E) =R, (0,p) = /M<a, $)Ts.
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Demonstratia se face la fel ca in cazul fibratului tangent.

Pentru a simplifica notatia, dat un fibrat vectorial (E,w, M), notam
A"(E) = C(A"T*M®E) spatiul tututor r-formelor pe M cu valori in fibratul
(E,m,M).

Definitia 2.4.1. Fie V¥ o conexiune liniara pe fibratul (E, 7, M). Ope-
ratorul diferentiala exterioard, sau diferentiala, este definit de d : A"(E) —

ATHE),

r+1

(da)(le B 7XT+1) = Z(_l)a+1v§i(U(X1> D, CTR 7XT+1))
a=1

+ Z(—l)a+b0([Xa, XbLle ey )?a, ce 75(:b7 cee 7Xr+1);

a<b
unde termenii de sub " sunt omisi.

Daca fibratul tangent T'M este inzestrat cu o conexiune fara torsiune,
de exemplu conexiunea Levi-Civita a unei metrici riemanniene, atunci

r+1
(do)(X1,. ., Xps1) = D _ (1) TH(Vx,0)(X1,..., Xa, ., Xpp1),

a=1

adicd d este antisimetrizarea lui V ce actioneaza pe fibratul A"T*M ® E.
Reamintim ca, daca p € A"(E), atunci

-
(Vxp)(X1,.... X)) = VR(p(X1, ... X)) = D p(Xy,... V¥ Xa, . X)),
a=1

conform regulii Leibniz.

Pornind de la definitia diferentialei putem demonstra

d’c =R Ao,
pentru o € A2(E). In particular, daci o € A°(E), atunci
R(X,Y)o = d*¢(X,Y).

Notam ca relatia d? = 0 care este fundamentald in cazul coomologiei de
Rham este valabila numai in cazul fibratelor plate, cum este cazul fibratului
trivial M x R.
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Definitia 2.4.2. Fie VF o conexiune liniara pe fibratul (E,7, M) si g
o metrica riemanniana pe M. Operatorul codiferentiala exterioard, sau
codiferentiala, este definit de § : A"(E) — A" 1(E),

m

(60)p(Y1,...,Yeq) = — Z(VXiU)(Xi,Yl, ey Xe1),

i=1

unde p € M iar {X;}i=1 . m este o bazd ortonormata in T,M.
In particular, dacd » = 1 atunci do = — trace Vo. Operatorii diferentiala
exterioara gi codiferentiala exterioara sunt legati prin

Propozitia 2.4.2. Dacd M este compactd, iar o € A"(E) si p € A7"Y(E),

atunct
| drov, = [ (o503,
M M

Definitia 2.4.3. Operatorul Laplace este definit de
A:A"(FE)— A"(E), A=dé+dd.

La fel ca in cazul fibratului trivial £ = M x R, cand M este compacta,
operatorul A este simetric i pozitiv definit. Mai mult, Ao = 0 (caz in care
o se numeste armonicd) daca gi numai daca do = do = 0.

Fie acum V¥ o conexiune liniara pe fibratul (E, 7, M) si g o metrica rie-
manniang pe M. Cu ajutorul conexiunilor V¥ i VM am definit conexiunea
V pe fibratul A"T*M ® E. Curbura ei este data de

(R(X,Y)O')(Xl,...7X7.) = RE(X7Y)(O-(X173XT))
> o(Xy,.. ., BM(X,Y)Xq, ..., Xy),
a=1
unde X,Y, X, € C(TM) iar 0 € A"(FE).

Definim acum operatorul S € C(Hom(A"T*M @ E,A"T*M ® E)) prin
S =0,dacar=0,si

(Sp0) (Y1, Ye) = > (=) HR(X:,Ya)o)(Xi, h, ., Ya, ., Vi),

i,a

daca r > 1, unde {X;}i=1 . m este o bazd ortonormata in T}, M.
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Teorema 2.4.1. (Formula lui Weitzenbéck.) Pentru o € A"(E) avem
i) Ao = —trace V2o + S(0),
ii) $Alo|? = (Ao, o) — |Vo|* = (S(0),0).
Daci o € A%(E), atunci
Ao = —trace Vdo = — trace Vo, fA]a|2 (Ao, o) — |Vo|?,
iar daci 0 € AY(E) avem
(A0)p(X) = —(trace V?0),(X) + Y RP(Xi, X)o(Xy)

%

—> o(RM(X;, X)X;)

S, = (Aa,a)p—\VU\Z—Z(RE(XZ-,X]-)J(XZ-),J(XJ»»
%)

— Z (Ricci(X;)), o(X5)),

unde {X;}i=1.m este o bazad ortonormata in T, M.
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VARIETATI COMPLEXE

3.1. Preliminarii algebrice

A) Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n. Notam V¢ =V & C
complexificatul lui V', unde produsul tensorial este considerat peste R. Un
element v € V¢ se scrie in mod unic sub forma

v=v+ =11 Q1+ 1 ®i.

V¢ este un spatiu vectorial real de dimensiune 2n. Intr-adevar, daca
{e1,...,en} este o0 baza in V atunci {eq,...,en,ie1,...,ie,} este o baza in
VC

V¢ se poate organiza si ca spatiu vectorial complex definind

v =ri(v) +ivg) = —va+iv) = 12 @1 4+v1 ®i

(am inmultit, formal, cu 7). Daca {ei,...,e,} este o baza in V peste R,
atunci {e1 =e1 ®1,...,e, =€, ® 1} este o baza in V¢ peste C.
Se verifica usor ca

Propozitia 3.1.1. Aplicatiile
V-V, vev=01, VoV v—w=0v1
sunt monomorfisme reale gi avem descompunerea, peste R,

Ve=V @iV.

85
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Pentru v = v1 4+ vy € V¢ definim conjugatul sau prin v = v; — vy € V€.
B) Consideram acum V un spatiu vectorial real de dimensiune n si J €
Hom (V,V) = End(V), astfel incat J? = —1 (J se numeste structurd com-
plezd pe V). Observam ca, in acest caz, n = 2m deoarece V admite o baza
de tipul {e1,...,em,J(e1),...,J(emn)}. Mai mult, V poate fi organizat si ca
spatiu vectorial complex, de dimensiune m, definind

iv=J(v).
Extindem operatorul J la V¢ prin
J(v1 +iva) = J(v1) + iJ (v2)

si notam extinsul tot cu J. Se vede ca J : V¢ — V¢ este un operator complex
(si real). Mai mult, relatia J? = —1 ramane valabila si pentru extins.
Fie A € C astfel incat J(v) = Av,v # 0. Atunci, aplicand J obtinem

J2(v) = J(w) = A (v) = A%

= —'1)7
deci A2 = —1, adica A = +i. Fie v = vy + ivy astfel incat J(vy + ivg) =
i(v1 + iv2). Rezultd imediat ca vy = —J(vy), deci v = v1 — iJ(v1). Analog,
v = v + vy satisface J(v) = —iv daca i numai dacd v = vy +iJ (vy).

Notam
VIO = (v eVve: Jw) =iv} = {v—iJ(v):v eV},
VOl —fweve: Jw) =—iv}={v+iJ(w):veV}

si avem descompunerea in suma directa peste C
Ve = VLO D VO,l

Desigur V1.0 = V0.1,
Ne reamintim acum ca V poate fi organizat si ca spatiu vectorial com-
plex. Se verifica usor ca aplicatia

V-V v e —id(v)
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este un izomorfism complex, iar aplicatia
V-V v v4id(v)

este un izomorfism complex-conjugat.
C) Fie V un spatiu vectorial complex de dimensiune m. Atunci V poate fi
gandit si ca spatiu vectorial real de dimensiune n = 2m. Intr-adevir, daci
{e1,...,em} este o baza in V peste C, atunci {eq,...,en,ie1,..., ey} este
o baza in V peste R.

Consideram operatorul J : V' — V definit prin

J(v) = iv.
Este clar ca J este un operator complex, deci si real, iar ca operator real are
matricea, relativ la baza {e1,...,em,i€1,...,im},
Om  —Inm
[ S c MQm(R)
J satisface relatia J? = —1.

D) Consideram C™ cu structura uzuala de spatiu vectorial complex
(2L 2™ 4 (wh . w™) = (2wt 2 ™),

si
(2., 2™) = (iz), ... i2™).

Consideram aplicatia liniara reald ¢ : C™ — R?™ definiti de
z= (2.2 = (@ +ayt, L a™ g™ - (2 ™y ™).
Sa observam acum ca
o(iz) = o((—y' +izt, ... —y™ +iz™)) = (=y',..., —y™ z, .. 2™

si atunci definim structura complexa J pe R?™ prin
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in raport cu baza canonici {e, ..., ez} din R*”. Prin urmare ¢(iz) =
J(¢(2)) i in acest mod am identificat spatiul complex C™ cu (R?™,.]).

E) Fie V7 i V4 doua spatii vectoriale complexe de dimensiune m;j i ma,
respectiv, gi consideram F' : Vi — V5 o aplicatie liniara complexa. Fie
{e1,. .. em,} st {fi,..., fmy} baze in V] si Vi, respectiv. Notam A = B +
iC' € Min,xm, (C) matricea lui F' in raport cu cele doud baze, adica F'(ey) =
ai, fi, unde aéc = bi, + icﬁc, iar bﬁc i ci, sunt reale.

Privim acum V;j si Vi ca spatii vectoriale reale, iar F' ca aplicatie liniara
reala. Consideram {ey,...,em €1, ... i€my } S {f 15+, frmoy 0f1s -y ifms}
baze in V] si Vs, respectiv, ca spatii vectoriale reale. Vrem sa gasim expresia
matricii lui F relativ la cele doua baze. Avem

F(e) = apf = (b}, + ich) fy = bj.fi + ciify

si
F(iey) = iF(ey) = —ckfy +ibk fi = =L fy + blif.

Prin urmare

F) Fie acum V; si V5 doua spatii vectoriale reale de dimensiune n; = 2m;
si ng = 2mg, respectiv. Consideram Ji si Jo doud structuri complexe pe
Vi si Vo. Fie F : Vi — V5 o aplicatie liniara reala gi presupunem ca
FoJy = JsoF. Vrem sa gasim forma matricii lui ' in raport cu bazele

{61, <o €myy Jl(el), ey Jl(eml)} §i {fl; ey fm2, JQ(fl), ceny Jg(me)} Avem
F(ex) = bj.fi + i Ja(f1)

si
F(Ji(ex)) = Ja(F(ex)) = bl J2(fi) — i fi-

Deci matricea lui F este
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Daca consideram Vj si Vo ca spatii vectoriale complexe, atunci si F' poate
fi gandita ca aplicatie liniard complexa, iar matricea ei relativ la bazele

{e1,. . em } si{fi,..., fmy} este A= B+ iC.

Presupunem c& mj; = msy. Avem

c B —iC

= det Adet A :rdet A(det A)
= | det A]?.
G) Fie V un spatiu vectorial real si notam cu V*, sau Vg, dualul sau, adica
Vg ={0:V — R, 0 este R-liniard}.

Se stie ca (VE)¢ = (V°)&. Un element din (V)7 este de forma 6 + iw, unde
0,w e Vg, iar

(0 + iw)(u+iv) = 0(u) — w(v) + i{0(v) + w(u)}.

Daca spatiul vectorial V admite o structura complexa J, atunci putem defini
J*:V* = V* prin

0— J0, (JO0)(u)=0(J(u), YueV.
Avem J*2 = —1.In continuare, vom nota J* tot cu J.
Propozitia 3.1.2. Avem descompunerea in sumda directd peste C
(V) =Vio®Vou,
unde Vig=1{0—1J(0):0 € V*} iar Vo1 ={0+1J(0) : 0 € V*}. Mai mult,
Vip={we (V)& w) =0,Yv e VO

st
Voi={we (V)& wv) =0,Yv e VIO
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H) Fie V un spatiu vectorial real inzestrat cu o structura complexa J. Nu-
mim produs scalar hermitian pe (V,J) un produs scalar g pe V' ce satisface

g(J(u),J(v)) = g(u,v), Vu,veV.

Notam ca, dat (V,J), intotdeauna putem construi un produs scalar hermi-

tian g astfel: consideram h un produs scalar arbitrar gi definim g(u,v) =

h(u,v) 4+ h(J(u), J(v)). Produsul scalar g astfel definit este hermitian.
Putem demonstra usor

Propozitia 3.1.3. Fie g un produs scalar hermitian pe (V,J). Atunci V
admite o baza ortonormata de tipul {e1,...,em,J(e1),...,J(em)}.

Consideram ¢ un produs scalar hermitian pe (V,J) si extindem J si g
la V¢ prin C-liniaritate gi C-biliniaritate, respectiv. Prin calcul direct se
verifica

Propozitia 3.1.4. Avem
i) g(J(u), J(v)) = g(u,v), oricare ar fi u,v € V°,

ii) g(u,v) = g(v,u), oricare ar fi u,v € V°,

iii) g(w,v) = g(u,v), oricare ar fi u,v € V°,
iv) g(u,u) > 0, oricare ar fi u € V\{0},
v) g(u,v) =0, oricare ar fi u,v € VY0, sau oricare ar fi u,v € VO
Definim o forma biliniara ® pe (V, J, g) prin
®(u,v) = g(u, J(v)), Yu,velV.

Se verifica ugor ca ®(u,v) = —®(v,u) si ®(J(u), J(v)) = ®(u,v). Extindem
apoi ® la V¢ prin C-biliniaritate.

Propozitia 3.1.5. ® este o formd de tip (1,1), si scriem ® € AV(V),
adicd ®(u,v) = 0, oricare ar fi u,v € VY0 sau oricare ar fi u,v € VO,
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Fie {v1,...,vn} o bazi in V10 peste C obtinuta astfel: daci {e1,...,emn,
J(e1),...,J(em)} este o baza a lui V peste R, consideram vy = e; —
iJ(e1),...,vm = em — iJ(em). Desigur, {v1,...,0y} este o baza in VO
Consideram si {0,...,0™} duala bazei {vi,...,v,}. Avem ca {0',...,0™}
este baza in V) o, iar {51, . ,5m} este baza in V{ .

Propozitia 3.1.6. Notam g,; = g(vi, ;) si @7 = ®(vg,v;). Avem
. . —
1) 9y = $19=2930" 00,
i) @, = —ig 51 ® = —ig 0" AT
Demonstratie. Pentru i) avem
911 = 9k, 1) = g(Ty,v8) = g(v1,T) = G-
Cum {0F © 07},<; U {0% © gj}k’j U {5k ©) 9j}k§j este 0 bazd in ©?V°¢ si
g(vg,vj) = 0 = g(vg, ), rezulta
g= 29/,69}€ 0.
ii) Deoarece {6% A7}, U{0F /\gj};w- U {gk /\?j}kq este 0 bazd in A2V¢
si ®(vg, v;) = 0= (g, V;), rezultd & = @,;6" /\@l, unde
(I)kf = ‘I)(’Uk,Ul) = g(Uk, J(@l)) = —ig(vk,@l)
=~
Deci @ = —igkzﬁk N =
Am vazut ci extensia lui g la V¢ nu definegte un produs scalar. Putem
totusi defini cu ajutorul lui g un produs scalar, notat ((,)), pe V10 astfel

(N VIOV =€, ((u,v) = g(u,).
Se verifica imediat ca

i) ((,)) este C-liniara in primul argument,

ii)) ({

iii) ((u,v)) = {{v, u)),
)

iv) ((u,u)) > 0, oricare ar fi u € V19\{0}.

,)) este C-liniara in al doilea argument,
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3.2. Varietati complexe

Reamintim ca o varietate topologica M de dimensiune n este un spatiu
topologic separat Hausdorff, admite o bazi numarabila a topologiei si este
local euclidian de dimensiune n.

Presupunem ca n = 2m si identificam R™ cu C™. O harta locald complexa
pe M este o pereche (U; ), unde U este deschisa in M, ¢(U) este deschis
in C™, iar ¢ : U — ¢(U) este homeomorfism.

Definitia 3.2.1. Doud harti locale complexe (Us; ) si (V1)) sunt compati-
bile dacd o o~ si o™ sunt olomorfe.

Notam (U; @) = (U; 21, ..., 2™) = (U;at+iyt, ... 2™ +iy™) si (Vi) =
(Viwl, . w™) = (Viut+idvl, . . u™+iv™). Functia popt: o(UNV) —
(U N'V) este olomorfa daca gi numai daca

uf =kt eyt ™)

si
L™yt y™)

sunt netede oricare ar i k = 1,...,m, si In plus sunt verificate conditiile
Cauchy-Riemann

auk_avk
ST = o7
g;fk 6%uk CVkI=1,....m.
o2l ~ oyl

1

Daca 1 o ¢~ este olomorfa, atunci

Reamintim urmatorul rezultat din teoria functiilor olomorfe.
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Teorema 3.2.1. Fie D deschisa in C™ gi F': D — C™ o aplicatie olomorfa
si injectivd. Atunci F(D) este deschisd in C™, iar F~' : F(D) — D este
olomorfa (spunem ca F : D — F(D) este biolomorfa).

Corolarul 3.2.1. Fie F' : U — V un homeomorfism, unde U si V sunt
deschise in C™. Dacd F este olomorfd, atunci si F~1 este olomorfd.

Notam ca rezultatul de mai sus nu este valabil in cazul real.
Putem afirma acum ca doud harti locale complexe (U;¢) si (V;4) sunt
compatibile daca 1) o ¢! (sau ! 0 1)) este olomorfa.

Definitia 3.2.2. O structura de varietate complexda de dimensiune m pe
o varietate topologica de dimensiune 2m este definita de un atlas A =
{(Uq; o) }acr de harti locale complexe ce satisface

i) {Uqa}aer formeaza o acoperire deschisa a lui M,

ii) oricare ar fi (Un;@aq) si (Ug; pg) doud harti locale din A cu
Uy NUg # 0, ele sunt compatibile,

iii) oricare ar fi (V';4) o harta locala complexad compatibild cu orice
(Ua; 0a) € A, ea apartine lui A.

Conditia iii) se numeste conditia de completitudine. La fel ca si in cazul
real se demonstreaza ca un atlas ce verifica i) si ii) se extinde in mod unic
la un atlas complet (ce verifica si iii)).

Rezulta imediat

Propozitia 3.2.1. Daca M este o varietate complexa de dimensiune m,
atunci ea este o varietate reald de dimensiune n = 2m si este orientabild.

In continuare vom prezenta cateva exemple de varietati complexe.

Exemplul 3.2.1. Fie D un deschis din C™. Atunci D se poate organiza ca
varietate complexa considerand atlasul A = {(D,1)}.

Exemplul 3.2.2. Fie M o submultime a lui C™ definita prin anularea
unui numéar de functii olomorfe care sunt functional independente, adica

M = T_Jrll{O} N...N f-1{0}, unde fry1,..., fm : C™ — C sunt olomorfe

si rangul matricei (gfﬁ (z)), peste C, este maxim, adicd m — r, oricare ar fi

z € M. Ca gi in cazul real, M se poate organiza ca varietate complexa de
dimensiune 7.
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Din Principiul de Maxim al Modulului, forma tare, rezulta ca in C™ nu
exista subvarietati complexe compacte.

Exemplul 3.2.3. Orice suprafata, adica orice varietate reala de dimensiune
2, orientabila, se poate organiza ca varietate complexa.

intr—adevér, fie M? o suprafati si considersm g o metrici riemanniana
pe M. Se stie ca exista coordonatele locale izoterme pe M astfel incat, In
aceste coordonate, g se exprima

g =N (da* +dy?),

unde A = A(z,y) > 0. Presupunem acum ca harta locala (U;z,y) este
pozitiv orientata si scriem dx A dy > 0. Introducem harta locala complexa
(U;2),z =z +iy. Avem

g=M2(d2? + dy?) = N}dz © dZ s d:v/\dyz%dz/\d?.

Pentru alte coordonate izoterme (V;u,v) pe M, UNV # 0, du A dv > 0,
introducem in mod analog harta locala complexa (V;w),w = u + iv. Pe
UNV avem w = w(z,Z) si vrem sa demonstram ca %—%’ = 0, adica w este

functie olomorfa de z. Avem

Ndz ©dz = pPdw e dw = p <zwdz—i—(?;vcf) (gfdwzz’dz)
- 2(%‘;(2’(& ©dz+ (gfngrgf?j) dz ® dz + ?ﬁ?"df@@)
_ 2 (gf?:dz?—i— (gfgfﬁ + ( Zf + gf )dz@cr>

Deci

(3.2.1) ({;Z)ZZ—O@?;—O sau ?;:—O.
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Dar
du N dv :;dem:;<?§d2+?§ﬁ> A (g?dz—kaafdz)
:;<E§;;2— ?;;)2>dz/\d§

si cum cele doua harti locale sunt pozitiv orientate, obtinem

2 2

P
o > 0.

dz

aiu
0z

Acum, tindnd cont de (3.2.1), rezulta % = 0, adicad w = w(z) este olomorfa.

Exemplul 3.2.4. Sfera S? = {(¢!,£2,¢3) € R? : |¢| = 1} se poate organiza
ca varietate complexa 1 dimensionala.

Intr-adevir, considersm A = {(Un; on), (Us; ¢s)} atlasul pe S? obtinut
cu proiectia stereografica. Reamintim

on(©) = (15 tog ) = @

1-6371-¢3
si
_ ¢! & _1 2
Definim coordonatele complexe z = x+iy si w = y' —iy? (la w am considerat
semnul 7 — 7 deoarece (Un;¢n) si (Us;ps) nu sunt la fel orientate). Se
verificd imediat ca ]
w=w(z)= 2

si deci este olomorfa.

Exemplul 3.2.5. Spatiul proiectiv complex m-dimensional P™(C), sau
multimea dreptelor complexe din C™*! care trec prin origine, se poate or-
ganiza ca varietate complexa de dimensiune m.
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Intr-adevir, pe C™+1\ {0} definim relatia de echivalents
& ~n< Jp e C\{0} astfel 1ncat & = pn.

Prin definitie P™(C) = (C™™\{0})/ ~. Notam cu 7 : C™*1\{0} — P™(C)
proiectia canonica. Pe P™(C) definim topologia factor, adica D este deschisa
in P™(C) daci contraimaginea sa 7 (D) este deschisa in C™1\{0}.

Se verifica faptul ca ” ~ 7 este o relatie deschisa, adica orice deschis D

din C™*+1\{0} are saturata [D] = Upec+ pD deschisa in Ccm™t\{0}.

Cum ” ~ 7 este deschisi gsi C™ 1\ {0} are o bazd numarabila a topologiei,
rezulta ca gi P™(C) are o baza numarabild a topologiei. P™(C) este separat
Hausdorff, deoarece graficul relatiei 7 ~ 7, adicd Graf ~, este inchis in
(C™HI{0}) x (C™H\{0}).

Constructia atlasului complex pe P™(C) se face astfel
Fie U, = {¢ € C™1\{0} : ¢* # 0}. Este clar ¢ Uy este deschisi in
C™ 1\ {0} si deci Uy, = 7(Uy) este deschisii in P™(C). Definim

g ek sm“)

op: Up — C™, o([€]) = (gk’”"gk”"" I

i este bijectie si
golzl(zl, o2 = (2 2R 2R L 2™

Se observa ca ¢y, : Uy, — C™ este un homeomorfism, iar A = {(Ug; i) : k =
1,...,m + 1} defineste un atlas complex.
Mai mult, P"™(C) este compacta si conexa.

3.3. Varietati aproape complexe

Notiunile pe care le-am introdus in partea de ” Preliminarii algebrice” vor fi
extinse in cadrul varietatilor.

Definitia 3.3.1. O warictate aproape complexd este o varietate reald M
inzestrata cu un camp tensorial J € C(T}(M)) cu proprietatea J? = —1.



3.3. Varietati aproape complexe 97

Deci, daca (M, J) este o varietate aproape complexa, atunci oricare ar
fi un punct p € M, J(p) este o structura complexa pe spatiul vectorial real
T,M.

Propozitia 3.3.1. Fie (M, J) o varietate aproape complexd. Atunci M este
de dimensiune para $i orientabild.

Demonstratie. Fie p € M un punct fixat arbitrar. La fel ca in partea de
”Preliminarii algebrice” putem considera in T, M o baza speciala de forma
{X1(p), ..., Xon(p), J(X1(p)), ..., J(Xm(p))} si deci M are dimensiunea n =
2m. Prelungim Xi(p),..., Xm(p) la X1,..., X, € C(TM). Fie (U;p) =
(U; 2!, ..., 2%™) o harts locald pe M, p € U. Cum determinantul matricei de
trecere de la {6%1, ce 896%} la {X1,..., Xm, J(X1),...,J (X))} este diferit
de zero in p, el va fi diferit de zero pe o vecinatate a lui p. Micsorand eventual
U putem presupune ca {X1(q), ..., Xm(q), J(X1(q)),...,

J(Xm(q))} este baza in T, M, oricare ar fi ¢ € U. Prin urmare, oricare ar fi
un punct p € M, existd U un deschis ce contine p si Xi,...,X,, € C(TU)
astfel incat {X1(q), ..., Xm(q), J(X1(q)),...,J(Xm(q))} este baza in T, M,
oricare ar fi ¢ € U.

Consideram (U; ¢) = (U; 2!, ..., 2%™) o harta locala astfel incat determi-
nantul matricei de trecere de la {%, ce 893%} la {X1,..., Xm, J(X1),...,
J(X.m)} sa fie pozitiv pe U. Analog, consideram (V;¢) = (V;yt, ..., 4%™)
harta locala astfel incat determinantul matricei de trecere de la {8%1, ceey
ay%} la {Y1,....Y,J(Y1),...,J(Y;,)} sd fie pozitiv pe V. Deoarece, pe
U NV, matricea de trecere de la baza {Xi,..., Xpn, J(X1),...,J(Xn)} la
baza {Y1,...,Yn, J(Y1),...,J(Yn)} este de forma

deci are determinantul strict pozitiv, va rezulta ca si matricea de trecere
de la {8%17 e (%Bzm} la {aiyl,...,ay%} are determinantul strict pozitiv.

Prin urmare putem construi un atlas A = {(Uy; ¢a)}acr pe M astfel incat
det D(pg o 1) (z) > 0, oricare ar i © € po(Uy N Up), si deci M este
orientabila.l]
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Propozitia 3.3.2. Orice varietate complexd este o varietate aproape com-
plexa.

Demonstratie. Fie M o varietate complexa de dimensiune m si fie p € M
un punct fixat arbitrar. Consideram (U;z!,...,2™) o harts locala complexa
pe M in p. Notam z*F = ¥ + iy* si definim Jp € Tll,p(M) prin

0 g . 0 0
(o) o * o) o

Evident Jg = —1. Definitia are caracter geometric, adica nu depinde de

harta complexa folosita. intr—adevér, fie (V;w!, e w™) o alta harta locala
complexa in p. Notam w¥ = u¥ + iv* i definim J, € Tll’p(M) prin

~ 0 0 L~ 0 0
Jp(awf):avk s Jp(avk):‘auk'

Din conditiile Cauchy-Riemann rezulta

SO g (oo oo
P\ ozk ) “P\oxkoul  Oxk ovl

out 9 ot 9 ot o out 9 0

= ool ool
0
:Jp(axk>-

Analog jp (8%’6) =Jp (%) si prin urmare jp = Jp. Lasand punctul p liber
obtinem J € C(T{(M)) si J? = —1.0

Definitia unei aplicatii olomorfe intre doua varietati complexe este ana-
loaga definitiei unei aplicatiei netede intre doua varietati reale.

afad T oy od oy

Definitia 3.3.2. Fie (M, J) si (M’,J’) doua varietati aproape complexe si
¢ : M — N o aplicatie netedd. Aplicatia ¢ se numeste aplicatie aproape
complexa daca

J odg(p) =dpo J(p), Vpe M.
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Propozitia 3.3.3. Fie M si M’ doud varietdti complexe. O aplicatie ¢ :
M — M’ este olomorfa dacd si numai dacd ea este aproape complexd in
raport cu structurile canonice J si J'.

Demonstratie. Fie (U;¢) = (U;z',...,2™) o harta locala complexa pe
M, 28 =2k 4 iy, si (Viep) = (Viw!, ..., w™) o hartd locals complexi pe
M’ w® = u® + w®. In aceste doua hirti ¢ este reprezentata de

@bOQZ)ogo*l:((j)l,...,gZ)m/), wa:gﬁa(zl,...,zm), a=1,...,m.

Presupunem ca ¢ este olomorfi. Atunci, scriind ¢* = ¢® + i¢”%, avem
indeplinite conditiile Cauchy-Riemann

aqb/a B a¢1/a 1 ad)l/a B _8(}5/&
ozk — Oyk S ™ oy

Prin urmare

8 ad)/a 6 a(z)//a 8
/ g _p
Jd¢ (8:10’“) J (éh"k duc T Dak va
B a(b/a 8 a¢//a B 8
Oxk ovx T Qak Oou®

_aé/la a 8¢la a _4 <8)

oYk ove + oyF dux Ayk

@)

Analog obtinem J’dgb(a%k ) = d¢(,](a%)) si deci J' o d¢ = d¢ o J. Implicatia

inversa se obtine in aceeasi maniera. [
Fie (M, J) o varietate aproape complexa gi p € M fixat arbitrar. Com-
plexificatul spatiului tangent 7}, M, Ty M, admite descompunerea

_ 71,0 0,1
T;M =T,"M&T1," M,
unde

T)°'M ={ZeT{M :J(Z)=iZ} ={X —iJ(X): X € T,M},
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iar To' M = Ty M. Local, T°U = T™°U & T%1U.

Fie {Z1,...,Zm} o bazd in C(T'PU). Atunci {Z1,...,Z} este o bazi
in C(T%!U). Consideram {#,...,0™} duala bazei {Z1,...,Zn,} si avem ca
{6',...,0™} este o bazi in AVOU, iar {@1, ...,0™} este o bazi in AOU.

Definitia 3.3.3. O forma exterioara locala pe o varietate aproape complexa
(M, J) este de tip (r, s), si scriem w € A™*U, daca

W= Y Wi 0 A AOT AT AL NG

i1<..<ip
1n<...<Js

unde Wiy . ip,j1.. s € COO(U; C)

Fie w € A™*U si vrem sa evaluim dw. Avem

do = Y {(dwiyiy joog) NOU AL AOT AT AL NG
£ iy i g (A7) AT A L AGEA AT AN NG
k
£ Wiy () NOEA NG NG AL AT AL NG,

l

Cum dwi, i, j,.j. € AYOU + AOLU, dfix € A20U + AVLU + A%2U i df' €
A?O0U + AYU + A%2U, obtinem ci

dw € AT 152 L AmstTL o ATHLsr o AT 2s— 1y

Teorema 3.3.1. Fie (M,J) o varietate aproape complexd. Atunci urmd-
toarele afirmatii sunt echivalente

i) daca Z,W € C(T*OU), atunci [Z,W] € C(T*U),

111

dAYOU € A?0U + AYU i dAU € AMIU + A%2U,

v

)

ii) daca Z,W € C(T%'U) atunci [Z, W] € C(T*1U),
)
)

dA™*U C ATT5sU + AT,
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v) N =0, unde N € C(Ty(M)) este definit de

N(X,Y) =[JX,JY]-J[JX,Y]-J[X,JY]-[X,Y], VX,Y € C(TM).

Demonstratie. Se vede usor ca conditia i) este echivalenta cu conditia ii)
deoarece Z € C(TU) & Z € C(T%U) si [Z, W] = [Z, W] (crosetul a fost
extins la T°M prin C-biliniaritate).

Demonstram "ii)=+ii)”. Fie § € AMOU si vrem s& ardtam ci df nu are
componenta in A%2U, adica df(Z, W) = 0, oricare ar i Z,W € C(T%'U).
Avem

d0(Z, W) = Z(O(W)) — W(0(Z)) — 6([Z, W]) = —6([Z, W]) = 0.

Considersm acum 0 € A%U. Rezult@ € AU si tocmai am vizut ca
df € A>°U + AY'U. Prin urmare df = df € AM'U + A%2U.

Pentru "iii)=ii)”, consideram Z, W € C(T%!U). Pentru a demonstra ci
(Z,W] € C(T*'U) vom arita ci 0([Z, W]) = 0, oricare ar fi § € AMOU. Fie
6 € AU, Cum df € AU + AU, dO(Z, W) = 0, adica 0([Z, W]) = 0.

Se vede usor ca conditia iii) este echivalenta cu conditia iv).

Demonstram acum ca ”i)<v)”. Mai intai se verifica ugor cd N este un
camp tensorial de tip (1,2) deoarece este o aplicatie C°°(M)-biliniara. Fie
Z=X—-iJXsiW=Y —iJY € C(T*°U).

[Z, W] =[X —iJX,Y —iJY]
= [X,Y] —i[X,JY] —i[JX,Y] - [JX, JY]
=[X,Y]-[JX,JY] —{[X,JY]+ [JX,Y]}.

Deci
(Z,W] e TYU < [X,Y] - [JX,JY]=—-J(X,JY]+[JX,Y])
< N =0.0
In mod analog se demonstreaza urmatorul rezultat

Teorema 3.3.2. Fie (M,J) si (M',J') doud varietati aproape complexe si
¢: M — M’ o aplicatie netedd. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente
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: y 1,0 , 1,0
i) daca Z € T, M, atunci doy(Z) € T¢(p)M’,

.. o 0,1 , 0,1
ii) daca Z € T, M, atunci doy(Z) € T¢(p)M’,
iii) daca w este de tip (r,s) atunci ¢p*w este tot de tip (r,s).
iv) ¢ este aproape complexa.
Fie (M, J) o varietate aproape complexa. Vrem sa stim in ce conditii J
este integrabild, adic pentru orice punct exista (U; ) = (U;at, ... 2™,y
.., y™) harta locala pe M astfel incat

0 0 . 0 0
JINazm =57 8 J\55)="55
ox dy oy Ox
In cazul in care J este integrabila, M se poate organiza ca varietate com-
plexa, zF = a¥ +iy*, iar % € AYOU. Acceptam fara demonstratie urmatorul

rezultat

Teorema 3.3.3. Fie (M,J) o varietate aproape complexda. Atunci J este
integrabila daca st numai daca N = 0.

Acest rezultat a fost demonstrat de Frohlicher pentru cazul in care M

este real analitica si de Newlander si Nirenberg in cazul in care M este
neteda.

3.4. Varietati kahleriene

Definitia 3.4.1. Fie (M, J) o varietate aproape complexa. O metrica rie-
manniana g pe M se numeste hermitiand daca

g(J(X),J(Y))=9(X,Y), VXY eC(TM).

In acest caz (M, J, g) se numeste varietate aproape hermitiand.
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Propozitia 3.4.1. Fie (M, J,g) o varietate aproape hermitiand. Atunci
oricare ar fi p € M exista un deschis U ce contine p si X1,...,X;m €
C(TU) astfel incat {X1(q), -, Xm(q), J(X1(q)), ..., J(Xm(q))} este o baza

ortonormata in T,M, oricare ar fi g € U.

Demonstratie. Fie U un deschis ce contine p si X; € C(TU) astfel
incat |Xi| = 1 (de exemplu, U este un domeniu de harta locala iar X; =
%A%D. Este clar ca, pe U, |J(X1)| = 1 ¢i X3 este ortogonal pe J(X).
Consideram acum fibratul ortogonal fibratului generat de X; si J(X7).
Micgorand eventual U, putem considera X5 o sectiune unitara in acest fi-
brat. Se verifica usor ca {X1(q), X2(q), J(X1(q)), J(X2(q))} este un sistem
ortonormat in T3 M, oricare ar fi ¢ € U. Continuand procedeul, dupa un
numar finit de pasi, obtinem rezultatul dorit. [J

Fie (M, J,g) o varietate aproape hermitianad. Daca N = 0, atunci
(M, J,g) se numeste hermitiand; daca d® = 0 (reamintim ca ®(X,Y) =
9(X,J(Y)), atunci (M, J, g) se numeste aproape kéihleriand; daca VJ = 0,
atunci (M, J, g) se numeste kdhleriand.

Vom prezenta fara demonstratii (ele sunt de natura algebrica) doua rezul-
tate.

Teorema 3.4.1. Fie (M, J,g) o varietate aproape hermitiand. Ea este
kdhleriand daca si numai daca N =0 g1 d® = 0.

Teorema 3.4.2. Fie (M, J,g) o varietate kihleriana. Avem
i) R(JX,JY)Z =R(X,Y)Z,
ii) Ricci(JX,JY) = Ricci(X,Y),
iii) Ricci(X,Y) = Jtrace{Z — J(R(X,J(Y))Z)}.
In coordonate locale, relatiile de mai sus se scriu
i/) RZainaJ;l') = RZU

ii') RapJiJ! = Rij

sast . 1 7k pl a
111) Ri] §Jl Rk‘za‘]]
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Fie (M, J, g) o varietate kdhleriana. Atunci (M, .J) se poate organiza ca
o varietate complexa. Fie (U;p) = (U;2%,...,2™) o harta locald complexa
pe M. Campurile {%}kzlywm formeazi o baza in C(TH0U), {%}k:17~-~’m
formeazi o bazd in C(T%1U), {dzk}kzl,m,m este o bazi in AU, {d?k}kzl,,..7m

este o baza in A%U, iar {dz!,... d2™,dz!, ..., dz™} este duala bazei {—631,
z
0 90 01
s B BTy s GE )

Din partea de ”Preliminarii algebrice” avem exprimarile in coordonate

complexe
o, 3k~ a=h 3k A gsh

g=2g7dz" ©dz" §i @ = —ig,zdz" Ndz",

o) o)
9 (ﬁ oz

Cum (M, J,g) este kéhleriana, d® trebuie sa se anuleze. Deci, facand
antisimetrizarea, obtinem

unde g,7 =

0 = d® = —id(g,zd=" N dz")

0 0
= i 9Ikh gl A ok A g ;khcfl/\dz A dzh

ol
= — Z gkhdz AdzF A dz" Z éqklhdz AdzF A dz"
<k >k o
+i Z g’fhd ANdzh A dZF i Z gkhdz Adzh A d
I<h I>h
. 99 99 ! k h
= —zZ(azl ok dz' Ndz" Ndz
1<k
0 0
4+ Z <g§h — gkl) dzt A dzP A d2F
I<h
_ 99 99m l k A i=h
= _2<8zl_6k dZ /\dZ /\dZ
i 89kﬁ agkl
- dzF A dZ A dz"
+2 < 53 o5h NdzZ" Ndz

Prin urmare d® = 0 daca si numai daca

99,7 _ % si 09,7 _ %
0z 0zk oz ozh”
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Putem formula acum

Propozitia 3.4.2. O varietate hermitiana (M, J, g) este kdhleriand daca si

numai dacd
O9xn _ 9 - Og9ix _ 99,1

02~ 9k ¥ Tod T o
Fie (M, J,g) o varietate kahleriand si V conexiunea Levi-Civita a lui
g. Extindem V la T°M prin C-biliniaritate gi vrem sa exprimam V in
coordonate locale complexe. Fie (U;p) = (U;2',...,2™) o harti locals
complexa pe M. Avem

Vafh ai;k = lhk% +F§Lk£7l,
¥ o = Tk + Ui
Y g5 = T +Thiger
Y g5 = Thig +Thigar

Cum VW = VW, oricare ar fi Z,W € C(T°M), rezultd

I _ il i _ Tl I _ 1l I _ Tl
e =Thp T =155 Tp=Ig, Lgp=1%.
Prin urmare sunt esentiale doar patru tipuri de coeficienti. Deoarece g, V si

[,] au fost extingi la T°M prin C-biliniaritate, avem

g 0 1 /09,5 0945 09,5
e — LG T J i\ _ 99kj
hki = 9 (Vai’h 92k Bz ) 2 ( a2k 9k ) Bzt

. . 99,5 7 7 . .. .
si deci I'l, = 8‘(1’“,5 ¢’', unde (¢7') este inversa matricei (g ﬂ). Mai departe,

; o 0
l — A R
Fasy = (V555875 ) =°

deci F%k =0,
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. l _
deci FhE =0,

7 o 0 1 /909 0g,= 1 /997 0g,%
P A R J hk — = Ik hk | _
g =9 (V aflz ozk’ 8zj> 2 ( ozh 929 ) 2 < ozh 929 ) 0

§i prin urmare FiLE = 0.

Consideram acum M o varietate complexa. Extindem operatorul di-
ferentiala exterioara d la complexificat, d : A™U — A™tLsU 4 A™STLU, jar
daca

1 A |
W = Wy g A A NN
atunci
1 Oow o | |
do = ———tkndide goh n gk n A dRR AdE A LA dE
T!S! 62
1 Ow o | |
+7Wd§h /\dzkl A A dzkr ANdEA A dEs
rls! oz

Scriem d = 0+ 0, unde 0 : A™*U — A"TLSU,

1 ow s ‘ .
Ow = ﬁWdzh/\dzkl AL N AdEA LA dE
plg! z

iar 0 : A™U — A™sHLU,

1 0 o . ,
w = — ZUkkedvds goh n gkt A A daR A dE A LA dF
rls! ozh
Cum 0 = d* = (0 +0)(0 + 9), obtinem §? = 0,52 =05i 90 = —90.
In cazul real avem Lema lui Poincaré care afirma ca o form4& inchisa este
local exacta. In cazul complex avem

Teorema 3.4.3. (Grothendick-Dolbeault.) Fiew € A" M astfel incdt
Ow = 0. Atunci, local, existd € A™*~1U ce satisface 00 = w.

Putem da acum urmatorul rezultat de caracterizare a varietatilor kahle-
riene

Teorema 3.4.4. O wvarietate hermitiana (M, J,g) este kdhleriand dacd i
numai dacd oricare ar fi p € M exista U deschis in M ce contine p gi exista
f € C®(U) functie neteda reald astfel incit ® = —90f.
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Demonstratie. Dacd ® = —90f atunci
dd = —i(d + 0)f = —id*Df +idd f =0

si deci (M, J, g) este kdhleriana.

Daca (M, J, g) este kihleriana atunci d® = 0 si din Lema lui Poincaré
rezultd, ca exista local w € A1 (U) astfel incat ® = dw. Trecem la complexi-
ficat si scriem w = 6 + ', unde § € AM°U si ' € A% U. Cum w = © rezulta
0 =0 si avem w = 6 + 0, unde § € AYOU. Prin urmare

O =dw=(0+0)(0+0) =00+ (00 + 90) + 0.

Dar ® este de tip (1,1) si deci 89 = 96 = 0. Din Teorema lui Gronthendick-
Dolbeault rezulta ca exista h € C*°(U;C) astfel incat 6 = Oh. Avem

® = 00 + 00 = 00h + 00h = 09(h — h) = 2i00h",
unde h = b/ +ih”. Notand f = —2h” demonstratia se incheie. [

In continuare vom prezenta trei exemple de varietati kahleriene.

Exemplul 3.4.1. Orice varietate riemannians (M?2, g) orientabild se poate
organiza ca varietate kdhleriana.

Intr-adevir, considerim (U; x,y) harta locala izoterma in raport cu care
g = A\}(dz? + dy?). Stim c& J definit prin

0 o . 0 0
Nax)=a5 5 7 (3) =

este bine definit si determina o structura aproape complexa integrabila. Se
verificd ugor ca g este hermitiana in raport cu J si deci (M, J,g) este o
varietate hermitiana. Cum d® este o 3-forma pe o varietate de dimensiune
2, ea trebuie sa fie nula. Prin urmare (M, J, g) este o varietate kéhleriana.

Exemplul 3.4.2. C™ cu metrica Euclidiana g = > ;" dz* ® dz* se poate
organiza ca varietate kédhleriana.
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intr—adevér, din

m
g=2g;d" ©dz =) dF ©dz*

k=1
rezulta »
@ = —iggd" NdF = —2 Y doF ndzE,
k
Riamane de demonstrat ca ® se poate scrie sub forma ® = —iddf, unde

f € C°(C™) este o functie reald. Consideram
1 k2 _ L2
ey =3 LI = 5

si se verifica ugor ca ® = —id0f.

Exemplul 3.4.3. Spatiul proiectiv complez P™(C) se poate organiza ca
varietate kahleriand.

Reamintim c& P™(C) = J"H! U,, unde U, = {[¢] : € € C1 € # 0}.
Pe domeniul U, definim coordonatele

NS £« EM\
2o = .. . = (2a)k=1,..a—1,a41,..,m+1-

garlieer ) ga
Pe U, definim functia reala strict pozitiva

m—+1
fallé) = lzal +1=| D 2hzh | +1.
k=1
k#a
Analog, pe Ug definim
fo=lzsl* +1.
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Vrem sa vedem legatura dintre f, si fg pe Uy N Ug. Avem

m+1 m+1 L £a€ €
k—=k _ .
ZZﬁZﬁ +1= Z éjgfﬁ** +zgzg—|—1
k=1
e KB
m+1
= 2573 Z 2z |+ 1257 +1

m—+1

= 2575 | > 2kEh 42070 | + 1)
KB

_ |2 -1 a2

= |z5"(fa — 1) +|23|

= |2§1* fa

nesumat dup# a. Dorim acum si comparam 99 f, si 90 fs. Avem

m+1
5]” _5( a—=o o 8(262’6)ko 8
B = zﬁzﬁfa)_ Z o7k fa+zﬁzﬁ fa
A

= faz3dzj + zgfgg four
iar
00fs = 250fa NdZ5 + fodz§ N dzZd + Z3dz§ N Ofa + 252500 fa.
Prin urmare nu putem avea 99fz = 99 f,. Totusi, relatia fz = ]zg‘|2 fo su-

gereaza sa consideram In f, in loc de f,, unde In este determinarea principala
a logaritmului. Pe U, N Uz avem

In fg =1In \zg‘|2 + In f,,

dln f = Qzdeﬁ—i—@lnfa——dzﬁ—i—alnfa,

“B

| «
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iar in final

901n f5 = 00 1n f..

In concluzie, desi In f, # In fg pe Uy, NUg, totusi 00In f, = Qg In f3 si prin
urmare avem ¢ o forma de tip (1, 1) global definita, ® = —iddn f,. Notam
ca In f, este o functie neteda reala.

Din ® = —i991In f, = —igys " dzF A dZ! vom determina (gkh) Va ramane
de demonstrat apoi ca

(97%) =" (¢2),

adica (¢g%-) este o matrice hermitiana, si (¢%-) este strict pozitiv definita,

0 Vkn kh
adica
uFg " >0, Yu=(u',...,u™) € C™\{0}.
Pentru comoditate, presupunem o = m + 1 si renotam (zl,...,2") cu
(z%,...,2™). Avem

m
fam s +1= 30k 41
k=1

si
dln f, = Z‘ |2+1
= w2 +1) = 2% k o ioh
00ln f, = dz' NdzZ" = g,7dz" N\ dzZ".
Salis s
Deci

o (1 + ’2‘2)5kh — zhzk _
9kn = 1+ |2]2)2 = Ink-
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Fie u = (u!,...,u™) € C™\{0}. Avem

(1 + |2 |ul?* - kz}zuk?kzhﬂh

o ut =
o ([P
_ (L Pl = (G, 2}z, )
(422
e )
) N (R

> 0.

Cu aceasta demonstratia se incheie.
Metrica introdusa pe P™(C) se numeste metrica Fubini-Study.[]






4

APLICATII ARMONICE

4.1. Definitia si prima formula variationala

Fie ¢ : (M™,g9) — (N", h) o aplicatie intre doud varietati riemanniene.
Am vazut ca diferentiala ei d¢ poate fi privitd ca o sectiune in fibratul
T*M ® ¢~ 'TN = Hom(TM, ¢ 'TN) si deci norma ei este data de

|do|2 = (do,de), =D (dpp(X:), dpp(Xi)) ()
=1

= () ()& (P)hap(6(p)),

unde {X;}i—1,..m este o baza ortonormata in 7, M. Norma |d¢|, se numeste
norma Hilbert-Schmidt a aplicatiei liniare d¢(p).

Propozitia 4.1.1. Avem |d¢|? = (g, $*h).
Demonstratie. Intr-adevir, ¢*h € C(®?T*M) este data de

(¢*h)p(Xu Y) = h¢(p) (d¢p(X)a d¢p(y)),

113
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iar din definitia metricii pe fibratul ®?7*M avem
(g,0%h)p = ng(Xi’Xj)(¢*h)p(Xi»Xj) = Z5ij(¢*h)p(Xz’a Xj) =
i\ 0.
= D _(6"h)(Xi, Xi) =
— |dg[2.0
Definitia 4.1.1. Densitatea de energie a aplicatiei ¢ este functia e(¢) =

$|d¢|?, iar energia lui ¢ este numarul E(¢) = [, e($) vg.

In definitia anterioars am presupus M compacti. Este clar ci F (¢) >0
si E(¢) = 0 daca si numai daca d¢ = 0, adica ¢ este constanta.
Consideram § = e?’g, p € C*°(M), o schimbare conforma a metricii g.

Propozitia 4.1.2. Avem E(&) = Ju em=2Pe($) Ty, unde b (M,q) —
(Nv h)v ¢ = (Z)

Prin urmare, dacd m = 2 atunci energia este un invariant conform, adica
E(¢) = E(¢).

Demonstratie. Din g;; = e*g;; obtinem e(¢) = e~ ??e(¢), iar

vy = Vdet Gd"z = \/det(e2G) d™x = Ve2rm det G d™x = e’Muy.

Prin urmare
PG = [ @)= [ e Dre(oys, 0

Definitia 4.1.2. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) se numeste armonicd daca
ea este un punct critic pentru functionala energiei

E:C®(M,N) — R, E(¢):/Me(¢)vg.

Altfel spus, ¢ este armonica daca pentru orice variatie {¢;}; a lui ¢ avem
#li_olE(e0)} =0.
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Cum in cazul in care varietatea de definitie este o suprafata, adica m = 2,
energia este un invariant conform, obtinem

Propozitia 4.1.3. Fie ¢ : (M2 g) — (N,h) si 5 : (M2%g = e*rg) —
(N,h), ¢ = ¢. Atunci d) este armonica daca si numai dacd ¢ este armonica.

Observatia 4.1.1. Daca {¢;}; este o variatie a lui ¢ atunci ei ii corespunde
campul variational V € C(¢~'TN) definit de

d

V(p) = dt

d

= (4 0

w(p)}) S (6(9).

t=0 t=0

Reciproc, daca V € C(¢'TN), atunci ¢;(p) = eXPg(p) tV(p) reprezinta o

variatie a lui ¢ avand V drept camp variational corespunzator.

Teorema 4.1.1. O aplicatie ¢ : (M,g) — (N, h) este armonica daca si
numai daca T(¢p) = trace Vdo se anuleazd.

Demonstratie. Fie {¢;}; o variatie a lui ¢, ¢pg = ¢, si definim & : Rx M —
N prin ®(t,p) = ¢i(p). Notam cu V campul variational corespunzator.
Energia lui ¢; este datd de E(¢;) = [, e(¢r) Uy, iar

e ]

Fie p € M fixat arbitrar si {X;}i—1,. m 0 baza geodezica in jurul lui p, adica
X; € C(TU), U deschisa ce contine p, (X;, X;) = 0;; pe U iar (Vx,X;)(p) =
0. Avem

d

dt

d

t:O{E(¢t)} =7

{e(¢r)} vy

t=0

t {Z<d¢t<xi>, d¢t<Xi>>p}

%

— % <§t>(t,p) {;<d¢(Xi),d©(Xi)>}

qu’ AP (X;), dP(X;)) (1 p)

7

Z <v‘1’ AP (i) +d® ([gt XD ,d<I>(X¢)>(tﬁp)'

7
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Deci

d

2| fe@®) =D (VL Vido(X)y
t=0

7

= D {X(V,do (X)) — (V. V, do(X0) -

Fie ¢ € M si {Y;}i=1,...m 0 baza ortonormata in T, M. Atunci

m

X(q) = Z<v, dp(Y:))qYi € T,M

este bine definit, adica nu depinde de baza ortonormata {Y;} folosita. Lasand
q € M liber obtinem X € C(T'M), iar

m

(divX)(p) = > Xi(V,dg(X,)).

i=1
Prin urmare

d

dt

{eld)(p)} = (divX)(p) - <v, Zv@z¢<xz-,xi>>

i=1

= (div X)(p) = (V, 7(¢))y-

t=0

Lasand punctul p liber gi integrand rezulta

d

dt

(B} = — / V.7 (6)) 7,

t=0 M

iar acum teorema rezulta imediat. OJ

Exprimarea in coordonate locale. Cu notatiile obignuite avem

. o 0
7(¢) = trace Vd¢ = g (Vdo) <6xi’ 8:53>
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iar
o) (g am) = (V) (53)
- vgu(i)-w (et
- e (85 ) 385 (o)

a%a , 0 99 0¢° (N O
~ Oxi0xd <¢ 8ya> T T o <¢ vay% aya>

ol 0
1k ¥ *_ 7
Higar ( ay@)

D% L0 N 005007\ ([, O
B <61’i833j 1y okt Vo dz’ afvj) <¢ 83/“) '

Prin urmare

02 D 99” 9p° 0
— U _ ki Npa -~ f—
T(¢) =9 <8xi3$j Pz] Oxk + F,@a ot 8551) < 8ya> .

Propozitia 4.1.4. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie netedd. Atunci ¢
este armonica dacd si numai dacd d¢ este o 1-formd armonicd.

Demonstratie. Mai intai sa observam ca dd¢ = 0. Intr-adevar,

(ddp)(X,Y) = (Vxdp)(Y) — (Vyde)(X) = (Vde)(X,Y) — (Vde)(Y, X)
= Vxdo(Y) — dp(VxY) — Vydg(X) + dp(Vy X)
= Vxdp(Y) — Vydop(X) — do([X,Y])
=0.

Acum, cum M este compacta, d¢ este o 1-forma armonica daca gi numai
daca dd¢ = 0, adica 7(¢) = —0d¢ = 0. O

Observatia 4.1.2. Notam ca relatia dd¢ = 0 este valabila si in situatia in
care M nu este compacta. Vd¢ se numeste a doua formd fundamentald a
aplicatiei ¢ si este simetrica.
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Exemplul 4.1.1. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie constanta, adica
¢(p) = q, oricare ar fi p € M. Atunci 7(¢) = 0.

Exemplul 4.1.2. O curba neteda ¢ : (—¢,2) — (N, h) este armonica daca
si numai daca ea este geodezica, adica

¢ + M,6°97 = 0.

Exemplul 4.1.3. Fie S! = {(cost,sint) : t € R}. Atunci ¢ : S! — (N, h)
este armonica daca si numai daca este geodezica.

Exemplul 4.1.4. Aplicatia identitate 1 : (M, g) — (M, g) este armonica.

Exemplul 4.1.5. Fie M o subvarietate a lui (N, h) si consideram g = ¢*h,
unde 2 : M — N este incluziunea canonica. Avem

Vdi(X,Y)=B(X,Y) s 7(i)=mH,

unde B este a doua forma fundamentala a subvarietatii M in N, iar H este
campul vectorial curbura medie. Prin urmare incluziunea ¢ este armonica
daca si numai daca M este o subvarietate minimala in (N, h).

Exemplul 4.1.6. Fie ¢ : (M,g) — R. Avem ca 7(¢) = —A¢ si deci ¢ este
aplicatie armonica daca si numai daca ea este functie armonica in sensul
clasic.

Propozitia 4.1.5. Fie (M, J,g) si (N, J, h) doud varietati hihleriene si fie
¢ : M — N o aplicatie olomorfa. Atunci ¢ : (M,g) — (N, h) este armonica.

Demonstratie. Consideram {X;,..., X,,, JX1,...,JX,,} un cAmp local
de repere ortonormate. Avem

Vix, do(J X)) = Vyx,Jdp(X;) = VJXJ<XM’3 (¢*52a>>

a o * T 9 _ . a o *~i
= Voxxten (o750 ) = e (0755 )
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HXP) Vo, (qs*i(f)

* a oz a
8
_ a a *7 a o N
= )(X{'97) <¢ g ) (Xi'og )Jvd¢(JX)@
= JVJX do(X;

= J(Vx,do(J )+df([JXz,Xz]))
= Vx,do(J(JX;)) + Jdo([J X, Xi])
= —Vx,do(X;) + Jdp([J Xi, Xi)).

Analog, obtinem
dop(Vix,JX;) =do(JVx, Xi) = do(J(Vx, JX; + [JXi, Xi]))
= —d¢(Vx, Xi) + Jd([T Xi, Xi]).
Deci
D {AVixdo(IXi) = dp(Vyx, TXi)} = = > {Vx,do(Xi) — do(Vx, Xi)}
=1 =
$i prin urmare
() = > {Vxdo(Xi) — do(Vx, Xi)}
=1
+ > {Vux,do(JXi) — dp(Vx, JXi)}

i=1
= 00

Prin calcul direct se obtine

Propozitia 4.1.6. Fie M, N si P trei varietafi riemanniene, ¢ € C*>°(M, N)
sip € C*°(N, P). Atunci avem

i) Vd(y o ¢) = dp(Vde) + (Vdy)(do, do),
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ii) (¢ o @) =dy(r(¢)) + trace(Vdy)(de-, dg-),
adicd
i) (Vd(1 0 ¢))p(X,Y) = dpg,) (Vdg)p(X,Y))
+(Vd) g(p) (dop(X), dop(Y)), VX, Y € T, M,
i) 7(¢ 0 @)p = dgp) (T(D)p) + 2201 (Vdih) () (debp(Xi), dp( X)),
unde {X;}iz1,..m este o baza ortonormata in T,M.

Definitia 4.1.3. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) se numeste total geodezica
daca forma a doua fundamentala Vd¢ se anuleaza.

Observatia 4.1.3. Compunerea a doua aplicatii total geodezice este o
aplicatie total geodezica, iar daca ¢ este armonica si i este total geodezica
atunci 9 o ¢ este armonica. Compunerea a doud aplicatii armonice nu este,
in general, armonica.

Propozitia 4.1.7. O aplicatie ¢ : (M, g) — (N, h) este total geodezica daca
st numat daca duce geodezicele lut M in geodezice ale lui N.

Demonstratie. Fie v : (—e,&) — M o curba neteda. Atunci

() =av (57 ) = 405 0(0)

poate fi privit si ca sectiune in v~'TM. Avem
o 0 i
) = (Vi) (557 ) = Vi
iar
(4.1.1) r(#on) = V. (667) = do(Vi4) + (VD) (3, 4).

Presupunem ca Vd¢ = 0. Atunci, din (4.1.1), daca v este geodezica rezulta
¢ o v geodezica.

Reciproc, fie p € M fixat arbitrar si X, € T,M. Consideram, v :
(—e,e) — M geodezica ce satisface v(0) = p si 4(0) = X,,. Din (4.1.1)
obtinem (Vd¢),(Xp, X,) = 0. Cum (Vdg), este simetrica rezulta (Vdeg), =
0. O



4.1. Definitia si prima formula variationala 121

Propozitia 4.1.8. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie total geodezica.
Atunci e(¢) este constantd.

Demonstratie. Din Vd¢ = 0 rezulta V xd¢ = 0, oricare ar fi X € C(T' M),
si atunci avem

Xe(9) = 5 X|dof = (Vxds, dg) =0,

adica e(¢) este constanta.l
Prezentam acum un rezultat obtinut anterior

Propozitia 4.1.9. Fie F : Rt S R si f restrictia lui F la sfera unitate
S™. Atunci

2

d

F(t.iC()),
t=1

pentru orice xg € S™.

Demonstratie. Notim cu 4 : S — R™*! incluziunea canonica si avem
f = F oz1. Deci

T(f)mo = dF:):o (T(i)xo) + trace(VdF)xo (di" dz)
= dFy,(—mxzo) + 7(F)zy — (VAF) (20, T0)-

Consideram geodezica y(t) = txg,t € (1 —e,1 4+ ¢). Desigur y(1) = z¢ si
(1) = xo. Prin urmare dFy,(zo) = xoF = %‘t:l (Fo~)(t), iar

Rm+1

(VaF)zy(z0.20) = HDGOF) — (V55 )F
=s6r =5 {g Fenn}
d? .
7 t:1(F°’Y)(t)-

Inlocuind obtinem concluzia dorita. [J

Corolarul 4.1.1. Dacd F : R™ — R este un polinom armonic si omogen
de grad r, atunci 7(f) = =Af = —r(m+r—1)f.
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Propozitia 4.1.10. Fie ® : M — R o imersie riemanniand astfel incat
AP = A\®, unde A\ # 0. Atunci

i) A >0,
i) (M) Cc S"(VF),

iii) ¢ : M — S" (/%) este o imersie riemanniand minimald, unde ¢(p) =
®(p), oricare ar fip € M.

Demonstratie. Punctul i) este evident.
Notam ca daca privim 7(®) ca o aplicatie vectoriala, adica 7(®) €
C>®(M,R™1), atunci

7(®) = —AD = (AP, ..., A",

Daca privim ® : M — R""! ca o sectiune in &~ 1TR"**! adici ®(p) €
Tq)(p)]R”H, atunci
7(®) = —A%d.

Intr-adevir, daci notdm z € C (TR™ 1), 2(p) = p € T,R™*! atunci sectiunea
® poate fi scrisa ca & = x o O, gi avem

n+1
(V?}@)p = Vl)}}(p)x o = v§¢p(X)x = d®p(X),
adicd V% ® = d®(X), oricare ar i X € C(TM). Apoi,
VEVE® = VEdd(X) = (Vd®)(Y, X) + d®(Vy X)
si deci —A%® = 7(®). Cum @ este imersie riemanniana rezults ca 7(®) este
ortogonal pe d®(X) = 0 si deci (A®®,d®(X)) = 0, adica (®,d®(X)) = 0,
oricare ar fi X € C(T'M). Acum
X(®,®) =2(Ved, &) = 2(dP(X),®) =0

si prin urmare |®| este constanta. Notam |®| = c.
Din formula lui Weitzenbock

%A%P — (A%, B) — [V
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obtinem 0 = A|®[% —m, adicd ¢ = (am tinut cont ca [V*®|? = [d®|? = m,
deoarece ¢ este imersie riemanniana).
ses . 2 . . n m n+1
Pentru punctul iii), scriem ® = 40 ¢, unde ¢ : S*(,/§) — R""! este
incluziunea canonica. Cum & este imersie riemanniana rezulta ca si ¢ este
imersie riemanniana, iar din

T(®) = —A® = di(7(p)) + trace(Vde)(dy-, dp-)
rezulta 7(p) = 0. O

Aplicatie. Printr-un calcul direct se poate verifica
1) Aplicatia

®:R? >R ®(x,y) = (cosx,sinz, cosy,siny),

determind o imersie riemanniani minimald ¢ : R? — S3(1/2) si o imersie
riemannians minimala @ : T? — S3(v/2), unde T? = R?/27Z x 277 este un
tor plat.

2) Aplicatia @ : S3(v/3) — R

1.2 .3\ _ Lx%?’ ixlx?) ixle 1 212 (22)2
Bt o, a%) = (Jeae®, ool St L - ),
S+ @2 =207

determind o imersie riemanniand minimala ¢ : S?(v/3) — S?* si o imersie
riemanniand minimald @ : P?(R) — S*, unde P%(R) = S?(v/3)/ £ 1 este
spatiul proiectiv real 2-dimensional.

Prezentam acum, fara demonstratie, urmatorul rezultat

Teorema 4.1.2. (Unica Prelungire.) Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie
armonicd. Dacd exista U deschisa in M astfel incat ¢y este constantd,
atunci ¢ este constanta pe intreaga varietate M.

Propozitia 4.1.11. Daca ¢ : (M,g) — (N, h) este o aplicatie armonica,

atunci

(4.1.2) trace V2d¢p = Z RN (do(X;), do-)de(X;) + do(Ricei(+))

i=1
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SAUGE = Vo = SRV (d6(X), d6(X;))do(Xs), do(X,)
(41.3) = D_{dé(Ricei(X;), dp(Xy),

unde {X;}i=1,..m este o bazd ortonormata.

Demonstratie. Rezultd din Formula lui Weitzenbdck pentru 1-forme cu
valori in fibratul indus ¢~ 'T'N.O

Propozitia 4.1.12. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie armonicd. Pre-
N
supunem ca M este compacta, Ricci > 0 dar Riem < 0. Avem

i) ¢ este total geodezica,

ii) daca exista p € M astfel incat Ricci(p) > 0, atunci ¢ este constantd,

N
iii) daca Riem < 0, atunci ¢ este constanta sau are rangul constant 1, caz
in care 1maginea ei este o geodezica inchisa.

Demonstratie. i) Integrand relatia 4.1.3 din Propozitia 4.1.11 obtinem

/Mrwq>|%g - /M?RN(dqb(Xj),d¢<Xi>>d¢<Xi>,d¢<Xj>>vg

- /M Z<d¢(Ricci(Xi)), dp(Xi)) Ug-

Deoarece membrul stang este pozitiv iar membrul drept este negativ, obtinem
ca ei sunt identic nuli si deci Vd¢ = 0.
Sau, din relatia (4.1.3) obtinem A|d$|? < 0 si cum M este compacta rezulta
ca |d¢| este constanta. Dar aceasta implica toti termenii din dreapta ai
egalitatii (4.1.3) sunt nuli, in particular Vd¢ = 0.

ii) Din ipoteza suplimentara Ricci(p) > 0 si din faptul ca

m

Z<d¢p(RiCCip(Xi))7d¢p<Xi)> =0

=1
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rezulta d¢, = 0. Cum |d¢| este constanta, obtinem |d¢| = 0, adica ¢ este
constanta.

N
iii) Din Riem < 0 si

> (RN (dp(X;), dp(X;))do(X;), dp(X;)) =0

/[:7j

rezulta ca rang d¢, = 0 sau rangd¢, = 1, oricare ar fi p € M. Daca exista
p € M astfel incat rang d¢, = 0, adica d¢, = 0, atunci d¢ = 0 pe M si
deci ¢ este constanta. In cazul in care rang d¢, = 1, oricare ar fi p € M,
imaginea ¢(M ) poate fi realizata, local, prin geodezice ale lui M. O

Teorema 4.1.3. (Ruh-Vilms.) Fie M™ o hipersuprafata orientabila a lui
R™L Atunci aplicatia Gauss asociatd este armonicd dacd si numai dacd
V+H =0, unde H este campul vectorial curburd medie.

Demonstratie. Vom incepe demonstratia prin a reaminti definitia aplicatiei
Gauss sferice. Cum M este orientabila, exista si este unica o sectiune uni-
tard in fibratul normal la M in R™* n € C(NM). Intr-adevar, daci
{X1(p), ..., X:n(p)} este o baza ortonormata pozitiv orientata in 7, M, atunci
{X1(p),..., Xm(p),n(p)} este o bazd ortonormatd si pozitiv orientatd in
TpRm‘H. Vom transla prin paralelism in R™*! vectorul normal 7(p) in ori-
ginea lui R™*+1. Se obtine astfel aplicatia Gauss sferici G : M — S™.

Deoarece T, M este "paralel” cu T (,)S™, vom identifica cele doua spatii
si atunci putem avea dG), : T,M — T, M. Mai mult,

de(Xp) = _Ap(Xp)7

unde A este operatorul Weingarten asociat subvarietatii M a lui R™+!. Intr-
adevar, fie v : (—e,e) = M,v(0) = p si 7(0) = X,,. Avem

d m+1
AG(Xy) = | (Gor} = V= Vi - 4(%,)
t=

= —Ap(Xp)

(|| = 1 implica V+n = 0).
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~ Notdm ¢ : M — R™ g j : " — R™! incluziunile canonice, iar
G=joG: M — R™1! Avem

(G) = 7p(G) + trace(Vdj) g (dG-, dG-)

=71,(G) — Z<de(Xi)7 de(Xi»G(p)é(p)

i=1

i=1
= 7,(G) = |A,*C(p),

deci

(4.1.4) 7(G) = 7,(G) + |4, > G (p).
Exprimiam acum 7,(G)
(VdG),(X,Y) = VSdG(Y) — dG(VxY) = VdG(Y) + Ay(VxY)
=v§ (YidG ( 8(;)) + A, (VxY)

= VS (YiA%,) + Ay (VxY)

= —(X(YIA))eq — YAV e + Ay (VxY)

= —(X(YAD))ea + Ap(VxY) = =V A(Y) + 4,(VxY)
= —VxA®Y) — By(X, A(Y)) + A, (VxY)

= —VxA(Y) + A, (VxY) = (By(X, A(Y)),G(p))G(p)

= —(VA)(X,Y) = (A(X), A(Y)),G(p),

unde {eq }a=1...ms1 este baza canonica din R™*!. Deci

(4.1.5) 7(G) = — trace(VA),(-,-) — |4, *G(p).
Inlocuind (4.1.4) in (4.1.3) obtinem

(4.1.6) 7(G) = — trace(VA), (-, ).
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Vom demonstra acum ca
(4.1.7) (VA)(X,Y), Z) = (VzB(X,Y),n).
intr-adevér,

(VA)X,Y),Z) =(VxA(Y) - A(VxY), Z)
= (VxA(Y), Z) = (A(VxY), Z)

= X(A(Y), Z) = (A(Y),Vx Z) = (A(VxY), Z)
= X(A(Y),Z) — (B(Y.VxZ),n) — (B(VxY, Z),n)
= X(B(Y,Z),n) — (B(Y,VxZ),n) — (B(VxY, Z),n)

VxB(Y,Z),n) —(B(Y,VxZ)+ B(VxY,Z),n)
(VxB)(Y,Z),n).

Folosind Ecuatiile lui Codazzi obtinem

{
{

(VA)X,Y), Z) = (VxB)(Y,Z),n) = (VxB)(Z,Y),n)
= ((VzB)(X.Y),n).

Acum, din (4.1.6) rezulta

(trace(VA)(-,-), Z) = <Z(VA)(XZ-,X,»),Z> = <§i:v§3(xi,xi),n>

)

= (mVzH,n),
iar (4.1.5) se rescrie sub forma

7p(G) = —trace(VA),(-,-) = — Z(traee(VA)p(-, ), Xi) X

—m(Vx, H,n)X;.

Daca 7(G) = 0, atunci <V}QH,7)> = 0, oricare ar fi ¢« = 1,...,m, adica
V+H =0 (am folosit faptul ca V}QH este paralel cu 7).
Reciproca este evidenta. [J
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Observatia 4.1.4. Teorema Ruh-Vilms este adevarata si pentru subva-
rietati ale Iui R™*! de codimensiune arbitrara.

Vom incheia aceasta sectiune prezentand celebrul rezultat de existenta
al aplicatiilor armonice dat de Eells si Sampson.

Teorema 4.1.4. (Eells-Sampson.) Fie (M,g) si (N,h) doua varietati
N
riemanniene compacte $i presupunem ca Riem < 0. Fie v : M — N o

aplicatie netedd arbitrara. Atunci existda ¢ : M — N o aplicafie netedd
astfel incat
i) ¢ este omotopa cu 1,

ii) ¢: (M,g) — (N,h) este armonicd,

iii) ¢ minimizeaza energia E in clasa sa de omotopie, adica dacda ¢ este
omotopa cu @, si deci st cu P, atunci

E(¢) < E(y).

Demonstratia acestui rezultat este complicata si nu o vom prezenta aici.
Vom da doar ideile principale.
Eells gi Sampson au considerat urmétoarea ecuatie neliniara a caldurii

(4.1.8) {%ﬁt =7(9)
o=

pentru o familie unu-paramatrici {¢;}r>o C C°°(M, N). In ipotezele teore-
mei ei au aratat ca

i) exista o unica solutie {¢;}+>0 a ecuatiei (4.1.8)
i) exista lim ¢y = ¢
t—o00

iii) ¢ € C°(M,N) si¢:(M,g) — (N,h) este armonica.
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Motivatia considerarii ecuatiei (4.1.8) este urmatoarea. Fie {1, }; o variatie
a lui ¢. Notand cu V' campul variational asociat lui {¢;} avem

d
4.1.9 —
(4.1.9) o

E() = — /M BV, () Ty = —(V, 7(1).

t=0

Dar % ‘ o B () = dEy(V), unde dEy, reprezinta diferentiala in ¢ a functiei
E definita pe C*°(M, N). Prin urmare (4.1.9) poate fi rescrisa sub forma

(4.1.10) dEy(V) = —(V,7(¢)), YV € C(y"'TN).
Dar aceasta implica
(4.1.11) (grad E)y = —7(¢), Vi € C°(M,N).

Pe de alta parte, pentru a deforma ) astfel incat sa-i scadem energia, con-
sideram o curba integrald in C*°(M, N) a lui — grad E.

intr—adevér, daca (M, g) este o varietate riemanniand, f o functie pe M
si y(t) o curba astfel incat 4(t) = —(grad f)(y(¢)), oricare ar fi ¢, atunci

91 o) =3(0)f = ~(rad NE0)S = ~|arad f25(1) <0

t
si deci t — (f o7)(t) este descrescatoare.
Notam curba integrala a lui — grad E prin ¢y € C*°(M, N). Deci

(4.1.12) % = —(grad E)y,
po =1

Dar din (4.1.11), observam ca (4.1.8) este echivalent cu (4.1.12). Aplicatia
limita ¢ realizeaza minimul lui F in clasa sa de omotopie.
In cazul in care M = S' avem

Teorema 4.1.5. Fie (N,h) o varietate riemanniana compacta. Atunci in
clasa de omotopie a oricarei curbe inchise exista o geodezicd inchisa care
realizeaza minimul energiei in acea clasa de omotopie.
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4.2. A doua formula variationala

Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie armonica si presupunem ca M este
compacta. Consideram o variatie neteda ¢s; : M — N a lui ¢ cu doi
parametri s si ¢, adica consideram aplicatia neteda

@IRXRXM—)N, q)($7t7p):¢s,t(p)v

cu ®(0,0,p) = ¢oo(p) = ¢(p), oricare ar fi p € M. Campurile vectoriale
variationale corespunzatoare acestei variatii, V' si W, sunt date de

d 0P 0 0
Vip) = Ts 70¢>s,0(p) = W(O,O,p)@(d)(p)) =d®gp <6s> € Ty N,
iar
d 0P* 0 0
W(p) = T ti()(bo,t(p) = W(O,O,p)@(qb(p)) = d®o,p (8t> € Ty N.

Desigur, V si W sunt sectiuni in fibratul ¢~!TN.

Privim acum energia E ca o functie pe ”varietatea” C°°(M, N) si vom
identifica T,,C*(M, N) cu C(¢~'TN). Hessiana lui E in punctul siu critic
¢ este definita de

82
(Hess E)g(V, W) = 5501

E(¢s,t)‘

(s,t)=(0,0)

Dorim sa gasim expresia lui (Hess E)4(V,W). Pentru aceasta consideram
{Xi}ti=1,..,m un camp local de repere ortonormate, adica X; € C(TU) si
(X, Xj) = 0i5 pe U, U fiind un deschis din M. Avem

1 1 [ &
BGu) =5 [ WouiP Ty =5 [ 30060030, doul(X0) T,
=1

_ % /Mzucp(x,),d@(&»vw
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9
ot

1 0
E@s) = = [ 2
t(¢,t) 2/ o

Notam

= Z <d‘1’(s,t,q> (;) : (d¢s,t)q(Xi)> X;(q).

Vectorul X (q) € T,M este bine definit, adica nu depinde de baza ortonor-
mata folosita. Lasand punctul ¢ liber se obtine X € C(T'M), iar

dvx = in<dq> ((,ft),d@(Xi>>
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Prin urmare
Bow) = [ {avxs 3 (a0 (57) 206 ) (x5 V)
_ Z <dq) (;) ,V}I’}id@(Xi)> }vg
- [ S (0 () e v
- > <dq> (gt) ,V§2id<b<Xi>> }vg
_ /M <ch> (;) 3V dd(X) —d@(vxixi>>>vg~

%

9
at

t

Derivam acum in raport cu s si obtinem

82
0s0t

E((z)s,t) =

70)

(=)

(s:t)=(

v‘%wb (;) D (VAR (X;) — d@(inXi))> Ty —

)

4D <§t> : Z VY (VX,dD(X:) - d<I>(inX¢))> g

V%d@ <§t> ,T((Z))> Ty

W, D V% do(VE,dP(X;) - d@(inXi>>> Tg

WD V% (V,dP(X;) - dfb(vxiXi))> V-

Vom evalua acum expresiile V%V%d@(Xi) s Vi@d@(vxi){i) in (s,t) =

Js
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(0,0). Avem

V% VE,de(X;) = V%V de(X;) + vf’g AP (X))
Os ds Dsrt

0
—, X; | do(X;
+1 ( 1X) dn(x)

(422) = vk (Vhae () vae([7x]))

0
+R (as’Xi) AP (X;)

= V%, V%.d® <§S> + RN <d<I> <§S) ,d(I)(Xi)> do(X;)
= VLYY + RN (V,do(X,))dg(X,),

iar

(4.2.3)
) )
VY de(Vy, X) = VY, x,dP (83) +do ([83 VXZ-Xi:|> = VouxV-

Inlocuind (4.2.2) si (4.2.3) in (4.2.1) obtinem

82
0s0t

E(¢s,t) =

(s,t)=(0,0)

_ _/ <W, STV V4V — RN (do(X,), V)do(X:) - v@x,xiv> 7,
M i i
= / (W, AV + trace RN (d¢-, V)d¢-) T,
M

= [ )z, = W),
M
unde
J:C(¢7'TN) — C(¢'TN), J(V)= AV + trace RN (d¢-, V)d - .

Din proprietétile laplaceanului A gi ale campului tensorial Riemann-Christoffel
asociat lui RY obtinem
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Propozitia 4.2.1. Operatorul J : C(¢~*TN) — C(¢p~'TN) este R-liniar,
eliptic si simetric, adica (J(V),W) = (J(W),V), oricare ar fi V,W €
C(¢p~'TN).

Operatorul J se numeste operatorul Jacobi asociat aplicatiei armonice ¢.
Definitia 4.2.1. Indezul unei aplicatii armonice ¢ : (M, g) — (N, h) este

index (¢) = sup{dim(F) : F C C(¢ 'TN)
si J este strict negativ definit pe F'}.

Notam ca J este strict negativ definit pe F' daca (J(V), V) < 0, oricare
arfiVeF V#DO.

Definitia 4.2.2. Nulitatea unei aplicatii armonice ¢ : (M, g) — (N, h) este

nullity(¢) = dim{V € C(¢"'TN): J(V) =0}
= dim{V € C(¢ 'TN) : (Hess E),(V,W) = 0,
YW € C(¢~'TN)}.
Notam ci {V € C(¢"'TN) : J(V) = 0} este un spatiu liniar. De
asemenea, daca J (V') = 0, atunci (Hess E)4(V, W) = (J(V), W) = 0, oricare

ar i W € C(¢~'TN) si reciproc, daci (Hess E),(V, W) = 0, oricare ar fi
W € C(¢~'TN), pentru W = J(V) obtinem J(V) = 0.

Definitia 4.2.3. O aplicatie armonica ¢ : (M, g) — (NN, h) se numeste slab
stabila daca index (¢) = 0, adica (Hess E)4(V,V) = (J(V),V) > 0, oricare
ar iV € C(¢~'TN). In caz contrar, ¢ se numeste instabild.

Deoarece J este un operator eliptic, simetric, iar M este compacta, spec-
trul lui J, notat Spec(J), este format dintr-o multime discreta, infinita, de
valori proprii, cu multiplicitati finite, si fara puncte de acumulare

M< o<...<Ah<... /.
Desigur, A este valoare proprie pentru J daca

Va={VeC(¢'TN): J(V)= AV} #0.
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V) se numeste spatiul propriu corespunzator valorii proprii A, iar dim V)
se numeste multiplicitatea valorii proprii A. Pentru o aplicatie armonica
¢:(M,g) — (N,h)

index (¢) = Y dim V3,

A<0
iar
nullity(¢) = dim V) = dim ker J.

Aplicatia ¢ este slab stabila daca A\; > 0, oricare ar fi i € N*.

N
Propozitia 4.2.2. Daca Riem < 0, atunci orice aplicatie armonicd ¢ :
(M, g) — (N, h) este slab stabila.

N
Demonstratie. Reamintim ca Riem < 0 inseamna

(RVN(X, Y)Y, X)=RN(X,Y,X,Y) <0, VX,Y€T,MsiVpec M.

Avem

(J(V),V) = /M<J(V), V)1, = /M<AV + trace RN (d¢-, V))dg-, V') Uy

- [ wvvvyn [ S RN (@60, V060, V)

- /M VP, - /M;RN<d¢<Xi>,v, d6(X:), V),
> 0.0

Interpretarea geometrica a nulitatii. Fie (M, g) si (IV, h) doua varietati
riemanniene compacte. Notam

har(M,N) ={¢p € C*°(M,N): ¢ : (M,g) — (N, h) armonica}.

Multimea har(M, N) nu este, in general, o varietate, dar vom considera,
formal, spatiul tangent la ea intr-un punct ¢

Tyshar(M, N) C T,0®°(M,N) = C(¢ 'TN)
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astfel: spunem ci un cAmp vectorial variational V € C(¢~'TN) apartine
lui Ty har(M, N) daca exista o familie unu-parametrica {¢,}, de aplicatii
armonice, adica {¢s}s C har(M,N), cu ¢9 = ¢ si V(p) = %‘5:0(158(1’)7

oricare ar fi p € M. In acest caz obtinem
Ty har(M,N) C ker(J)

si deci dim Ty har(M, N) < nullity(¢). Intr-adevir, fie V e Ty har(M, N).
Conform definitiei, V € C(¢~!TN) si exista {¢s}s C har(M, N) astfel incat
do=¢siV(p) = &

=0
fixat arbitrar, consideram {¢;}+ o variatie arbitrara a aplicatiei armonice
¢s = ¢s,0. Definim

¢s(p), oricare ar fi p € M. Pentru s € (—¢,¢)

d
Wi(p) = o ¢0,.(p), VYpe M.
t=0
Deoarece ¢, este armonica
d
1. E s - 0, \V/
i, (¢s.¢) s
si deci
0? d d
(Hess E)g(V, W) = E(¢st) = — ( E(Qf)s,t)) —0.
050t |(s.1)=(0.0) ds | \dt[,—g

Deoarece W € C(¢~'TN) este arbitrar obtinem ca J(V) = 0, adica V €
ker(J).
Exemplul 4.2.1. (Aplicatia constanta.) Fie ¢ : (M,g) — (N, h), ¢(p) =
q, oricare ar fi p € M. Presupunem M compacta. Desigur ¢ este armonica
si

C(¢p~'TN)={V:V(p) € T,N,Vp € M}.
Consideram {va}a=1..n 0 bazd in TN si definim V,, € C(¢~'T'N) prin
Va(p) = vq, oricare ar fi p € M. Atunci

C(¢~'TN) = {V =Y faVa:i fa € C®(M)Na=1,... n} .

a=1
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Calculim acum J(V). Avem
trace RY (do-, V)d¢p- = f: RN(dp(X;), V)de(X;) = 0,
i1
iar
VxV =Vx (Z fava> = A(Xfa)Va+ faVxVa}
= A(Xfa)Va + faViyxyYa)
= (X fa)Va,
unde Y, € C(TN) cuaYa(q) = vy; Vi = Y, 0 ¢. Rezulti

AV =) (Afa)Va

In concluzie J(V) = AV = S (Af,)V, si putem enunta

Propozitia 4.2.3. Fie ¢ : (M,g) — (N,h) o aplicatie constanta, ¢(p) = q,
oricare ar fi p € M. Presupunem cd M este compacta. Atunci

Spec(J) = n x Spec(M, g),

adica J are aceleasi valori proprii ca st laplaceanul A ce actioneazd asupra
i C*(M), iar dim VY = ndim V2.

Exemplul 4.2.2. (Aplicatia identitate.) Consideram ¢ =1 : (M,g) —
(M, g) aplicatia identitate. Ea este armonica si

CA7'TM) = C(TM).

Vom nota V = X, iar AV = — trace V2X. Avem si

trace R(d1-, X)d1- = Y R(X;, X)X, = — Ricci(X),

i=1
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deci J(X) = — trace V2X — Ricci(X). Reamintim formula
Ap(X) = —trace VX + Ricci(X).

Prin urmare

J(X) = Ap(X) —2Ricci(X).
Teorema 4.2.1. (Smith.) Fie S™ sfera euclidiand unitara, m > 2. Avem
i) daca m =2, atunci 1 este slab stabild gi nullity(1) = 6,

ii) daca m > 2, atunci index(1) = m + 1 gi nullity(1) = m(w;—l—l)'

Demonstratie. Pe S™ tensorul Ricci are expresia Ricci(X) = (m — 1)X,
oricare ar fi X € C(T'S™). Prin urmare A € Spec(J) daca si numai daca A+
2(m—1) € Spec(Ap). Din discutia anterioara asupra spectrului operatorului
Ap, particularizata la S™, obtinem

Spec(Ag) ={k(m+k—-1)}h>1U{2(m—-1),...}
={m,2(m+1),3(m+2),...} U{2(m—1),...}.
Cum
dimV,, =dim{f € C>*(S™): Af =mf}
= dim{grad f : Alg;ad grad f = megrad f}
=m+1

dim Vo(_q) = dim{X € C(TS™),divX =0: A§' X = 2(m — 1)X}
=dim{X € C(TS™) : X este Killing}
~ m(m+1)
5

obtinem concluziile teoremei. [
Mai general putem da



4.2. A doua formula variationala 139

Teorema 4.2.2. (Smith.) Fie (M, g) o varietate riemanniand compactd §i
prespunem cd Ricci = cg, unde ¢ este o constanta reald, adica (M, g) este o
varietate Einstein. Atunci
i) aplicatia identitate 1 : (M, g) — (M, g) este slab stabila daca si numai
daca prima valoare proprie nenula A1 a laplaceanului A ce actioneazd asupra
lui C*°(M) satisface
A1 > 2,

ii) avem
nullity(1) = dim{X € C(T'M) : Xeste Killing}
+dim{f € C®(M) : Af =2cf}.
Demonstratie. Este la fel ca in cazul sferei S™. O

Propozitia 4.2.4. Fie ¢ : S™ — S" incluziunea total geodezicd, m < n.
Avem

i) daca m = 3, atunci index(2) = n — 2 gi nullity(¢) = 3n,

ii) daca m > 2, atunci index (i) = n + 1 gi nullity(¢) = (m+1)(+_m)

Demonstratie. Operatorul Jacobi asociat incluziunii total geodezice % :
S™ — S™ are expresia

JHV) = AV + trace RS (di-, V)di-

=AW + i{<Xi, V)X — (X, Xy)V}
=1

=AW —mV + ) (X, V)X;, YV e[S,

=1

Presupunem S§™ = S™ x {(0,...,0)} si consideram descompunerea ortogo-
nal a lui 717"

1TSS = TS™ & NS™.
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Daca V = X € C(TS™), atunci

JHV) = JHX) = A'X —mX + > (X, X)X;
=1
= —trace S'V2X + (1 —m)X

= JHX) e O(TS™).
Daca V € C(NS™), atunci
JHV) = AWV —mV = ALV —mV € C(NS™).

Prin urmare J* invariaza C(TS™) si C(NS™) si atunci vom studia restrictiile
lui J* la cele doui subspatii.

Operatorul J', unde 1 : S™ — S™ este aplicatia identitate, a fost deja
studiat mai sus. Pentru cazul normal, notam ca

C(NS™) ={V = flempa+ ...+ f" Meppr: fH... f77™ e C®(S™)},
unde e;,42 = (0,...,0,1,0,...,0),...,ep+1 = (0,...,0,1). Avem
JHV) = AV -mV
= (Afl)em—i-Z +. (AT en s

n(femen + ot [ M)
= (Af' —mfHemia + .. (AT —mf e

Deci, indexul lui J? restrictionat la C(NS™) este n — m, iar nulitatea sa
este (n —m)(m + 1). Tinand cont de indexul si nulitatea Iui J*, obtinem
rezultatul dorit. Mai mult, spatiul care da indexul lui J* este

{(V=Fflemo+ ...+ " Mensr: f1,..., "™ sunt constante reale}
pentru m = 2, si

{X=gradf e C(TS™): fe C®(S™)siAf =mf}

S{V = flemaa+ ...+ " ™enur : fL, ..., f77™ sunt constante reale}
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pentru m > 2. Spatiul pe care se anuleazi J* este
{X=grad f e C(TS™): fe C®(S™)si Af =mf}
&{X € C(TS™) : X este Killing}
SV = flemao + ...+ P Menyr s fL o T € CF(S™) si
Af' =mfl AT =y
pentru m = 2, si
{X e C(TS™) : X este Killing}
SV = flemao + ...+ P ey fL o T € C°(S™) si
Af' =mfl AT = m

pentru m > 2. [J

Vom prezenta in continuare doua rezultate de instabilitate a aplicatiilor
armonice datorate lui Xin. Mai intai dam

Lema 4.2.1. Fie F : R™""! — R F(x) = (a,z), oricare ar fi x € R™T1
unde a € R™T! este un vector nenul fizat. Notam cu f restrictia lui F la
S™, f = Figm. Avem

i) Vxgrad f = —fX, oricare ar fi X € C(TS™),
i) Af =mf,
iii) trace V2 grad f = — grad f.

Demonstratie. i) Fie g € S™ si {X;}i=1,..m un camp local de repere
ortonormate pe S in jurul lui zg. Avem

m

+

1 oF m+41
(grad F') 4, w(xo)ea = Z 0o =
1 a=1

Q
Il

NE

(Xi(w0) F) X;(z0) + (zoF)z0

Il
N

= (grad f)ﬂco + f(xo).ro,
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unde {eq }a=1,. m+1 este baza canonica din R™+!. Prin urmare (grad [z =

a — f(xo)zo.
Pentru X € C(T'S™) si din expresia formei a doua fundamentale a lui
S™ in R™*! adica

Byo(X,Y) = —(X,Y)zg, VX,Y €T, S™,

aveim

V" grad f = Vy grad f — (X, grad f)z = Vx grad f — (X f)z
= V¥ (a— f2) = —(X )z - [X,
si deci Vx grad f = —fX.
ii) Avem
Af = —div(grad f) = —trace{X — Vxgrad f} =
= —trace{X — —fX} = —(—mf)
=mf.
iii) Din i) obtinem
trace V2 grad f = i{vxivxi grad f — Vv, x, grad f}
i=1

= Z{VX — (=fVx,Xi)}

m

Z (Xif)Xi — fVx,Xi + fVx, X}
=1

—- S
i=1
= —grad f.0J
Enuntam acum

Teorema 4.2.3. (Xin.) Fie ¢ : S™ — (N,h),m > 2, o aplicalie armonica
slab stabild. Atunci ¢ este constantd.
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Observatia 4.2.1. Putem reformula: orice aplicatie armonica ¢ : S™ —
(N, h),m > 2, neconstanta este instabila.

Demonstratie. Fie Z = grad f, unde f € C*(S™), f(x) = (a,x), oricare
ar fi z € S™, iar a € R™T! este un vector nenul fixat. Notam V = d¢(Z) €
C(¢~'TN), (d¢(Z))(p) = dop(Zp) € TpN, oricare ar fi p € S™. Vom calcula
J(V). Mai intai

AV = =) {Vx,Vx,V = Vy,.x,V}
=1

= =) {Vx,Vx,dd(Z) — Vv, x,d6(2)}

i=1

= > {Vx,(Vx,d$)(Z) + dp(Vx,Z)) — Vvy x,d0(Z)}

= =) Vx,(Vx,dd)(2) = > Vx(do(Vx, 2)+ > Vvy x,dd(Z)
=1 =1 =1

(Vx,d0)(Vx,2)- > (Vx,d$)(Vx,Z)

1 =1

(Vvy,x:d9)(Z) + > dp(Vyy x,7)

1 =1

Ms

= — Z(VXiVXidﬁﬁ)( ) —

=1

—> dp(Vx,Vx,Z) +
=1

Msﬁ

.
Il

(Vx,d¢)(Vx,Z) — do(trace V2Z).

INgE

= —(trace V2d¢)(Z) — 2

Il
—

it

Cum ¢ este o aplicatie armonica, rezulta ca d¢ este o 1-forma armonica, iar
din formula lui Weitzenbock obtinem

(trace V2do)(Z ZR X, Z)do(X;) + dop(Ricci(Z))
=1

= RN(d)(X,), dp(Z))dd(X;) + (m — 1)dé(Z)
=1

= trace RN (d¢-, V)do - +(m — 1)V.
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Inlocuind in expresia operatorului Jacobi .J (V') obtinem

J(V) = AV +trace RN (d¢-,V)de -
= —trace RV (d¢-,V)d¢- —(m — 1)V =2 (Vx,d¢)(Vx,2)
=1
—do(trace V2Z) + trace RN (d¢-, V)d¢ -

= —(m-1V+2f> (Vx,do)(X;) +V = (2—m)V + 2f7(¢)
=1
= 2-m)V.

Cum aplicatia ¢ este slab stabila:

(J(V),V) = /M<J<v>, V)5, > 0

~2-m [ VP,

Dar 2 —m < 0, deci rezultda V' = 0, adica d¢(Z) = 0. Vom demonstra
acum ca d¢(Z) = 0, oricare ar fi Z = grad f, f(x) = (a,x), implica d¢p = 0,
adica ¢ este aplicatia constanta. Intr-adevir, fie o € S™ fixat arbitrar si
{ai1,...,am} o baza ortonormata in T,,S™. Privim a1, ..., a, ca vectori in
R™*1 4i consideram Z; = grad f; = a; — fix € C(TS™),i =1,...,m. Avem

Zi(xo) = a; — fi(xo)zo = a; — (ai, xo)wo = a; € Ty, S™,

oricare ar fi i« = 1,...,m, deci {Z;(z0)}i=1,..m este o baza ortonormata
in T,,S™. Cum d¢(Z;) = 0 rezultd do,,(Z;) = 0,7 = 1,...,m, si deci
d¢r, = 0. Cum ¢ € S™ a fost fixat arbitrar rezulta d¢ = 0, ceea ce incheie
demonstratia. [

Teorema 4.2.4. (Xin.) Fie ¢ : (M,g) — S",n > 2, armonicd si pre-
supunem ca M este compacta. Daca ¢ este slab stabila atunci ¢ este con-
stantd.

Demonstratie. Fie Z = grad f, unde f € C*°(S"), f(x) = (a, z), oricare
ar fi x € S”, iar a € R""! este un vector nenul fixat. Fie V = Zo ¢ €
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C(¢~1TS™). Avem

J(V) = AV + trace RS (d¢-, V)d¢-

= AV + ) ((dp(Xi), V)dg(X;) — (dp(Xs), dp(X:))V)
=1

= AV —2e(¢)V + Z<d¢(Xz’), V)do(X;),

=1

JV).V) = /M<J<v>, V)7,

(AV, V) = 2e(9)|[V|* + Z(<d¢(X¢)7 V>)2} Ug

I
/| {va —20(@) V[ + D (A (X0), v>>2} T

Mai departe,

IVVI? =) (VX V.V, V) =D (VasxiZ Vasx)Z)

7

— Z(f 0 ¢)*(dp(X;), de(X;))

— 2(f 0 6)%(0),
V@R = |Z6@) = la— F(6@)o0)
= la]* + f2(¢(p)) — 2(a, ¢(p)) f(¢(p))
—laf? - P(6().

(J(V),V) = /M {2e(¢)(2f2 06 —[af’) + D _({do(X), v>)2} Ty
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Fie acum {aa}a:17._.7n+1 o baza ortonormati in R**!. Consideram
Zo = gradfoc = Qq — foex

si Vo = Z4 0 ¢. Deoarece ¢ este slab stabila avem

n+1
> ((Va).Va) = /M{2e<¢>2<2f§o¢> aa2>+Z<<d¢<Xi>,va>>2}vg

a=1 «
> 0.
Dar
n+1
Y (faed)p) =) (aa o)) =1o@PP =1, Y lad*=n+1,
a=1 « o

> (do(Xi),Va)) = Z((dcb(Xi),aa —(fa 0 ®)9))* =Y _({d$(Xi), aa))?

7,00 2,00

= > 1do(X)|” = 2e(¢)-
inlocuind, obtinem:

S0 Va) = [ {2602 —n—1) +2(0)}5, =22 1) [ e()3,
« M M

>0
si deci e(¢) = 0, adica ¢ este constanta. [

Propozitia 4.2.5. Fie ¢ : (M,g) — S™ o imersie riemanniand minimala.
Daca aplicatia identitate 1 : (M, g) — (M, g) este slab stabila, atunci

(J?(dp(X)),dp(X)) >0, VX € C(TM).



4.2. A doua formula variationala 147

Demonstratie. Considerim V = d¢(X) € C(¢~'TS"), unde X € C(TM).
Avem

J(dp(X)) = A(dp(X)) + trace RS" (dg-, dp(X))dg -
(4.2.4) = A(d¢(X))+Z{<d¢(Xi),d¢(X)>d¢(Xi)
=1

—(do(X;), dop(Xy))do(X)}
= A(do(X)) + (1 = m)de(X).

Vom evalua A(d¢(X)). Fie p € M fixat arbitrar si {X;}i=1
geodezica In jurul sau. Avem in p

(4.2.5) A(dp(X)) = —ivxivxiw()().
P
Mai intéi calculdm Vx,dé(X)
Vx,dp(X) = (Vx,do)(X) + dp(Vx, X) = (Vdo)(Xi, X) + dp(Vx, X),
deci
(4.2.6) Vx,Vx,dp(X) = Vx,(Vde)(Xi, X)) + V,dd(Vx, X).
Mai departe

Vx,(Vde)(Xi, X)) = Vx,((Vde)(X, X;))
= Vx,(Vxdo(X;) —dop(VxX;))
= Vx,Vxd¢(X;) — Vx,dd(VxX;)
= VxVx,do(Xi) + Vx, x1dd(X;)
+R(X;, X)do(X;)
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—(Vdo)(X;, VxX;) —do(Vx,VxX;)

= VxVx,do(Xi) + Vix, x1do(X;) + R(X;, X)do(X;) —
—dd(VxVx, Xi + Vix, x1Xi + R(X;, X) X;)

= VxVx,dé(Xi) + Vix, x1dd(Xi) + R(X;, X)dp(X;)
+(Vde)(X, Vx, Xi) — Vxdod(Vx, X;)
—do(Vix, x1Xi) — dp(R(Xi, X) X;)

= Vx(Vx,do(X;) — dp(Vx, X)) + (Vdo)([Xi, X], X;)
+R(X;, X)do(X;) — dp(R(Xi, X)Xi)

= Vx((Vde)(Xi, Xi)) + (Vde)([Xi, X], Xi)
+R(X;, X)dop(X;) — do(R(X;, X) Xi).

Dar
Y R(X:, X)do(X;) = R (dp(X:), dp(X))dp(X;) =
=1 i=1
= (1 —m)do(X),

iar

> " dg(R(Xi, X)X;) = —dg(Ricei(X)).
=1

Inlocuind obtinem

Y Vx(Vdg)(Xi, X)) = Vxr(d)+ Y _(Vde)([Xi, X, Xi) +
i=1 =1
(4.2.7) +(1 —m)dp(X) + do(Ricci(X)).

Al doilea membru al termenului din dreapta din egalitatea (4.2.6) se exprima
astfel

Y Vxdd(Vx,X) = Y {(Vdg)(Xi, Vx, X) +dd(Vx, Vx, X)}
=1 1=1
(4.2.8) = d¢(traceV2X)—|—§:(Vd¢>)(X,~,VXiX).

=1
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Din (4.2.5), (4.2.6), (4.2.7) si (4.2.8) obtinem
Aldp(X)) = — <Z(Vd¢)([Xi,XLXi) + (1 =m)dp(X) + d¢(Ricci(X)>
i=1

—dg(trace V’X) = > (Vdg)(X;, Vx, X).

i=1
Cum, in p, [X;, X] =Vx, X —VxX; =Vyx,X,

A(dp(X)) = -2 i(quﬁ) (Vx, X, X;)+dp((m—1) X —Ricci(X)—trace VZX).
i=1

Inlocuind in (4.2.4) obtinem
J?(dp(X)) = —2trace(Vde)(V.X, ) + do(— trace VX — Ricci(X))
si deci
(J?(dp(X)),dp(X)) = (—trace V2X — Ricci(X), X)
= (JH(X), X).

Cu aceasta demonstratia se incheie. [J

4.2.1 Stabilitatea aplicatiilor olomorfe

In cele ce urmeaza vom prezenta, fara demonstratie, un rezultat al lui Lich-
nerowicz.

Teorema 4.2.5. Fie (M, J, g) si (N, J, h) doud varietati kahleriene com-
pacte st ¢ : M — N o aplicatie olomorfa. Avem

i) aplicatia olomorfa ¢ minimizeazd energia E in clasa sa de omotopie,

ii) daca {¢:}+ este o variatie a lui ¢ prin aplicalis armonice atunci ¢y este
olomorfa oricare ar fi t.

O varianta a rezultatului de mai sus este
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Teorema 4.2.6. Fie (M, J,g) si (N, j, h) doud varietati kdhleriene com-
pacte st ¢ : M — N o aplicatie olomorfa. Atunci

1

/ (J(V), V)5, = 2/ (DV,DV)w,, YV € C(¢ 'TN),
M M

unde J® este operatorul Jacobi asociat lui ¢, iar DV € C(T*M ® <;5_1T]\f)
este definit prin DV (X) = V;xV — JVxV, oricare ar fi X € C(TM). In

particular avem
i) ¢ este slab stabila,
i) ker(J?) ={V € C(¢~'TN): DV = 0}.

Definitia 4.2.4. O sectiune V € C(¢~'T'N) ce satisface DV = 0 se numeste
camp vectorial analitic in lungul lui ¢.

Totalitatea campurilor vectoriale analitice in lungul lui ¢ o notam cu
w(¢~ITN). Avem un mod alternativ de a prezenta w(¢~'TN). Mai intai
reamintim ca

Definitia 4.2.5. Fie F si M varietati diferentiabile reale gsiw: F — M o
aplicatie neteda surjectiva. £ = (F, m, M) se numeste fibrat vectorial complex
daca sunt satisficute conditiile

i) oricare ar fi p € M, 7 !(p) admite o structurd de spatiu vectorial
complex de dimensiune r,

ii) oricare ar fi p € M, existd U deschisa in M,p € U, si exista h :
U x C" — 7~ Y(U) un difeomorfism astfel incat m(h(q,w)) = g, oricare
ar fi (q,w) € U x C" si

he:C =77 q), hy(w) = h(g,w)
este un izomorfism complex.

Daca, in plus, E si M sunt varietati complexe, 7 : E — M este olomorfa,
iar h: U x C" — 77 1(U) este de asemenea olomorfi, atunci E se numeste
fibrat vectorial olomorf.
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Definitia 4.2.6. O sectiune neteda o intr-un fibrat vectorial olomorf & =
(E, 7, M) se numeste olomorfa daci o : M — FE este o aplicatie olomorfa.

Totalitatea sectiunilor olomorfe intr-un fibrat vectorial olomorf £ o notam
cu QO(E).

Pentru a obtine un exemplu de fibrat vectorial complex, consideram
(M, J) o varietate aproape complexs. Atunci TH0M = Up TZ}’OM este un
fibrat vectorial complex. Daca M este o varietate complexi, atunci T19M
este un fibrat vectorial olomorf, numit fibratul tangent olomorf. Presupunem
cd M este o varietate complexa si (U;z,...,2™) este o harta locala com-
plexa pe M. Atunci {%, R 82%} este un camp local de baze in T10M,
iar campul vectorial

Z=Y fis5 feC*U:0),
i=1

este olomorf daca f' = fi(z!,...,2™) este functie olomorfa, oricare ar fi
1=1,...,m.

Fie ¢ : M — N o aplicatie olomorfa intre doua varietati complexe. Daca
E este un fibrat vectorial olomorf peste N, atunci fibratul indus ¢ ' E este un
fibrat vectorial olomorf peste M. In particular, fibratul indus al fibratului
tangent olomorf TTYN prin ¢ este un fibrat vectorial olomorf peste M.
Totalitatea sectiunilor olomorfe in ¢~ *T*°N o notam cu Q°(¢~1TTON), iar
o astfel de sectiune o numim camp vectorial olomorf in lungul lui ¢.

Dam fara demonstratie

Propozitia 4.2.6. Fie (M, J,g) si (N, J, h) doua varietati kdahleriene gi
fie ¢ : M — N o aplicatie olomorfd. Atunci w(¢~*TN) este izomorf cu
Q0(p~'TYON), iar corespondenta este datd de

1 ~
Vi V= o (V—idV).

Corolarul 4.2.1. Fie (M, J,g) si (N, J, h) doud varietati kihleriene gi ¢ :
M — N olomorfa. Atunci

ker J¢ = w(¢p 'TN) = Q¢ TON).
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Corolarul 4.2.2. Aplicatia identitate a unei varietali kdhleriene compacte
1:(M,J,g) — (M, J,g) este slab stabild si

ker J1 = QO(M),

unde QO (M) reprezintd spatiul tuturor campurilor vectoriale olomorfe pe M.

4.3. Submersii riemanniene armonice

Fie (M,g) si (N, h) doua varietati riemanniene gi 7 : M — N o submersie
surjectiva, adica pentru orice p € M aplicatia liniara tangenta dmp, : T,M —
T (p) N este un epimorfism. In acest caz, fibratul tangent T'M se descompune
in mod canonic sub forma

(4.3.1) T™ =T"M e T" M,

unde TV M = UpeM T;/M, T;YM = ker dm,, iar TfM este complementul
ortogonal al lui T;Y M in T,,M in raport cu produsul scalar g(p).

Definitia 4.3.1. Spunem ca © : (M,g) — (IN,h) este o submersie rie-
manniand daca, pentru orice p € M, restrictia dn(p) : T, ;{ M — Trp)N este
0 izometrie.

Fie 7w : (M, g) — (N, h) o submersie riemanniana. Un camp vectorial X
pe M se numeste bazic daca X este orizontal, adica X (p) € T;I M, oricare
ar fi p e M, si existd X, € C(T'N) astfel incat dm, X (p) = X.(7(p)), pentru
orice p € M.

Fie X, un camp vectorial pe N. Cum 7 : (M,g) — (N, h) este o sub-
mersie riemanniand, in orice punct p € M existd un unic vector X (p) €
TfM astfel incat dm(p)X(p) = X«(7(p)). Lasand punctul p liber obtinem
X € C(TM). Campul vectorial X se numeste liftul orizontal al lui X, si
se noteazi XM . Aplicatia X, — X realizeaza o bijectie de la multimea
campurilor vectoriale pe N la multimea campurilor vectoriale bazice pe M.

Pentru un camp vectorial X € C(TM) arbitrar, tinand cont de (4.3.1),
avem descompunerea

(4.3.2) X =Xy + X,
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unde Xy € C(TV M) si Xy € C(THM).
Printr-un calcul direct se obtine urmatoarea propozitie

Propozitia 4.3.1. Daca X,Y € C(T'M) sunt bazice, atunci
1) 9(X,Y) = h(X,,Ys)om,
i) [X, Y]y = [X., Y7,
i) (VY = (VYY)
unde X = XH siy =YH.

Forma a doua fundamentala a unei submersii riemenniene are urméatoare-
le proprietati

Propozitia 4.3.2. Fie 7 : (M,g) — (N,h) o submersie riemanniand.
Atunci

1) Vdnru iy =0,

ii) Vdmpv vy = 0 dacd si numai dacd fibrele sunt subvarietati total
geodezice,

iil) Vdmpopxpvy = 0 dacd si numai daca distributia orizontala THM
este integrabild.

Demonstratie. Reamintim ca daca ¢ : (M, g) — (N,h) este o aplicatie
neteda arbitrara, iar X,Y € C(T'M) sunt ¢-corelate cu X,Y € C(TN),
adica dop, X (p) = X(¢(p)) si dppY (p) = Y (¢(p)), oricare ar fi p € M, atunci

(Vdp)(X,Y) = (VI ) 40) — dp(VxY).

Pentru a demonstra i), consideram X,,Y, € TI;H M i le extindem la
campuri vectoriale bazice pe tot M (o modalitate de a realiza acest lucru este
urmatoarea: consideram vectorul X, ) = dmp Xy € Ty ) N si-l extindem la
un camp vectorial X, definit pe N; apoi consideraim X = X care este un
camp vectorial bazic pe M ce prelungeste X,). Tinand cont de propozitia

anterioara obtinem
(Vdm)p(Xp, Yp) = ((Vdm)(X,Y))p = (VX Y)n(p) — dmp(VxY)
0.
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ii) Fie p € M fixat arbitrar si notdm cu i, : 7~ 1(7(p)) — M incluziunea
canonic a fibrei prin p. Fibra 7—!(7(p)) este o subvarietate a lui M si pe ea
consideram metrica indusa. Cum 7 o %, este o aplicatie constanta, obtinem

0 = Vd(m o ip) = dn(Vdiy,) + (Vdr)(diy, diy)
si deci, pentru ¢ € 71 (w(p)) si Xy, Yy € TY M = TywH(m(p)), avem
(Vdm)q(Xy,Yy) = —dmg((Vdiy)g(Xq, Yy)).
Dar (Vdip)y(Xy,Yy) € TFM gi prin urmare (Vdr)q(X,,Y,) = 0 daci si
numai daca (Vdip)q(Xq,Yy) = 0.

Pentru a demonstra iii), consideram mai intai X,Y,Z € C(TM) arbi-
trare. Cum Xy este w-corelat cu 0, avem

(Vdm)p(Xv, Yu) = (Vdr)p(Yu, Xv)
= Vi, (Vo9 — (Vv Xv)
= —dmp(Vy, Xv) = —dm,(Vy, Xv ) ).
Dar
(VyuXv)a,Z) =((VyyXv)a, Zn) = (Vv Xv, Zn)
= —(Xv, Vv, Zy) = —(Xv, (Vyy Zu)v)
=—(X,(Vy, Zu)v).

Prin urmare (Vy, Xv)g = 0, oricare ar fi X,Y € C(T'M) daca si numai
daca (Vy, Zpg)v =0 oricare ar i Y, Z € C(TM).

Presupunem acum ca Vdmpv yrrmp = 0. Atunci (Vy, Xv)g = 0, ori-
care ar i X,Y € C(TM) si deci (Vx,Yn)y = 0, oricare ar i XY €
C(TM). Prin urmare

(Xu,Yuly = (Vx, Yo — Vy, Xu)y =0

oricare ar fi X,Y € C(TM) si deci distributia orizontala este integra-
bila. Reciproc, presupunem ca distributia orizontala este integrabila, adica
[ X, Yr]y =0, oricare ar fi X,Y € C(T'M). Din formula lui O'Neill

1
VXHYH = (VXHYH)H + i[XH7YH]V7 VX,Y € C(TM),
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rezultd Vx, Yy = (Vx, Y ), adica (Vx,Yy)vy = 0, oricare ar fi X,Y €
C(TM), si deci Vdmpv ppnp = 0. O

Fie 7 : (M™,g) — (N™,h) o submersie riemanniana si p € M fixat
arbitrar. In T, M putem considera o baza ortonormata {X;}i—1,  m astfel
incat {Xa}ta=1..n este o baza in TpHM, iar {X,}a=n+1,...m este o baza in
T;YM~ Vom spune ca {X;}i—1, . m este o bazd adaptata.

----------

Teorema 4.3.1. O submersie riemanniand © : (M™,g) — (N™ h) are
densitatea de energie constanta si este armonica dacd $i numai dacd toate
fibrele ei sunt subvarietati minimale ale lui (M, g).

Demonstratie. Fie p € M fixat arbitrar si {X;};—=1,.m o bazd adaptata in
T,M. Avem

e(m)(v) §|dw2=§{2|dwp<xi>|2+ > |dwp<Xa>|2}

a=1 a=n-+1

1 & 1 n
=3 Z |dmy(X4)|* = B Z |1 Xi|* = 5
a=1 a=1

Cum p € M a fost fixat arbitrar rezulta e(m) = 3.
Pentru partea a doua, consideram din nou p € M fixat arbitrar si 2, :
7~} (m(p)) — M incluziunea canonici a fibrei prin p. Fie ¢ € 7~ 1(n(p)) si

{Xi}ti=1,..m o baza adaptata in T, M. Avem

n

T(m)g =Y (Vdr)g(Xa, Xa) + i Vdr)(Xa, Xo)

a=1 a=n—+1

= > (Vdm)y(Xa, Xa) Z dry(Vdiy)g(Xa, Xa))
a=n+1 a=n+1

= —dmy(7(2p)q)-

Cum 7(ip)q € T M, concluzia rezultd imediat. O]

Propozitia 4.3.3. Fie 7 : M — N o submersie riemanniand sty : N — P
o aplicatie arbitrarda. Atunci e(ip o) =e(¢)om i

T(Yom) =dy(r(n)) +7(p)om.
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In particular, daca w este armonica atunci om este armonica dacd st numai
daca v este armonica.

Demonstratie. Fie p € M fixat arbitrar si {X;}i—=1,..m o bazd adaptata in
T,M. Avem

1 & 1
eomy =5 D ldngy ([dmp(Xi))* = 5 D ldibny) (dmp(Xa)) |
i=1 a=1

= e(V)r(p)-

Mai departe, din formula campului de tensiune pentru compunerea a doua
aplicatii obtinem

T(o “)p = dwﬂ(p) (T(W)p) + Z<Vd¢)ﬂ(p)(d7rp(xi)a dﬂp(Xi»

i=1

= A (T(m)p) + Y (VW) () (dmp(Xa), dmp( X))

a=1

= dww(p) (T(Tr)p) + T(w)w(p)-
Cum 7 este si surjectie, ultima parte a Propozitiei rezulta imediat. [J
Exemplul 4.3.1. Aplicatia Hopf 7 : 3 = {(2},22) € C%: |2!]2 + |22 =
1} — S%(3) data de
1.2 L1212 22
7I'(Z 72)25(22'2 7|Z| _|Z | )
este o submersie riemanniana armonica.

Exemplul 4.3.2. Spatiul proiectiv complex P™(C) poate fi privit si ca
S?m+1 factorizat prin relatia de echivalentd: € ~ 1 daca si numai daci & =
An, unde &, € S?™*! jar A € S!. Proiectia canonica « : S*™*! — Pm(C)
este o submersie riemannians armonica, unde pe S?*! am considerat me-
trica uzuald, iar pe P™(C) metrica Fubini-Study.
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4.4. Suprafete minimale in R?

4.4.1 Reprezentarea Weierstrass pentru suprafete minimale
in R3

Vom incepe prin a prezenta cateva notiuni si rezultate generale despre
suprafetele minimale in spatiul euclidian R™. Mai intai reamintim

Teorema 4.4.1. Fie (M2 g) o varietate riemanniand de dimensiune 2.
Atunci orice punct p € M admite o harta locala (U;p) = (U;z,y) astfel
incat

g = 2\(da® + dy?),
unde A € C®(U) si A(q) > 0,Vq € U.

O astfel de harta locala se numeste harta locald izotermd, iar x si y se
numesc coordonate izoterme.

Daci (M?2,g) este o varietate riemanniani 2-dimensionald si orientata
atunci ea se poate organiza ca varietate complexa 1-dimensionala: daca
(U;p) = (U;z,y) este o hartd locald izoterma orientata pozitiv, atunci
(U; z = x+iy) devine harta locala complexa pe M. O varietate riemanniana
2-dimensionala si orientata se numeste suprafata Riemann.

Daci (M2, g) este o suprafata Riemann si z = = + iy este o coordonati
locala complexa, atunci, cu notatiile obisnuite, avem

e 1(62f 62f>: 2 9f

oA\ 022 T 9y? A 0207
adicda A = —%%. De aici rezulta imediat
Propozitia 4.4.1. Fie (M2, g) o suprafatd Riemann si ¢ : (M?,g) — R" o
imersie riemanniand. Atunci ¢ este minimald daca $i numai daca
82
¢ _
020%Z

Observatia 4.4.1. Daca schimbam conform metrica g, atunci structura
complexa a lui M nu se modifica iar aplicatia ¢ ramane armonica.
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Definitia 4.4.1. Fie M o suprafata Riemann si ¢ : M — R" o aplicatie
neteda. Spunem ca ¢ este conforma daca pentru orice coordonata locala
complexa z = x 4 1y avem

(@) -0 0 (#(2)#(2)

Fie M o suprafata Riemann si ¢ : M — R™ o aplicatie conforma. Se
verifica imediat ca ¢ este imersie iar metrica indusa de ¢ pe M este conforma
cu metrica care a dat structura complexa pe M.

Definitia 4.4.2. Fie M o suprafatd Riemann. O aplicatie ¢ : M — R" se
numeste suprafatd minimald in R™ daca ¢ este conforma si

0%¢ B
020z

Consideram acum D un deschis din planul complex C si notam cu z
coordonata complexa uzuala. Evident, D poate fi gandit ca o suprafata
Riemann. Fie ¢ : D — R o suprafata minimala. Definim v : D — C” prin

_a¢_1<a¢ 8¢

= ol B e = ) D.
9~ 2\ oz z@y)’ z=x+1y €

Teorema 4.4.2. Fie ¢ : D — R" o suprafata minimala si v : D — C"
aplicatia asociata. Avem urmdtoarele

¥(2)

i) aplicatia v este olomorfd, adicd ¢ este olomorfd oricare ar fi i =
1,...,n, unde ¢ = (',... "),
i) Y1 (¥F) =0,
i) Yop_ [WFP=f > 0.
Reciproc, daca D este un deschis din C, conex st simplu conex, iar : D —

C™ este o aplicatie cu proprietatile 1)-iii), atunci ¢ : D — R™ definita prin

o (z) = %e{/zwk(f)df} +cf k=1,...,n,

k

unde zg € D este un punct fixat iar c¢* sunt constante reale, este o suprafatd

o . 59
minimala. Mai mult, ¢ = 25-.
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Demonstratie. Punctul i) rezulta imediat deoarece, cum ¢ este minimala,

o _ P _
0z 020z

s

k k
Din ¢* =1 (% — zaiy) si din proprietatea lui ¢ de a fi conforma avem

n k kN 2
W =1 (G- i)
k=1 =1 \ 9 y
_ly (W)Q_li(wf)lzww
4k:1 ox élk:1 oy 2k:1 Jdxr Oy
_ 1|2 1199 1 /s 9¢
4 |0x ay 2\ 0z’ Oy
= 0.
Pentru iii) avem
aqsk 8(75’“ &zb 1|99
k v ;2T r | ZF
ZW’ oc| T1lay| 77

Pentru a demonstra reciproca, reamintim mai intai urmatorul rezultat
din teoria functiilor complexe

Teorema 4.4.3. Fie D un deschis conex si simplu conex din C, zy € D,
si f € D — C o functie olomorfa. Atunci f admite primitive pe D, iar
primitiva F' care se anuleazd in zg este data de

- / F(€)de

Cum D este simplu conex, integrala de mai dus este bine definita, adica
nu depinde de drumul ales in D pentru a uni zg cu z.
Revenind la problema noastra,

=/ WHEdE, k=1,....n,
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este bine definit4 si reprezinti primitiva lui 1/* care se anuleazi in zy. Dar

FF(2) = Re F¥(2) +iSm F*(2) = ¢*(2) + in*(2)

si deci
I o) = i) =220,
adici 92 = L. Cum ¢ este olomorfi,
0% 10y _
020z 20z

si deci ¢ : D — R™ este armonica. Mai departe, din ii), avem

i <8¢k> _ iz(wk)z —0

k=1 k=1
_ 1y (W_ W)Q 1y ((8«%) <a¢k)
4 = Ox oy 4k::1 Ox oy
9085 08"
oxr Oy
si dem\ \2 \ \2 iar <‘3—i’,g—$> = 0. Mai raméne de demonstrat ca | ¢| >

0. Dar, d1n iii),

3¢

0.
81‘ -

Yk
—42 ’ax‘y

k=

Cu aceasta teorema este demonstrata.l]

Din teorema anterioara rezulta ca pentru a gasi exemple de suprafete
minimale iIn R™ este necesar sa determinam aplicatii ¢ : D — C" care
satisfac 1)-iii).

Teorema 4.4.4. Fie D un deschis conex in C. Consideram f,h: D — C
astfel incat h este meromorfa iar f este olomorfa. Daca se verifica conditia
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a) In orice punct din D in care h are un pol de ordin m, f are un zero
de ordin cel putin 2m, atunci

(4.4.1) Y= Lf0 -, W = Lif (4 R), WP = fh

definesc o aplicatie b : D — C3, ¢ = (1, ¢?%,43), care verificd i) si ii),
pentru n = 3. Mai mult, toate aplicatiile ¢ : D — C? ce satisfac i) i ii) pot
fi reprezentate in forma de mai sus, cu exceptia cazului > = 0.

b) Zerourile lui f coincid cu polii lui h, iar ordinul lor este exact de doud
ori ordinul polilor lui h, atunci ¥ verifica gi iii).

In sfarsit, toate aplicatiile 1) : D — C3 cu ® = 0, ce satisfac i) ¢iii),
sunt date de ? = ip', unde ¥' : D — C este o functie olomorfd arbitrard;
Y : D — C? cu ¢ =0 satisface i), ii) si iii) dacd si numai dacd ' (z) # 0,
oricare ar fi z € D.

Inainte de a trece la demonstratia teoremei vom reaminti cateva notiuni
si rezultate din teoria functiilor complexe (vezi [35]).

Definitia 4.4.3. Fie D un deschis din C, z9 € D, si f : D\{20} — C o
functie olomorfia. Vom spune in acest caz cia zg este punct singular izolat
pentru functia f.

Daca zg este un punct singular izolat pentru f, atunci avem dezvoltarea
in serie Laurent a lui f pe 0 < |z — 20| < R

= Zan(z —20)", V0 <|z— 2| <R.

Seria > 2, a_n(z — 20)”" se numeste partea principald a dezvoltarii, iar
Yol gan(z — 20)" se numeste partea analiticd.
Punctele singulare izolate se clasifica astfel
1) Punct singular aparent, daca pentru orice n > 1 avem a_, = 0, adica
partea principala are toti coeficientii nuli. Un exemplu il constituie functia
SIHZ

z— care are singularitate aparenta in zg = 0. Intr—adevar dezvoltarea
in serle Laurent este

2n

sin z Z 2 BT Vz € C\{0}.

n=0
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2) Pol (de ordin n) dacd a—,, # 0, iar a_,_ = 0, oricare ar fi k € N\{0}.
Un exemplu 1l constituie functia z — zi" care are pol de ordin n in zg = 0.

3) Punct singular esenfial in restul cazurilor, deci cand multimea {n €
N\{0} : a_,, # 0} este infinitd. Un exemplu il constituie functia z — e: a

carei dezvoltare In serie Laurent este

oo

1 1
ex =) —— VzeC\{0}.

n=0

Teorema 4.4.5. zy este punct singular aparent pentru functia f dacd si
numai daca exista lim,_,,, f(z) € C.

Teorema 4.4.6. (Riemann.) zg este punct singular aparent pentru functia
f daca si numai daca lim,_,,,(z — 20) f(z) = 0.

Teorema 4.4.7. zy este pol de ordin n pentru functia f dacd si numai dacd
exista h : D — C olomorfa astfel incat h(zg) # 0 si

f(z) =(z—20)""h(z), Vze€ D\{z}.

Teorema 4.4.8. 2 este pol pentru functia f dacd si numai daca lim,_.,, f(z2)
= o0.

Definitia 4.4.4. Fie D un deschis din C. Spunem ca f este funcfie mero-
morfa pe D daca exista A C D, fard puncte de acumulare in D, astfel incat
f: D\A — C este functie olomorfa, iar fiecare a € A este pol pentru f.

Teorema 4.4.9. Fie f: D — C continua si olomorfa pe D\{zp}. Atunci f
este olomorfa pe D.

Revenim acum la demonstratia Teoremei 4.4.4 gi presupunem ca conditia
a) este indeplinita. Demonstram ca ¢ = (¢!, 1?2, ¢?3) verifica i), adica ¢!, 12
si ¥ sunt olomorfe. Fie zg € D fixat arbitrar.

Daci h este definita si olomorfa in zg, atunci este clar ca ¢!, ¢? si ¥°
sunt olomorfe in z.

Presupunem ca zg este un punct singular izolat al lui A de tip pol, de
ordin m. Din conditia a), punctul zg este un zero de ordin k& > 2m pentru
functia f.
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Am vézut ca exista 61 > 0 gi o functie olomorfa hy definitd pe discul
D(z9;01) C D cu hy(zp) # 0 si

h(z) = (z—20)" "hi(2), ¥z € D(z0;01)\{20}-

Pe de alta parte, exista d2 > 0 si o functie olomorfa f; pe D(zp;d2) C D
astfel incat fi(zg) # 0 si

f(2) = (z—20)*f1(z), Vze D(2;6).
Consideram ¢ = min{di, d2}. Pe D(z0;9)\{z0} avem

1 1
96 =565 (1= o)

= 21 (-2 — (2= )"

Evident, 1! este olomorfa pe D(z0;0)\{20} si

lim ! (z) = eC.

Z—20

0, k> 2m
—%fl(ZO)h%(Zo), ]{2 =2m

Prin urmare zy este un punct singular aparent pentru ' si deci putem
prelungi prin continuitate 1! in zg. Rezulta ci 1! este olomorfs pe D(zg;d).
Cum zy € D a fost fixat arbitrar rezulta ci 1! este olomorfa pe D. Analog,
Y2 si ¥ sunt olomorfe pe D.

Conditia ii) se verifica prin calcul direct deosebindu-se cazurile: functia
h este definita si olomorfa In zg, zg este pol de ordin m pentru h si zero de
ordin k = 2m pentru f, zy este pol de ordin m pentru h si zero de ordin
k > 2m pentru f.

Presupunem acum ca conditia b) este indeplinita. Evident, ¢ verifica i)
gi ii). Pentru a demonstra iii), consideram doua cazuri.
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Daca h este definita si olomorfa in zp, atunci f(zp) # 0 si
> 1

S = JlF )P - Ko

k=1

217G PIL+ R (0) + | Go)Ph(z0)]?
= WGP~ R (0) + 1+ (o)l + 4h(z0))
= GO+ 2ln(z0)|* + 4lh(z0))

= LGP )PP
> 0.

Daca zg este pol de ordin m pentru h si zero de ordinul k& = 2m pentru
f, atunci

1 1
Pt (20) = *Qfl(zo)h%(zo), P*(20) = §f1(zo)h%(zo), $*(20) = 0
si deci
> 1
S WFz0) 2 = 1A (z0) Pk (z0)|" > 0.
k=1
Reciproc, fie 1 : D — C3 o aplicatie ce indeplineste i) si ii), iar ¢3 # 0.

Definim f = ¢! — i? si h = wliﬁi‘jw? Functia f este olomorfa, h este

meromorfa, iar ¢ se scrie sub forma (4.4.1). O

Din Teorema 4.4.2 gi Teorema 4.4.4 putem concluziona

Teorema 4.4.10. Fie D un deschis conex si simplu conex din C, iar zg € D
un punct fivat. Atunci orice suprafatd minimald ¢ : D — R3 se poate
reprezenta sub forma

(4.4.2) P (z) = sfee{/z ¢k(§)d§} +c k=1,2,3,

unde c* sunt constante reale iar functiile Y* sunt date de (4.4.1) cu f olo-
morfd pe D, h meromorfd pe D si satisfacand b), Teorema 4.4.4, sau 3 = 0
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si 2 = il unde Y' : D — C este olomorfd cu '(z) # 0, oricare ar fi
z€D.

Exemplul 4.4.1. Fie D = C,h(z) = —e® si f(z) = —e™?. Functiile f si
h fiind olomorfe, conditia b) din Teorema 4.4.4 este indeplinita automat.
Formulele (4.4.1) dau

Wl(z) = %f(l LI f%e—za _ ) = f%(e—z _ ") = sinh 2
V2 (z) = %f(l + h?) = —%6_2(1 +e%) = —%(e_z +e*) = —icoshz
W) = fh=1.

Prin urmare
¥ (z) = (sinh z, —icosh z, 1)

si inlocuind in (4.4.2) obtinem

o(z,y) = (Re{cosh z}, —Refisinh 2}, Re{z}) + (¢!, c?, %)

= (cosycosh z,sinycoshz, z) + (¢!, 2, ¢
( y M y ) ) M b

unde z = x + iy si ¢!, ¢2, ¢® sunt constante reale. Daca notam
X =cosycoshz, Y =sinycoshx, Z=rz,
obtinem ecuatiile parametrice ale suprafetei minimale; ecuatia implicita este
X2+ Y? = (cosh Z)*
care reprezinta ecuatia catenoidulus.

Exemplul 4.4.2. Fie D = C,h(z) = —ie* si f(z) = e . La fel ca mai sus
obtinem suprafata minimala

(x,y) = (cosysinh z, sin y sinh z, y).
Daca notam p = sinh x, ecuatiile parametrice ale suprafetei minimale devin
X =pcosy, Y =psiny, L=y

care reprezinta o suprafata minimala riglata.



166 Capitolul 4. APLICATII ARMONICE

4.4.2 Aplicatia Gauss asociata unei suprafete minimale

Fie M o suprafatd Riemann si ¢ : M — R™ o aplicatie conforma. Con-
sideram (U;z = z + iy) o harta locala complexa pe M si presupunem ca
deschisul U este conex si simplu conex. Metrica indusa de ¢ pe M se scrie
sub forma

g=2Xdz ®dz,

unde A € C®(U) si A(¢) > 0, oricare ar fi ¢ € U. La fel ca in sectiunea
anterioara, definim ¢y : U — C™\{0} prin

09 1 (a¢ .8¢>

T/JU(Z)*afg Fy

Ox Z@y

Daca (V;w) este o alta harta locala complexa, pe U NV avem

06 _000:, 002
w9z 0w  0Z 0w

Cum g—fu # 0, rezultid ci 1y si Yy determini acelasi element in P"~1(C).

Prin urmare nu putem defini o aplicatie v : M — C", ¢y = ¢y, dar in

schimb putem defini

G:M — P"Y(C), Gu(2) = [vu(2)).

0z
Yy = %wU

Aplicatia G se numeste aplicatia Gauss.
Vom da fara demonstratie urméatorul rezultat

Teorema 4.4.11. Fie M o suprafata Riemann st ¢ : M — R™ o aplicatie
conformd. Consideram G : M — P"1(C) aplicatia Gauss asociatd. Atunci
¢ este o suprafat@ minimald daca si numai daca G este o aplicatie olomorfa.

Deoarece S 1_, (¢¥(2))? = 0, obtinem

Corolarul 4.4.1. Fie M o suprafata Riemann si ¢ : M — R™ o aplicatie
conformd. Consideram G : M — P"~Y(C) aplicatia Gauss. Atunci

G(M) C Qn-2= {[wl,...,w"] e P HC) : Zn:(wk)2 = 0}

k=1

st ¢ este o suprafatd minimald daca $i numai daca G : M — Qn_o este
olomorfa.
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In continuare vom prezenta o interpretare geometrica a aplicatiei Gauss.
Notam cu G2(R™) varietatea Grassmann a 2-planelor reale orientate din R".

Fie 0 € G2(R"™) si (u,v) o baza pozitiv orientata a lui o cu |u| = |v| > 0 si

(u,v) =0, u = (ul,...,u"), v = (vl,...,v") € R". Notim
w=u+iv=(u'+iv, .. . u" ") C"

Aplicatia

G2(R™) 3 o [w] € P"1(C)

este corect definita (se verifica usor ca [w] nu depinde de baza (u,v) aleasa).
Mai mult,

n

n
Z Z (u® + )% = [ul® — |v]? + 2i{u,v) =0
k=1

k=1

§i prin urmare avem
F:GyR") = Qn_2, F(o)=|w]

corect definita si bijectie. Interpretarea geometrica a aplicatiei Gauss este

data de - 5 5
oA ([09] L 9¢ , .99
roa=r ([5]) = ([ 5]

adica F'~! o G(z) este 2-planul cu orientarea data de (a—i’, %)

Fie ¢ : M — R3 o suprafati minimali. Am vizut ci reprezentarea

Weierstrass este data de
= Re { / P(&)dg } (ct, 2, %),

v =257 =27 (50 - w2

unde

;u+h%@%M@>.

Prin urmare aplicatia Gauss G : U — Q1 C P%(C) este data de

O(z) = [2<1 ). L0+ h2<z>>,h<z>] |
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Se observa ca GG depinde numai de h.
In continuare vom prezenta o interpretare geometrica a functiei h. Fie
N : M — S? aplicatia Gauss sfericd a lui ¢ definita de

Pz X Py
N(z) = ——,
&= 104
unde z =z + iy i ¢, = %. Din
o 1 i . _ 09
9, — %5y 8 Y=2
rezulta ca 96
o =2Re {32} = Re {(w', 02 0%}

¢y = —2Sm{gf} - _%m{(wlvwzawg)} .

Printr-un calcul direct se obtine

N(z) = 2Re{h} 23m{h} |h|> -1
C\REHU R+ B2+

Reamintim c& proiectia stereografica din polul Nord, oy : S2\{N} — R? =
C are inversa data de

ool () = 2Re{z} 23m{z} |z —1 .
N 22417 212417 |z)2+1

Prin urmare functia h este reprezentarea locala a lui N in raport cu proiectia
stereografica a lui S2. Mai mult, cum S? = G4 (R3) = G5(R?),

F1oG=N.
Incheiem cu enuntarea unui rezultat celebru al lui Robert Osserman

Teorema 4.4.12. (Osserman.) Fie ¢ : M — R® o suprafatd minimald
completd. Dacd existd D un deschis in S? astfel incat aplicatia Gauss sfericd
N : M — S? are proprietatea N(M) C S*\D, atunci suprafata este un plan.
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