et
Articole si

note matematice

Gofesorul CORNELIU 1. GEORGESCU\
S~ 1896-1969 )

La aniversarea Centenarului Societatii de $tiinte Matematice din Roménia
Simona Miu, prof. Craiova

Profesorul Corneliu | Georgescu s-a nascut la 19 august 1896 in Rosiorii de Vede, jud. Teleorman. A urmat
scoala primara in Rosiorii de Vede, cursul inferior de liceu la ,,Sf. Sava” si cursul superior la liceul ,,Gh.Lazar — Bucuresti.

A absolvit Facultatea de Stiinte a Universitatii din Bucuresti Tn anul 1924 ca sef de promotie avand coleg pe
marele matematician si poet Dan Barbilian.

S-a dedicat invatamantului liceal fiind numit profesor la Liceul ,,Fratii Buzesti” din Craiova ihcepand cu 1
septembrie 1924, liceu la care a profesat peste 40 de ani.

A avut o activitate rodnica, remarcandu-se prin devotamentul si tactul pedagogic inegalabil in cadrul liceului si al
colectivitatii locale. A fost director adjunct si director al scolii o perioada destul de mare. A activat pe linie sindicala si a
Tndeplinit onorific sarcini Tn administrarea liceului.

In perioada 1933-1935 a fost indrumatorul Comitetului de redactie al ,,Revistei de matematica a elevilor
craioveni” — prima publicatie din Oltenia destinatd promovarii Tnvatamantului matematic. Dupa incetarea aparitiei acestei
reviste a coordonat rubrica de matematica a revistei elevilor liceului.

A fost membru al Comitetului de conducere al revistei ,,Pitagora”.

A colaborat permanent la Gazeta Matematica publicand 168 de probleme si 12 note matematice. A fost
presedinte al Filialei Oltenia a Societatii de $tiinte matematice Tn perioada 1949-1964.

S-a remarcat ca un valoros autor de manuale scolare publicand: manuale de Aritmetica pentru clasele |, II, llI;
pentru gimnazii si licee, Trigonometrie clasa a VI-a, Geometrie analitica clasa a Vlll-a, Algebra clasele IV, V, VI; Algebra
superioara clasele a Vll-a si a Vlll-a de liceu.

In 1946 a publicat ,,Culegerea de exercitii si probleme de aritmetica, geometrie si algebra pentru primele clase
secundare, culegere care cuprindea 1312 probleme.

Lucrarea ,,Matematici distractive — probleme, patrate magice, curiozitati si recreatii matematice” s-a bucurat de
un succes deosebit in randul elevilor si profesorilor de matematica.

A decedat pe 4 februarie 1969.

/. . . . . . N
O inegalitate echivalenta cu inegalitatea C-B-S

D.M. Batinetu Giurgiu si N. Ivdschescu

In cele ce urmeazd vom stabili, printr-o metoda simpld, o inegalitate echivalentid cu inegalitatea Caucy-
BUniakovski-Schwarz, (C-B-S), dand totodata doua aplicatii importante ale acestei inegalitati.

2 2
Lema: Daca a, beR ', , ¢, deR, atunci: (a+b)-[c—+%] > (c+df 2
a

cu egalitate, daca si numai daca exista teR astfel incat c=at, d=bt.
2 2 2 2 242
Demonstratie. Avem: (a+b)-[c—+d?] =c? +%+bL+d2 >c?+d?+2 % —c2+d?+2 Yc2d? =
a a

=c?+d*+2-| c-d| =c®>+d*+2cd=(c+d)? ceea ce era de demonstrat.

2 2 2 2
Avem egalitate daca si numai daca: (a+b)-[c— +%J = (cz + dj e+ a(; be? =+ d?=c*+2cd+d’ o
a

a

& a’d®+h’c’=2abcd < (ad-bc)?=0 < ad=bc < % - % —te c=at, d=bt.
a

c® o e+ dp

Inegalitatea (1) este echivalenta cu inegalitatea: — +—> 2
a a+b
. - n n y2 n 2
Propozitie. Daca xR , , ykeR, Vk=1n,n>2, atunci | > x |- Z—k > > vk 3)
k=1 ) k=1¥k (k=1
cu egalitate daca si numai daca exista teR, astfel incat yi=t:x,, vk = l_n .
n 2
0 2 Zyk
Demonstratie: Inegalitatea (3) este echivalenta cu Z—k R 4)
k=1%k ZX
k
yz V5 (yi+y2) ;
Daca in inegalitatea (2) facem a=xi1, b=x., c=y1, d=y, atunci obtinem: 21,72, 017Y2) (i2)

X1 X2 X1+ X2
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+ 2
X1+ X2 X3 X1+ X2 + X3

2 2 2
Daca in inegalitatea (2) facem a=xi+xz, b=xs, c=y1+y,, d=ys obtinem: (y1+ yZ) Y3 > (y1+y2 * y3) (i2)

2
(yi+y2 +y3)2+y_4> (v1+y2+ys+yal (i)

Daca in inegalitatea (2) ludm a=xi+Xo+Xs, b=x4, C=y1+Yo+y3, d=y, rezulta: >
X1+X2+X3 X4 X1+ X2 + X3 +Xg

n-2 n-2 [nfyk]z 2 [nz_llyk]z

< . S A — ; . \k=1 i
Daca in inegalitatea (2) luam a= Z Xk,b=Xp_g,C = Zyk , d=yn_1 obtinem: — + 2 (in-2)
k=1 k=1 n-1
%k 2%k
k=1 k=1

n-1 2 n 2
n-1 n-1 2. Yk 2 2. Yk
= \k=1 Yn > k=1 .
Tl . n (in-1)

in fine luand in (2), a= ) xi,b = xn, € = = rezulta
2 |<Z::1 k n kZ::lyk Yn X n
2% 2%
k=1 k=1

Adunand membru cu membru relatiile (iy), (i2), ..., (in-1), dupa reducerea termenilor asemenea, deducem ca:

2
0 2 [Zyk]
Z—k ~— ~ adica relatia (4) si deci propozitia este demonstrata. Inegalitatea (3) este echivalenta cu

k=1 z X

X

2
_ n n n
inegalitatea (5): daca ukeR , , weR, Yk =1n,n> 2, atunci are loc inegalitatea C-B-S: [ZUE][ZVE] > [Zuk -vk] (5)
k=1 k=1
Inegalitétile (3) si (5) sunt echivalente. Tntr-adevar:
in

a) (3)=(5). Daca in (3) luam x= uk YicUie Vi, VK = 1n obtinem:

n n y2.y2 n n n n 2
[Z“i]' > K Z[ZUk-vk] ‘:’[ZUEJ'[Z"i]Z[ZUk'Vk] adica relatia (5).
k=1 k=1 ) \k=1 k=1

k=1 k=1 Uy

b) Reciproc, (5)=(3). Daca in relatia (5) luam u,= M Vg = y—",Vk = ﬁ atunci obtinem:

P
[ixk] klx [Z\/_ \/_] [Zyk] adica relatia (3).

k=1
Aplicatii:
Al. Daca in inegalitatea (3) luam x=1, yke R: , Yk =1n rezulti ca:

2
n n n n n
1 1 1 . PR
n-ZyE Z[Zyk] o > 52[ Zyk] SN /H Zylf 2= >y, adica media patratica Q. a numerelor yi, v, ...,
k=1 k=1 k=1
Yn este mai mare decat media aritmetica A, a numerelor y1, ya, ..., Yn.

k=1 k=1%k
a numerelor xi, X, ..., X, este mai mare decat media armonica H,, a numerelor Xy, X2, ..., Xn.

(Cercul lui Tucker*

A2. Daca in inegalitatea (3) luam xxe R: , Yk=1vk = l_n deducem ca: [z xk] [z ] n2, adicd media aritmetica A,

de lon Patrascu si George Margineanu, prof. Craiova
Articolul Tsi propune sa demonstreze teorema relativa la cercul Tucker cu ajutorul a doua leme accesibile
elevilor din gimnaziu precum si 0 modalitate de a construi un cerc Tucker intr-un triunghi.
* (Robert Tucker (1832+1905) — matematician englez)

Definitie. Daca ABC este un triunghi si A1€AB, A2eAC astfel incat ~AA1A,=—ACB, A1A,0OBC, atunci spunem
ca dreapta A;A; este antiparalela cu BC.

Revista de matematicéa alpha — publicatie semestriala
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Observatia 1. Daca A1A; este antiparalela cu BC atunci patrulaterul A;A;CB este inscriptibil A
(vezi fig.1). De asemenea daca un cerc dus prin B si C taie laturie ABC Tn A; si Ay,

(A1A20BC) spunem ca A;A; si BC sunt antiparalele. A,

Lema 1. Daca in triunghiul ABC dreapta A1A; este antiparalela cu BC, dreapta A
A;B; este paralela cu AB (B1eBC) si dreapta B1B, este antiparalela cu AC (B,<AB) atunci
(A1A2)=(B1B>) si punctele A1, Az, B1, B, sunt conciclice. B c
Demonstratie. Deoarece AjA; si BiB» sunt antiparalele cu BC respectiv AC avem
—-AA1A>=—ACB, —-BB:B1=—ACB. Prin urmare —-AA1A>=—BB2B1 cu consecinte
—AA1B.=—B1B2A; (1). Deoarece A;B.1//B1B; rezulta ca patrulaterul A;A2B1B. este trapez
(in ipoteza m(—.C)¢9OO). Tindnd seama si de relatia (1) trapezul A1A2B1B: este isoscel, deci
A1A,=B1B,. Se stie ca un trapez isoscel este patrulater inscriptibil i prin urmare punctele A;,
A2, B1, B> sunt conciclice. Daca m(—.C)=900 va rezulta ca A1A2BiB> este dreptunghi si
concluzia raméane adevarata.

Observatia 2. Daca antiparalelele A1A; si B1B> sunt ca in figura 3 se demonstreaza in mod
analog ca patrulaterul A;B1A2B; este trapez isoscel.

Lema2. Daca in triunghiul ABC dreapta A1A; este antiparalela cu BC, dreapta BB,
este antiparalela cu AC (B1eBC, B2eAB) si (A1A2)=(B1B>) atunci A1B2//A2B: si punctele Ay,
Az, B1, B, sunt conciclice.

Demonstratie. Din faptul ca A1A; si B1B> sunt antiparalele (vezi fig.2) cu BC respectiv AC

rezultd ca —-AAA>=—BB2B1 si de aici obtinem ca —-A:A1B2=BiB2A;. Notdm
{O}=A1B1nA:B,, avem AAA;B>=AB1B,A; (L.U.L.) cu consecintele:
—A2BA1=—B1A1B; si (A1B1)=(A:B,). Triunghiul OA;B, este isoscel si de asemenea

0 AN
80°-A,0B; A

§I —|A;|_B;|_O: 1

AN
0_
triunghiul OB1A; este isoscel. Avem —.BzA10=w

prin urmare —B,A;0=A,A:0 ceea ce conduce la AiB.//A;B1. Patrulaterul A;A;B:B; este Fig.3
prin urmare, Tn general, trapez isoscel, deci (A1A2)=(B1B>) si punctele A, Az, B1, B, sunt
conciclice. Daca m(—.ACB)=90°, patrulaterul A;A;B1B; este dreptunghi si concluzia lemei
se pastreaza.

Observatia 3. Lema 2 aratd ca extremitatile a doua antiparalele congruente duse intr-un
triunghi sunt puncte conciclice.

Teorema. Daca ABC este un triunghi, dreapta A;A; este antiparaleld cu BC,
dreapta A;B; este paralelda cu AB (B<BC), dreapta B1B; este antiparalela cu AC (B,<AB),
dreapta B,C; este paralela cu BC (C1€AC) si dreapta C,C, este antiparaleld cu AB
(C2eBC), atunci:

(i) C1A; este paralela cu AC; (i) (AsA2)=(B1B2)=(C1Cy>); (iii) Punctele A1, Az, B, B2, C1, C, sunt conciclice

(cercul lui Tucker)

Demonstratie. Din Lema 1 rezultd (A1A2)=(B1B2) (1) si A1, Az, B1, B2 conciclice (2). De asemenea rezultd (BiB2)=(C1Cz)
(3) si By, Bz, Cy, C, conciclice (4). Din relatia (1) si (3) obtinem (ii). AplicAnd Lema 2 pentru antiparalelele congruente
A1A; si C1C; obtinem (i) si faptul ca punctele A;, A», C1, C; sunt conciclice (5). Deoarece A;B; este paraleld cu AB si
C1C; este antiparalela cu AB rezulta ca C1C; si A2B1 sunt antiparalele, prin urmare punctele C;, Cz, B1, A2 sunt conciclice
(6). Relatiile (2), (4), (5) si (6) arata ca punctele A1, A;, By, By, Cy1, C» sunt conciclice deci este adevarata relatia (iii).
Observatia 4. a) in (1) Cercul lui Tucker este definit ca cercul ce contine extremitatile a trei antiparalele egale ale
triunghiului ABC. b) Din teorema demonstratda se deduce un mod de a construi trei antiparalele congruente intr-un
triunghi si implicit cercul lui Tucker. c) Teorema aratd de asemenea ca plecand dintr-un punct situat pe o latura a
triunghiului si construind alternativ antiparalele la o laturd, paralela la latura urmatoare s.a.m.d. dupa 6 pasi hexagonul
(A1A2B1B,C;C)) se inchide (ajungem in punctul din care am plecat.

Fig.4

Bibliografie:
[1] Traian Lalescu ,,Geometria triunghiului”, Editura Tineretului, Bucuresti, 1958.
[2] Roger A. Johnson, ,,Advanced Euclidian Geometry”, Dover Publications, Inc. Mineola, New York

“ Aplicatii metrice ale unei ii de gradul al llea
Aplicatii metrice ale unei ecuatii de gradul al llea_

de loan Sacaleanu, prof. Liceul Teoretic ,,Stefan cel Mare, Hirlau

Fie AABC si un punct variabil DeBC. Considerdm ecuatia: a>X*~(a’~c*+b?)-X+b—AD=0 (1)
unde AD este parametru.

1. Pentru orice pozitie DeBC, ecuatia (1) are numai solutii reale. Discriminantul ecuatiei este:
A=(a’—c*+b%)*-4a%(b*~AD?)=4aAD+[(a—b)’—c’] [(a+b)*~c*|=4a’AD*+(a—b—c)-(a—b+c)-(a+b—c)(a+b+c)=4a’AD*-16p(p-a)-

(p—b)(p—c) unde p=$ este semiperimetrul AABC. Folosind formula lui Heron, se obtine A=4a’AD*-165°,
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Ducand AHL1BC, HeBC si folosind formula ariei S=$ si, apoi teorema lui Pitagora deducem ca A=4a*HD*>0.

Prin urmare, ecuatia (1) are numai solutii reale.

2. Analizénd ordinea punctelor B, H, D, C pe dreapta BC, se obtine ca una din solutiile ecuatiei este x;= %
B

Deci, daca Ce(BD] atunci x1=—g—2 , iar daca C¢(BD] atunci x;= g—g .

3. Ecuatia (1) are o singura solutie daca si numai daca D este proiectia lui A pe dreapta BC.

Particularizand pozitia punctului D, vom deduce unele relatii metrice in triunghiul oarecare si in cel dreptunghic.

1. Teorema lui Stewat:

. - DC - A . . .
O solutie a ecuatiei este x;= — . Inlocuind Tn ecuatie obtinem succesiv:
BC

2 _

2

a2 |BC —(az—c2+b2j-D_—C+b2—AD2 -0 @Bcz-Ci—(scz—ABZ+Ac2j-£+Ac2—AD2 0o
BC BC BC? BC

& BC-CD?-BC? .DC + AB2.DC - AC2 .BC + AC2 -BC - AD2.BC = 0« BC-DC-(DC~BC)+ AB2 .DC +
+AC? -(ﬁ—ﬁ)— AD?.BC =0. Cum DC-BC =DB obtinem teorema lui Stewart.

BC-DC-DB +AB?.DC = AC? - DB+ AD? -BC.
Daca Ce(BD] atunci AB>DC+AD*BC=AC*DB+BC-DC DB (teorema lui Stewart in AABD si ceviana AC).
Daca C(BD] atunci AB> DC+AC?BD=AD*CB+BC-DC DB (teorema lui Stewart in AABC sau A ACD si ceviana AD).
2. Teorema lui Pitagora generalizata
Consideram ca D este proiectia Ilui A pe dreapta BC. Rezultd D=H si ca ecuatia (1) are o singura solutie si anume
2 2 2 2 2 2 S- e
- . . - —2
X1=Xo= u . Dar, solutia este x;= 2 Prin urmare, u = 2 = BC2_ABZ +ACZ = D=C =2-BC
2a® BC 2a® BC BC
Obtinem teorema lui Pitagora generalizata: AB>=BC*+AC?-2-HC -BC .
3. Teorema medianei

Luand D=M, mijlocul segmentului BC obtinem x=|;=§ =% , 0 solutie a ecuatiei (1). Tnlocuind in (1), deducem lungimea

2(b2 +c2J—a2

4

2
medianei: a2 (%J —%(az _¢c? +b2j +b2 _AMZ =0 = AM? =

4. Lungimea bisectoarei interioare

(teorema medianei).

Din teorema bisectoarei rezultd cad De(BC) si ca o solutie este x;= D—_C = bL Folosind relatiile lui Viette, din
BC +C

_b%-AD? . _b%2-AD? b+c -, . . _aZ-c24p? .
X1 Xp= ————— obtinem xp= ————- . Inlocuind Tn x;+X,= ———————— avem succesiv:
a2 ' a2 b a2

2 2 2_ .2 2
b_,b7-AD” b+c_a’-c +b <:>b2-a2+(b2—AD2j-(b+c)2=(a2—cz+b2j(b2+bcj<:>

b+c az b az
2 22 3 4. .3

@bz—ADZ:bca b“c bcz+b +bc.

(b+c)

2 b? +2b3¢ + b%cZ —bca? + b2c? + be3 —b% —b3c 2 b3c +2b2%c2 —bca? + be3

AD"= > < AD” = >

(b+c) (b+c)
o AD2-_PC 5 (b+c-a)b+c+a)e AD? =M(p2_a) (lungimea bisectoarei).

(b+c) (b+c)

5. Teorema catetei
Fie AABC dreptunghic in A. Tinand cont de teorema lui Pitagora ecuatia (1) devine:
a% X?-2b*X+b*-AD?=0 2
2

Luand D=H obtinem singura solutie a ecuatiei (2) si anume == — Dar
a

_HC HC AC? HC
e = — > ==
BC BC ~pgc2 BC

Revista de matematica alpha — publicatie semestriala
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6. Teorema a doua a inaltimii
2

Luand D=H obtinem singura solutie a ecuatiei (2) si anume x= % = b—z Tnlocuind n (2), obtinem
a
2 4 b?.(a? -b?
2|b b™ 2 2 2 o <
a“ | —=|-2—+b“"-AH =0 AH" = . Cu teorema lui Pitagora deducem ca
a? a? a
2 2
o AH? = b”-c < AH = b-c (teorema a ll-a a inaltimii).
a a

o e el |t">
proobiema $1 mai muite so u,"

S~—

Mariana Mitea, prof. Cugir

n revista Minus nr.2/2008 a fost propusa urmatoarea problema frumoasd, pornind de la premisa ca elevii
trebuie obignuiti din clasele VI-VII cu modalitatea de a executa constructii ajutatoare in rezolvarea problemelor, voi
prezenta mai multe solutii ale problemei:

(Babis Stergiou) In interiorul unui triunghi isoscel cu —A=100° se considera punctul P astfel incat
—PAB=20° i -~PCB=10". Demonstrati c PA=PB.

Solutie: Metoda |

Fie Xe[BC] astfel incat ~PAX=20°, iar AX~PC={F}. In AABC isoscel cu —A=100° avem A
—~ABC=-ACB=40° de unde —APC=30° si ~PAC=80° ca apoi —~APC=70°. In AAPF vom

avea —AFP=90° si ducem PELAB, atunci AAPE=AAPF (I.U,) din care AE=AF. Dar in

AAFC dreptunghic Tn F avem AF=A—ZC=A—ZB=AE. In AABP avem PE inaltime si I

mediana deci A este isoscel si deci PA=PB.

Metoda Il B X ¢
Fie APDC echilateral (B si C deoparte si de alta a lui AC). Cum —~ACP=30° obtinem p
EC bisectoarea —PCD, deci mediatoarea lui PD, atunci —PAE=—EAD=80° si prin /
N
o < - . o_ BAP /
urmare gasim ca punctele B, A, D sunt coliniare, respectiv —~APD=-ADP=10 :T
B c

jar atunci —BDC=—BCD=70°. Prin urmare ABDP=ABCP (L.L.L), astfel
—.DBP=—.CBP=20°, ce face ca AABP isoscel si PA=PB.

Metoda Il
Fie AMAB echilateral (M si C deoparte si de alta a lui AB). Cum —BAC=100° si
—BAP=20° obtinem —MAP=—PAC=80° si atunci AMAP=ACAP (L.U.L.) de unde
—~PMA=—PCA=30°, MP=PC si prin urmare gasim ci -BMP=30°. Atunci AMBP=ACAP
(L.U.L.) de unde PA=PB.

Metoda IV
Se foloseste teorema Iui Ceva scrisa trigonometric (se poate demonstra elegant si
elevilor de clasa a Vll-a cu ari: A

N N N
sinPAB sinPCA sinPBC

" ~ — 1 si cunoscand masurile unghiurilor, obtinem:

sinPAC sinPCB sinPBA

sin 20° _sin 30° ___sin x0 _1

sin80°% sin10° :sin(400 —xO) o B c
Dar: sin20°=2sin10°c0s10° iar sin80°=cos10° de unde, dupa simplificari obtinem: sinx=sin(40°-x) din care x=20°, ceea ce
face ca ABAP si fie isoscel, din care PA=PB.

rAsupra problemei 2 (cIasaaVII—a)deIa\
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a 60-a OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Andrei Razvan Baleanu, elev, Colegiul National ,,George Cosbuc”, Motru, Gorj

Tn acest articol vom studia problema 2 de la clasa a VlI-a propusé de Mircea Fianu la Olimpiada Nationald de
Matematicd desfasurata in judetul Constanta in perioada 11-16 aprilie 2009. Enuntul problemei este:

Un pétrat de laturd 5 se imparte in 25 de pétrate de laturé 1. in fiecare pétrat unitate se scrie cate un numar strict
pozitiv $i mai mic decét 1, astfel incat:

® suma numerelor de pe fiecare linie este un numar natural;

® suma numerelor de pe fiecare coloana este un numar natural;

® suma celor 25 de numere este egala cu 11.

a) Sa se arate cé cel putin unul dintre cele 25 de numere este mai mare sau egal decat % .

< . . . A 3 <
b) Daca un singur numadr dintre cele 25 de numere este mai mare decét 5 sa se arate ca sumele numerelor de pe

linia i coloana ce il contin sunt egale.
In baremul de corectare a fost prezentata urmatoarea solutie:

< . . - 3 . . - .
a) Presupunem ca toate numerele sunt strict mai mici decat e Atunci suma numerelor pe fiecare linie este strict

Lo A 3 . “ - < x S =
mai mica decéat 5 < =3, deci cel mult egala cu 2. De aici rezulta ca suma tuturor numerelor este mai mica sau egala cu

5.2=10, contradictie.

b) Suma numerelor de pe linia, respectiv coloana ce contin numarul maxim este mai mica decat 4.0,6+1=3,4 ,
deci cel mult egala cu 3.

Pe celelalte 4 linii si pe celelalte 4 coloane suma este maxim 2, iar 11>2-5, deci exista o linie si o coloana cu suma
numerelor macar 3, anume chiar cele ce contin numarul maxim.

Tn continuare prezentidm generalizarea problemei:

Un pétrat de laturd n (neZ>2) se imparte in n® pétrate de latura 1. In fiecare pétrat unitate se scrie cate un numar
strict pozitiv si mai mic decét 1, astfel incat:

® suma numerelor de pe fiecare linie este un numar natural;

® suma numerelor de pe fiecare coloana este un numar natural;

e suma celor n? numere este egala cu nk+1, unde k este numar natural .

< < . . . A k+1
a) Sa se arate ca cel putin unul dintre cele n? numere este mai mare sau egal decat —— .

< . _— . A k+1 0 <
b) Daca un singur numar dintre cele n? numere este mai mare decat ——, s& se arate ca sumele numerelor de pe
n

linia i coloana ce il contin sunt egale.
Demonstratia este analoaga cu precedenta:

« . Lo ., K+1 . ) -
a) Presupunem ca toate numerele sunt strict mai mici decat —— . Atunci suma numerelor de pe fiecare linie este
n

. L o k+1 . . . . . .
strict mai mica decat n.—— =k+1, deci cel mult egala cu k. De aici rezulta ca suma tuturor numerelor este maxim nk,
n

contracdictie.
b) Suma numerelor de pe linia, respectiv coloana ce contine numarul maxim este mai mica decéat

(n—l)-k—+1+1= k+2-X1 deci cel mult egals cu k+1.
n n

Pe celelalte n—1 linii si pe celelalte n—1 coloane suma este maxim k, iar nk+1>nk, deci exista o linie si o coloana
cu suma numerelor macar k+1, anume chiar cele ce contin numarul maxim.

S& observdm acum ca aceasta este cea mai “larga” generalizare posibild. Intr-adevar; s& studiem urmétoarea
generalizare.

Un pétrat de laturd N (n e Z,n > 2) se imparte in n® patrate de latura 1.in fiecare patrat unitate se scrie céte un

n
numar strict pozitiv si mai mic decéat p (unde p este numadr real pozitivsi p < ——), astfel incat:
® suma numerelor de pe fiecare linie este un numar natural;
® suma numerelor de pe fiecare coloana este un numaér natural;
® suma celor n? numere este egald cu nk+p, unde k este numar real pozitiv, cu k<n-p.

k+p

a) S& se arate cd cel pufin unul dintre cele n? numere este mai mare sau egal decat
n
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Kk +

- . o . A p <
b) Daca un singur numdr dintre cele n? numere este egal sau mai mare decat , sd se arate ca sumele

n
numerelor de pe linia si coloana ce il contin sunt egale.

Sa facem o demonstratie analoaga cu cele doua precedente:

k+p . , .
Presupunem ca toate numerele sunt strict mai mici decat —— . Atunci suma numerelor de pe fiecare linie este
n

strict mai mica decat n- P =k+p.Cum k si p nu sunt neaparat numere naturale nu avem neaparat suma numerelor
n

de pe fiecare linie mai mica sau egala decat k+p-1 si sa obtinem contradictia pentru ca n(k +p- 1) <nk+p (adevarat

n n
pentru cad p<——). Se observa ca nk +np >nk+p, deci trebuie pusa conditia ca p sa fie intreg, sicum o<p<—

n-1 n-1
rezultd p =1. Acum problema este identica cu precedenta .

 Generali i probleme de la ONM. >
eneralizarea unei probleme de la O.N.IVl.
\ )

Andrei Razvan Baleanu, elev, Colegiul National ,,George Cosbuc”, Motru, Gorj

Tn aceasta scurti notd matematicd vom prezenta generalizarea problemei 4 propusé de Dinu Serbénescu la
clasa a Vllil-a la a 60-a Olimpiada Nationala de Matematica.

Enuntul problemei este:

Prin plane paralele la fetele sale, un cub se imparte in 27 de paralelipipede dreptunghice, dintre care exact
doud sunt cuburi. Sa se arate ca cele doua cuburi au muchii de lungimi egale.

Tn continuare prezentdm generalizarea problemei:

Prin plane paralele la fetele sale, un cub se imparte in n® paralelipipede dreptunghice, unde n este un numar
natural prim. Dintre acestea exact n—1 sunt cuburi. Sa se arate ca cele n—1 cuburi au muchii de lungimi egale.

Prezentam in continuare solutia generalizarii:

Cum n este un numar prim cubul poate fi impartit prin plane paralele astfel: lxnxnz, 1x1x nS, nxnxn. Cum n
fiecare din primele doua cazuri rezulta n® paralelipipede cu o dimensiune egala cu cea a cubului dat o analizam doar pe
ultima. Fie A un varf al cubului. Muchiile din A sunt impartite de planele paralele la fete in cate n segmente. Notam cu

X1 Xoseen Xy Y0¥ 900 Y si 21,25, 2 lungimile segmentelor generate pe muchiile din A. Observam ca:

X{+Xo +ot Xy Y +Yy +Yy =29+ 25+t 2y, L
sumele reprezentand lungimea muchiei cubului.
Folosim metoda reducerii la absurd. Dacd cele n-1 cuburi au dimensiunile a) #ay #...# a1, atunci
a) = Xil = yjl = Zkl peny B q =
ky #ky # ... 2 k- Relatia (1) devine:

.o Zy. =2z CU iy #ip # .o #El 4, Ja# o ## ] 4 Si
i Thha K 1772 n1''17'2 n-1

apfayFFan TX =aptay ettty S tay tetan g -

Atunci X = yj =z, ,ceeace arata ci printre cele n® paralelipipede mai exista un al n-lea cub, contradictie! Atunci
n n n

cele n-1 cuburi au dimensiuni egale.

/ Extinderea unor probleme din planinspatiu—

robleme care au constituit obiectul unor olimpiade de matematica

Gheorghe F.Molea, prof. Curtea de Arges

I. La oIimpiada Nationald Arad — 1994, la clasa a IX-a a fost propusa problema urmatoare:
,,Demonstrati ca nu exista nici un triunghi care sa aiba lungimile laturilor numere prime si aria un numar intreg.”

Tn cele ce urmeazi vom extinde problema anterioara in spatiu, nu inainte de a introduce si demonstra unele
chestiuni pregatitoare.

Definitia I. Tetraedrul [ABCD] este echifacial daca fiecare muchie este congruentd cu muchia opusa, adica
[AB]=[cD}[Ac]=[BD] si [AD]=[BC].

Definitia 2. Tetraedrul [ABCD] este dreptunghic in varful A dacé oricare dous muchii [AB][AC][AD] sunt
perpendiculare.
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Teorema 1. Volumul tetraedrului echifacial [ABCD] in care [AD]|=[BC]=a, [AB]=[cD]=h,[AC]=[BD]=c, este

‘/Z(a2 +b2 —czj(az +c2 —sz(bz +c2 —azj

12
Demonstratie: Tn planul (BCD) prin varfurile B, C, D construim paralele la laturile [CD][BD]BC care determina
triunghiul [MNP]. Triunghiul [BCD] este triunghiul median al triunghiului [MNP]. Tn triunghiul PAM, [AC] este mediana si

dat de formula: Viasco=

AC=% , deci triunghiul [MAP] este dreptunghic in —A, deci AM_LAP. Analog rezulta AN_LAP si AM_LAN. Deci tetraedrul

[AMNP] avand AM_LAP, AMLAN, AN_LAP este dreptunghic Tn varful A.
Daca notam cu AM=x, AN=y, AP=z, folosind teorema lui Pitagora obtinem sistemul

x2 = 2(b2 +c2 —azj

x2 +y? = 4p?

x2 +2% = 4c? de unde rezulta: y2 = Z(a2 +b2 —czj .
2 2_ 4.2

y +2" =4a 22=2(a2+c2—b2j

Deoarece tetraedrele [ABCM], [ABDN], [ACDP], [ABCD] au bazele [BCM], [CDP],
[BDN], [BDM] triunghiuri congruente si aceeasi indltime din varful A, atunci ele au acelasi volum.

ViasemiE 1 V AMNP[= T s " deci V = % 2420V =3Py P 2422 =8(b*+c*—a?).
(a®+b?-c?)-(a%+b*—b%) < 72V?=(a’+b*—c?)(a®+c’~b%)(b*+c*~a?) echivalentd cu formula din teorema.

Teorema 2. (extinderea problemei de la Olimpiada Nationald, Arad — 1994)

Demonstrati ca nu exista nici un tetraedru echifacial care sa aiba lungimile muchiilor numere prime si volumul
un numar intreg.

Demonstratie. Vom folosi formula: 72v?=(a’+b°~c?)(a*+c*-b%)(b*+c’~a’) (*), analizand urmétoarele cazuri:

1) daca a, b, ¢ sunt numere prime impare, atunci membrul drept al relatiei (*) este impar iar cel stang este par.
Am ajunge la concluzia ca un numar par sa fie egal cu un numar impar, contradictie!

2) daca a=b=c=2, atunci 72V?=64, deci V¢N.

3) daca a=b=2 iar c este numar prim impar, rezulta 72V2=numar impar, fals!

4) daca a=2 iar b si ¢ sunt numere prime>5, tindnd cont ca orice numar prim >5 are una din formele Mg=1,
relatia_ (*) devine: 72V2=(4+M6+1—M6—1)(4+M6+1—M6—1)(ZMG"'1+M6—1—4)<:>72V2=(M6+4)2(M6—2)©72V2=(M6—2)3(M6—2)
STV =(Me—2)2(Me=2) <72V?=(Me—2)*=72V*=Me-8<72V*=Me—2. Cum 72V°=Ms pentru VeN, ar rezulta ci Mg=Ms—2,
fals!

5) daca a=2, b=c=3 rezultd 72V/*=224, deci VN.

2
6) daca a=2, b=3, ¢ este numar prim =5, avem: 72V=(c*+5)(c*-5)(13-c?) <(c*-5)(13-c)= 75 V" Deoarece
c“+5
2
7§V >0 rezultad ca (c2—5)(13—(:2)>0, deci C2€(5, 13), de unde ¢=3, dar ¢ este numar prim >5. Se ajunge la situatia 3>5,
c“+5
fals!

Cu aceasta teorema este demonstrata deoarece am epuizat toate posibilitdtile. Continuare Tn numarul urmator.

: § Cateva cuvinte despre o revista cR
COMUNA_GRINTIES — NEAw] a\fost »,Gazeta micilor matematicieni”

Stefan Tifui, prof. Grinties-Neamt

GALETA

ilor MATEMAT|CIENI

Tn anul 1972, ma pregateam pentru examenul de gradul al doilea. Cu aceasta
ocazie am stabilit, cu o parte din elevi, sa scoatem o mini-gazetd de matematica a
scolii, necesara si elevilor care nu au posibilitati de pregatire in familie (se stie situatia
elevilor din mediul rural...).

Ne-am géandit ca primul numar sa contina probleme simple, accesibile tuturor
elevilor, probleme propuse de catre elevi, pentru clasele I-VII, probleme distractive,
articole pe intelesul copiilor. A aparut in format mic, circa 15-20 exemplare. Am apelat
si la colegii din cadrul catedrei de matematica din scoala. La inceput a fost destul de
usor, fiindca nu era prea mare nevoie de materiale si nici de materiale deosebite.
Colectivul de redactie era format din cate doi elevi de la clasele I-VII, fiecare elev avand
misiunea lui. Treptat, continutul gazetei s-a imbunatatit, numarul elevilor participanti a devenit din ce in ce mai mare,
numarul de exemplare a ajuns pana la 30-40 si am convenit sa-i ddam denumirea ,,Gazeta micilor matematicieni” G.M.M.

G.M.M s-a facut cunoscuta si in scolile apropiate, fiind prezentata in cadrul ,,Cercului pedagogic” din zona al
carui responsabil eram. Usor, ugsor, G.M.M a patruns si in scolile din oras, in judetul Neamt, continutul ei s-a imbogatit,
au aparut noi rubrici Tn cadrul ei:

Revista de matematicéa alpha — publicatie semestriala




p________________________________________4
Articole si
note matematice
1) Probleme propuse, probleme compuse de catre elevi. 2) Curiozitati matematice. 3) Rebusuri matematice. 4) Probleme
distractive. 5) Articole accesibile elevilor claselor [I-VII: ,,Cum au aparut numerele”, ,,Multimi si operatii cu multimi”, etc.
6) Rubrica rezolvitorilor.

Avand un succes deosebit in randul elevilor si profesorilor, s-a marit numarul de exemplare si a fost multiplicata
la xerox. A aparut o rubrica noua, ,,Probleme propuse pentru clasele IX-X, Probleme pentru concursuri, Unde este
greseala!, Cel mai bun rezolvitor.

Cu un format nou, cu un continut deosebit, G.M.M s-a raspandit si in alte judete, si-a marit numarul
colaboratorilor, iar in colectivul de redactie au aparut nume noi, ca: C. lonescu-Tiu, pe atunci redactor onorific al Gazetei
Matematice-Bucuresti; Vasile Tifui (frate), prof. Piatra Neamt, lon Diaconu, prof. Piatra Neamt, Mihaly Bencze, prof.
Brasov, Lucian Tutescu, prof. Craiova, lulian Mazilu, prof. Urziceni, Mihai Doroftei, prof Borca-Neamt, Radu lon, prof.
Bacau, etc.

Multi profesori si-au exprimat dorinta de a primi gazeta si a colabora cu ea, astfel Florentin Smarandache,
Nicolae Ivagchescu, |.Patrascu — Craiova, Gh.Molea — Curtea de Arges, |.Fota si T. Baetica — Izbiceni-Olt, D.Savulescu,
Gh. Neagu — Bacau, |. Belci — Caras- Severin.

S-au facut schimburi cu reviste de matematica din alte localitati: ,,Alfa” din Craiova, ,,Gamma” — Brasov, ,,Caiet
de informare matematica” — Campina (Gane Policarp), ,,Sfera” — Bailesti-Olt, ,,Penta” — Pitesti, ,,Epsilon” — Bailesti,
,,Revista matematicd” — Bacau, ,,Caiet 32" — Craiova (N. Ivaschescu, George Margineanu); ,,Teme si probleme” —
|.Patragcu — Craiova, ,,Matematica pentru elevi” — Galati, ,,Scoala valceana” — R&mnicu Valcea, ,,Licariri” — Craiova.

Cu acest schimb G.M.M. a intrat Tn circuitul revistelor de matematica din tara.

ntr-un articol publicat in ziarul ,,Ateneu” din Bacau, lectorul univ. dr. Valeriu Popa, scria: ,,Colectivul de
profesori de la scoala nr.1 Grinties a reusit sa realizeze ceea ce nici o scoala din altd localitate din tara nu a reusit”.

G.M.M. contine foarte multe probleme frumoase, propuse de profesori deosebiti.

lata cateva exemple:

1. Sa se arate ca daca a, b, c si d sunt cifre diferite intre ele si diferite de zero, atunci 37 < ab+cd<183.
prof. C.lonescu-Tiu, Bucuregti, pb. 3375/19-1988
2. Aratati ca daci a, beR, atunci 2(a*+b*)+9>12ab. Cand avem egalitate?
prof. Lucian Tutescu, Craiova, pb. 2325, nr.15/1987
3. Sa se rezolve in numere intregi ecuatia XCHyP=xty. prof. Florin Smarandache, Craiova, pb. 1156, nr.9/1986
4. Ce ani din secolul XX reprezintd patrate perfecte? Aflati numerele aabb, patrate perfecte.
prof. N.lvaschescu, Craiova, pb. 2703, nr.17/1988
c

5. Sa se determine numerele a, b, ¢ stind ca ab=7c si %: % = E prof. D.Savulescu, Bacau, pb. 2703, nr.17/1988

6. Sa se afle restul impartirii numarului N=211*°+213*"" prin 13. prof. Gh.Schneider, Craiova, pb.2704, nr.17/1988
7. Aflati numerele naturale a, b, ¢ stiind ca % = % =% Si ab +bc +ca=282.

prof. lulian Mazilu, Urziceni, pb.6051, nr.33/1994

8. S& se rezolve ecuatia x+ (x +1f% +/(1-xf =3. prof. I.Fota, Izbiceni, pb. 2306, nr.15/1987
9. S& se determine numarul ab stiind ca suma patratelor cifrelor este un numar prim iar produsul patratelor cifrelor este
divizibil cu 100. prof. Dragos Constantinescu, Rm. Vélcea, pb. 3418, nr.19/1988

10. Determinati numarul prim x pentru care X2+3x+2 nu este divizibil cu 6.
prof. Gh. Molea, Curtea de Arges, pb.6065, nr.33/1994

-3X+2

11. Sa se rezolve ecuatia: { }=2—3x, unde s-a notat cu [a] partea intreaga a lui a.

prof. |.Patrascu, Craiova, pb.3216, nr.18/1988

12. Care numar este mai mare 2 5 sau 5? prof.L. Tutescu, Craiova, pb.6123, nr.33/1994
Din anul 1995, G.M.M. si-a incetat activitatea din mai multe motive. in anul 2003 a luat fiinta revista ,,Dialoguri
matematice nemtene”, revista semestriala de culturd matematica pentru elevi, profesori si iubitori ai matematicii (1.S.J.
Neamt)
Ultima problema din G.M.M. a fost cu nr. 6123 a prof. Lucian Tutescu. G.M.M. a fost apreciatd de colegi,
profesori si de 1.S.J. Neamt, de la care n-am primit nici un ajutor. Ea a fost ,,modesta” fata de alte reviste, dar meritul
nostru a fost acela ca 2-3 profesori de la scoala din Grinties au reusit sa arate ca matematica nu se dezvoltd numai la

orage mai mici sau mai mari ci si pe varful unui deal, acolo unde se afla $coala Nr.1 — Grinties.
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