CAPITOLUL 2

SERIT FOURIER

2.1. Serii trigonometrice. Serii Fourier

Fie functia f :[a,b] > R. Reamintim cd punctul x, €[a,b] se numeste punct de
discontinuitate de prima speta al functiei f dacd limitele laterale f(x,—0) si f(x, +0)
exista si sunt finite.

y Definitia 2.1.1. Functia f :[a,b] > R se numeste

continud pe portiuni daca este continua pe [a,b] cu exceptia unui

numadr finit de puncte de discontinuitate de prima speta (fig. 1.1).
O astfel de functie este integrabila.
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Reamintim ca functia f:R — R este periodica de perioada T’
daca f(x+7)=f(x), VxeR.

Fig. 1.1

Lema 2.1.1. Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r . Atunci

a+2r T

[ feryde= [ frde.

Demonstratie. Pentru aceasta este suficient sa observam ca

a+2rw T

[Fac= [ reacs [ fedes [ F@ds.

a+2rw

Cu schimbarea de variabild x =¢— 27z , obtinem

T

[ feode= [ roa=—] o,

deci

jff(x)dx%— ]Ef(x)dx:O,

a+2rw

de unde rezulta lema. m

In general, daca f are perioada T, atunci
a+T T

[ feodx=] fx)dx .
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Definitia 2.1.2. Fie («,) ., (8,),>; doud siruri de numere reale. Seria de functii
%+Z(an cosnx + 3, sin nx) (1)
n=1

se numeste serie trigonometrica de coeficienti ,, n>0, £, n > 0. Sumele partiale ale unei
astfel de serii de functii
ay ~ .
—+ Z(ak cos kx + f, sin kx)
2 i3
se numesc polinoame trigonometrice.

Definitia 2.1.3. Fie functia /' : R — R, periodica de perioadd 27, continud pe portiuni
pe orice interval compact si fie

a, =l Jf(x)dx , a, =l '[f(x)cosnxdx, b, =l If(x)sinnxdx, n>1.
4 - 4 - 4 -
Atunci seria trigonometrica
ay

> + z (a, cosnx + b, sin nx) (2)

se numeste seria Fourier atagata functiei f , iar coeficientii a

n=l

b, se numesc coeficientii

n?

Fourier ai functiei f .

Definitia 2.1.4. Functia f :[a,b] > R se numeste continuu diferentiabila pe portiuni
(sau neteda pe portiuni) pe [a,b]dacd este derivabild pe [a,b] cu exceptia unui numar finit
de puncte si ' este continud pe [a,b] cu exceptia acestor puncte in care are limite laterale
finite.

Teorema 2.1.1. (Dirichlet). Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2r ,
continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact [a,b] — R . Atunci seria Fourier
(2) este convergenta pe R si avem

a—°+Z(an cosnx +b, sinnx) = f(x—O);f(x+0) , VxeR,
n=1

unde

a, :lj-f(x)cosnxdx, neN, b, :ljf(x)sinnxdx, neN".
T T

Observatia 2.1.1. Daca, in plus, f este continud pe R , avem

f(x) = "7°+ 3 (a, cosnx+b, sinnx), VxR
n=l1

( f se dezvolta in serie Fourier pe R ).

Observatia 2.1.2. Dacd functia f este pard, atunci b, =0, ne N". Daca functia f

este impard, atunci @, =0, neN.
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Exemplu. Si se dezvolte in serie Fourier pe intervalul [-z,7] functia f(x) = x".
Fie /" :R — R, functia obtinuti prin prelungirea prin periodicitate, cu perioada
T =2r,afunctiei f . Deoarece functia este pard, coeficientii b, sunt nuli. Vom calcula

coeficientii a,. Avem:

T 3
2
Ixzdx: ,
L 3
T
T sinnx|” 27
J‘xz cosnxdx = x* ——jxsinnxdx:
- n - n—oo
2 cosnx|” 1% 4r(-1)"
=——|—X +—Icosnxdx =#, n>1.
n n S [ n
N . 27 -1)" )
In consecintda a, =——, a :4-u, b =0,n2>1,deci
5 0 3 n 2 n

2 n

=2 (-1

x2=%+4'§ ( 2) -cosnx, Vx e[-n,x].
n=l1 n

In particular, pentru x = 7 obtinem o identitate cunoscuta, datorata lui Euler:
0 1 B 7[2
276

n=1 1

Teorema 2.1.2. (Fejér). Fie f:R — R o functie continud, periodica de perioada
2z,

a C .
s, :70"‘2(% coskx+b, sinkx), neN
k=1
si sumele Fejér de ordinul n
So+8 o ts,

o

n

.
,neN .
n

Atunci sirul de functii (o), converge uniform la f pe R.

Teorema 2.1.3. (Weierstrass). Fie f:R — R o functie continua, periodica de
perioada 27 . Atunci pentru orice & >0 exista un polinom trigonometric T, astfel incdt

|r-T.

<¢&.

Demonstratie. Fie m, € N astfel incat Hap -f H < &, pentru orice p > m,. Putem alege

T. =0, ,unde o, estedatde Teorema lui Fejér. m

& m, m,

Teorema 2.1.4. (Weierstrass). Daca functia f :[a,b] > R este continua, atunci

pentru orice & >0 exista un polinom algebric P, astfel incat || f- Pg” <E&.

&
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Demonstratie. Pentru inceput, fie f :[0,27] - R o functie continua care satisface

f(0)= f(27r)si f prelungirea prin periodicitate pe R a functiei f . Conform Teoremei

2.1.3, pentru orice ¢ >0 existd un polinom trigonometric 7, astfel Incat

=< e

p
T, :%+Z(ak coskx + [, sinkx) .
k=1

Dezvoltand in serie functiile cos si sin, rezultad ca existd un rang m, astfel incat
mé’
k
T, — z a,x
k=1
m,
Notand P.(x) = Za X", rezultd ci
k=1

|f -~
Sa presupunem acum ca functia f nu mai satisface conditia f(0) = f(27), deci
f(0)# f(27). Consideram functia continua

g:[0,27]> R, gx)=f(x)+
Atunci g(0) = f(0), g(27) = f(0), deci g(0) = g(2x) . Conform celor de mai sus,

pentru orice ¢ > 0 existd un polinom P, astfel incat || g—-P

&

£
<—.
2

<é&.

S(0)-f(@2x) .
27 '

< &, adica

f(x)+wx—ﬁ(x) <g, Vxel0,2x].
V4

Notand Q, (x) =P, (x) - wx , rezulta ca
T

| -0,

In sfarsit, fie f :[a,b] - R o functie continua si

<é¢&.

hi[027] > [a.b].  h(t)=a+2=%
27

Evident, 4 este un homeomorfism. Consideram functia g:[0,27] > R,
g(t)= f(h()), Vt €[0,27]. Tinand seama de cele de mai sus, rezulta ca pentru orice & >0

existd un polinom P, astfel Incat || g—P.|<¢,adica

[f(h(@e) - P.(0] <&, Vi [0.27].
In consecinta,

f()=P.(h7 (x))| < &, Vx €[a,b].
Notand Q, = P.oh™', rezulta cd

lr-0.

<é.n
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2.2. Serii Fourier generalizate

Fie (H,<->) un spatiu prehilbertian real si fie {e,,e,,...,e,,...} un sistem ortonor-
mal de elemente din A . Asadar avem:

1, dacdi=j
<e,e; >=0, = .
' 0, dacai#j
Fie x € H oarecare. Coeficientii Fourier (generalizati) ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e,,...} se definesc astfel:
*
&, =<x,e,>,neN , (D)
iar seria

See, . ®)

n=1

se numeste seria Fourier atasata lui x in raport cu sistemul ortonormal {e, ,e,,...,e, ...} .

Teorema 2.2.1. <

n
xX— Zciei

i=1

n
X = Zé:iei

i=1

, Ve,eR,1<i<n.

Demonstratie. Intr-adevar:
n 2 n n
x—Zciei :<x—Zcie[,x—chej >=
i=1 i=1 j=1
P n n P n n
_ 2 2 2
=l =22 g+ el =+ 2 -6 - 287
i=l i=l i=1 i=1

Asadar, avem
2

= Yee| =+ 287 -Ye ®

Evident aceasta expresie este minima dacd ¢, =&, , 1 <i <n.Rezulta ca

n n
X — Zﬁiei <|x- Zciei
i=1

i=1

,Ve,eR,1<i<n.m

Corolarul 1. Daca &,, ne N, sunt coeficientii Fourier ai lui x in raport cu sistemul

ortonormal {e,,e,,...,e, ...} , atunci are loc inegalitatea lui Bessel:

e <l )

Demonstratie. Din (3) rezulta ca

n 2 ) n
2
x=2 el <[iT =287
i1 i1

0<

deci
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n

2.6 <

i=1
Facand n — oo, se obtine (4). m

Definitia 2.2.1. Sistemul ortonormal {e,},., se numeste inchis daci Sp({e,},.,) este

dens In H , deci daca pentru orice x € H siorice ¢ >0 existd ¢,c,,...,c, € R astfel incat

Teorema 2.2.2. Daca sistemul ortonormal {e,}, ., este inchis atunci are loc

identitatea lui Parseval:

b =3 ©)

Demonstratie. Este suficient sa aratam ca
.
<36 (6)
i=1
Fie £ > 0. Atunci existd ¢,,c,,...,c, € R astfel incat
n
X — Z c,e,
i=1

Din (3) obtinem

n
x— Zciei

i=1

<¢&.

n

= ”x”2 +;(ci _é:i)z _Zé:iz 2 ”x”2 _Zl:égiz .

i=1

gr >

Asadar

n

Yéi+et >
i=1
Cum ¢ este arbitrar, facand n — oo, rezulta (6). m

Definitia 2.2.2. Un sistem ortonormal {e, } ., se numeste complet (total) daca orice
x € H care satisface & =< x,e, >= 0, pentru orice i € N*, coincide cu elementul nul din H ,

deci x=0,.
Teorema 2.2.3. Orice sistem ortonormal inchis este complet.

Demonstratie. Deoarece &, =0, Vie N, din egalitatea lui Parseval rezultici x=0,, .

Afirmatia reciprocd nu este adevarata in general. Se poate ardta ca Intr-un spatiu
Hilbert cele doua notiuni coincid.
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Fie [a,b]— R. Vom nota cu C ([a,b]) spatiul vectorial al functiilor continue pe
portiuni pe [a,b] care satisfac

f(x)=%'[f(x—0)+f(x+0)], Vx €la,b].
Evident C([a,b]) = 5([a,b]) . Pe 5([a,b]) definim urmatorul produs scalar

< f.g>= [ f(D)gx)dx, ¥f,g € C([a,b)).

Intr-adevar, se verifici usor ci daci f, g, fi.f, € 5([a,b]), atunci:

<fitf.8>=<f,g>+<f,,g>,
<of,g>=a< f,g>, VaelR,

<f’g>=<g’f>7
<f,f>=0.

Vom ardta acumca din < f, f >=0, rezultd ca f =0. Sa presupunem ca
b
j FA(x)dx=0.

Fie Ata=x,<x, <..<x,_, <x, <..<Xx, =b odiviziune a intervalului [a,b], astfel
incat functia f* este continua pe intervalul (x,_,x,). Consideram functiile
g x_,x]>R,1<i<n,

f(x,,+0), dacax=x,,

g(x)=9/(x), dacaxe(x,,x),

f(x,=0), dacd x = x,.

Functia g, este continua pe [x, ,,x,] s1 0 = I fH(x)dx = I g7 (x)dx . In consecinta

g, (x)=0, Vxe[x,,,x;],dect f(x)=0, Vxe(x,_,x;), f(x_,+0)=0, f(x,—0)=0.
Atunci pentru orice i,1<i<n-1,

f@J=%Lﬂ%—®+fwﬁﬂﬂ=0

Prin urmare f(x) =0, Vx €[a,b].

fn concluzie, C([a,b]) este un spatiu prehilbertian.

Fie acum spatiul prehilbertian H = C([-,7]) Sa considerdm in acest spatiu sirul de
functii trigonometrice
1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,..., COS nx, Sin nx,... . (7)
Se deduc cu usurinta urmatoarele formule importante:

Tl-dx=27z, (3)
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T

[cosmrdr=0, meN, 9)
jsinmxdxzo, meN', (10)
” 0, dacam#n .

Icosmx-cosnxdx: § , mneN | (11)
7 7, dacaim=n

T . 0, dacim#n .

Js1nmx~smnxdxz § , mneN (12)
it 7, dacam=n

Isinmx-cosnxdxzo, mneN", (13)

=T

Sa dovedim, de exemplu, (11). Daca m # n, atunci din egalitatea
1
COS MX - COS X = 5 [cos(m +n)x + cos(m —n)x],

rezulta ca

s

-sin(m — n)x

-sin(m + n)x

}o.

jcosmx-cosnxdx:l-|:

2 |m+n

- -7

De asemenea

V.4 Vi

J-cosz mxdx=l- I(l+cos2mx)dx =l-(x+i~sin2mx)
2 ° 2 2m

-7

=7.

=T

Din egalitatile (8)-(13), rezulta ca sirul (7) este un sistem ortogonal. Pe de alta parte,
cum || f || =./< f, f >, din aceste egalitati rezulta ca
| :||sinnx||:\/;, neN".

In consecinté sistemul de functii

1 1
COS X, —=sin x, €08 2x, —=sin 2x,..., ——= COS nX, —=Ssin nx,... . (14)
N N7 N7 N7 A\ N7

este un sistem ortonormal de functii.
Fie a,,b,, coeficientii Fourier din Teorema lui Dirichlet. Notdm cu

n?
€y, €y,d,,¢,y,d,,...c,,d,,

no

coeficientii Fourier generalizati in raport cu sistemul ortonormal (14). Atunci:

e L _ |z
c0_<f,ﬂ>_m_jﬂf(x)dx \an

c, <f\/_cosnx>— | J.f(x)cosnxdxzx/;-an,neN,
Jr e

d smnx>—\/_.[f(x)smnxdx \/_bn,

n < f \/_

Inegalitatea lui Bessel devine
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%aé +xy (al +b))< [ £ ()dx
n=l1 -
sau
%aé +> (a2 +bf)s%.|.f2(x)dx. (15)
n=1 -

Se poate ardta ca sistemul trigonometric (14) este inchis. Rezulta ca are loc egalitatea
lui Parseval, adica

%ahg(a%bj)ﬁiﬁ(x)dx. (16)

Exemplu. In cazul functiei [ :[-7,7] > R, f(x)= -e", coeficientii Fourier

2shr
sunt
(_1)” n+l *
a, =1,a = , b, =(-1 . ,neN .
0 " 1+n’ - 1+ n?
Pe de alta parte

% hr

2(x)dx = ¢ .
_‘[{f ) 2shr

Din egalitatea lui Parseval obtinem
1 i 1 rnchrx
~1+n* 2shn’

2
de unde rezulta ca

i 1l rmchr-shr

“1+n’ 2shr

2.3. Serii Fourier pentru functii periodice de perioada T =2I

Fie f:R — R o functie periodica de perioada 2/, continua pe portiuni, 2: R - R,
h(t)= L t si g:R—>R, g=foh.Functia g este periodicd de perioada 27 .
T

Intr-adevar
g(t+2r) = f(h(t+27))= f(it + 21) = f(iz) =g(t), VteR.
T V4
Daca f este continuu diferentiabila pe portiuni pe orice interval compact din R ,
atunci i g are aceasta proprietate. Daca, in plus, f* este continua, din Teorema lui Dirichlet
rezulta ca
g(t) = %)+ Z(an cosnt+b, sinnt), VieR,

n=1

unde



2. Serii Fourier 11

n

a, =ljg(t)cosntdt, neN, b =ljg(z‘)sinntdt, neN".
T T,

/s :
Cum t = 7x, obtinem

f(x)= a—0+2(an cos%erbn sin%x), VxelR,
n=1

unde

I l
a, :%-J-f(x)cos%xdx, neN, b, :%-J‘f(x)sin%xdx, neN".
— —l

Exemplu. Sa se dezvolte 1n serie Fourier pe intervalul (-/,/) functia f(x)=x.

Functia fiind impara, rezultd cd a, =0, n € N. Prin calcul obtinem
2/
b,, — _(_1)n+1 .
nrx
Atunci

20 &) onx
x=—:) ——-sin—ux, xe(-/,0).
V4 ,,Z:‘ n / L)



