integrabilitate in sens Riemann

Fie /:ja.b]>R; A={a=x,<x, <x,<.<x,=b)si& e[.rl.,,\',.+‘];

Definitie. o (f.&)= Z:“/'(;,-)(.\fhl —x,) se numeste suma Riemann asociata functiei /. divizunii A si
i=0..n-1
punctelor intermediare, &

Definitie. /'s.n. integrabila Riemann dacad Ve > 0,30, VHA“ <o,

o\(_/',g)— 1‘ <& . Numarul / se numeste
integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a,b]

Teorema. Daca / este integrabila Riemann atunci este marginita

Lema. info (f 5) =5, sup 0'\(_/',5) =95,

Teoremi Daca feste marginita, atunci este integrabila Darboux < este integrabila Riemann

Teoremi Daca /'este marginita, atunci este integrabila Riemann < V|3, [ - 0= limo, (./‘7 ;,) =]

Definitie Multimea 4 cR s.n. neglijabila daca ve=02{/,} _, Ac U1, ‘Z/(l") <&

neJ
nelJ

Teorema. feste integrabild < multimea punctelor sale de discontinuitate este neglijabila ¢ ,S, wflﬂaiw'f&

Proprietati ale integralei Riemann
b
l.J.l~dx:/)’a
b b b
2.daca f'st g integrabile atunci of + fg $1 /- g integrabile si j (off + fBg X ox)cte ~aj F()dx + /)’J‘ g(x)dx
h h h
3.a) /=0 :>J' F)de=0.b) f < g = j F(x)dx sj' e(x)dx : ¢)

[ peoa= [ oo

4 Prima formula de medie:

h h
daca m < f(x)< M si g pastreaza semn constant, atunci 3u, | f(x)g(x)dx = /4J £(x)dx

b b
dacd f'este continua, atunci Efj. Fx)g(x)dx :f(f)j £(xX)dx
5.A doua formula de medie:

h 5 h
daca f continud iar ¢ continud §i monotona, atunci ﬂé,j F(x)g(x)dx = g(a)j. f(x)dx+ g(‘/))j 1)
h C h
6.Daca fintegrabild pe [a., b] atunci este integrabila pe orice subinterval si j J(x)dx :J Flx)de + jf(x)dx
h b
7.f.¢ integrabile, f(x) = g(x).vx < [u,h]- 4, A finiti. atunci j J(x)dy = | g(x)ddx

8./ continud, atunci /(x) = j:/'(/)a’/ este primitiva a lut /

Formuia Leibnitz-Newton

b
Daca [a, b]% R este integrabil si daca admite o primitiva /-, atunci J. F(dx = (b)) - I'(a)



Aplicatii elementare ale integralei definite

Lungimea graficului. f:[a, b]—)[R . ! e('l([a l) (/f J. yi+ 7 (,\)ci\

Exemplu: Lungimea arcului de parabolda f:R—>R, f/(x)=x> +x+1, cuprins intre punctele A(0,!) si

1
B(1,3) este datd de integrala J.0\/1+(2x+1)2dx in care efectudm substitufia 2x+ 1=/ si obtinem

%f«/ﬁa’x:%(ln(/+m)+,m)iz_( gl:\/\/_: N \/_J

h
Aria cuprinsd intre graficul functiei continue ‘/':[a,b] —->R,,0xx asiy b 4 :J../'(x)civ

. . . . r 2 N . S
Exemplu: Arna semicercului de razi r este J Vr? —xdy in care efectuam substitutia
_,.

. . z ) T Tl —cos2t ar’ /\
xX=rcos/ si obtinem j Nr—p? COSzl-I‘SmIC/IZI‘ZJ sm”/dlzrz.[ ———2—d1=——; ‘ .
0 0 0

2
asadar, rezultd ca aria cercului este i S s
-
Volumul obtinut prin rotatia graficului functiei continue 4/’:[(1,/7]——)[R+., in jurul lui Ox —
I)
V:;zj F2(x)dx P

R—r

h

Exemplu: Volumul trunchiului de con; consideram _/':[O,h]—)[wa(x):r+ X lar

R—

r . .
Y. g1 rezulta ca
h

r i e R-
xj dx , efectudm schimbarea de variabila 1 =r +

]
volumul cerut este I/ ZJTJ. (r + ;
0 7

ek,
volumul este V' = 7 J. I“dx = iT/—1([€2 +rR+ /*2)
R—rr 3
b
Aria laterala a suprafetei de rotatie, _/':[a,h]—) R,./ e(‘l([a,b]) , A = 2;1.‘. FOT+ 7 (X)dy
Exemplu: Aria laterald a cilindrului circular drept; consideram A/':[O, h]—) R,, f(x)=r iar aria cerutd este

h
A = Zﬂ.[)l‘d\' =2nrh

Centrul de greutate al unei placi omogene cuprinse intre graficele functiilor continue f,g:[a,b]—)lR
0< f(x)Lg(x),Vx e[a,b]

[rleo- s g0 w)e

b Yo T
f (g(x) = f(x))dx j , (g(x)— /(x))dx
Exemplu. Centiul de greutate al placii marginite de parabolele /. g:[- l,]]—) R f(x)=x g(x)=2x>~1:
1

l:OE deci

+ 2

X, =

7

1 X

i I 5
calculam integralele din formula: J.I,\'(g(x)— (XY dx = J. [x(Zx“' . )u’xz 7

4
X5 =0, J._Il(gz(x) - _f'z(.\')}lx: J:l‘ (4x4 —4x7 41 -x" )u’xz J._I, (3,\'4 —4x? + l)zi\'z%—%%— 2 =% st in sfarsit

fl (2x? —1-‘\-2)L/x:£1(,\»2 - 1)L/x:§—2:—§, deci v, =+

5



